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Introdu
tionL'obje
tif de 
e travail est de 
on
evoir et d'étudier des représentations dynamiques de l'espa
e dans le
adre d'un langage dé
laratif. Le but est d'intégrer dans un langage informatique des stru
tures de donnéespro
hes des objets mathématiques utilisés dans la modélisation des systèmes dynamiques (SD), a�n desimpli�er l'expression des algorithmes et les programmes.Ce travail a pour 
adre le projet 81/2. Issu de l'équipe Ar
hite
tures Parallèles du LRI, l'ambition initialedu projet était de développer un langage parallèle pour la simulation des SD. Ce type d'appli
ations représentela grande majorité des programmes exploités sur les super-ordinateurs.Cela a 
onduit à développer des stru
tures de données dédiées à la simulation des SD : le stream et la
olle
tion 81/2, et surtout, à étudier la 
ompilation e�
a
e des programmes dé
laratifs dé�nissant de tellesstru
tures de données. Cet obje
tif a été en partie atteint, ave
 le développement d'un 
ompilateur et l'étudede la distribution automatique des 
al
uls.Une 
onstatation est alors venue réorienter les dire
tions de re
her
he du projet 81/2 : l'expressivité d'unlangage de simulation est au moins aussi importante que son e�
a
ité. En e�et, les objets modélisés parles simulations a
tuelles sont de plus en plus 
omplexes et leurs intera
tions 
ompliquées. Les algorithmesde simulation deviennent de plus en plus sophistiqués. Le peu d'expressivité d'un langage 
onstitue alors unobsta
le à la mise en ÷uvre de 
es nouvelles simulations. Ave
 la montée en puissan
e des mi
ropro
esseurs,et la standardisation des logi
iels de base permettant de travailler sur des réseaux hétérogènes de stationsde travail, le nouveau 
hallenge n'est plus seulement 
elui de la puissan
e de 
al
ul mais aussi 
elui de laprogrammation des modèles.Le problème posé au départ était d'étendre la notion de 
olle
tion en 81/2 a�n de pouvoir programmer lasimulation de pro
essus de 
roissan
e. L'exemple type visé est la simulation des L systèmes, un formalismede réé
riture parallèle utilisé dans la modélisation de la 
roissan
e des plantes. La simulation des L systèmes
onduit à représenter un arbre dynamique et à évaluer des attributs sur 
et arbre.Cela m'a amené dire
tement à la né
essité de manipuler des fragment de 
ode, sous forme de termesouverts. La systématisation de 
ette idée et sa formalisation a donné lieu à la notion d'amalgame. Lesamalgames 
onstituent un mé
anisme puissant pour stru
turer et paramétrer les programmes dé
laratifssous la forme de � paquet d'équations �. Il est possible d'adopter plusieurs points de vue sur les amalgames :le point de vue qui nous intéresse plus parti
ulièrement est le point de vue spatial. Un amalgame dé�nitune notion d'espa
e irrégulier. En e�et, pour raisonner sur les amalgames, il est 
ommode de les représentersous la forme d'un graphe data-�ow : toutes les opérations de 
onstru
tion d'amalgames admettent alors unereprésentation graphique simple en termes de 
onstru
tion de graphe.Dans le même temps, une autre partie de l'équipe 81/2 développait les 
on
epts né
essaire à la 
ompilationde dé�nitions ré
ursives de 
on
aténation de tableaux. Ce problème né
essite de dé
rire de manière 
ompa
tele graphe data-�ow des 
al
uls entre les éléments du tableau. Nous nous sommes alors rendus 
ompte quedans les deux 
as on raisonnait sur le même objet, un graphe des dépendan
es, mais que dans un 
as 
'étaitun objet qui présentait une grande régularité (dé�nition ré
ursive de 
on
aténation de tableaux) et que dansl'autre 
as, il n'en présentait pas (les amalgames).L'étude des régularités d'un graphe de dépendan
es d'une dé�nition ré
ursive de tableau a montré qu'onpouvait dé
rire 
e graphe par la présentation d'un groupe mathématique, 
e qui permet d'uni�er le traitementd'autres stru
tures de données ré
ursives, 
omme par exemple les arbres. Par ailleurs, l'analogie ave
 lesamalgames m'a 
onvain
u de la né
essité de représenter des tableaux partiels, 
'est-à-dire des tableaux dontiii



ivtous les éléments n'ont pas une valeur dé�nie. Cela donne lieu à la notion de 
hamp de données basé sur unestru
ture de groupe ou GBF. Les GBF permettent la représentation d'espa
es réguliers, où 
haque point del'espa
e a la même stru
ture de voisinage. Cette représentation permet la dé�nition de stru
tures spatiales
omplexes exprimant en plus une information de type.Si on revient à présent aux problèmes de simulation des SD, on voit que les GBF et les amalgamespermettent de représenter deux sortes d'espa
es (
ontinu et dis
ret) qui interviennent dans la des
riptiond'un SD. Les GBF sont parti
ulièrement aptes à représenter la dis
rétisation d'une portion d'espa
e, 
ommeon le fait par exemple pour la résolution numérique d'une équation aux dérivées partielles. Et les amalgamessont parti
ulièrement aptes à représenter les relations stru
turelles entre les variables qui dé
rivent un SD.Mais 
es nouveaux types de données dépassent leur motivation initiale : les amalgames sont utilisables dansle domaine de la programmation in
rémentielle et les GBF s'ins
rivent dans la ligne des travaux autour destypes de données algébriques.Organisation du do
umentCe do
ument se stru
ture en quatre parties.La première partie dé
rit le langage 81/2 . Les notions de stream, de 
olle
tion et leur intégration dansun langage dé
laratif sont présentées. En parti
ulier, les opérations sur les streams et les 
olle
tions sontbrièvement dé
rites, a�n de permettre au le
teur de 
omprendre les exemples donnés. Nous rappelons à
ette o

asion l'appro
he intensionnelle du langage 81/2. Le dernier 
hapitre de la première partie donne desexemples de SD. Ces exemples mettent en éviden
e l'adéquation du langage à la simulation des SD et nousdonnons, tout au long du do
ument, des exemples illustrant notre propos. Nous espérons qu'ils aideront à la
ompréhension des 
on
epts dé
rits et des problématiques abordées.La se
onde partie de 
e do
ument dé�nit et étudie la notion de GBF. Elle 
ommen
e par la 
ritique dela notion 
lassique de tableau que l'on ren
ontre dans les langages évolués. Cette notion de tableau est troppauvre pour la des
ription de stru
tures spatiales plus 
omplexes que la grille eu
lidienne. Nous proposonsd'étendre la notion de tableau en 
onsidérant un tableau 
omme une fon
tion partielle de l'ensemble de sesindex vers un ensemble de valeurs. On munit 
et index d'une stru
ture de groupe. Cette stru
ture dé�nit lesGBF. Nous détaillons dans 
ette partie les opérations sur les GBF et illustrons notre propos par de nombreuxexemples pris dans des domaines aussi divers que un 
al
ul de gaz sur un réseau, un pro
essus de 
roissan
eou un 
al
ul de relaxation. Un s
héma général d'implémentation des GBF est donné et détaillé dans le 
asabélien. Les mé
anismes dé
rits et les exemples donnés sont validés par des programmes en Mathemati
a.La troisième partie de 
e do
ument est 
onsa
rée aux amalgames. Nous mettons en éviden
e que lastru
ture d'espa
e d'un GBF, dé
rite par la présentation d'un groupe, 
orrespond aussi au graphe des dé-pendan
es d'un système 81/2, mais que 
e graphe n'est pas for
ément homogène. Un système 81/2 est une
olle
tion d'équations et nous nous posons la question de 
onstruire 
es objets 
omme résultat d'un 
al
ul.Pour 
ela, nous nous appuyons sur des systèmes ouverts, 
'est-à-dire des systèmes impliquant des identi�
a-teurs auxquels ne 
orrespond au
une dé�nition. La dé�nition des expressions ouvertes et d'un mé
anisme de
l�ture des expressions par 
apture de nom donne lieu à la dé�nition des amalgames. Trois opérateurs seule-ment permettent de 
onstruire des amalgames. Ces trois opérateurs ont une interprétation simple en termesde mé
anismes de programmation. Une sémantique formelle des amalgames est ensuite développée dans le
hapitre X. Cette sémantique, exprimée dans le style SOS, donne lieu à une implémentation en Mathemati
ad'un interprète du 
al
ul sur les amalgames. Le 
hapitre suivant illustre par des exemples l'utilisation desamalgames. Nous montrons en parti
ulier la puissan
e expressive du formalisme à l'o

asion du 
odage del'arithmétique. Nous utilisons les amalgames pour la modélisation d'un pro
essus de 
roissan
e.En�n, la dernière partie du do
ument se propose d'intégrer les deux nouvelles stru
tures de données dansle langage 81/2. Nous proposons une solution qui 
onsiste à développer des streams d'amalgames de GBF.Nous n'intégrons pas l'ensemble des GBF, mais nous nous restreignons à un sous-
as 
orrespondant à destableaux dynamiques. Cela nous oblige à dé�nir une nouvelle sémantique 81/2D, dans le style opérationnel,
ar la sémantique initiale de 81/2 ne supporte pas les extensions dynamiques. Une implémentation en CAMLest a
tuellement en 
ours. Malgré toutes 
es restri
tions, nous donnons dans le dernier 
hapitre des exemplessigni�
atifs de programmes 81/2D, et en parti
ulier, la simulation d'une 
lasse de L systèmes.
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[...℄ au fond, j'ai été vi
time d'un préjugé analogue à 
elui de Newton qui pensait que toutes les fon
tionsavaient le temps 
omme variable indépendante. [...℄René Thom(in Paraboles et 
atastrophes)L'espa
e est une représentation né
essaire a priori qui sert de fondement à toutes les intuitions extérieures. Onne peut jamais se représenter qu'il n'y ait pas d'espa
e, quoique l'on puisse bien penser qu'il n'y ait pas d'objetsdans l'espa
e. Il est 
onsidéré 
omme la 
ondition de la possibilité des phénomènes, et non pas 
omme unedétermination qui en dépende, et il est une représentation a priori qui sert de fondement, d'une manièrené
essaire, aux phénomènes extérieurs.Emmanuel Kant(in Critique de la raison pure)- Garçon !- Monsieur?... Le bar est fermé, Monsieur... Monsieur désire quelque 
hose?- Oui..., de l'espa
e...- Pardon?- Un peu d'air... Vous avez 
ompris?... Barrez-vous !Henri-Georges Clouzot,Jean Ferry(in Quai des Orfèvres)Tout autre est le rhizome, 
arte et non pas 
alque.[...℄ La 
arte est ouverte, elle est 
onne
table dans toutes sesdimensions, démontables, renversable, sus
eptible de re
evoir 
onstamment des modi�
ations. Elle peut êtredé
hirée, renversée, s'adapter à des montages de toute nature, être mise en 
hantier par un individu, un groupe,une formation so
iale. [...℄Gilles Deleuze,Félix Guattari(in MILLE PLATEAUX )
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Chapitre I
Simulation des systèmes dynamiques etlangages dé
laratifs : l'appro
he 81/2

Dans 
ette première partie nous défendons l'idée d'un langage de programmation de haut-niveau pour lasimulation des systèmes dynamiques. Les systèmes dynamiques sont un 
adre très général pour modéliser desphénomènes dé
rits dans l'espa
e et qui évoluent dans le temps. L'étude de 
es modèles, qui se retrouventdans tous les domaines, passe très souvent par la simulation.Le langage 81/2 a développé des stru
tures de données adaptées à la représentation de l'état d'un systèmeet à la représentation de sa traje
toire (la suite des états dans le temps). Ces stru
tures de données sontintégrées dans un 
adre dé
laratif, 
e qui rappro
he le programme des formalismes mathématiques utilisésnaturellement dans les modèles.Cependant, les stru
tures de données o�ertes par 81/2 sont en
ore trop rudimentaires, surtout lorsqu'ils'agit de traiter les aspe
ts dynamiques de la représentation spatiale d'un système. Ces aspe
ts interviennentquand il faut simuler des pro
essus de morphogénèse ou bien quand il faut 
al
uler l'espa
e des états 
onjoin-tement à l'évolution du système.L'objet de 
e travail est de développer de nouvelles représentations informatiques de l'espa
e, aptes àrépondre à 
es problèmes.Stru
ture de la partie. Cette partie est 
omposée de trois 
hapitres. Dans le premier 
hapitre nousexaminons la problématique d'un langage de programmation pour la simulation, qui doit répondre à la foisà des problèmes d'e�
a
ité et d'expressivité.Dans le deuxième 
hapitre, nous présentons su

in
tement le langage 81/2. En parti
ulier, les opérationssur les streams et les 
olle
tions sont brièvement dé
rites, a�n de permettre au le
teur de 
omprendre lesexemples donnés tout au long de 
e do
ument. Un stream est la représentation informatique d'une traje
toire,et une 
olle
tion 
orrespond à la représentation informatique d'un domaine de l'espa
e.Le troisième 
hapitre illustre les notions introduites à travers des exemples. Deux exemples serviront de� �l rouge � tout au long de 
e do
ument : il s'agit de la modélisation du 
omportement d'une 
réaturearti�
ielle rudimentaire, le wlumf, et de la simulation grossière de la 
roissan
e d'un 
oquillage, l'ammonite.Stru
ture du 
hapitre. Ce 
hapitre 
ommen
e par introduire la notion de système dynamique, puis 
om-pare les obje
tifs d'e�
a
ité et d'expressivité d'un langage de programmation dédié à la simulation dessystèmes dynamiques. Le 
adre général du projet 81/2 est ensuite présenté.3



4 CHAPITRE I. SIMULATION ET LANGAGES DÉCLARATIFSI.1 Les systèmes dynamiquesLa des
ription des phénomènes dynamiques fait appel à la notion de système et d'état d'un système.Un système est un ensemble d'entités telles qu'on ne peut dé�nir la fon
tion ou les variations de l'une,indépendamment de 
elles des autres.Nous donnons le nom général de système dynamique (ou SD) aux modèles qui dé
rivent dans l'espa
e unétat qui évolue dans le temps. La modélisation et la simulation des SD représente un domaine d'appli
ationtrès important. En e�et, les besoins en simulation de SD se retrouvent par exemple dans tous les domainesoù on peut di�
ilement e�e
tuer une expérimentation :� sou�erie numérique,� simulations nu
léaires,� résistan
e des matériaux,� évolution des é
o-systèmes,� modélisation des semi-
ondu
teurs et des supra-
ondu
teurs,� 
hromo-dynamique quantique,� dynamique molé
ulaire et réa
tions 
himiques,� 
roissan
e de 
ristaux et problèmes de morphogénèse,� et �nalement toutes les appli
ations de � réalité virtuelle � 
orrespondant à la simulation de phénomènesdans un monde abstrait.Les entités 
onstituant le système sont 
ara
térisées par des grandeurs appelées variables dont la valeur évolueau 
ours du temps. L'ensemble des variables qui dé
rit le système forme l'état du système. Les variationsdans le temps de 
et état 
omposent la traje
toire du système et 
onstituent le phénomène que l'on veutmodéliser. L'espa
e dans lequel se déroule le phénomène 
orrespond à l'ensemble des variables.Il existe de nombreux formalismes di�érents pour dé
rire un SD. Par exemple, les physi
iens 
lassenttraditionnellement les modèles de systèmes dynamiques suivant le type 
ontinu ou dis
ret de l'état, dutemps et de l'espa
e. La table 1 donne des exemples de formalismes utilisés pour dé
rire 
es SD.Initialement appli
ation de l'informatique, la simulation devient elle-même un paradigme de programma-tion et, de 
e fait, un langage de haut-niveau pour la simulation développe un nouveau modèle de program-mation. En e�et, les phénomènes du monde physique 
onstituent, sous une forme idéalisée, les objets d'unnouveau 
al
ul. On peut identi�er les relations qui existent entre les étapes de modélisation et de simulationd'un SD et les étapes de 
onstru
tion d'un programme :des
ription d'un monde ≡ programme informatiqueparamètres de la des
ription ≡ données du programmephénomènes dans le monde dé
rit ≡ résultats du 
al
ulC: 
ontinu,D: dis
ret. Équationaux dérivéespartielles Équationdi�érentielle Réseaud'itérations
ouplées Automate
ellulaireEspa
e C D D DTemps C C D DÉtat C C C DTab. 1 � Divers formalismes utilisés pour la modélisation de SD et leur 
ara
térisation (
ontinu, dis
ret) parrapport à l'espa
e, le temps et l'état. Le seul moyen de dé
rire et d'étudier le 
omportement de 
es formalismespasse souvent par la simulation. Celle-
i étant faite sur un ordinateur digital, il est né
essaire de dis
rétiserle temps, l'espa
e et les valeurs dé
rivant l'état. Cependant, le programme à é
rire pour la résolution d'uneéquation aux dérivées partielles est très éloigné du programme d'un automate 
ellulaire : le nombre d'étatsen jeu dépasse de plusieurs 
entaines d'ordres de grandeur l'espa
e des états d'un automate 
ellulaire et un�ottant IEEE est une bonne approximation d'une variable réelle. Mais il existe un 
adre 
ommun à tous 
esformalismes, et que doit prendre en 
ompte un langage dédié à 
e type de simulation, 
'est la représentationdu temps et de l'espa
e.



I.2. LANGAGES EXPRESSIFS OU EFFICACES POUR LA SIMULATION 5Ce point de vue fertile est à l'origine de l'invention de nouveaux algorithmes (
omme par exemple lespro
édures de re
uit-simulé, les algorithmes évolutionnistes, les réseaux neuro-mimétiques...), et parti
ipeplus généralement d'un domaine de re
her
he nouveau, identi�é sous le nom � Parallel Problem Solving fromNature � [SM91℄.I.2 Langages expressifs ou e�
a
es pour la simulation des systèmesdynamiquesLes appli
ations de simulation des SD né
essitent de grandes puissan
es de 
al
ul. Elles représententd'ailleurs la majorité des appli
ations des super-ordinateurs a
tuels. L'initiative du � Grand Challenge � [NSF91℄qui a pour but le développement de l'infrastru
ture matérielle et logi
ielle pour atteindre le tera-ops, rappelleque l'expérien
e numérique, devenue indispensable dans toutes les dis
iplines s
ienti�ques, n'est envisageableque si on dispose des ressour
es de 
al
ul né
essaires. Cela est vrai surtout dans le domaine de la prédi
tionpar simulation. Par exemple, les premières simulations, en 1950 par Von Neumann, d'un modèle de 
ir-
ulation atmosphérique barotrope (
'est-à-dire négligeant les variations de température le long des surfa
esisobares), e�e
tuée sur l' E.N.I.A.C., ont permis de 
al
uler l'évolution météorologique sur une durée de 24heures dans une région donnée [CFVN61℄. Hélas, la simulation avait né
essité 24 heures de 
al
uls !Un langage de programmation ne peut avoir au
un impa
t sur l'e�
a
ité du modèle. Il peut par 
ontrepermettre une utilisation optimale des ressour
es fournies par l'ar
hite
ture sur laquelle est exé
uté le pro-gramme. Cependant, un langage pour la simulation se doit aussi d'être expressif.La notion d'expressivité 
orrespond aussi à un 
ritère d'e�
a
ité, mais 
ette fois-
i elle 
on
erne latâ
he de programmation. En e�et, la simulation 
orrespond à une méthode où l'on extrait un modèle d'unphénomène que l'on désire étudier, a�n de pouvoir e�e
tuer des expérien
es à partir de 
e modèle, et étudierson 
omportement dans des situations diverses. Un modèle est toujours une représentation simpli�ée duphénomène que l'on désire simuler, mais il doit en 
onserver les 
ara
téristiques prin
ipales, a�n que les
on
lusions de la simulation soient en rapport ave
 le système étudié. Pour pouvoir dé�nir e�
a
ement unmodèle, il est né
essaire de dé�nir un formalisme qui soit le plus pro
he possible de la 
lasse d'appli
ationsque l'on désire modéliser. Si on essaye de formaliser un SD à l'aide d'un langage impératif 
lassique, il estévident que la majeure partie du temps sera 
onsa
ré à la résolution de problèmes d'intendan
e tels que :� la représentation des entités de la simulation,� la gestion de la mémoire,� la représentation du temps logique et sa gestion,� la gestion du séquen
ement des a
tivités des entités de la simulation.Un langage pour la simulation des SD doit don
 o�rir des 
on
epts de haut-niveau pour fa
iliter la pro-grammation des appli
ations. Cet obje
tif n'est pas né
essairement antinomique ave
 un obje
tif d'e�
a
ité.En e�et :� Il est rappelé dans [NSF91℄ que l'augmentation de la taille des problèmes traités est due en parts égalesà :1. l'augmentation des performan
es du matériel,2. la sophisti
ation des algorithmes.Par 
onséquent, en permettant d'exprimer des algorithmes plus sophistiqués, on améliore aussi l'e�
a-
ité de la simulation. Par ailleurs, il faut prendre 
ons
ien
e [FKB96, Zim92, GG96, Can91, MGS94℄que l'utilisation de langages rudimentaires 
omme Fortran77 empê
he le développement de nouveauxalgorithmes (
f. le développement des nouveaux solveurs et des nouvelles librairies s
ienti�ques enC++ [BLQ92, KB94, ASS95, HMS+94, PQ93, PQ94, LQ92℄).� Un langage de haut-niveau, puisqu'il est indépendant d'un ar
hite
ture matérielle parti
ulière, 
onduitde fa
to au développement de programmes plus portables puisqu'ils ne sont pas liés à une implémen-tation parti
ulière, et sont don
 plus aptes à pro�ter des évolutions te
hnologiques.� Un langage de haut-niveau peut se 
ompiler e�
a
ement, tout au moins pour la partie du langage quipeut s'implémenter e�
a
ement ! Si les 
on
epts o�erts par un langage de haut-niveau sont pro
hes



6 CHAPITRE I. SIMULATION ET LANGAGES DÉCLARATIFSd'une appli
ation, mais que 
es 
on
epts s'implémentent mal sur une ar
hite
ture donnée, alors laprobabilité est grande que 
ette appli
ation sera inhéremment ine�
a
e, quel que soit le langage utilisépour la 
oder.I.3 81/2 : un langage expressif pour la simulationLe but poursuivi par le projet 81/2 est l'étude et le développement de stru
tures de données et de 
ontr�lepermettant une programmation expressive des appli
ations de SD. L'implémentation e�
a
e de 
es stru
turesest aussi étudiée, et donne lieu au développement d'un langage expérimental nommé 81/2.Le langage 81/2 a adopté un style dé
laratif de programmation. En e�et, l'utilisation d'un style dé
laratifpermet de 
onsidérer que les lois d'évolution du SD, exprimées sous la forme de relations fon
tionnelles entrevariables, 
onstituent un programme.Nous avons vu que la simulation d'un SD né
essite l'expression de l'évolution des variables d'un systèmedans deux dimensions parti
ulières : l'espa
e et le temps. La variation, en 81/2, d'une valeur dans le temps estrendue par une stru
ture de données adaptée : la série ou stream. La représentation de l'état d'un domainede l'espa
e 
onduit au 
on
ept de 
olle
tion : un ensemble stru
turé de valeurs qui est manipulé 
omme untout homogène. La 
ombinaison de 
es deux stru
tures de données est appelée un tissu : un tissu représentela traje
toire, dans le repère 〈temps, espa
e, valeur〉 d'un SD (voir la �gure 1).

Espace

Valeurs

Tempsle
s 

C
ol

le
ct

io
ns

les Streams

les Structures Dynamiques

tis
su

Fig. 1 � Un tissu spé
i�é par une équation 81/2 est un objet dans le repère 〈temps, espa
e, valeur〉. Unstream est une valeur variant dans le temps ; une 
olle
tion représentant la variation d'une valeur dansl'espa
e. La variation de l'espa
e dans le temps détermine une stru
ture dynamique.Obje
tif de ma thèseC'est dans 
ette perspe
tive que s'ins
rit le travail de 
ette thèse. L'obje
tif du travail que nous présentonsdans 
e do
ument est de 
on
evoir et d'étudier des représentations dynamiques de l'espa
e dans un 
adredé
laratif. En e�et, l'intégration de modèles de données pro
hes des objets mathématiques utilisés, doitpermettre de réduire d'avantage le fossé entre modèles et langages de programmation, a�n de simpli�er lesalgorithmes et les programmes.Notre motivation prin
ipale est de pouvoir développer fa
ilement :
• la simulation des phénomènes hautement dynamiques, 
omme les phénomènes de morphogénèse ;
• la simulation de SD pour lesquels l'espa
e des états n'est pas 
onnu a priori, mais doit être 
al
ulé
onjointement ave
 l'évolution temporelle du système.



I.3. 81/2 : UN LANGAGE EXPRESSIF POUR LA SIMULATION 7La suite de 
ette partie est 
onsa
rée à la présentation du langage 81/2 tel qu'il existe et est dé�nidans [Gia91a, GS93℄. Les 
on
epts que nous développons sont motivés et illustrés par des exemples de taillerestreinte en lignes de 
ode, mais néanmoins représentatifs des problèmes que l'on ren
ontre en simulation.Nous les illustrons aussi par des exemples purement informatiques, 
ar les 
on
epts étudiés dépassent le
hamp d'appli
ation de la simulation de SD et présentent un intérêt � pour eux-mêmes �.La deuxième partie de 
e do
ument étudie la représentation d'un espa
e homogène à l'aide d'une nouvellestru
ture de donnée dé
larative : le 
hamp basé sur un groupe.La troisième partie étudie la représentation d'un espa
e hétérogène à travers le 
on
ept d'amalgame.En�n, la quatrième partie intègre 
es deux nouvelles stru
tures de données dans le langage 81/2, dé�nissantle langage 81/2D .





Chapitre IILe langage dé
laratif 81/2
II.1 Des
ription du langage dé
laratif 81/2Le langage 81/2 est un langage dé
laratif : un programme est un ensemble d'équations qui dé�nissent destissus. Un tissu est la 
ombinaison de la notion de stream et de 
olle
tion. La dimension � stream � d'untissu permet de représenter la traje
toire d'un SD ; la dimension � 
olle
tion � permet de représenter sonétat.Une équation 81/2 est de la forme :

id = exproù id est un identi�
ateur et expr une expression pouvant faire référen
e à d'autres identi�
ateurs de tissus.On dit que id est le de�niendum et expr le de�niens. Cette équation peut se lire 
omme une dé�nition(
elle de id) mais aussi 
omme une relation qui doit être maintenue vraie entre le tissu id et les tissus quiapparaissent dans expr.Pour des raisons de simpli
ité, nous allons d'abord présenter la notion de stream, puis 
elle de 
olle
tion.Les opérations dé�nies sur un stream s'appliquent à un tissu, en 
onsidérant la dimension stream du tissu.Il en va de même pour les opérations agissant sur les 
olle
tions.II.2 La notion de streamPour simpli�er le traitement formel des programmes, Tesler et Enea [TE68℄ ont dé�ni la notion delangage à assignation unique. A�n de prendre en 
ompte les stru
tures de 
ontr�le itératives, une variablene pouvait alors plus dénoter une valeur unique, mais devait être étendue pour pouvoir dénoter une suite(éventuellement in�nie) de valeurs. De telles suites in�nies de valeurs, appelées streams, peuvent être ma-nipulées intensionnellement, 
'est-à-dire 
omme des touts sans faire expli
itement référen
e aux éléments la
onstituant.La notion de stream permet de représenter les itérations d'une manière � mathématiquement respe
table �pour 
iter [WA85℄ et même [Wat91℄ : � les expressions sur les suites in�nies de valeurs sont aux bou
les 
eque la programmation stru
turée est aux gotos �.Cette appro
he a donné lieu au développement du paradigme data-�ow sous des formes très diverses etdans des domaines d'appli
ations variés. Dans un modèle data-�ow, ou plus généralement dans les langagesde programmation dé
laratifs, les données sont spé
i�ées par des équations (dans un langage data-�ow, 
esont les streams qui sont spé
i�és par des équations). Depuis le langage Lu
id [WA76℄, bien des langagess'inspirant du modèle data-�ow ont été proposés : Lustre [CPHP87℄ et Signal [GBBG86℄ dans le domaine dela programmation temps-réel, Crystal [Che86℄ pour la 
on
eption et le développement d'algorithmes systo-liques, Palasm [SG84℄ pour la programmation des PLDs, Daisy [Joh83℄ pour la 
on
eption des 
ir
uits VLSI,9



10 CHAPITRE II. LE LANGAGE DÉCLARATIF 81/281/2 [Gia91b, MDVS96℄ pour la simulation parallèle, Unity [CM89℄ pour la spé
i�
ation abstraite des pro-grammes parallèles, et
. De plus, la dé�nition dé
larative de streams est un sous-produit naturel de l'analysede dépendan
es d'un langage impératif 
onventionnel 
omme Fortran (dans 
e 
as, un stream 
orrespond auxvaleurs su

essives prises par une variable dans une bou
le).II.2.1 Les streams syn
hronesLes streams syn
hrones ont été proposés dans les langages Lustre et Signal 
omme un outil pour la pro-grammation des systèmes réa
tifs temps-réels. Dans 
es deux langages, la su

ession des éléments dans unstream est fortement liée à la notion du temps : l'ordre de 
al
ul des éléments dans le stream est le mêmeque l'ordre de su

ession de ses éléments [PKL93℄.Cette propriété n'est pas vraie en Lu
id : le 
al
ul de l'élément i du stream A peut né
essiter le 
al
ul de lavaleur de l'élément i+1 de A. Par ailleurs, le 
al
ul de l'élément i du stream A n'est pas syn
hronisé ave
 le
al
ul de l'élément i d'un stream B. A l'opposé, la syn
hronisation des 
al
uls est un 
ontrainte fondamentaleen Lustre ou en Signal 1. Par exemple, l'expression
A+Boù A et B sont des streams (le résultat est un stream dont le ie élément a pour valeur la somme des ie élémentsdes streams A et B), n'est permise que si le 
al
ul des éléments de A et de B prend pla
e au même instant.Ce type de 
ontrainte requiert que les streams A, B et A+B partagent une référen
e temporelle 
ommune :l'horloge du stream. De plus, on restreint les expressions de streams de telle manière que le 
al
ul d'un élémentdu stream ne fasse référen
e qu'à un ensemble statiquement limité de valeurs pré
édentes du stream [Cas92℄.De 
ette manière, on peut identi�er la su

ession des éléments dans un stream ave
 le passage du temps dansle programme.II.2.2 Les streams 81/2Les streams du langage 81/2 partagent ave
 l'appro
he pré
édente l'idée de 
omparer l'ordre d'o

urren
ed'un élément dans des streams di�érents, mais il est toujours possible de 
omposer deux streams. Ainsi, lestream A+B est toujours dé�ni. Pour que 
ette expression ait un sens bien dé�ni, il est né
essaire que tousles streams partagent une référen
e temporelle 
ommune : un temps global partagé. Les instants de 
e tempsglobal partagé sont appelés ti
s. L'ensemble des instants pour lesquels un élément du stream A est évaluéest appelé horloge de A et 
orrespond aux tops 2 du stream. Les valeurs d'un stream étant � égrenées � dansle temps, nous appellerons valeur instantanée d'un stream la valeur de l'élément 
orrespondant à l'instant
ourant.L'horloge d'un stream 
orrespond à l'ensemble des instants sur lesquels on doit dé
len
her un 
al
ul a�nde 
ontinuer à satisfaire la dé�nition du stream. Par exemple, l'horloge de A + B est 
onstituée de l'uniondes horloges de A et de B puisque la valeur instantanée de A+B est sus
eptible de 
hanger quand la valeurinstantanée de A ou de B 
hange, 
'est-à-dire si l'instant 
ourant appartient à l'horloge de A ou de B. Lavaleur d'un stream est 
ependant observable à tout instant et sa valeur instantanée est la valeur 
al
ulée aupremier ti
 pré
édent dans son horloge.On peut dire que le 
on
ept de stream en Lustre ou Signal 
orrespond à une logique de signal instantanétandis que le stream 81/2 
orrespond à une logique de niveau. La notion d'horloge en 81/2 
orrespond don
plut�t à la spé
i�
ation des instants où 
es valeurs doivent être produites plut�t qu'aux instants où ellesdoivent être 
onsommées. De plus, la valeur 
ourante d'un stream est toujours utilisable. Cela ne permetdon
 pas à 81/2 d'exprimer des 
ontraintes temps-réel (
omme par exemple d'exprimer que l'horloge de deuxstreams doit être la même, 
omme le permet la primitive syn
hro du langage Signal). En revan
he, il estplus fa
ile de 
omposer arbitrairement des streams, 
e qui est né
essaire par exemple pour l'expression destraje
toires d'un système dynamique [MGS94℄.1. Elle permet de spé
i�er par exemple qu'une a
tion doit avoir lieu à une heure �xe, midi pile par exemple, un genre de
ontrainte qu'on veut usuellement exprimer dans les appli
ations temps-réel, 
f. [BB91, Hal93℄ pour une introdu
tion généraleà la programmation temps-réelle syn
hrone.2. La dénomination � ti
 � et � top � provient de l'analogie ave
 une horloge : entre deux � tops � se produisent des � ti
s �.



II.2. LA NOTION DE STREAM 11II.2.3 Les opérations sur les streamsDans 
ette se
tion, nous allons présenter su

in
tement un 
ertain nombre d'opérateurs qui agissent surles streams. Nous utiliserons la notation suivante :
< 1; 2; 2; 2; 3; 4; . . . <pour désigner un stream dont le premier élément vaut 1, le deuxième 2, et
. Les ti
s faisant partie del'horloge du stream sont représentés par des valeurs soulignées. Dans l'exemple pré
édent, les ti
s 0, 1, et 4(la numérotation des éléments d'un stream 
ommen
e à 0) sont des ti
s de l'horloge mais aussi des tops.II.2.3.1 Les 
onstantesUne 
onstante n dénote le stream :
< n;n;n;n;n . . . <La 
onstante Clock0 dénote le stream :
< true; true; true; true; true; . . . <Plus généralement, la 
onstante Clockn (ave
 n ≥ 1) dénote le stream de booléens vrais ayant un top tousles n ti
s ; pour une valeur négative de n, le stream de booléens ayant un top tous les ti
s ave
 une probabilitéde 1/n.II.2.3.2 Le retard ou délaiL'opérateur de retard permet de référen
er la valeur d'un stream au top pré
édent. Un stream A retardése note $A. Nous donnons dans la table 1 un exemple de stream retardé.Numéro de ti
 0 1 2 3 4 5 6 . . .

A 1 2 2 2 3 3 4 . . .
$A nil 1 1 1 2 2 3 . . .Tab. 1 � Exemple de stream retardéL'horloge d'un tissu A retardé est identique à l'horloge de A au premier top près. La valeur de $A estdé�nie à partir du ti
 
onsé
utif au premier ti
 de A.II.2.3.3 La quanti�
ation des équationsIl est parfois né
essaire de spé
i�er une valeur à un top donné (par exemple pour spé
i�er une valeurinitiale). Pour 
e faire, on utilise la quanti�
ation des équations. La dé�nition :

S@0 = A;permet d'indiquer que la valeur du premier top de S est donnée par la valeur du premier top de A. L'opérateur
@ (at) limite la portée d'une équation à un top donné : 
elui de son argument, qui est obligatoirement une
onstante entière.Le programme suivant :

S@0 = A;
S = B;dé�nit la valeur de S 
omme étant 
elle de A sur le premier top et 
elle de B après. L'équation S = B n'estpas quanti�ée et s'applique quand au
une équation quanti�ée ne peut s'appliquer. Par exemple, si :
A ⇒ < 0; 0; 0; 0; 0 . . . <
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B ⇒ < 3; 4; 4; 4; 5; . . . <alors :
S ⇒< 0; 4; 4; 4; 5; . . . <Le signe ⇒ se lit : � s'évalue en �. Il est possible de dé�nir autant de quanti�
ations que né
essaire sur unstream.II.2.3.4 L'é
hantillonneurDans l'équation :
S = A whenB;le stream B doit être un stream de valeurs booléennes. L'horloge du stream résultat est 
onstituée des topsde B sur lesquels B est vrai. La valeur du stream résultat est la valeur du tissu A sur les tops de la nouvellehorloge.L'opération d'é
hantillonnage est une opération de 
ontr�le : elle peut être 
onsidérée 
omme une vannepermettant de faire (ou de ne pas faire) passer le �ot des valeurs de A. C'est pourquoi 
et opérateur estappelé un é
hantillonneur, 
f. table 2.Numéro de ti
 0 1 2 3 4 5 6 7 8

A 1 2 2 3 4 4 5 6 6
B nil nil false true false true true false false

A whenB nil nil nil 3 3 4 5 5 5Tab. 2 � Exemple de stream é
hantillonné par l'opérateur whenEn 81/2, il existe d'autres opérations d'é
hantillonnage sur les streams (until, after, at) que nous neprésenterons pas i
i. Le le
teur se reportera à [Gia91a℄ pour une dé�nition des variantes existantes.II.3 La notion de 
olle
tion en 81/2II.3.1 Colle
tions et opérations intensionnellesUne 
olle
tion est un agrégat d'éléments qu'on peut manipuler 
omme un tout. Par exemple, les tableauxen APL [FI73℄ sont des 
olle
tions. Par 
ontre, les tableaux en Pas
al ne sont pas des 
olle
tions 
ar laprin
ipale opération permise sur un tableau est l'a

ès à un seul élément : par 
onséquent il n'est pas possiblede les manipuler globalement (par une opération d'addition de deux tableaux par exemple).La stru
ture de 
olle
tion est présente dans de nombreux langages de programmation. Nous 
iterons,par exemple, l'ensemble (SETL [SDDS86℄), le multi-ensemble (GAMMA [BCM88℄), le ve
teur (*LISP [Thi86℄),l'imbri
ation de ve
teurs (NESL [Ble93℄, 81/2 [Gia91a℄) et bien sûr le tableau multidimensionnel (APL [Ive87℄,HPF [Ri
93℄, MOA [HM91℄, indexi
al Lu
id [AFJW95℄, et
.)II.3.2 Les 
olle
tions en 81/2Les éléments d'une 
olle
tion se notent entre a

olades { . . . , . . . }, 
haque élément étant séparé par unevirgule ou un point-virgule. En 81/2, il y a deux types de 
olle
tions. Le premier type de 
olle
tion 
orrespondà des imbri
ations homogènes de ve
teurs, et le deuxième type à un ensemble labellé de valeurs quel
onques(elle peuvent don
 aussi être imbriquées).La �gure 1 donne un exemple de représentation arbores
ente d'une imbri
ation de 
olle
tion. Les n÷udsinternes de l'arbre sont des 
olle
tions et les feuilles de 
et arbre 
orrespondent aux éléments s
alaires de la
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Fig. 1 � La géométrie des 
olle
tions imbriquées homogènes en 81/2
olle
tion. Cette représentation permet de dé�nir la dimension d'une 
olle
tion dont la valeur est égale à laprofondeur de l'arbre qui lui est asso
ié, moins un. On appelle rang d'une 
olle
tion, la liste des nombres de�ls d'un n÷ud à 
haque niveau. Par exemple, la 
olle
tion :
{{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}a une dimension égale à 2 (il y a deux niveaux d'imbri
ation) et le rang est égal à {3, 2} (le premier niveau
omporte 3 éléments, le se
ond niveau en 
omporte 2).II.3.3 Les 
olle
tions homogènesUne 
olle
tion est dite homogène si toutes les régions de l'espa
e dé�nies par ses imbri
ations sontsemblables. Autrement dit, les éléments d'une 
olle
tion homogène ont tous la même dimension ; si l'on
onsidère la 
olle
tion homogène 
omme un arbre, le nombre de �ls d'un n÷ud de l'arbre est le même pourtous les frères du n÷ud. La �gure 2 est un exemple de 
olle
tion homogène et de 
olle
tion non-homogène(une 
olle
tion non-homogène est dite hétérogène). Pour simpli�er, on 
onsidère qu'une 
olle
tion homogène
orrespond à un tableau (à la C).Le type d'une 
olle
tion homogène en 81/2 
onsiste en la dé�nition du type s
alaire de ses éléments (
olle
-tions feuilles) ainsi que de la géométrie de la 
olle
tion. Le type s
alaire est un élément de {Int, Bool, . . . } ;la géométrie est une liste d'entiers positifs où la ne valeur représente le nombre d'éléments du ne niveaud'imbri
ation. Le nombre d'éléments dans la géométrie est le 
ardinal de la 
olle
tion.

collection heterogene B

collection homogene A dim
ension

collection A vue comme un arbre

collection B vue comme un arbreFig. 2 � Imbri
ation homogène et hétérogène de 
olle
tions. La 
olle
tion A est homogène 
ar tous leséléments de A ont la même dimension et 
haque élément de A a le même nombre de frères dans la stru
ture.On peut 
onsidérer que A est un tableau. Ce n'est pas le 
as de la 
olle
tion B : les éléments de B n'ont pastous la même dimension et le nombre de frères d'un élément, à un niveau donné, n'est pas 
onstant.



14 CHAPITRE II. LE LANGAGE DÉCLARATIF 81/2Le typage des équations 81/2 est impli
ite : on ne spé
i�e pas (ou au minimum) les informations de type etde géométrie sur les 
olle
tions. Toute 
onstante s
alaire peut se transformer impli
itement en une 
olle
tion
onstante. Par exemple, la 
onstante 5 
orrespond à une 
olle
tion homogène, de géométrie quel
onque, dontla valeur en tout point est égale à 5. La géométrie d'une (
olle
tion) 
onstante est automatiquement inférée parle 
ompilateur quand 
'est possible, 
'est-à-dire quand le programme fournit su�samment d'informations surles géométries. Une 
onstante s
alaire permet don
 de dénoter de manière uniforme plusieurs tissus 
onstantsde géométries di�érentes.Dans la suite de 
ette se
tion, nous allons présenter un 
ertain nombre d'opérateurs permettant de
onstruire des expressions. Ces opérateurs, sauf mention 
ontraire expli
ite, s'appliquent uniquement à destableaux.II.3.3.1 L'α-extension des opérateurs s
alairesL'α-extension, notée � ∧ � , est un opérateur qui permet d'étendre une opération s
alaire sur des élémentsde type S en une opération sur des 
olle
tions d'éléments de type S. L'α-extension se fait par l'appli
ation dela fon
tion élément par élément. Par exemple, l'expression suivante applique l'opérateur d'addition s
alaire
+ aux deux 
olle
tions en argument :

+ ∧{1, 2, 3}{4, 5, 6}⇒ {5, 7, 9}En 81/2, l'α-extension est impli
ite pour tous les opérateurs arithmétiques (+, ∗...), les opérateurs rela-tionnels (<, >...), les opérateurs logiques (∧, | |...), et la 
onditionnelle if . . .then . . .else . . . . La notationin�xe usuelle est utilisée pour les opérateurs standards. L'α-extension de l'addition des 
olle
tions pré
édentess'é
rit alors simplement :
{1, 2, 3}+ {4, 5, 6}Les opérateurs impli
itement α-étendus sont naturellement sur
hargés pour permettre une appli
ation à desexpressions, qu'elles soient s
alaires ou de géométrie quel
onque.II.3.3.2 La β-rédu
tionLa β-rédu
tion 3, notée � \ �, est un opérateur qui transforme une fon
tion f de deux variables s
alairesen une fon
tion sur les 
olle
tions. La fon
tion f est utilisée pour 
ombiner tous les éléments d'une 
olle
tion.Par exemple, dans l'expression suivante :
+\{1, 2, 3} ⇒ 1 + (2 + 3) ⇒ 6
max \{1, 2, 3} ⇒ max(1, max(2, 3)) ⇒ 3l'utilisation de la β-rédu
tion ave
 des opérateurs + ou max permet de sommer les éléments d'une 
olle
tionet respe
tivement d'en séle
tionner le plus grand élément.L'ordre de rédu
tion n'étant pas pré
isé, la fon
tion f doit être asso
iative si l'on veut un résultat déter-ministe. En 81/2, 
et ordre est dépendant de l'implémentation et il est de la responsabilité du programmeurde n'utiliser que des fon
tions asso
iatives 4.Si la 
olle
tion est imbriquée, la β-rédu
tion s'applique aux éléments de la première dimension. Parexemple :
max \ {{7, 12, 14, 8}, {16, 10, 11, 10}}⇒ {16, 12, 14, 10}La β-rédu
tion de 
ha
un des éléments du ve
teur se fera à l'aide de l'α-extension :
(max \)∧{{7, 12, 14, 8}, {16, 10, 11, 10}}⇒ {14, 16}3. La β-rédu
tion du data-parallélisme qui nous 
on
erne i
i ne doit pas être 
onfondue ave
 la β-rédu
tion du λ-
al
ul.4. On laisse au le
teur le soin d'imaginer les di�érents résultats de la β-rédu
tion d'une 
olle
tion par un opérateur de division.
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anLa β-rédu
tion se généralise grâ
e à l'opérateur de balayage noté � \\ � : 
et opérateur permet de 
al
ulerune 
olle
tion dont le ie élément a pour valeur la rédu
tion des ies premiers éléments de la 
olle
tion. Parexemple, sur des 
olle
tions de dimension 1 (des ve
teurs) :
+\\ {1, 1, 1, 1} ⇒ {1, 2, 3, 4}
max \\ {1, 3, 2, 4} ⇒ {1, 3, 3, 4}et, sur une 
olle
tion de dimension 2 :
max\\




{ 7, 12, 14, 8 }
{ 16, 10, 11, 10 }
{ 1, 2, 3, 20 }



 ⇒




{ 7, 12, 14, 8 }
{ 16, 12, 14, 10 }
{ 16, 12, 14, 20 }



II.3.3.4 Coupure et extension d'une 
olle
tionL'opérateur de 
oupure et d'extension � : [ ] � permet d'étendre et de restreindre les dimensions d'une
olle
tion. L'expression e : [c1, . . . , cn] permet de modi�er le nombre d'éléments dans 
ha
une des dimensions,par tron
ature ou répli
ation. Le terme [c1, . . . , cn] représente le rang du résultat. Par exemple :

A ≡ {1, 2, 3, 4}
B ≡ {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}}alors :
A : [2] ⇒ {1, 2}
B : [2, 3] ⇒ {{1, 2, 1}, {3, 4, 3}}II.3.3.5 La 
on
aténation des 
olle
tionsL'opérateur de 
on
aténation, noté � #n � permet de 
on
aténer deux 
olle
tions en les mettant � boutà bout � suivant la ne dimension (on abrège les opérateurs � #0 � et � #1 � respe
tivement par � # � et� #̂ �. Par exemple, la 
on
aténation des expressions A et B suivantes :
A ≡

{
{1, 1, 1}
{2, 2, 2}

}

B ≡
{
{3, 3, 3}
{4, 4, 4}

}suivant la première dimension a pour résultat :
A#0B ⇒





{1, 1, 1}
{2, 2, 2}
{3, 3, 3}
{4, 4, 4}



et suivant la se
onde dimension :

A#1B ⇒
{
{1, 1, 1, 3, 3, 3}
{2, 2, 2, 4, 4, 4}

}
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tionIl est possible d'a

éder à la valeur d'un point d'une 
olle
tion (homogène ou hétérogène) grâ
e à l'opéra-teur de séle
tion qui se note � e � n � où e est une 
olle
tion et n un entier positif. L'indexation des 
olle
tions
ommen
e à 0. Par exemple, pour A = {{1, 2}, {3, 4}} :
A � 0 ⇒ {1, 2}
A � 1 ⇒ {3, 4}
A � 2 ⇒ opération invalide 
ar elle 
orrespond à un a

ès � en dehors des bornes �
A � 0 � 1 ⇒ 2II.3.3.7 La permutation généraliséeL'opérateur de permutation permet de ré-ordonner les éléments d'une 
olle
tion suivant les indi
es d'uneautre 
olle
tion. Soit A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} une 
olle
tion et I = {0, 0, 2, 1} la 
olle
tion des indi
es des élémentsà séle
tionner dans A. Alors :
A(I) ⇒ {1, 1, 3, 2}et ∀i ∈ [0, 5], A(I) � i = A � (I � i). La permutation se note ave
 des parenthèses. Voi
i un autre exemple oùles éléments de I ne séle
tionnent pas des s
alaires, mais des 
olle
tions. Si B = {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}},alors
B(I) ⇒ {{1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {7, 8, 9}, {4, 5, 6}}L'opération de permutation en 81/2 est plus générale : la 
olle
tion des indi
es peut être une 
olle
tionimbriquée. Par exemple :
J = {{0, 1}, {2, 0}}
A(J) ⇒ {{1, 2}, {3, 1}}
B(J) ⇒ {{{1, 2, 3}, {4, 5, 6}}, {{7, 8, 9}, {1, 2, 3}}}II.3.3.8 L'opérateur iotaL'opérateur iota 5 est noté � ′ � en 81/2. Si l'opérateur iota a pour argument un entier, alors le résultatd'une expression ′n est la 
olle
tion des 0 à n− 1 premiers entiers. Dans le 
as où on applique 
et opérateurà une 
olle
tion (on parle alors de l'opérateur iota généralisé), 
elui-
i retourne la 
olle
tion des indi
es
orrespondant à la géométrie de l'argument. Si on parle en termes de 
oordonnées d'un point pour désignerla suite des indi
es permettant d'a

éder à un point, alors l'opérateur iota permet de 
onstruire la 
olle
tiondes 
oordonnées.L'utilisation 
onjointe des opérateurs iota et de permutation permet d'e�e
tuer le dé
alage des élémentsd'une 
olle
tion. Par exemple, ′A+{{{1, 0}}} est une 
olle
tion qui indi
e les voisins nord de A, en 
onsidérantla dire
tion nord 
omme la dire
tion où l'indi
e i d'un élément de position (i, j) est dé
rémentée. Uneséle
tion de A suivant 
ette 
olle
tion permet de dé
aler la 
olle
tion A dans le sens des lignes dé
roissante(
orrespondant à un dé
alage vers le � nord � dans un voisinage NEWS), 
'est-à-dire de 
onstruire la 
olle
tionoù tous les éléments o

upent une position au � nord � de leur position initiale dans A.II.3.4 Les 
olle
tions hétérogènes : les systèmesUn système est une 
olle
tion d'éléments nommés. Par exemple, l'expression suivante :
A ≡ {a = 1, b = {2, 2}}dé�nit une 
olle
tion de deux éléments, dont le premier élément a pour valeur la 
olle
tion 
onstante 1 etle se
ond élément a pour valeur la 
olle
tion {2, 2}. On peut maintenant a

éder aux éléments de 
ette
olle
tion, de façon 
lassique, par une position :
A � 0 ⇒ 15. L'opérateur iota provient du langage APL.
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A � 1 ⇒ {2, 2}mais aussi par l'identi�
ateur qui est atta
hé à la dé�nition :
A � a ⇒ 1
A � b ⇒ {2, 2}Par ailleurs, on assimile une 
olle
tion hétérogène à un système en utilisant un mé
anisme de nommageimpli
ite : 
haque élément d'une 
olle
tion hétérogène est identi�é par sa position. Ainsi, l'expression :
{1, {2, 2}}est une 
olle
tion qui n'est pas un tableau 
ar ses éléments sont de types di�érents. Cette 
olle
tion est unsystème, l'identi�
ateur du premier élément étant le label numérique 0, l'identi�
ateur du se
ond élémentétant le label 1. On sur
harge naturellement les opérateurs de 
on
aténation, de dé�nition (les a

olades) etde séle
tion, a�n de fa
iliter l'é
riture d'expressions impliquant les systèmes et les tableaux.Le nommage des éléments d'un système ressemble à une équation en 81/2 : en fait, 
'est une équation81/2. Par exemple, le système :
{a = 1, b = {a+ 1, a+ 1}}s'évalue en :
{a = 1, b = {2, 2}}Un système 
orrespond don
 à un paquet d'équations et permet de stru
turer le 
ode 81/2.II.4 Combinaison de 
olle
tions et de streams : le tissu 81/2La programmation en 81/2 se fait à travers une stru
ture de données unique, le tissu. Un tissu est :� soit un stream dont la valeur instantanée est une 
olle
tion homogène, dont la géométrie est indépen-dante de l'instant 
onsidéré,� soit un système dont les éléments sont des streams.Ces deux aspe
ts étaient plus ou moins 
onfondus dans [Gia91a℄. En e�et, on peut remarquer que :� un stream de 
olle
tions homogènes peut se voir 
omme une 
olle
tion de streams (un stream parélément) qui ont tous la même horloge,� une 
olle
tion homogène est un 
as parti
ulier de 
olle
tion hétérogène (grâ
e au s
héma de nommageimpli
ite).Pour le moment, nous maintiendrons une 
laire distin
tion entre les notions de tableau et de système.Dans le 
hapitre suivant, nous dé
rivons quelques exemples d'expressions 81/2.





Chapitre IIIExemples d'expressions 81/2Dans le 
hapitre pré
édent nous avons dé
rit rapidement le langage dé
laratif 81/2. Nous dé
rivons dans
e 
hapitre des exemples de programmes 81/2 naturellement orientés vers des appli
ations de simulation etpar 
onséquent la manipulation d'espa
es. Le plan de 
e 
hapitre est le suivant :� Le premier exemple (
f. se
tion III.1) dé
rit la simulation d'un système réa
tif dont les niveaux internesvarient au 
ours du temps.� Le se
ond exemple (
f. se
tion III.2) 
orrespond à une implémentation en 81/2 d'équations di�érentielles
ouplées sur un réseau : le modèle 
himique de di�usion�réa
tion d'A. Turing développé initialementpour tenter d'expliquer la formation de motifs dans un substrat homogène.� Nous modélisons ensuite un phénomène de 
roissan
e simple, 
elui de la 
oquille d'un mollusque (
f. se
-tion III.3). Ce phénomène de 
roissan
e, dis
rétisé dans l'espa
e et dans le temps, utilise une 
olle
tionsupport de dimension su�sante pour représenter les étapes su

essives de la simulation.� En�n, nous montrons la 
apa
ité du langage 81/2 à dé�nir ré
ursivement des stru
tures de données (
f.se
tion III.4).Tous les exemples dé
rit dans 
e 
hapitre ont été implémentés et exé
utés dans un environnement 81/2permettant la 
ompilation des équations [MGS94, Mi
96a℄. Nous avons intégré à l'environnement d'exé
utiondes programmes 81/2 une liaison ave
 un outil de tra
é graphique, le logi
iel Gnuplot [WKC+90℄. Cette interfa
eest dé
rite dans l'annexe D.III.1 Le wlumfNous souhaitons dé
rire un système réa
tif parti
ulier, un � wlumf � [Leg91℄ : 
'est une 
réature arti�
ielledont le 
omportement, qui 
onsiste prin
ipalement à manger, est régulé par le niveau de 
ertains états internes(on se référera à [Mae91℄ pour un tel modèle dans le 
adre de la simulation en éthologie).Plus pré
isément, un wlumf est a�amé quand sa gly
émie est inférieure à une valeur limginf . D'autre part,il peut manger s'il dispose de nourriture dans son environnement (les valeurs des variables de l'environnement
hangent de façon aléatoire). Le métabolisme du wlumf est tel que quand il mange, sa gly
émie atteint lavaleur limgsup, puis dé
roît jusqu'à zéro à une vitesse de decG par unité de temps. Au début de la simulation,le wlumf a une gly
émie égale à initG. Toutes les variables dé
rivant le 
omportement du wlumf sont s
alaires.Essentiellement, le wlumf est 
onstitué de 
ompteurs et de bas
ules qui sont dé
len
hés et ré-initialisés à desvitesses di�érentes. La dé�nition du wlumf 
onsiste en deux dé�nitions ; un environnement, où sont dé�nisun tissu entier cpt qui représente un 
ompteur, in
rémenté ave
 une probabilité de 0.5 et un tissu booléen
nourriture qui à une valeur vraie quand cpt est un multiple de 2 :

19
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env = {
cpt = $cpt+ 1 when(Clock−2); cpt@0 = 0;
boolean nourriture = 0 == (cpt%2); }Ces dé�nitions sont utilisées par la dé�nition du wlumf :

wlumf = {
affame = (glucose < 3);
affame@0 = false;
glucose = ifmange then10 elsemax(0, $glucose− 1) whenClock;
glucose@0 = 6;

mange = $affame && env � nourriture;
mange@0 = false; }où le système wlumf dé�nit : le tissu booléen affame qui a une valeur vraie quand la valeur du tissu glucosepasse en dessous d'un seuil limite ; le tissu entier glucose qui a pour valeur la gly
émie du wlumf à un instantdonné et en�n le tissu booléenmange qui a une valeur vraie quand le wlumf est a�amé et que de la nourriturese trouve dans son environnement (
f. �gure 1).
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(b) Une évaluation ave
 des initialisations di�érentesFig. 1 � Comportement d'un système dynamique hybride. Simulation du 
omportement d'un � wlumf �dans des environnements où les valeurs initiales sont di�érentes.III.2 L'équation de di�usion�réa
tion d'A. TuringNous donnons i
i un exemple d'équations di�érentielles 
ouplées sur un réseau, exemple 
orrespondant àla deuxième 
olonne dans la 
lassi�
ation donnée table 1 de la page 4.Le mathémati
ien A. Turing souhaitait savoir si la forme des ta
hes sur un pelage d'animal pouvaientavoir une origine autre que génétique. Son modèle montre que des ta
hes réalistes peuvent être produites
omme le résultat d'un pro
essus ne faisant pas intervenir de matériel génétique. Il a proposé un modèle deréa
tion 
himique pour expliquer la formation de motifs, 
omme le résultat de 
on
entrations de 
ertainessubstan
es 
himiques, dans un milieu initialement homogène. Turing appelle 
es agents 
himiques desmorphogènes [Tur52℄ et le modèle de réa
tion 
himique, le modèle de di�usion�réa
tion. La forme généraledes équations de Turing est [Tur91℄ :
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ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé (b) État du système après 1000 pas de simulationFig. 2 � Équation de di�usion�réa
tion dans un tore, d'après A. Turing. Le résultat de la simulationest représenté après 100 pas de temps élémentaires (�gure (a)), et après 1000 pas de temps, alors que lephénomène dé
rit par le système dynamique est stabilisé (�gure (b)). La variation 
onstatée peut 
orrespondreà une quantité de 
olorant et le résultat peut s'interpréter 
omme des ta
hes périodiquement disposées le longdu tore.
∂x

∂t
= F (x, y) +Dx∇2x

∂y

∂t
= G(x, y) +Dy∇2yoù les équations dé�nissent que le 
hangement de 
on
entration pour un morphogène x à un instant t dépendd'une fon
tion F des 
on
entrations lo
ales des morphogènes x et y et d'un pro
essus de di�usion de x. La
onstante Dx exprime la vitesse de di�usion du morphogène x et ∇2x est une mesure de la variation de la
on
entration de x par rapport à ses voisins. Depuis l'introdu
tion de 
es idées, de nombreux systèmes ontété étudiés a�n de mettre en éviden
e l'a
tion de morphogènes dans un pro
essus de di�usion�réa
tion lorsde l'apparition de motifs.Par exemple, le système di�érentiel de départ [BL74℄ qui gouverne l'état de la 
ellule r est :

∆xr

dt
=

1

16
(16− xryr) + (xr+1 − 2xr + xr−1) (1)

∆yr

dt
=

1

16
(xryr − yr − β) + (yr+1 − 2yr + yr−1) (2)où x et y représentent deux espè
es 
himiques en réa
tion, di�usant sur un tore de 
ellules indexées par r.Dans 
e modèle, le temps de la réa
tion 
himique est 
ontinu alors que l'espa
e de la di�usion 
orrespondà l'espa
e dis
ret des 
ellules. La programmation en 81/2 de 
e modèle utilise bien sûr l'aspe
t stream d'untissu pour représenter le temps et l'aspe
t 
olle
tion pour représenter l'espa
e des 
ellules. Le programme81/2 est le suivant :

iota = ′60;
droite = if(iota == 0) then59 else(iota− 1);
gauche = if(iota == 59) then0 else(iota+ 1);

rsp = 1.0/16.0;
diff1 = 0.25;
diff2 = 0.0625;
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x = $x+ $dx whenClock; x@0 = 4.0;
y = max(0.0, $y + $dy) whenClock; y@0 = 4.0;

beta = 12.0 + rand(0.05 ∗ 2.0)− 0.05;

xdiff = x(droite) + x(gauche)− 2.0 ∗ x;
ydiff = y(droite) + y(gauche)− 2.0 ∗ y;
dx = rsp ∗ (16.0− x ∗ y) + xdiff ∗ diff1;
dy = rsp ∗ (x ∗ y − y − beta) + ydiff ∗ diff2;Dans le programme é
rit en 81/2, on retrouve exa
tement les deux mêmes équations (1) et (2) sous la formedes tissus dx et dy, les autres équations 
orrespondant à des 
al
uls intermédiaires xdiff ..., au 
al
ul de la
ondition initiale beta ou à l'a

ès aux voisins par une opération data-parallèle de gather : x(droite)... Unesimulation est illustrée par la �gure 2.À titre de 
omparaison, nous avons reproduit en annexe A le programme C e�e
tuant les même 
al
ulsque le programme 81/2 que nous venons de dé
rire. La puissan
e expressive de 81/2 est évidente :1. le programme 81/2 re�ète exa
tement la dé
omposition du problème et les équations (1) et (2) sontdire
tement traduites en 81/2 dans les équations dx et dy,2. 70 lignes C sont né
essaires à l'expression du problème en C 
ontre 13 en 81/2.L'e�
a
ité du 
ode 81/2 est ex
ellente 
ar le ratio du temps d'exé
ution 81/2 par rapport au temps d'exé
utionen C n'est que de 1.72, en faveur de C [DV96, pp 21℄.III.3 Modélisation et simulation d'un pro
essus de 
roissan
e simple :l'ammoniteNous dé
rivons dans 
ette se
tion la modélisation et la simulation d'un pro
essus de 
roissan
e simple :
elui de l'ammonite. Nous détaillons les étapes de la modélisation, qui extrait d'un pro
essus 
omplexeune des
ription informatique simple, puis nous donnons une version 81/2 du programme 
orrespondant à lasimulation et en�n nous donnons le résultat de la simulation.III.3.1 Modélisation du pro
essus de 
roissan
eLa spirale logarithmique est le modèle paradigmatique de la 
roissan
e d'un mollusque fossile : l'ammonite,un membre du groupe des 
éphalopodes éteint au 
réta
é. On s'intéresse uniquement à la modélisation de la
roissan
e de la 
oquille du mollusque.Nous présentons i
i une version stylisée du modèle, où la 
oquille est représentée sous la forme d'un 
arrédans un espa
e dis
ret, et où les développements su

essifs se font suivant un des 
�tés du 
arré. On dis
rétisele temps suivant lequel la 
roissan
e va se dérouler : on 
onsidère qu'à 
haque étape de la simulation, unetransformation de la 
oquille a lieu. Le 
�té où 
ette transformation s'opère est di�érent à 
haque étape etse déroule suivant un sens anti-horaire. Par exemple, si on 
hoisit un maillage re
tangulaire de l'espa
e munid'un voisinage de Von Neumann, la première étape de développement ayant lieu suivant le 
oté sud de la
oquille, la se
onde étape aura lieu suivant le 
�té est, la troisième suivant le 
�té nord, et
. De plus, à uneétape n du développement, la nouvelle portion de la 
oquille a une surfa
e égale à la surfa
e de la 
oquille àl'étape n− 1. La �gure 3 illustre la modélisation du pro
essus de 
roissan
e que nous venons de dé
rire.III.3.2 Expression du pro
essus de 
roissan
e en 81/2Le domaine de 
roissan
e de l'ammonite est représenté sous la forme d'un tableau dont la taille bornesupérieurement toutes les générations au 
ours de la simulation. Ce tableau représente le support de lasimulation. Cependant tous ses éléments ne sont pas signi�
atifs : les valeurs di�érentes de 0 � représentent �l'objet modélisé. Le programme 81/2 
orrespondant à 
ette simulation est le suivant :
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1re étape2e étape

4e étape
3e étape(b) Représentation des quatre premières étapes du pro-
essus de développement de la 
oquille de l'ammonite.Fig. 3 � Modélisation du pro
essus de 
roissan
e de la 
oquille de l'ammonite.

cpt = $cpt + 1 when Clock; cpt@0 = 0;
dir = cpt%4;

w@0 = {{{2, 0}}} : [32, 32, 2];
w[32, 32, 2] = switch(dir == 1) then $w else switch(dir == 2) then $w + $w else

switch(dir == 3) then $w else $w + $w;

l@0 = {{{0, 2}}} : [32, 32, 2];
l[32, 32, 2] = switch(dir == 1) then $l + $l else switch(dir == 2) then $l else

switch(dir == 3) then $l + $l else $l;

A@0 = (0 : [15, 32] # (0 : [2, 15]#b1 : [2, 2] #b0 : [2, 15]) # 0 : [15, 32];
A[32, 32] = if $A then $A + 1 else if($A) � dep then 1 else 0 when Clock;

North = ifnorth > 31 then 31 else ifnorth < 0 then 0 elsenorth;
West = ifwest > 31 then 31 else ifwest < 0 then 0 elsewest;
East = if east > 31 then 31 else if east < 0 then 0 else east;
South = if south > 31 then 31 else if south < 0 then 0 else south;

north = ′
A − $w; east = ′

A − $l; south = ′
A + $w; west = ′

A + $l;

dep = switch(dir == 1) thenEast else switch(dir == 2) thenSouth else

switch(dir == 3) thenWestelseNorth;Le tissu entier cpt implémente un 
ompteur qui va représenter le numéro de génération de la 
oquille.Le tissu entier dir spé
i�e suivant quelle dire
tion il est né
essaire de faire 
roître la 
oquille : 
'est un tissuqui est égal au reste de la division entière de cpt par 4. Les tissus w et l représentent la taille de l'ammonitesuivant un axe est�ouest ou un axe nord�sud. En fon
tion du 
�té suivant lequel la 
roissan
e doit avoir lieu,le tissu dep est égal à la portion 
roissan
e de l'ammonite. En�n, le tissu A spé
i�e la 
olle
tion supportde la 
roissan
e de l'ammonite où les valeurs di�érentes de 0 représentent les générations su

essives de la
roissan
e. Les générations les plus an
iennes 
orrespondent à des points de la 
olle
tion support dont lavaleur est la plus élevée.Le programme 81/2 n'est pas immédiat, pour deux raisons :1. il est né
essaire de 
onstruire expli
itement les permutations qui 
orrespondent à un dépla
ementsuivant les quatres dire
tions ;2. il faut gérer expli
itement les éléments dé�nis et indé�nis de la représentation de l'ammonite dans letableau.



24 CHAPITRE III. EXEMPLES D'EXPRESSIONS 81/2Ces deux problèmes seront résolus par l'introdu
tion des GBF dans la partie suivante. On 
omparera ave
le programme équivalent proposé dans la quatrième partie (
f. se
tion XIV.4.3, page 219).III.3.3 Simulation du pro
essus de 
roissan
eLa �gure 4 illustre le résultat après 7 pas de simulations. Il apparaît que la taille de la région, utiliséepour représenter les 7 premières générations, est inférieure à la taille du tableau. En e�et, dans la mesure oùon ne 
onnaît pas la taille du domaine de l'espa
e qui représente la 
oquille à l'issue de la simulation, il estné
essaire d'utiliser un tableau dont les dimensions ex
èdent les besoins de la représentation du phénomène.
Croissance de l’ammonite (statique)

Collection support
(éléments égaux à 0)

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 4 � Simulation du pro
essus de 
roissan
e de l'ammonite. Les 
ellules 
orrespondant à une générationde la 
oquille se situent à la même hauteur.III.4 Dé�nition ré
ursive de tableauxLe langage 81/2 permet la dé�nition ré
ursive de stru
tures de données. Par exemple, le programme iotasuivant :
iota = 0 #(1 + iota : [4]); (3)dé�nit une équation ré
ursive. Il s'agit d'une forme parti
ulière de ré
ursion, la ré
ursion spatiale 
ar laréféren
e ré
ursive iota n'apparaît pas 
omme opérande d'un opérateur de délai $ (voir le 
ompteur cpt dansle programme du pro
essus de 
roissan
e de l'ammonite pour un exemple de ré
ursion temporelle 
lassique).Oublions l'aspe
t stream des tissus et expliquons pourquoi l'équation (3) a pour solution la 
olle
tion

{0, 1, 2, 3, 4}. L'équation est valide pour 
haque élément de la 
olle
tion et on peut par 
onséquent a�rmerque :
iota � i = (0 #1 + iota : [4]) � ipour 0 ≤ i < 5 (
'est l'inféren
e de la géométrie des tissus qui permet de dé�nir les bornes de i, on verra à
e sujet [Gia91a℄). On obtient, grâ
e aux propriétés de la 
on
aténation :
iota � 0 = 0
iota � i = 1 + iota � (i− 1) 1 ≤ i < 5et par 
onséquent :
iota � 1 = 1 + iota � 0 = 1 + 0 = 1
iota � 2 = 1 + iota � 1 = 1 + 1 = 2
iota � 3 = 1 + iota � 2 = 1 + 2 = 3
iota � 4 = 1 + iota � 3 = 1 + 3 = 4
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al
uler la valeur de la 
olle
tion iota � i, il est né
essaire de 
onnaître la valeur de
iota � (i−1). Nous exprimons 
ette 
ontrainte par le fait que les éléments i et i−1 sont voisins 1. De 
e pointde vue, les voisins d'un élément P sont les éléments a

édés pour 
al
uler la valeur de P . Dans l'équation (3),les voisins sont dé�nis impli
itement par l'a
tion de la 
on
aténation de 0 à gau
he, qui dé
ale la 
olle
tionvers la droite, 
réant ainsi un ordre linéaire entre les éléments. La �gure 5 illustre la progression des 
al
uls.Nous ne désirons pas réduire le 
on
ept de tableau (ré
ursif) à 
elui de fon
tion. Ainsi, on ne permet queles équations ré
ursives dont le s
héma de 
al
ul 
orrespond à une progression dans le 
al
ul des valeurs,d'un point à un point voisin : le 
al
ul doit se propager le long d'un dépla
ement (pour un indi
e donné,le 
al
ul se fait soit sur les indi
es 
roissants soit sur les indi
es dé
roissants). Pour les tableaux 81/2, 
ette
ontrainte a pour 
onséquen
e d'interdire les expressions ré
ursives qui impliquent une permutation, et den'admettre que les expressions impliquant une 
on
aténation et/ou une opération de 
oupure-extension. Lathéorie asso
iée est présentée dans [Gia91a, GS93℄.

iota:[4]

0 1 2 3 4
iota =

0 # (iota:[4] + 1)

take

addition

concatenation

1

2

3

0

1

2

3

4

iota:[4]+1
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ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 5 � Cal
ul de iota[5] par une méthode de ré
ursion spatiale. L'indi
e 
orrespond au numéro de géné-ration de la valeur de la 
olle
tion iota : à l'initialisation, seule la valeur de iota � 0 est 
onnue ; ensuite, parpropagation du 
al
ul vers la droite, l'ensemble des valeurs de la 
olle
tion est 
al
ulé.

1. Cette terminologie est motivée par le postulat fondamental que, en physique, les a
tions sont lo
ales dans l'espa
e (pasd'a
tions instantanées à distan
e) et dans le temps (
ausalité). Cela signi�e que l'état d'un point dépend uniquement de l'étatde ses voisins spatio-temporel. En 
onséquen
e, si la valeur en un point est né
essaire pour 
al
uler la valeur en un autre point,
es deux points sont for
ément voisins dans un 
ertain espa
e, l'espa
e (peut-être abstrait) dans lequel le phénomène a lieu.
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Chapitre IVTableaux et représentation des espa
eshomogènesLa deuxième partie de 
e do
ument est 
onsa
rée à la représentation d'un espa
e homogène. De tellesstru
tures de données se ren
ontrent quand on dis
rétise de manière régulière un domaine de l'espa
e phy-sique, par exemple pour la résolution numérique d'une équation aux dérivées partielles.Le tableau est habituellement utilisé pour la représentation informatique des espa
es homogènes. Mais ilprésente de nombreux défauts : la topologie n'est pas expli
ite et elle reste trop simple, il ne permet pas lareprésentation de formes arbitraires, et
.Notre idée est de se 
on
entrer sur la notion de voisinage d'un point et sur les dépla
ements permisdans l'espa
e homogène. Un voisinage peut alors se 
oder par la présentation d'un groupe. Cela 
onstitue lefondement de la notion de forme. Du point de vue informatique, une forme 
orrespond au type d'un tableau.Mais 
e type est beau
oup plus ri
he que les types habituels.Représenter un tableau 
omme une fon
tion sur Zn est l'appro
he des 
hamps de données. Cette visionpermet au programmeur de manipuler les tableaux en intension. Dans 
ette lignée, nous étendons alors le
on
ept de tableau à 
elui de fon
tion partielle sur une forme. Le résultat est un 
hamp de données basé surune stru
ture de groupe ou GBF (en anglais).Bien que motivé initialement par des appli
ations 
on
rètes, la ri
he stru
ture dont sont munis les GBFouvre des perspe
tives très intéressantes dans le domaine du typage et de la dé�nition ré
ursive des données.En parti
ulier, ils permettent d'uni�er les 
on
epts de tableau et d'arbre.Stru
ture de la partie. Cette deuxième partie se 
ompose de quatre 
hapitres. Le premier 
hapitre 
om-men
e par pré
iser la notion d'espa
e à laquelle nous faisons référen
e. Nous poursuivons par la 
ritique dela notion de tableau, du point de vue de son utilisation dans la simulation des SD. Le 
hapitre se terminepar un état de l'art.Le 
hapitre suivant est 
onsa
ré à la notion de forme et de GBF, puis aux problèmes de la dé�nitionré
ursives de GBF. On ne permet que les s
hémas ré
ursifs qui � respe
tent la notion de voisinage � spé
i�éepar la forme du GBF. Nous abordons ensuite le problème de l'implémentation des GBF. Un algorithmegénéral est proposé, qui repose sur l'existen
e de quelques mé
anismes de base. Ces mé
anismes de basen'existent pas pour tous les groupes (il faut par exemple savoir résoudre le problème du mot).Le troisième 
hapitre détaille les mé
anismes de base dans le 
as des GBF 
orrespondant à un groupeabélien. Ces mé
anismes ont été implémentés sous l'environnement de 
al
ul symbolique Mathemati
a et ilsmontrent la validité de l'appro
he adoptée.Le dernier 
hapitre de la partie propose plusieurs exemples d'utilisation des GBF. En parti
ulier, nousmontrons l'apport des GBF dans le 
odage d'une méthode de relaxation, dans un problème de gaz sur réseauxet pour la simulation de la 
roissan
e d'une ammonite sur un maillage hexagonal.29



30 CHAPITRE IV. TABLEAUX ET REPRÉSENTATION DES ESPACES HOMOGÈNESStru
ture du 
hapitre. Nous 
ommençons par pré
iser la notion d'espa
e auquelle nous faisons référen
e :
'est un ensemble de points, mais 
haque point à des voisins. Cette notion n'apparaît pas que dans lesappli
ations de physique et nous faisons le parallèle ave
 la notion de graphe des dépendan
es des 
al
uls.Nous poursuivons par la 
ritique de la notion de tableau, suivant trois point de vue : la représentation dela topologie, la représentation d'une forme arbitraire, et les dé�nitions ré
ursives.En�n, nous passons en revue quelques formalismes qui ont été proposés pour modéliser la notion detableau. Nous examinons aussi le 
on
ept de tableau o�ert dans deux langages de haut-niveau. Et nous�nissons par un rapide examen de nouvelles bibliothèques de manipulation data-parallèle de tableaux.IV.1 La représentation de l'espa
e dans un langage pour la simula-tion des SDNous avons déjà mentionné qu'un langage dédié à la simulation des SD devait o�rir des stru
tures dedonnées permettant la représentation de l'espa
e. Le 
hapitre pré
édent fournit des exemples d'espa
es quel'on veut représenter : un tore de 
ellules pour la simulation de l'équation de Turing, un plan pour la
roissan
e simpli�ée de l'ammonite, et
.Quand nous parlons d'espa
e, nous faisons par 
onséquent référen
e à la représentation d'un 
on
ept quiintervient dans la simulation des SD. Quand 
es SD modélisent un phénomène naturel, il s'agit souvent denotre espa
e usuel.En 81/2, la représentation de l'espa
e se fait à travers le 
on
ept de 
olle
tion : une 
olle
tion est unensemble de données qu'on manipule 
omme un tout. Cette propriété est importante 
ar elle rend 
ompte :� du 
ara
tère homogène de l'espa
e : en première approximation, les mêmes lois s'appliquent en toutpoint de l'espa
e. La représentation informatique doit don
 permettre d'appliquer le même 
al
ul entout point de 
et espa
e. Ce
i est une approximation 
ar le traitement aux frontières peut di�érer.� de la simultanéité : 
'est l'espa
e qui rend possible l'existen
e de phénomènes simultanés (ils ont lieuen même temps, mais en des lieux di�érents). La représentation informatique de l'espa
e doit don
permettre l'expression, même impli
ite, de 
ette simultanéité.Cependant, pour le modélisateur, un espa
e ne se réduit pas à un ensemble de points : il s'intéresseaux voisinages de 
es points et aux mouvements possibles dans 
et espa
e. C'est pourquoi, en a

ord ave
le postulat fondamental en physique que les a
tions sont lo
ales dans l'espa
e (pas d'a
tions instantanéesà distan
e), les expressions ré
ursives de 
olle
tions sont restreintes à 
elles qui peuvent se 
al
uler enpropageant les valeurs 
onnues de pro
he en pro
he (
f. l'exemple de iota dans la se
tion III.4).Hélas, la représentation de l'espa
e en 81/2 présente des insu�san
es que nous allons détailler. Mais,avant de 
ritiquer la notion de tableau en 81/2, nous voulons faire apparaître un point de vue fertile pourl'informati
ien : l'ensemble des données d'un programme 
onstitue aussi un espa
e, indépendamment du faitque 
es données représentent ou non une partie d'un domaine spatio-temporel d'une simulation physique.En e�et, pour un programmeur, il existe une notion de voisinage logique des données. Par exemple,dans un arbre, un n÷ud père est voisin de ses �ls, 
ar on peut a

éder, à partir du père, à un de ses �ls.Dans une matri
e, à partir de l'élément d'index (i, j) on a

ède souvent aux éléments d'index (i − 1, j),
(i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1) et on les 
onsidère 
omme étant voisins : 
e s
héma d'a

ès se nomme d'ailleurs� voisinage de Von Neumann �. Dans une liste simplement 
haînée, on passe séquentiellement de la têtede liste à la queue de la liste. Dans un enregistrement, les di�érents 
hamps sont logiquement regroupéset 
e regroupement a une existen
e tangible, puisqu'on peut le désigner par un identi�
ateur. Les exemplespeuvent se multiplier pour nous 
onvain
re que la notion de voisinage logique est essentielle dans la dé�nitiondes stru
tures de données.Cette notion de voisinage n'est pas une notion, purement logique, ayant un sens seulement pour leprogrammeur, mais invisible à l'exé
ution. En e�et, le traitement dans un programme respe
te la notionde voisinage logique qui apparaît dans les stru
tures de données, le 
al
ul se propageant généralement depro
he en pro
he. Par exemple, si on 
onsidère la dé�nition ré
ursive d'une fon
tion map sur les listes, on



IV.2. UNE NOTION DE TABLEAU INSUFFISANTE 31s'aperçoit que le traitement se propage de la tête vers la queue de la liste. Plus généralement, les traitementsré
ursifs respe
tent les voisinages induits par une stru
ture de données au point qu'il apparaît né
essaire etpossible de dé�nir automatiquement des s
hémas de ré
ursion naturellement liés à la stru
ture de données :
'est l'objet des 
atamorphismes [FS96, NO94℄.Cela signi�e qu'un 
al
ul sur une stru
ture de données respe
te une propriété de lo
alité : le 
al
ul asso
iéà un élément dans une stru
ture de données (par exemple le 
al
ul de la valeur d'un attribut dans un arbre)dépend uniquement du 
al
ul sur les voisins. On peut renverser 
ette proposition pour a�rmer que si un
al
ul est né
essaire à un autre 
al
ul, alors 
es deux 
al
uls sont for
ément voisins dans un 
ertain espa
e. Cetespa
e du 
al
ul peut être abstrait, mais il est souvent matérialisé par la stru
ture de données. Remarquonsque 
e point de vue n'est pas nouveau puisque l'étude de la notion de voisinage dans un ensemble de 
al
uls
onstitue le fondement de l'appro
he de la sémantique dénotationelle [Vi
88, vL90℄.Nous reviendrons dans la partie suivante sur 
ette façon de voir l'ensemble des données et des 
al
uls d'unprogramme 
omme un espa
e. Dans 
ette partie, nous allons nous intéresser à la représentation d'espa
es quise révèlent né
essaires pour les appli
ations de simulation de SD. De 
e point de vue, la notion de tableau,même manipulé 
omme un tout, est insu�sante. Une propriété 
ara
téristique des espa
es auxquels nousnous intéressons dans 
ette partie, est qu'ils sont homogènes, 
'est-à-dire qu'ils présentent des propriétésde régularité. Le problème auquel nous nous intéressons 
onsiste don
 en la des
ription 
on
ise d'espa
eshomogènes les plus variés possibles.Nous 
ommençons par 
ritiquer dans la se
tion suivante la notion de tableau. Puis nous présentonsdiverses tentatives menées pour remédier à 
es 
ritiques. Le pro
hain 
hapitre présente notre solution et deséléments d'implémentation. Ces éléments d'implémentation sont détaillés pour un 
as parti
ulier, puis nousdonnons des exemples.IV.2 Une notion de tableau insu�santeNous établissons la 
ritique de la notion de tableau du point de vue des appli
ations de simulation :� Une stru
ture de tableau est généralement utilisée pour la dis
rétisation d'une région de l'espa
e dansle 
adre de la simulation d'un SD. Or, un tableau est une représentation trop pauvre de l'espa
e.� Un tableau est une stru
ture de données dont la géométrie est 
ontraignante : il est di�
ile de repré-senter des formes arbitraires ave
 un tableau, ou des formes dynamiques ex
édant les bornes.� La des
ription des phénomènes à simuler 
onduit naturellement à spé
i�er des dé�nitions ré
ursives detableaux. Mais le traitement de 
elles-
i en 81/2 n'est pas satisfaisant.� En�n, le tableau est une stru
ture de données mal adaptée au parallélisme.IV.2.1 Tableau et représentation de l'espa
eDu point de vue des appli
ations de simulation, les 
olle
tions sont essentiellement utilisées pour modéliserla dis
rétisation d'une portion d'espa
e : on utilise, par exemple, un ve
teur pour enregistrer la variation de latempérature aux points de dis
rétisation d'une barre dans le 
adre d'une résolution numérique d'un problèmede di�usion de 
haleur. Les 
olle
tions, manipulées 
omme des touts, sont parti
ulièrement adaptées à lasimulation de phénomènes physiques, 
ar les mêmes lois s'appliquent en 
haque point de l'espa
e. Cettepropriété se traduit par des 
al
uls pouvant être exprimés globalement sur des 
olle
tions 1.La stru
ture de tableau, est sans doute une des stru
tures de données parmi les plus expressives pourreprésenter la dis
rétisation d'un mor
eau d'espa
e, 
ar elle 
orrespond naturellement à une dis
rétisationen grille eu
lidienne. Mais elle présente plusieurs in
onvénients : par exemple une opération naturelle dansun espa
e, qui est d'aller d'un point à un de ses points voisins, doit être 
odée en termes de manipulationsd'index ; d'autre part, la topologie de l'espa
e dis
rétisé n'est pas expli
ite et la représentation de topologiesplus générales que la grille eu
lidienne est loin d'être évidente ; de plus, un tableau 
orrespond à une région
onnexe de l'espa
e dont les bornes doivent être �xées à l'avan
e ; et
.1. Le le
teur intéressé par des exemples de langages utilisant la notion de 
olle
tion se référera à la se
tion II.3.1, page 12.



32 CHAPITRE IV. TABLEAUX ET REPRÉSENTATION DES ESPACES HOMOGÈNESIntéressons nous aux problèmes de topologie. Dans l'exemple de la simulation d'un pro
essus de di�u-sion/réa
tion (
f. se
tion III.2, page 20), le tore des 
ellules est représenté par un ve
teur dont un élément
orrespond à une 
ellule (plus exa
tement, un élément du ve
teur 
orrespond à une variable dé
rivant unedes 
ellules). La loi d'évolution né
essite l'a

ès à l'état des 
ellules voisines. Les 
ellules voisines dans le toresont � presque voisines � dans le ve
teur. En e�et, ex
epté pour les 
ellules d'index 0 et N qui se trouventaux extrémités du ve
teur, des 
ellules voisines 
orrespondent à des données 
ontiguës dans le ve
teur (
f.�gure 1).
0N

1

2

N-1  

…

a

b

c

e

d

…

0 1 2 N

a b c e

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 1 � Représentation d'une stru
ture torique par un ve
teurExaminons de plus près 
ette notion de 
ontiguïté : 
e n'est pas d'une 
ontiguïté physique dans la mémoire(RAM) qu'il s'agit, 
ar la mémoire est obligatoirement une stru
ture à une dimension, alors qu'un tableaupeut être à deux ou plusieurs dimensions. Dans 
e 
as, deux éléments (i, j) et (i + 1, j) que l'on 
onsidèrenaturellement 
omme 
ontigus ne sont pas 
ontigus dans la mémoire, si le tableau est rangé par ligne. Onest don
 en
lin à quali�er deux éléments de voisins dans un tableau, si on passe de l'index de l'un, à l'indexde l'autre, par une manipulation simple d'indi
es, 
omme par exemple l'in
rémentation de l'un des indi
es.Dans le 
as de l'exemple du tore, il apparaît que la numérotation des 
ellules se fait par un entier, et quel'a

ès à partir d'une 
ellule à une de ses 
ellules voisines, se fait par l'in
rémentation ou la dé
rémentationmodulo N de l'entier numérotant la 
ellule. Cette représentation est arti�
ielle : en e�et, l'indexation des
ellules, est un arti�
e de 
odage qui n'est absolument pas né
essaire. La seule opération qui soit réellementné
essaire 
onsiste à pouvoir désigner, à partir d'une 
ellule l'une ou l'autre de ses voisines.Cependant l'arti�
e d'implémentation, qui 
onsiste à a�e
ter un index à 
haque point de l'espa
e et à
al
uler le point voisin est un � arti�
e universel � dans le sens suivant :� On ne représente que des portions �nies d'espa
es dis
rétisés : il est par 
onséquent toujours possiblede numéroter les points de l'espa
e que l'on souhaite représenter et manipuler.� le 
oût d'a

ès aux éléments d'un tableau est uniforme : il n'est pas plus 
oûteux 2 d'a

éder à l'élément
(i, j) qu'à l'élément (k, l). Par 
onséquent, si on néglige le 
oût du 
al
ul de l'index du voisin (k =
f(i, j), l = g(i, j)) à partir de l'index (i, j) du point 
ourant, on est 
apable d'émuler, sans sur-
oût,n'importe quelle topologie ave
 un tableau.La représentation de l'espa
e par un tableau, 
onsiste don
 à 
oder la topologie de l'espa
e à deux niveaux :1. dans un système de numérotation des points,2. dans les fon
tions de 
al
ul des indi
es des voisins.Dans le 
as le plus extrême, il n'est même pas né
essaire que la dimension de l'espa
e à représenter soit enadéquation ave
 la dimension du tableau : dans 
e 
as, le 
odage du voisinage est totalement arbitraire. C'estle 
as pour les méthodes d'éléments �nis : l'espa
e est dis
rétisé en éléments et l'ensemble des éléments est2. Cette assertion est 
orre
te en première approximation. En e�et, sur une ma
hine séquentielle l'a

ès à la mémoire estprésenté 
omme uniforme, mais l'existen
e de hiérar
hie mémoire remet en 
ause 
e résultat. De plus, sur une ar
hite
ture àmémoire distribuée, les a

ès distants sont bien évidemment plus 
oûteux que les a

ès lo
aux.



IV.2. UNE NOTION DE TABLEAU INSUFFISANTE 33manipulé 
omme un ve
teur ; le 
al
ul des voisins, se réduit au sto
kage expli
ite, dans une liste, des voisinspour 
haque élément [Bai90℄ (
f. �gure 2).Nous désirons malgré tout rendre la topologie de l'espa
e expli
ite dans la stru
ture de données. En e�et :� C'est une information sémantique de haut-niveau, 
onnue du programmeur et qu'il est né
essaire detransmettre à un le
teur éventuel du programme.� Cette information est utilisable par un 
ompilateur, ou un interprète. En e�et, la topologie utilisée
onditionne l'a

ès aux données et permet de 
hoisir une représentation optimale des éléments enmémoire. L'extra
tion des s
hémas d'a

ès, à partir des opérations sur les indi
es, né
essite des analysessémantiques di�
iles et parfois totalement infru
tueuses.� La 
odage de la topologie dans les index est une opération 
omplexe. Par exemple, quel s
héma leprogrammeur doit-il adopter pour une dis
rétisation hexagonale de l'espa
e? La représentation ave
des tableaux n'est naturelle que pour les dis
rétisations 
orrespondant à des grilles eu
lidiennes multi-dimensionelles.� La manipulation expli
ite des indi
es s'oppose à l'appro
he intensionnelle des tableaux, où on veut lesmanipuler 
omme des touts. Faire apparaître les indi
es, même à travers une opération globale 
ommela permutation, laisse transparaître le point de vue extensionel du tableau.� Il est possible d'expli
iter simplement la topologie, quand 
elle-
i est régulière (ou en
ore homogène).� Beau
oup d'opérations sont paramétrées par la topologie (par exemple, en APL, l'opération de rédu
tionest paramétrée par l'axe, qui permet de spé
i�er suivant quelle dimension une opération de rédu
tiondoit avoir lieu) ou peuvent être naturellement étendues si on les paramétrise par la topologie.La solution que nous proposons pour rendre expli
ite la topologie sous-ja
ente à une 
olle
tion, est de
onsidérer expli
itement l'ensemble des dépla
ements. Un dépla
ement élémentaire 
onsiste à passer d'unpoint à un des points voisins. Si le voisinage est régulier, on peut appliquer un dépla
ement élémentaireà n'importe quel point et on peut don
 l'appliquer globalement au tableau par α-extension. Il est natureld'ajouter un dépla
ement nul permettant de � rester sur pla
e � ; de 
omposer des dépla
ements élémentaireset d'inverser un dépla
ement. Autrement dit, on peut munir l'ensemble des dépla
ements d'une stru
ture degroupe et l'appli
ation d'un dépla
ement à un tableau 
orrespond à l'a
tion du groupe.Donnons un exemple. On peut dé
rire un groupe par une présentation qui 
onsiste en l'énumérationdes générateurs (les éléments qui 
orrespondent aux dépla
ements élémentaires) et une série d'équations
ontraignant les 
ompositions de dépla
ements. Un élément du groupe est un mot 
omposé de générateurs.Pour le tore de 
ellules que nous avons dé
rit pré
édemment, la présentation qui dé�nit le groupe desdépla
ements possibles est :
〈v ; vn = e〉où e note le dépla
ement nul et où v représente l'a

ès à un voisin. Le mot v.v ou v2 représente l'a

ès àun 2-voisin, tandis que v−1 représente l'a

ès au � voisin opposé � au voisin v. La �gure 3 illustre l'e�et del'a
tion de v, v−1 et v2 sur un tableau.
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 2 � Représentation de type éléments �nis d'une région de l'espa
e : la stru
ture de la �gure de gau
hepeut être 
odée en utilisant des ve
teurs suivant la représentation de la �gure de droite.
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé Fig. 3 � Exemple de l'a
tion du groupe 〈v ; vn = e〉 sur un tableauIV.2.2 Tableau et représentation des formesDans le 
hapitre pré
édent nous avons développé une simulation du pro
essus (simpli�é) de 
roissan
ede l'ammonite. L'appartenan
e d'un point à l'ammonite doit être expli
itement 
odée par une valeur parti-
ulière du tableau. Cette représentation rend possible la représentation de formes arbitraires sur le fond dutableau, (voir la �gure 4), mais né
essite une gestion expli
ite. Par ailleurs, le 
odage des dépla
ements estparti
ulièrement pénible 
ar il faut 
al
uler expli
itement la permutation 
orrespondante des index.
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1

0

0

0PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 4 � Représentation d'une forme arbitraire dans un tableau. On ne peut pas représenter 
ette formepar un tableau, 
ar elle ne 
orrespond pas une région re
tangulaire, il faut la représenter dans un tableau par
odage.Pour rendre fa
ilement utilisable le 
odage d'une forme 
omme � région � dans un tableau, il faudrait :� gérer impli
itement la distin
tion forme/fond,� simpli�er la gestion des dépla
ements.La représentation expli
ite des dépla
ements, introduite à la se
tion pré
édente, répond en partie au se
ondpoint.Pour le premier point, on peut remarquer que le 
odage du fond 
omme valeur spé
iale 0 d'un élément,est un 
odage arbitraire. La seule 
hose que l'on doit pouvoir exprimer, est l'appartenan
e d'un point à laforme (et éventuellement lui spé
i�er une valeur) où alors l'appartenan
e d'un point au fond, et il n'y a dans
e 
as au
une valeur à représenter. De 
ette 
onstatation provient l'idée de 
onsidérer le tableau 
omme unestru
ture de données partielle, 
'est-à-dire une stru
ture de données dont 
ertains éléments peuvent avoir unevaleur indé�nie.On est don
 amené à l'idée que le 
on
ept de tableau peut être étendu au 
on
ept de 
hamp de données.Un tableau est 
onsidéré 
omme une fon
tion stri
te de [n1 . . .m1]×· · ·× [nd . . .md] et un 
hamp de donnéesest une fon
tion (partielle) d'un ensemble d'index.



IV.2. UNE NOTION DE TABLEAU INSUFFISANTE 35Nous demandons à 
e qu'un groupe agisse sur l'ensemble d'index : 
e groupe s'interprète 
omme le groupedes dépla
ements. Nous verrons dans le 
hapitre suivant que l'ensemble des index peut naturellement être
hoisi 
omme égal au groupe des dépla
ements.IV.2.3 Tableaux, fon
tions et dé�nitions ré
ursivesIl existe un lien étroit entre les notions de tableau et de fon
tion. En e�et, on peut voir un tableau 
ommeune fon
tion qui asso
ie à un index, un élément du tableau :
Tableau [0 .. n1] × [0 .. n2] × · · · × [0 .. nd] → ValeurTraditionnellement, il existe deux façons de 
on
evoir les fon
tions [Bar84, pp 3℄ :1. le point de vue intensionnel assimile la notion de fon
tion à 
elle de règle de 
al
ul (un exemple d'unetelle appro
he est le λ-
al
ul) ;2. le point de vue extensionnel, attribué àDiri
hlet, 
onsidère une fon
tion 
omme un ensemble de paires(argument, valeur) ; un exemple de 
ette appro
he est la notion de fon
tion 
ontinue en mathématique.Selon 
es distin
tions, il est 
lair que les tableaux 81/2 sont des stru
tures de données extensionnelles, 
aron 
al
ule et on sto
ke en mémoire les paires (index, valeur). En fait, l'index n'est pas expli
itement sto
ké,mais 
odé dans la position de la valeur en mémoire. Mais un tableau 81/2 est aussi un objet intensionnel, 
arla manipulation des tableaux ne fait pas de référen
e expli
ite à ses 
onstituants (on les manipule 
ommedes touts).L'analogie entre tableau et fon
tion n'est pas purement formelle : par exemple, en 81/2, on dé�nit ré
ur-sivement des tableaux (
'est le 
as aussi pour les langages systoliques 
omme Crystal [Che86℄, Alpha [Mau89℄ou Pei [VP92, VP93℄), 
omme on peut dé�nir des fon
tions par ré
ursion. Cela montre bien la similarité desdeux 
on
epts.Cependant, la notion de tableau 
omporte plus d'information que la notion de fon
tion. Par exemple,l'ensemble de dé�nition d'une fon
tion est quel
onque, alors que l'ensemble des index d'un tableau 
orrespondà un n-uplet d'entiers ; on ne sait généralement pas dire si une fon
tion est partielle ou pas, alors qu'un tableaudoit avoir une valeur bien dé�nie pour 
haque index ; et
.En 81/2, une di�éren
e 
ru
iale est faite entre fon
tion et tableau : le s
héma ré
ursif d'une dé�nitionde fon
tion peut prendre n'importe quelle forme, alors que le s
héma ré
ursif d'une dé�nition de tableauest 
ontraint (
f. l'exemple de iota se
tion III.4). En e�et, le s
héma ré
ursif sur un tableau utilise la
on
aténation suivant un des axes du tableau. Par suite, le pro
essus de résolution de l'équation se propagesuivant une dimension, de pro
he en pro
he. La �gure 5 illustre 
e pro
essus. Par 
ontre, la dé�nition ré
ursived'une fon
tion peut prendre n'importe quelle forme et le pro
essus de résolution est quel
onque : il su�t de
onsidérer les dépendan
es du 
al
ul de la fon
tion f pour s'en 
onvain
re :
f(x) =

{
x/2 si x mod 2 = 0

3x+ 1 sinonLes 
onsidérations pré
édentes trouvent une formalisation idéale dans le 
adre de la sémantique déno-tationelle [vL90℄. La stru
ture du domaine sur lequel on résout l'équation ré
ursive f = ϕ(f) permet de
ontraindre plus ou moins le pro
essus de 
al
ul. Par exemple, pour les fon
tions, on 
hoisit généralementde 
her
her la solution sur l'ensemble des fon
tions munies d'un ordre de S
ott ⊑S :
f ⊑S g ↔ f(x) ⊑ g(x)pour x appartenant à l'ensemble de départ de f et g muni de la relation d'ordre ⊑. Le pro
essus de 
al
ul
onsiste à 
al
uler des approximations de la solution, approximations obtenues par itération de ϕ à partirde ⊥, la fon
tion indé�nie partout. Si on regarde l'ensemble de dé�nition de deux itérations su

essives,par exemple ϕn(⊥) et ϕn+1(⊥), on sait que Def(ϕn(⊥)) ⊆ Def(ϕn+1(⊥)), mais 
es deux ensembles peuventdi�érer arbitrairement.Pour les tableaux 81/2, il ne peuvent pas di�érer arbitrairement 
ar on spé
ialise l'ordre sur le domaine.Par exemple, pour des ve
teurs, on utilise un ordre pré�xe (
omme pour les listes). Par suite, Def(ϕn(⊥)) doit
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 5 � Propagation des 
al
uls dans la dé�nition ré
ursive d'un tableau en 81/2. Le premier s
hémaillustre la propagation des 
al
uls lors de la résolution d'une dé�nition ré
ursive d'un ve
teur, 
omme parexemple la dé�nition de iota (voir �gure 5). Le deuxième s
héma illustre une propagation pour un tableau àdeux dimensions. Il faut noter que pour 
haque axe, la propagation peut se faire de l'index 0 vers les index
roissants, ou de la borne supérieure du tableau vers l'index 0. Le troisième s
héma montre un pro
essus de
al
ul qui se propage en diagonale. Il n'est pas possible de dé�nir un tel pro
essus en 81/2, alors que 
elasemble être naturel.être un pré�xe de Def(ϕn+1(⊥)) : autrement dit, le 
al
ul se propage de l'index 0 vers les index 
roissants.On peut re
onnaître 
ette méthode de traitement des dé�nitions ré
ursives d'une stru
ture de données dansles travaux présentés dans [Wad81℄ pour les streams data-�ow et dans [Sij89℄ pour les listes. C'est 
etteappro
he qui a été utilisée pour la dé�nition ré
ursive des tableaux 81/2 [Gia91a, GS93℄.Cependant, 
e traitement des ré
ursions permises est insu�sant. En e�et, notre intuition est d'autoriserles s
hémas ré
ursifs qui permettent de propager le 
al
ul de voisins en voisins. C'est bien le 
as pour less
hémas permis en 81/2, mais par exemple, on ne peut pas propager un 
al
ul le long d'une diagonale, alorsque 
e s
héma respe
te bien une 
ertaine notion de voisinage. Il faut don
 élargir la notion de voisinage etpermettre les dé�nitions ré
ursives � qui respe
tent le voisinage �.
IV.2.4 Le tableau est une stru
ture de données mal adaptée au parallélismeComme nous l'avons mentionné pré
édemment, l'extra
tion des mouvements de données, à partir des ma-nipulations d'index, est une tâ
he di�
ile pour un 
ompilateur. Mais l'analyse des mouvements de donnéesest 
ru
iale pour implémenter e�
a
ement l'a

ès à un tableau, quand l'a

ès à un tableau n'est pas uni-forme [Del94℄. Dans les langage Vienna-Fortran, Fortran-D et HPF, le programmeur peut spé
i�er des dire
tivesayant une in�uen
e sur l'alignement et la distribution des éléments d'un tableau. Cette fa
ilité est o�erte pourpermettre l'optimisation des a

ès par un pla
ement judi
ieux des données. Cependant, la solution adoptée,si elle a le mérite de la simpli
ité, n'adresse pas le problème réel, qui est la gestion e�
a
e des mouvementsde données : un programmeur peut spé
i�er un pla
ement, qui 
ontredise les a

ès e�e
tivement réalisés lorsdu 
al
ul. Il est important de 
apturer les mouvements logiques de données impliquées par un algorithmeet de dé
ider d'un pla
ement qui en minimise le 
oût. De 
e point de vue, la représentation expli
ite desdépla
ements élémentaires des données par l'utilisation des 
hamps de données, est une appro
he qui ne peutque se révéler fru
tueuse.



IV.3. LES THÉORIES ÉTENDANT LA NOTION DE TABLEAU 37IV.3 Les théories étendant la notion de tableauIV.3.1 Les formalismesIV.3.1.1 Les algèbres de Bird-MeertensBird et Meertens (B&M) ont développé une algèbre fon
tionnelle sur les liste [Bir87℄. Cette algèbrepermet de dé
rire une 
lasse de programmes par un formalisme équationnel. Elle hérite en 
ela de l'appro
hede Ba
kus [Ba
78℄.Les données 
onsidérées sont des listes d'éléments d'un 
ertain type noté [a1, . . . , an] (dont les élémentspeuvent être aussi des listes, 
e qui autorise l'imbri
ation de listes et don
 les tableaux). Les prin
ipalesfon
tions qui dé�nissent l'algèbre sont (on suppose que les éléments, fon
tions et opérateurs sont tous d'untype 
ompatible ave
 l'opération dé
rite) :� La 
on
aténation (notée ♯) : en prenant deux listes de même type, on obtient une liste 
onstituée deséléments de la première puis, à la suite, 
eux de la deuxième. Par exemple : [a1, . . . , an]♯[b1, . . . , bm] =
[a1, . . . , an, b1, . . . , bm].� L'α-extension (notée ∗) : elle né
essite deux arguments, une fon
tion f et une liste [a1, . . . , an]. Lerésultat est une liste 
onstituée des éléments de la liste argument sur lesquels on a appliqué la fon
tion :
[f.a1, . . . , f.an].� La β-rédu
tion (notée \) : elle s'applique à la liste en suivant une opération et rend l'élément obtenupar appli
ation su

essive de 
et opérateur sur les éléments de la liste. Par exemple : ⊕\[a1, . . . , an] =
(. . . (a1 ⊕ a2)⊕ · · · ⊕ an).Le formalisme dé
rit par B&M repose sur l'étude des homomorphismes d'un 
ertain ensemble dansl'ensemble des listes muni de la loi de 
on
aténation :
h : (Liste, ♯)→ (E,⊕) tel que h(x♯y) = h(x)⊕ h(y)Les propriétés de 
ette algèbre permettent la dé�nition de règles de transformation et d'identité sur 
esfon
tions. Il est alors possible de dé
rire un programme par un ensemble d'équations sur les données grâ
eà 
e formalisme puis de les simpli�er, en utilisant les identités de l'algèbre (
es simpli�
ations peuvent êtrefaites semi-automatiquement). La théorie nous assure que les transformations qui ont eu lieu ne modi�entpas la sémantique du programme original. On trouvera dans [Gib94℄ un exemple d'une telle simpli�
ationpour le problème de re
her
he du maximum de la somme des éléments des segments d'une liste d'entiers.La des
ription la plus naturelle impliquait une 
omplexité 
ubique (trouver les segments d'une liste estquadratique et trouver le maximum d'un ensemble d'entiers est linéaire) et les simpli�
ations l'ont ramenéà une 
omplexité linéaire.IV.3.1.2 L'algèbre MOAL'algèbre MOA développée sur les tableaux multi-dimensionels garde à peu près le même formalisme que
elle de B&M, 
'est-à-dire qu'elle est basée sur les opérations de 
on
aténation de listes, extension, rédu
tionde listes et les homomorphismes. L'intérêt de 
e formalisme est de trouver des identités permettant lavéri�
ation et la simpli�
ation automatique des programmes.Cependant, la di�éren
e ave
 l'appro
he de B&M réside dans la façon de représenter les données mani-pulées. En e�et, les objets ne sont plus des listes imbriquées mais des paires de listes (f, c) dont le premierélément spé
i�e la stru
ture de l'objet et le se
ond élément spé
i�e le 
ontenu. La liste f est :� soit une liste de la forme [0],� soit une liste d'entiers ne 
ontenant pas les entiers 1 et 0. Le nombre d'éléments dans la liste dé�nit lenombre de dimensions de la stru
ture et 
haque élément spé
i�e la taille de 
ha
une des dimensions.La longueur de la liste des valeurs, c, doit être égale à la taille de l'objet qui est le produit des taillesdes dimensions.



38 CHAPITRE IV. TABLEAUX ET REPRÉSENTATION DES ESPACES HOMOGÈNESPar exemple, ([3], [a, b, c]) représente le ve
teur [a, b, c], ([2, 3], [a, b, c, d, e, f ]) la matri
e [
a b c
d e f

], ([ ], [a])le s
alaire a et ([0], [ ]) l'objet vide.Le prin
ipal avantage de 
ette représentation est que la manipulation des stru
tures est indépendantede la dimension de 
elles-
i (les tableaux ont un type 
ommun quelles que soient leurs dimensions). Celapermet de prévenir la multipli
ation des règles algébriques et rend la manipulation de la forme des stru
turespossibles (dénombrement des éléments, dé
ompte des dimensions, re
on�guration de l'objet...) sans qu'il nesoit né
essaire de fournir des pro
édures d'exploration ré
ursive.IV.3.1.3 Les 
hamps de LisperLisper [Lis93, LC94, Lis96℄ propose de 
onsidérer les données 
omme des fon
tions d'un 
ertain indexdans un ensemble de valeurs (par exemple, une matri
e entière n×m devient une fon
tion de [1..n]× [1..m]dans Z). Cette nouvelle stru
ture est appelé un 
hamp. Cette appro
he permet de s'abstraire des problèmesd'implémentation des données puisqu'on ne dé
ide d'au
une forme privilégiée pour la représentation desdonnées. De plus, l'index de 
es fon
tions pouvant être plus 
omplexe que 
elui donné en exemple, les stru
-tures data-parallèles 
lassiques que sont les tableaux ne forment plus qu'une 
lasse parti
ulière des donnéesdé
rites par les 
hamps. Ainsi, on peut espérer exprimer des algorithmes data-parallèles plus portables.De la même façon que pré
édemment, un programme est vu 
omme une équation fon
tionnelle ave
 lesopérateurs 
lassiques (α-extension, β-rédu
tion...) à la di�éren
e que 
hez Lisper, 
es opérateurs agissentsur la fon
tion qui dé�nit la donnée donnant une forme purement fon
tionnelle aux équations.Le 
hoix d'un index quel
onque pour les 
hamps pose néanmoins le problème du 
al
ul des valeurs de
elui-
i, en parti
ulier s'il est in�ni (le problème n'est pas tant 
elui de la formalisation du programme que
elui de l'implémentation e�e
tive de 
elui-
i). On doit alors 
onsidérer que la fon
tion du 
hamp est dé�niepartiellement sur l'index. Cela introduit une nouvelle opération fondamentale qui est la restri
tion expli
itede l'index d'un 
hamp : f/b, ave
 f un 
hamp quel
onque et b un 
hamp booléen, signi�e que les valeurs du
hamp f n'ont de 
han
e d'être dé�nies que sur les points de l'index où le 
hamp b prend la valeur vraie. Ilfaut alors trouver les propriétés et les identités de 
et opérateur pour pouvoir l'utiliser 
e qui est loin d'êtreévident dans le 
as général.Les études menées par Lisper se sont uniquement 
on
entrées sur les 
hamps 
omme fon
tions de Zn.IV.3.1.4 Dis
ussionLes formalismes algébriques développés permettent la manipulation et la simpli�
ation d'expressions detableaux. L'appro
he algébrique est parti
ulièrement puissante pour formaliser une notion intensionelle detableau, mais les appro
hes 
itées ne nous su�sent pas : seul les 
hamps de Lisper permettent de dé�nir desstru
tures partielles sur des algèbres d'index plus 
omplexes que les entiers munis de l'addition.Cependant, 
onsidérer une stru
ture de données 
omme une fon
tion d'un ensemble d'index vers unensemble de valeurs est une appro
he trop générale : on est dans le domaine d'étude générale des fon
tions(par exemple ave
 une théorie 
omme le λ-
al
ul) et on ne dispose pas de stru
tures plus spé
i�ques quisoient atta
hées à l'idée de tableau (ou aux généralisations de 
ette idée). Il faut don
 � spé
ialiser � lanotion de 
hamp. Les travaux menés sur les 
hamps se sont, en 
onséquen
e, 
onsa
rés ex
lusivement à des
hamps sur Zn et ont réutilisé des résultats 
lassiques sur les polyèdres 
onvexes, initialement développéspour le traitement des tableaux systoliques et l'analyse de dépendan
es des nids de bou
les [LC94℄.Remarquons que le 
hoix d'une algèbre parti
ulière est déli
at : par exemple, suivant qu'on utilise la
on
aténation ou bien le 
onstru
teur 
ons sur les listes, on obtient une stru
ture de données aptes auparallélisme ou induisant des 
al
uls intrinsèquement séquentiels [Ski93, Mis94℄, alors que le 
hoix initialsemble de prime abord assez inno
ent.
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ellulairesIV.3.2.1 Automates 
ellulaires sur graphes de CayleyDans ses travaux [Rók93, Rók94a, Rók94b, Rók95b, Rók95a℄, Róka a 
ommen
é l'étude des automates
ellulaires (AC) sur graphes de Cayley.Un automate 
ellulaire 
orrespond à un réseau de ma
hines élémentaires toutes identiques, modéliséespar des automates �nis. Ces ma
hines sont situées dans des 
ellules disposées régulièrement, 
ommuniquantave
 leurs voisines et évoluant en parallèle de manière syn
hrone. Les AC ont été introduits dans les années40 par Von Neumann.L'idée de Róka est de modéliser les réseaux de 
ellules par un graphe de Cayley, 
'est-à-dire par ungraphe dont les sommets sont les éléments d'un groupe et où les ar
s sont étiquetés par un générateur dugroupe (voir le 
hapitre suivant). Les graphes de Cayley sont dé
rits de façon 
ompa
te par exemple parla présentation �nie du groupe asso
ié, et 
ette stru
ture permet d'inférer des propriétés importantes dugraphe. Ils ont été ainsi beau
oup étudiés 
omme réseaux d'inter
onne
tion [Hey96℄.Róka a mené ses travaux suivant trois dire
tions prin
ipales : la simulation d'AC sur graphes de Cayley� bi-dire
tionnel � (la relation de voisinage est symétrique) par des AC unidire
tionnels (l'inverse des géné-rateurs n'apparaît pas dans les étiquettes des ar
s) ; plus généralement, la 
ondition de simulation d'un ACsur graphe de Cayley par un AC sur un autre graphe de Cayley ; et �nalement, le problème algorithmiquede la syn
hronisation globale d'un ensemble de 
ellules.Nous avons pris 
onnaissan
e des travaux de Róka après avoir développé les GBF, mais il existe denombreux liens entre les deux appro
hes : dans les deux 
as, on est amené à étudier la propagation de 
al
ulsdans un espa
e dé
rit par un graphe de Cayley. Cependant, nous ne sommes intéressé par 
e point quepour l'implémentation de dé�nitions ré
ursives de GBF, nos motivations et nos développements étant trèsdi�érents. Nous 
her
hons prin
ipalement à 
onstruire des graphes de Cayley 
omme type d'un tableau età développer une algèbre d'opérations sur 
e nouveau type. Ce n'est pas le 
as des travaux 
ités, qui, mis àpart le problème de la syn
hronisation, établissent des résultats de 
omplexité pour le formalisme spé
i�quedes AC sur graphe de Cayley. Quand au problème de la syn
hronisation des 
ellules, nous ne pouvonsà vrai dire même pas nous le poser puisque le point de vue lo
al des 
al
uls e�e
tués sur un sommet dugraphe n'apparaît pas (nous avons privilégié l'appro
he qui manipule les GBF intensionnellement, 
'est-à-dire
omme des touts). Inversement, Róka ne peut pas se poser le problème de la dé�nition ré
ursive de GBF,le point de vue global n'apparaissant pas dans son appro
he.IV.3.2.2 La programmation planeRozin a proposée une nouvelle algorithmique sur les automates 
ellulaires en introduisant des opérateurspermettant de représenter dire
tement le dépla
ement d'informations [Roz87, Roz90℄ 
omme les rotations etles permutations planes, ou la 
ir
ulation d'un front d'onde dans une mémoire SIMD.Ses travaux n'abordent que les grilles de dimensions deux, ave
 un voisinage deMoore ou de Von Neu-mann. Ils sont don
 éloignés des extensions de tableaux que nous 
onsidérons. Mais nous partageons ave
son appro
he l'a

ent mis sur la 
ir
ulation de pro
he en pro
he des données lors d'un 
al
ul. Nous noussommes surtout 
onsa
rés à l'aspe
t � dé�nition d'un voisinage � et don
 à spé
i�er la notion de � pro
heen pro
he �. Bien que l'algorithmique développée fasse apparaître des objets géométriques dis
rets, 
ommedes segments ou des partitions du plan, 
es travaux restent dans le 
adre des automates 
ellulaires dans Z2ave
 la préo

upation de l'aspe
t lo
al.IV.3.3 Les langages manipulant une stru
ture de données alternative à la notionde tableauxIV.3.3.1 Indexi
al Lu
idLe langage Lu
id [AW77℄ de Ash
roft et Wadge est le premier langage à avoir dé�nit la notion destream à travers les opérateurs next et fby (Lu
id était, à 
es deux opérateurs près, identique à ISWIM



40 CHAPITRE IV. TABLEAUX ET REPRÉSENTATION DES ESPACES HOMOGÈNESde Landin [Lan66℄). La stru
ture de données disponible en Lu
id était le stream de s
alaires, permettantde modéliser l'évolution d'une valeur au 
ours du temps (le stream représentant l'aspe
t temporel de lavariable). La notion de 
ontexte est dé�nie en Lu
id. Le 
ontexte est un entier représentant la valeur dustream à l'endroit 
onsidéré.Lu
id à beau
oup évolué depuis sa première dé�nition et sa dernière évolution Lu
id à donné lieu àIndexi
al Lu
id [AFJW95℄ (IL) qui est multi-dimensionnel. Les 
ontextes en IL sont maintenant un 
ouple(identi�
ateur, entier). L'identi�
ateur est appelé la dimension dans laquelle la valeur (l'entier) se trouve.Tous les opérateurs de Lu
id peuvent être paramétrés par la dimension a�n de pouvoir 
hanger le 
ontexteen n'importe quelle dimension. Par exemple, soit un tableau bi-dimensionnel A où la dimension da esthorizontale vers la droite et la dimension db est verti
ale vers le bas :
A =

1 3 4 . . .
3 1 6 . . .
1 9 2 . . .... ... ... . . .la somme des éléments du tableau suivant l'une ou l'autre dimension du tableau s'e�e
tue simplement enparamétrant la fon
tion SommeCourante.p(A) suivant p (p ∈ {da, db}) :SommeCourante.d(N) = MwhereM = N fby.d M + next.d N;end;L'opérateur next.d permet d'a

éder à la valeur suivante dans le 
ontexte d, X fby.d Y spé
i�e dans le
ontexte d la valeur (i
i Y) qui viendra après X. En fon
tion du 
ontexte spé
i�é, nous avons :SommeCourante.da(A)⇒ 1 4 8 . . .

3 4 10 . . .
1 10 12 . . .... ... ... . . .

SommeCourante.db(A)⇒ 1 3 4 . . .
4 4 10 . . .
5 13 12 . . .... ... ... · · ·En IL, les dimensions sont des pseudo valeurs : on peut passer une dimension en argument (mais on nepeut pas, par exemple, générer un stream de dimensions).IV.3.3.2 FIDILFIDIL 3 est un langage de programmation parallèle et impératif, à parallélisme impli
ite et à 
ontr�le de�ot séquentiel développé par Hilfinger et Colella [HC89, HC93℄, supportant les 
al
uls de di�éren
e �nieet les méthodes de parti
ules. FIDIL tente d'apporter une réponse à la 
omplexité 
roissante des programmesen fournissant aux programmeurs des stru
tures de données de haut-niveau pour le 
al
ul s
ienti�que, etplus parti
ulièrement pour la résolution des équations aux dérivées partielles. Ces stru
tures de données ontpour but de rappro
her le niveau sémantique des programmes de 
elui des algorithmes dont ils dérivent.La prin
ipale innovation de 
e langage réside dans l'introdu
tion de deux nouveaux types de donnéesappelés domain et map. Un domain est un ensemble �ni de n-uplets d'entiers, 
'est-à-dire à un sous-ensemble�ni de Zn et un map 
onsiste en un domain où à 
haque point de Zn, i.e. à 
haque n-uplets d'entiers, estasso
ié une 
ertaine valeur. Le type de données map est une extension de la notion de tableau 
ar le domainasso
ié à un map n'a pas for
ément une forme re
tangulaire 
ontrairement aux tableaux.Les domains et les maps sont des 
olle
tions 
ar ils 
orrespondent à des agrégats de données pouvantêtre manipulés 
omme des touts. FIDIL en
ourage la manipulation intensionnelle de 
es objets à travers un
ertain nombre d'opérations prédé�nies. Ces opérations peuvent être quali�ées de 
al
ulatoires (par exemple,alpha-extension, β-rédu
tion...) ou de géométriques (e.g. translation, 
ontra
tion, union, interse
tion...). Uneopération 
al
ulatoire est une opération dont le résultat 
orrespond au produit d'un 
al
ul mettant en jeu les3. Pour FInite DI�eren
e Language.
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iées aux objets arguments et les opérations géométriques tou
hent à l'organisation d'un objetindépendamment des éléments qui le 
omposent.Un domain quel
onque peut être 
onstruit à partir des domains de base re
tangulaires et d'un 
ertainnombre d'opérateurs fournis par le langage (par exemple, union, di�éren
e, interse
tion...). Un map est dé�nià partir d'un domain et d'un type de données. Le domain d'un map est par défaut 
onstant, sauf si le map
onsidéré a été dé�ni 
omme étant �exible. Son type n'étant pas for
ément s
alaire, il est possible de dé�nirdes maps d'enregistrements ou des maps imbriqués. Toutefois, dans 
e dernier 
as, les éléments d'un tel mapdoivent tous avoir même dimension. En�n, les fon
tions de FIDIL peuvent être génériques. Il est en e�etpossible de dé�nir des fon
tions polymorphes suivant les arguments de type domain et map pour la dimensionet seulement suivant les arguments de type map pour le type de données asso
ié.IV.3.3.3 Dis
ussionLes deux langages évoqués 
i-dessus o�rent tous les deux une appro
he intensionnelle de la notion detableau, 
'est-à-dire qu'on peut les manipuler 
omme des touts. D'autres langages auraient pu être dé
rits
omme par exemple NIAL, SISAL95 [FMSD95℄, NESL [Ble93℄, et
. Nous 
itons 
es deux langages 
ar ilsprésentent une 
ara
téristique intéressante : ils sont dynamiques.Indexi
al Lu
id est un langage dynamique 
ar le nombre de dimensions d'un tableau n'est pas �xé a priori :le programmeur dispose d'autant de dimensions qu'il peut avoir besoin au 
ours du 
al
ul, ou, pour voir les
hoses autrement, les tableaux d'Indexi
al Lu
id ont un nombre in�ni de dimensions. La stru
ture de donnéesmanipulée par Indexi
al Lu
id est don
 un 
hamp sur Z∗.Le langage FIDIL est un langage dynamique dans le sens où on peut représenter des domaines très ri
hesdans Zn. La ri
hesse des domaines du langage FIDIL est due à la ma
hine virtuelle FIDEL [Sem93, Sem94℄.I
i en
ore, on retrouve la balan
e entre généralité des notions mises en ÷uvre et spé
i�
ité de la théorierésultante : la stru
ture de données d'Indexi
al Lu
id est trop générale pour ne pas être traitée 
omme unefon
tion, même si l'implémentation de 
ette fon
tion est paresseuse et mémoïsée. La notion de topologie desdonnées a don
 disparue. Par 
ontre les domaines de FIDIL sont des stru
tures de données parti
ulères ave
une algèbre de régions dédiées (on peut translater, symétriser, unir... des régions). Mais la topologie desdonnées reste 
elle de Zn.IV.3.4 Les bibliothèques spé
ialiséesDans 
ette se
tion nous présentons quelques bibliothèques spé
ialisées qui ont été développées pour fournirun nouveau type de données, au programmeur, à travers un API (Appli
ation Programmer Interfa
e). Il esttrès signi�
atif que 
es nouvelles bibliothèques aient été développées en C++ : leur développement dans un
ontexte Fortran étant bien plus di�
ile et l'interfa
e moins agréable.IV.3.4.1 LPARXLPARX est une librairie C++ développée prin
ipalement par Baden et Kohn, supportant un modèle deprogrammation data-parallèle, à gros grain, 
orrespondant à un modèle d'exé
ution SPMD [BKF94℄. Cettelibrairie fournit un support dynamique pour les dé
ompositions irrégulières de données basées sur la notionde blo
.LPARX dé�nit trois types de stru
tures de données di�érentes : Region, Grid et XArray. Un objet de typeRegion est équivalent à un sous-ensemble re
tangulaire de Zn. Au
une donnée n'est asso
iée à un tel objet.Un objet de type Grid 
orrespond à un objet de type Region où à 
haque point de Zn est asso
iée unevaleur. De plus, un tel objet est asso
ié à un et un seul pro
esseur. En�n, un objet de type XArray est unensemble distribué d'objets de type Grid ou de tout autre type d'objets possédant la notion de pro
esseurasso
ié, un tel objet pouvant être 
réé de manière dynamique. Des 
onstru
teurs de bou
les séquentielles etparallèles sont aussi supportées par LPARX de manière à pouvoir itérer sur les éléments des objets de typeRegion, des objets de type Grid et XArray.



42 CHAPITRE IV. TABLEAUX ET REPRÉSENTATION DES ESPACES HOMOGÈNESUn ensemble d'objets de type Region peut être utilisé pour dé
rire un sous-ensemble �ni de Zn. Toutefois,LPARX ne fournit pas l'équivalent de la notion de domain proposée par FIDIL, i.e. ne fournit au
une stru
turede données 
orrespondant à un sous-ensemble �ni de Zn, sous-ensemble de forme quel
onque, pas for
émentre
tangulaire. De plus, un tel objet n'est pas une 
olle
tion 
ar il n'est pas manipulable 
omme un tout. Demanière générale, les stru
tures de données proposées par LPARX ne sont pas d'aussi haut niveau que 
ellesde FIDIL mais peuvent en 
onstituer les briques de base.IV.3.4.2 KeLPKeLP est une librairie C++ su

édant à LPARX et développée par les mêmes auteurs [FKB96℄. Cettelibrairie hérite des 
on
epts fournis par LPARX mais introduit un nouveau modèle de 
ommuni
ation basésur le paradigme inspe
teur/exé
uteur, paradigme introduit par Saltz dans MultiBlo
k PARTI [ASS95℄ etCHAOS [HMS+94℄. Les extensions proposées ont pour motivation essentielle la gestion pré
ise et e�
a
e dessyn
hronisations et des 
ommuni
ations sur une ma
hine parallèle à passage de messages.IV.3.4.3 A++/P++A++ et P++ sont deux librairies C++ de tableaux, développées entres autres par Quinlan, librai-ries permettant de supporter le développement d'algorithmes indépendants de quelque ar
hite
ture que 
esoit [PQ94, LQ92℄. A++ est un ensemble de 
lasses 
orrespondant à un modèle d'exé
ution séquentiel et P++
orrespond au pendant parallèle de A++, augmenté d'un ensemble de dire
tives de pla
ement pour ma
hinesparallèles et utilisent un 
ontr�le de �ot séquentiel. Les interfa
es de 
es deux librairies sont identiques ; par
onséquent, le fait de substituer P++ à A++ lors d'une 
ompilation permet de paralléliser un 
ode séquentiel,aux dire
tives de pla
ement près.De manière plus pré
ise, A++, sur laquelle s'appuie P++, permet de manipuler les tableaux à la manièrede Fortran 90 [Saw92℄. De 
e fait, les tableaux des librairies A++ et P++ sont des 
olle
tions 
ar ils peuventêtre manipulés 
omme des touts. Une sous-partie d'un tableau peut être a

édée via l'utilisation d'index,
'est-à-dire de triplet : borne inférieure, borne supérieure et pas. Il est à noter que 
ontrairement à FIDIL,ni A++, ni P++ ne mettent à la disposition de l'utilisateur une stru
ture de données 
orrespondant à unsous-ensemble �ni de Zn de forme quel
onque, pas for
ément re
tangulaire. De plus, à la di�éren
e de LPARXet de ses prédé
esseurs, il n'y a pas de séparation 
on
eptuelle entre la forme d'un tableau et les donnéesasso
iées : il n'est pas possible de manipuler la forme d'un tableau indépendamment de ses données.IV.3.4.4 Dis
ussionLes librairies que nous venons de présenter 4 o�rent toutes la possibilité de dé�nir des domaines un peuplus ri
hes que ne le permettent les tableaux 
lassiques. Cependant, la topologie sous-ja
ente reste 
elle deZn. Les motivations de développement de 
es libraires sont initialement la simulation parallèle d'équationsaux dérivées partielles : la gestion du parallélisme est un point 
entral et la représentation des données estquelque peu passée au se
ond plan.

4. Nous remer
ions Dominique De Vito pour les informations qu'il nous a fourni 
on
ernant le langage FIDIL et les biblio-thèques spé
ialisées.



Chapitre VChamps basés sur une stru
ture degroupeNous avons exposé dans le 
hapitre pré
édent les motivations qui nous amènent à développer une géné-ralisation de la notion de tableau. Dans 
e 
hapitre nous allons répondre aux problèmes posés par la notion
lassique de tableau de deux manières :1. en 
onsidérant un tableau 
omme une fon
tion partielle et non plus totale, de l'ensemble de ses indexvers un ensemble de valeurs : 
'est la notion de 
hamp ;2. en munissant l'ensemble des index d'une stru
ture de groupe : 
'est la notion de 
hamp basé sur ungroupe.La tradu
tion anglaise de 
hamp basé sur un groupe est � Group Based Field � et nous utiliserons les initialesGBF pour désigner 
ette nouvelle stru
ture de données.La situation que nous avons a
tuellement est la suivante :
Tableau ∈ [0 . . . n1]× · · · × [0 . . . nd] 7→ ValRappelons que A 7→ B désigne l'ensemble des fon
tions totales de A dans B, et A → B l'ensemble desfon
tions (y 
ompris partielles) de A dans B. Le 
on
ept de tableau est étendu à 
elui de 
hamp :
Champ ∈ Zd → ValUn tableau est don
 un 
as parti
ulier de 
hamp : 
'est un 
hamp dé�ni pour un index élément de [0 . . . n1]×

· · ·× [0 . . . nd] et indé�ni ailleurs. La di�éren
e essentielle entre un 
hamp et une fon
tion provient de l'implé-mentation extensionnelle du 
hamp où les images d'un 
hamp sont expli
itement représentées alors qu'unefon
tion représente ses valeurs par une règle de 
al
ul (généralement du 
ode qu'il est né
essaire d'exé
uterà 
haque a

ès à l'image d'un index). Néanmoins, l'extension d'un 
hamp pouvant être in�nie, le 
al
ul d'un
hamp doit obligatoirement être paresseux. Ce point sera abordé en se
tion V.4.Notre se
onde généralisation 
onsiste au rempla
ement de Zd par un ensemble que l'on nomme uneforme :
GBF ∈ forme→ ValUne forme est un ensemble muni d'une stru
ture de groupe (remarquons que Zd est un groupe pour l'additionet don
 un 
hamp est un 
as parti
ulier de GBF). De la même façon que [0 . . . n1]× · · ·× [0 . . . nd] représentele type d'un tableau, une forme représente le type d'un GBF.Munir une forme d'une stru
ture de groupe poursuit deux buts, selon qu'on adopte le point de vue duprogrammeur (et on s'intéresse dans 
e 
as à l'expressivité du langage) ou de l'implémenteur (et on s'intéressedans 
e 
as à l'analyse des programmes) :� Pour le programmeur, la stru
ture de groupe lui permet de spé
i�er un voisinage logique des données.43



44 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPE� Pour l'implémenteur, la stru
ture de groupe lui permet d'expli
iter et de raisonner sur les dépendan
eset les mouvements de données.La stru
ture de groupe est un outil puissant pour la spé
i�
ation de voisinages homogènes. Nous avons 
hoisi
et outil 
ar il est su�samment général pour in
lure à la fois la notion 
lassique de tableau et d'arbre.Les formes sont introduites dans la se
tion V.1, les GBF dans la se
tion V.4 et les opérations sur les GBFsont dé
rites en se
tion V.5.Nous nous intéresserons ensuite aux problèmes de la dé�nition ré
ursive de GBF, de manière analogue auxdé�nitions ré
ursives de tableaux permises par 81/2. Là en
ore, une distin
tion sera faite entre le traitementd'une fon
tion et le traitement d'un GBF. Nous avons mentionné dans la se
tion III.4 page 24 qu'on nepermettait pas n'importe quel s
héma ré
ursif pour la dé�nition d'un tableau, mais uniquement 
eux quiamenaient à propager le 
al
ul suivant un des axes naturels du tableau. Il en va de même pour les GBF : onn'admet que les s
hémas ré
ursifs qui � respe
tent la notion de voisinage � spé
i�ée par la forme du GBF.Nous aborderons ensuite le problème de l'implémentation des GBF. Des solutions sont proposées etl'implémentation des GBF abéliens est présentée dans le 
hapitre suivant. En�n, des exemples illustrant lesnotions que nous avons 
onçues et développées sont donnés au 
hapitre VII.V.1 Les formesUne forme est un ensemble muni d'une 
ertaine stru
ture et qui va servir d'ensemble d'index à unGBF. Une forme représente don
 une partie du type d'un tableau, le type 
omplet 
omportant en plus laspé
i�
ation du type des valeurs du tableau. L'information [0 . . . n1] × · · · × [0 . . . nd] est souvent résuméepar le n-uplet (n1 . . . nd) et le type d'un tableau, par exemple Array [n1 . . . nd℄ of Valeur en Pas
al, estdon
 un type paramétré par un n-uplet d'entiers. Cependant, les langages data-parallèles (
omme *Lisp, HPF,POMP-C...) ont été amenés à introduire l'objet [0 . . . n1] × · · · × [0 . . . nd] 
omme un objet à part entière.Cet objet est appelé form en MOA, geometry en C*, shape en POMP-C... Cet objet permet de fa
toriser ladé
laration de la stru
ture du tableau entre plusieurs dé
larations de type.Dans 
ette se
tion, nous étudions la notion de forme et donnons dans la se
tion suivante des exemplesde formes.V.1.1 Voisinage d'un point, dépla
ement et 
omposition de dépla
ementsUn espa
e est avant tout un ensemble d'éléments que l'on appelle des points. Cependant, quand onparle d'espa
e dans 
e do
ument on sous-entend quelque 
hose de plus que la seule union de points. Parexemple, dans le 
adre de la simulation de l'équation de di�usion-réa
tion de Turing (
f. se
tion III.2,page 20), nous avons dé�ni une notion de 
ellule et de position de 
ellule (à droite et à gau
he d'une 
elluledonnée). Dans l'exemple de la 
roissan
e de l'ammonite (
f. se
tion III.3, page 22), il apparaît une notionde 
roissan
e suivant des dire
tions privilégiées (le nord, le sud, l'est...). Dans l'exemple de la résolutiond'équations ré
ursives par la méthode de Shanlan (
f. se
tion XIV.2, page 210) ou de la tradu
tion en81/2D des D0L systèmes (
f. se
tion XIV.4.2.2, page 217), l'évolution de la 
olle
tion support se fait de mêmesuivant une dire
tion privilégiée. Cela nous amène à dé�nir la notion de voisinage et à la rendre expli
itedans le type de la 
olle
tion.Un espa
e est don
 un ensemble de points muni d'une notion de voisinage. Oublions un instant le problèmede la spé
i�
ation de l'ensemble des points et regardons 
omment dé�nir la notion de voisinage.Dans la suite, nous allons nous restreindre à des espa
es homogènes (on dira aussi réguliers). De manière
lassique, un espa
e est dit homogène quand 
haque point à le même voisinage (par exemple, � un voisin àgau
he � et � un voisin à droite �). Nommons a, b, c... les dire
tions pour se dépla
er vers les voisins d'unpoint et P<a> le voisin a d'un point P . Nous pouvons 
onsidérer a 
omme étant le dépla
ement à partird'un point vers un de ses voisins. La �gure 1 dé
rit plusieurs exemples de dépla
ements vers les voisins d'unpoint. Les opérations de dépla
ement peuvent être 
omposées : en utilisant la notation multipli
ative, nousé
rivons P<a.b> pour (P<a>)<b>. L'opération de 
omposition des dépla
ements est aussi asso
iative :
(a.b).c = a.(b.c)
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ar :
P<(a.b).c>= (P<a.b>)<c>= ((P<a>)<b>)<c>= P<a><b.c> = P<a.(b.c)>Nous notons e le dépla
ement nul tel que P<e>= P. De plus, nous dé�nissons un dépla
ement inverse a−1pour 
haque dépla
ement a tel que P<a.a−1>= P<a−1.a>= P .

treilis rectangulaire,
voisinage de Von-Neuman

un point

les voisins de ce point

déplacement 
élémentaire“ voisin nord ”

“ voisin est ”

treillis hexagonaltreillis rectangulaire,
voisinage de Moore

Voisinage triangulaire : un point est représenté par une surface triangulaire non uniforme, mais chaque 
point est régulièrement lié à trois voisins (excepté pour les élément à la frontière)

1

2 3
4 5

6
8

9 10
11

12
13

14
15

16
17

18
19

20

21
22 23

24

25

26
27

28
29 30

31
32

33
34

35
36

37

38
39

40
41

42
43

44
45 46 47

48
49

50
51

52
53

54

55

56 57

58 59
60 61

62 63
64 65

66
67

68

69 70

71 72

73

Exemple d’espace irrégulier ou hétérogène

le voisinage d’un point dépend de ce point

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 1 � Quatre exemples d'espa
es homogènes et un exemple d'espa
e hétérogène.En d'autres termes, les dépla
ement forment une stru
ture de groupe pour la 
omposition, et l'appli
ationdes dépla
ements à un point est l'a
tion du groupe sur l'espa
e des points.



46 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPEV.1.2 Rappel mathématiqueRappelons [
ol95℄ qu'un groupe en mathématique est un 
ouple (G, .) où G est un ensemble et � . �une loi interne à G, asso
iative, qui véri�e l'existen
e d'un élément neutre, noté e, et d'un inverse pour tout
x ∈ G, noté x−1. Un groupe G est dit abélien ou 
ommutatif si sa loi est 
ommutative : ∀v, w ∈ G, v.w = w.v.On dit qu'un groupe G opère sur un ensemble E, et on parle de l'a
tion de G sur E, si E est muni d'uneloi externe ϕ dont le domaine d'opérateur est G :

(g, x) 7→ ϕ(g, x)de telle sorte que :
ϕ(g, ϕ(h, x)) = ϕ(g.h, x) et ϕ(e, x) = xpour g, h ∈ G et x ∈ E.

(0,0) 

(0,1) 
g

orbite de 
(2,0)

 (1,1) 

=
(0,0)<g>

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 2 � A
tion du groupe G = 〈|g|〉 dont les éléments sont les puissan
es de g, sur l'espa
e Z2. L'a
tion de
g sur Z2 
onsiste à se � dépla
er en diagonale �. G n'opère pas transitivement sur Z2 : une orbite 
orrespondà une droite diagonale et il y a autant d'orbites que de droites diagonales distin
tes.Soit x ∈ E, on appelle orbite de x l'ensemble des éléments ϕ(g, x) pour g ∈ G. La �gure 2 illustre lanotion d'orbite. Deux orbites sont toujours disjointes ou 
onfondues 
ar la relation x ∼ y dé�nie par :

x ∼ y ⇔ ∃ g ∈ G, y = ϕ(g, x)est une relation d'équivalen
e sur E. Une 
lasse d'équivalen
e de ∼ est une orbite. Le groupe G est dittransitif s'il n'existe qu'une seule 
lasse d'équivalen
e (E tout entier). Cela signi�e que si x et y sont deuxéléments quel
onques de E, il existe au moins un élément g ∈ G tel que y = ϕ(g, x).En�n, on appelle espa
e homogène un ensemble E muni d'un groupe transitif d'opérateurs.V.1.3 Les points de l'espa
eIntéressons-nous à présent à l'ensemble des points. Comment le spé
i�er? La �gure 2 nous montre qu'unensemble de points, sur lequel G n'opère pas transitivement, ne nous 
onvient pas : en e�et, notre intuitionest que la valeur d'un point P doit dépendre de la valeur des points atteignables à partir de P . Autrementdit, la valeur d'un point dépend uniquement des points de son orbite. S'il existe plusieurs orbites distin
tes,
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al
uls des points de 
ha
une de ses orbites sont 
omplètement indépendants. Il est don
 arti�
ielde réunir 
es 
al
uls dans la même stru
ture de données.Nous voulons don
 spé
i�er un ensemble de points sur lequel l'ensemble des dépla
ements agit transi-tivement, 
e qui signi�e qu'à partir d'un point on peut rejoindre tout autre point par une 
omposition dedépla
ements. Si on laisse le 
hoix d'un ensemble arbitraire au programmeur, on est 
onfronté à un doubleproblème : spé
i�
ier l'a
tion du groupe sur 
et ensemble, s'assurer que 
ette a
tion est transitive. Heureu-sement, il existe un ensemble sur lequel on est sûr que G agit transitivement : 
'est G lui-même. Il su�t deprendre ϕ(g, x) = g.x, ou bien, dans notre 
as P<a>= P.a.V.1.4 Dé�nition d'une formeSi G représente l'ensemble des dépla
ements possibles, parmi 
es dépla
ements, un sous-ensemble S ⊂ Gnous intéresse plus parti
ulièrement. Nous appellerons les éléments de S les dépla
ements élémentaires. Nousferons l'hypothèse que S génère G, 
'est-à-dire que tout dépla
ement de G peut s'é
rire 
omme 
ompositiondes dépla
ements élémentaires et de leurs inverses.Nous dé�nissons Forme(G,S) 
omme le graphe ayant G 
omme ensemble de ses sommets et G×S 
ommeensemble de ses ar
s. Pour 
haque ar
 (g, s) ∈ G × S, le sommet de départ est g et 
elui d'arrivée est g.s.La dire
tion ou l'étiquette de l'ar
 (g, s) est s. Chaque élément du sous-groupe généré par S 
orrespond enmême temps à un 
hemin (une su

ession de dépla
ements élémentaires) et à un point (le point atteint enpartant du point identité e de G en suivant 
e 
hemin). Nous utilisons alors la notation P.s plut�t que P<s>pour le voisin s de P . En d'autres termes, Forme(G, S ) est un graphe où :� 
haque sommet représente un élément du groupe,� un ar
 étiqueté s se trouve entre les n÷uds P et Q si P.s = Q,� les étiquettes des ar
s sont dans S et représentent un dépla
ement élémentaire.Pour dé�nir une forme Forme(G, S ) nous avons besoin de spé
i�er le groupe G et un ensemble �ni S degénérateurs. Nous allons utiliser pour 
ela une présentation �nie.Une présentation �nie est spé
i�ée par une liste �nie de générateurs et une liste �nie d'équations 
ontrai-gnant l'égalité de deux mots. Une équation a la forme v = w où v et w sont les produits de générateurs etde leurs inverses. La présentation d'un groupe n'est pas unique : di�érentes présentations peuvent dé�nir lemême groupe. Néanmoins, une présentation dé�nit de façon unique Forme(G, S ) : nous utilisons la liste desgénérateurs de la présentation pour spé
i�er S. Ainsi, les générateurs de la présentation sont les élémentsdistingués du groupe représentant les dépla
ements élémentaires d'un point vers ses voisins.Remarque On supposera que les générateurs de deux formes di�érentes ont des noms di�érents. Par 
ontre,le même symbole e désigne l'élément neutre dans tous les groupes indistin
tement. Cela n'est pas gênant 
arle 
ontexte permet de lever toute ambiguïté.Donnons deux exemples. Soit C un groupe 
y
lique d'ordre n généré par S = {a}. D1 = Forme(C, S )représente la dis
rétisation d'un 
er
le où n est le nombre de points de la dis
rétisation. Pour spé
i�er D1 ,nous spé
i�ons entre les signes 〈| et |〉, la liste des générateurs suivie de la liste des équations entre mots :
D1 = 〈|a ; an = e|〉Dans le 
er
le D1 , nous pouvons toujours nous dépla
er dans la même dire
tion a. Il y a une seule équationqui spé
i�e qu'au bout de n dépla
ements, on se retrouve au même point. D'autres équations sont validesdans le groupe, par exemple ap = ap+n mais toutes les équations valides dans D1 peuvent se déduire à partirde an = e et des propriétés de groupe uniquement. Par exemple, en appliquant uniquement les lois de groupe,on a ap+n = ap.an. En appliquant la relation de D1 , on déduit alors ap+n = ap.e et la stru
ture de groupepermet de déduire ap. Si nous voulons aussi nous dépla
er dans la dire
tion inverse, a−1 doit être ajouté àla liste des générateurs.Remarque Dans la suite, une présentation dénote indi�éremment la forme 
orrespondante ou bien le groupesous-ja
ent en fon
tion du 
ontexte. Ainsi, quand on é
rit g[D1 ] on veut dire que la forme de g est D1 , alorsque quand on é
rit x ∈ D1 on veut dire que x est un élément du groupe asso
ié à D1 .



48 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPEUne grille � bi-dire
tionnelle � en deux dimensions est spé
i�ée par :
G2 = 〈| Nord,Est, Sud,Ouest ;

Nord.Est = Est.Nord, Sud = Nord−1, Ouest = Est−1 |〉Quatre générateurs sont dé�nis, mais du fait des deux dernières équations, Sud et Ouest ne sont que desrenommages pour des raisons de fa
ilité de Nord et Est. La première équation spé
i�e que Nord et Est
ommutent, 
'est-à-dire que le groupe dé�ni est abélien. Les groupes abéliens sont parti
ulièrement intéres-sants 
omme stru
ture de données, et on dispose d'un grand nombre de résultats théoriques sur eux. Nousutilisons la spé
i�
ation entre les signes 〈 et 〉 pour la présentation d'un groupe abélien, 
e qui nous permetd'omettre les équations de 
ommutation en les laissant impli
ites. Ainsi G2 peut se spé
i�er par :
G2 = 〈 Nord,Est, Sud,Ouest ;

Sud = Nord−1, Ouest = Est−1 〉La �gure 5 illustre d'autres exemples de formes abéliennes.V.1.5 Groupe, forme et graphe de CayleyNous avons dé�ni une forme 
omme un graphe. La représentation d'un groupe 
omme un graphe est
onnue sous le nom de graphe de Cayley et nous allons détailler les liens qui existent entre les notions deforme et de graphe de Cayley.
sommet

= 
élément du groupe

arc étiqueté
=

générateur du groupe

composition de chemin =  multiplication des mots

chemin = mot
chemin vide =  element identité chemin fermé = identité

connexité =  l’équation
(P.w = Q)   a une solution

a

a

a

b

b

b

b

a

b

e

w = a.b.a

w.(b -1 .a)

b.a.a -1 .b -1

a.b -1 .a -1 .b

P

w

Q

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 3 � Représentation graphique des relations entre les notions de graphe de Cayley et la théorie desgraphes.On dit que S est une base de G si tout élément de G est un produit des éléments de S et que S génère
G si S ∪ S−1 est une base de G. Les propositions suivantes e�e
tuent un lien entre la stru
ture globale deForme(G, S ) et les relations entre G et S :� Pour que Forme(G, S ) soit 
onne
té, il est né
essaire et su�sant que S génère G. Les 
omposants
onne
tés de Forme(G, S ) sont les 
osets g.H où H est le sous-groupe généré par S (un 
oset g.H , oubien 
lasse à droite dans le 
as d'un groupe non abélien, est l'ensemble {g.h : h ∈ H}).� Pour que Forme(G, S ) ait une bou
le (i.e. un 
ir
uit de longueur 1), il est né
essaire et su�sant que esoit un élément de S.� Forme(G, S ) à un 
ir
uit de longueur ≥ 2, si et seulement si S ∩ S−1 = ∅.Dans 
e qui suit, ainsi que nous l'avons indiqué pré
édemment, nous nous restreignons au 
as ou le sous-ensemble S génère G. Si S est une base de G, on appelle Forme(G, S ) le graphe de Cayley du groupe G.Si S n'est pas une base de G, alors Forme(G, S ) est un sous-graphe du graphe de Cayley de G. On noteraqu'il existe des graphes réguliers 1 qui ne sont pas des graphes de Cayley d'un groupe [Whi73℄.1. Un graphe régulier est un graphe où 
haque sommet a le même nombre de sommets voisins.



V.2. EXEMPLES DE FORMES 49Le di
tionnaire suivant, illustré par la �gure 3, établit une 
orrespondan
e entre la théorie des grapheset les 
on
epts de la théorie des groupes :Graphe de Cayley Groupesommet ↔ élément du groupear
 étiqueté ↔ générateur
omposition de 
hemins ↔ multipli
ation de mot
hemin fermé (
y
le) ↔ mot égal à e
onnexité ↔ résolution de P.x = Q(il existe un 
hemin de tout P vers tout Q)V.2 Exemples de formesAvant de présenter des exemples de formes abéliennes et non-abéliennes, nous avons besoin d'introduireune nouvelle notion : on dit qu'un groupe est libre, ou qu'une forme est libre, s'il n'y a pas d'équation dans laprésentation asso
iée. Un groupe abélien libre, ou une forme abélienne libre, 
orrespond à une présentationoù les seules équations sont les équations de 
ommutation des générateurs.V.2.1 Exemples de formes abéliennes

Est ≅  c

Nord ≅  a

b

i

b

a

c
e

a.c=b

e

j

a3.b
≅

Nord 4.Est

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 4 � Représentation de H2 et G2 et de l'isomorphisme entre eux.Un théorème fondamental sur les groupes abéliens énon
e que tout groupe abélien G est isomorphe à unproduit de Z-modules :
G ≃ Zn × Z/n1Z × Z/n2Z × . . . × Z/nqZoù ni divise ni+1 (
f. [LB78℄ ; pour une appro
he plus orientée informatique, on se reportera à [Coh93℄). L'outilde base pour expli
iter l'isomorphisme entre la présentation �nie d'un groupe abélien et les Z-modules estle 
al
ul de la forme normale de Smith (FNS) (
f. [Smi66℄ et le 
hapitre suivant). En d'autres termes, lesformes abéliennes 
orrespondent à une 
ombinaison de grilles et de tores n-dimensionnels.Dans la mesure où les tableaux (tels que les tableaux PASCAL par exemple) sont essentiellement des grilles�nies, notre dé�nition de 
hamps basés sur les groupes englobe naturellement le 
on
ept usuel de tableau
omme un 
as parti
ulier de régions bornées sur une forme abélienne libre. Par exemple, les 
hamps de Indexi
alLu
id [AFJW95℄, les tableaux systoliques, les 
hamps de données de Lisper [LC94℄ entrent dans 
e 
adre.Cette représentation permet la réutilisation de tous les travaux e�e
tués dans le domaine de l'implémentation(séquentielle ou parallèle) des tableaux (e.g. [Fea91, Tor93℄) pour implémenter les régions bornées sur des
hamps abéliens libres. Ave
 un peu de travail additionnel, il est possible de les adapter à la manipulationde 
hamps abéliens �nis.
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a

a

b b

a
b

a2

e a

a3

b

b2

b3

b4

b5

b6

b7

b8

a

〈a, b; a 2 = b 2〉

  〈a, b; a 4 = e, a 3 = b 2〉

a

b
c

〈a, b, c 〉

c

b

a

c

〈a, b, c; c 3 = e 〉

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 5 � Quatre présentations de groupes abéliens et leur graphe Forme(G, S ) asso
ié.Remarquons que les listes paresseuses entrent aussi dans le 
adre des formes abéliennes 
omme régionnon-bornée sur une forme abélienne libre à un seul générateur.Voi
i des exemples de groupes abéliens. Nous avons déjà ren
ontré G2 qui 
orrespond à une grille NEWSà deux dimensions, et soit H2 = 〈a, b, c ; b = a.c〉 qui 
orrespond à une grille hexagonale. La �gure 4 présente
H2 et G2 dans une 
onvention di�érente de 
elle utilisée dans la �gure 5 : un sommet est représenté par une
ellule plut�t que par un point et deux sommets sont voisins si les 
ellules 
orrespondantes sont adja
entes.

H2 représente une partition hexagonale du plan qui a d'intéressantes propriétés en topologie dis
rète. Parexemple, une 
ourbe fermée dans H2 est dite de Jordan, 
'est-à-dire quelle sépare le plan en deux régions
onnexes (
e n'est pas le 
as dans G2 
e qui explique qu'on utilise H2 en traitement d'image).
H2 est isomorphe à G2 par les inje
tions suivantes :
i : H2 −→ G2 , ap.bq.cr → Northp+q .Eastq+r

j : G2 −→ H2 , Norths.Eastt → as.ctOn notera que si H2 et G2 sont des groupes isomorphes, ils n'en ont pas la même forme pour autant dans



V.2. EXEMPLES DE FORMES 51le sens ou l'image des H2 -voisins d'un point P dans H2 ne sont pas les G2 -voisins de l'image de P dans laforme G2 .D'autres exemples d'isomorphismes sont donnés par les formes de la �gure 5. Pour le premier exemple :
〈a, b ; a2 = b2〉 ≃ 〈a, c ; c2 = e〉 = Z× Z/2Z(ave
 c↔ a.b−1). Pour le se
ond exemple
〈a, b ; a4 = e, a3 = b2〉 ≃ 〈d ; d8 = e〉 = Z/8Z(ave
 d↔ a−2.b).V.2.2 Deux exemples de formes non abéliennesLes groupes abéliens représentent un ensemble important, mais parti
ulier, de groupes. Nous donnons i
ideux exemples signi�
atifs de formes non-abéliennes. Rappelons que la présentation de formes non-abéliennesest spé
i�é entre les symboles 〈| et |〉.Le premier exemple (
f. [Rók94a℄) est un voisinage triangulaire : les sommets de T sont au 
entre detriangles équilatéraux et les voisins d'un sommet sont les n÷uds situés au 
entre des triangles adja
ents
�tés par 
�tés :
T = 〈|a, b, c ; a2 = b2 = c2 = e, (a.b.c)2 = e|〉On ren
ontre un treillis de 
ette sorte, par exemple, dans les problèmes de dynamique des �uides 
ar leursymétrie mime e�
a
ement la symétrie des lois des �uides. La �gure 6 illustre une représentation de T ainsique deux autres présentations pour une partition triangulaire du plan. Il est aisé de voir que, par exemple,

a.b 6= b.a, et par 
onséquent que 
e groupe n'est pas abélien.Notre se
ond exemple est simplement un groupe libre. On rappelle qu'un groupe libre est un groupe sans
ontraintes entre les générateurs. La �gure 7 illustre le groupe non-abélien libre suivant :
F2 = 〈|x, y|〉

〈 | a, b, c;
   a.a = b.b = c.c = e, 
   (b.c) 3 = e,	
   (c.a) 3 = e, 
   (a.b) 3 = e | 〉

a b c

b a
c

c ab

b a

ab c

〈 |a, b, c;
  a.a = b.b = c.c = e, 
  a.b.c.a.b.c = e | 〉

c b

a

a

c b

c b

a

〈 | a, b, c;
 	 a.a = b.b = c.c = e, 
	 b.a.b = c.a.c | 〉

aa a
c

b
aa a

c
bb

c
b

c
b

c
b

c
b b

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 6 � Trois exemples de formes à trois voisins. Ces formes ne sont pas abéliennes.



52 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPENous voyons que l'espa
e 
orrespondant peut être représenté par un arbre, 
'est-à-dire un graphe non-videsans 
ir
uit. En fait, il existe un résultat plus général exprimant le fait que si Forme(G, S ) est un arbre alors
G est un groupe libre généré par S.

F2 = 〈|x, y|〉

x

y

ew.x -1

w

w.x 2

x

x y

w

x y x y

x y

x y x y

y

w.x

w.x.y

w.y

w.y.x
w.y 2

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 7 � Un groupe non-abélien libre ave
 deux générateurs. Les lignes en gras 
orrespondent à des pointsqui peuvent être atteints à partir du point w en suivant les dépla
ements élémentaires x et y.Cela permet l'in
orporation de 
ertaines 
lasses d'arbres dans notre 
adre. Soit Forme(G, S ) où G estun groupe libre et S un ensemble minimal de générateurs, i.e. tel qu'au
un sous-ensemble propre de S negénère G. Alors, Forme(G, S ) est un arbre. On observera que 
et arbre n'a au
un n÷ud sans prédé
esseur.Cette situation est peu 
ommune en informatique où les arbres in�nis ont une ra
ine et � grandissent � parles feuilles. La �gure 7.b illustre les points a

édés à partir d'un point w de F2 : 
'est un arbre binaire ayantpour ra
ine w. Il n'est pas possible de rappro
her la notion de générateur de la notion de père (en e�et, pourle n÷ud w.x, le père est x−1, tandis que 
'est y−1 pour le n÷ud w.y).V.3 Constru
tion de formesNous avons introduit la notion de forme et nous avons spé
i�é des formes par une présentation �nie. Dans
ette se
tion, nous présentons des opérations de 
onstru
tion de formes à partir d'autres formes. Suivant lepoint de vue � forme = type �, 
es opérations sont des 
onstru
teurs de types (voir �gure 8). Mais avant deprésenter quelques 
onstru
tions nous allons dis
uter de l'égalité de deux formes.V.3.1 Égalité de deux formesSi on adopte le point de vue qui 
onsiste à voir les formes 
omme des types, et que l'on 
onstruit desformes par des expressions, le problème de l'égalité de deux formes se pose naturellement.Dans les langages de programmation, plusieurs sortes d'égalités de types sont utilisées : égalité par nom(deux types sont égaux s'ils réfèrent la même dé�nition) ou égalité stru
turelle (deux types sont égaux s'ilsdé�nissent la même stru
ture de données à un isomorphisme près). Par exemple, devons nous identi�er 〈a〉et 〈b〉 (égalité stru
turelle des formes) ou bien les 
onsidérer 
omme deux types distin
ts? Il y a une notion



V.3. CONSTRUCTION DE FORMES 53Présentation �nie d'un groupe G = 〈x, y ; 〉, F = 〈|a, b, c ; a2 = b|〉, ...
︸ ︷︷ ︸Constru
tion de forme G× F, G ∗ F, G/F , ...Fig. 8 � Types de base et 
onstru
teurs de types.d'isomorphisme naturel entre les formes, qui 
onsiste à dire que des formes sont isomorphes si l'une se déduitde l'autre à un renommage des générateurs près.Plus pré
isément, soit f une bije
tion de S dans S′. Si S est un ensemble de générateurs de G, alors toutélément g de G peut s'é
rire 
omme un mot de S : g = s1. . . . .sn. L'homomorphisme f : G→ G asso
ié à fest dé�ni par :

f(g) = f(s1). . . . .f(sn)On dit qu'une forme F = Forme(G,S) est isomorphe à une forme F ′ = Forme(G′, S′) et on note F ≡ F ′, siet seulement si il existe f bije
tion de S vers S′, telle que ∀w1, w2 ∈ G :
w1 = w2 ⇒ f(w1) = f(w2)et ∀w1
′, w2

′ ∈ G′ :
w1

′ = w2
′ ⇒ f−1(w1) = f−1(w2)Par exemple, 〈|a|〉 ≡ 〈|b|〉. Par 
ontre, peut-on dire que 〈a ; a2 = e, a4 = e〉 est isomorphe à 〈b ; b2 = e〉? Dans
e 
as, on peut le prouver, mais montrer l'isomorphisme de deux groupes, 
e qu'implique l'isomorphisme dedeux formes, n'est pas dé
idable dans le 
as général. C'est pourquoi on ne 
onsidère que l'égalité � par nom �sur les formes.V.3.2 Sous-formesUn sous-groupe H d'un groupe G est une partie non vide telle que le 
omposé de deux éléments de Hest en
ore un élément de H et telle que H soit un groupe pour la loi de 
omposition induite par G.Une forme E = Forme(H,S′) est une sous-forme de F = Forme(G,S) si et seulement si H est unsous-groupe de G. On note alors :

E = S′ : FPar exemple, 〈Est〉 : G2 représente � l'axe horizontal � de la grille G2 .Remarque On voit que dans 
ette dé�nition on ne demande pas S′ ⊂ S et par 
onséquen
e, les dépla
e-ments élémentaires dans E ne sont pas né
essairement des dépla
ements élémentaires du point de vue de
F .V.3.3 Produit 
artésien de deux formesSoit F = Forme(G,S) et F ′ = Forme(G′, S′). Alors le produit 
artésien F × F ′ est dé�ni par :

F × F ′ = Forme(G×G′, (S × {e}) ∪ ({e} × S′))où le produit H = G×G′ de deux groupes G et G′ est un groupe dont l'ensemble des éléments est le produit
artésien de G et de G′, et dont la loi de 
omposition est :
(x, x′).(y, y′) = (x.y, x′.y′)L'inje
tion de G → G × G′, qui à x asso
ie (x, e) permet d'identi�er 
anoniquement G ave
 une partie de

G×G′ (qui peut alors se voir 
omme un sous-groupe de G×G′), et il en va de même ave
 G′ ave
 l'inje
tion
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x 7→ (e, x). Les générateurs 
onsidérés pour la forme produit sont don
 l'union des générateurs des formesarguments. Regardons 
e qui se passe sur les présentations, si :

F = 〈|a, b, . . . ; w1 = w2, . . . |〉
F ′ = 〈|a′, b′, . . . ; w1

′ = w2
′, . . . |〉alors :

F × F ′ = 〈|(a, e), (b, e), . . . , (e, a′), (e, b′), . . . ;
(w1, e) = (w2, e), . . . , (e, w1

′) = (e, w2
′), . . . |〉Prenons l'exemple suivant :

F1 = 〈a〉
F2 = F1 × F1 = 〈(a, e), (e, a)〉Remarquons que 
ette forme est isomorphe à la forme 〈x, y〉 (voir �gure 9).

e

a
F1

(e,e) 

(e,a)  

(a,e) 

x

x

F1×F1

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé Fig. 9 � Le produit 
artésien de deux formes F1 = 〈a〉 et F2 = F1 × F1.V.3.4 Produit libre de deux formesNous dé�nissons le produit libre à partir des présentations, mais une dé�nition plus abstraite à partir duproduit libre de deux groupes est possible.Soient :
F = 〈|a, b, . . . ; w1 = w2, . . . |〉
F ′ = 〈|a′, b′, . . . ; w1

′ = w2
′|〉Le produit libre F ∗ F ′ est dé�ni par :

F ∗ F ′ = 〈|a, b, . . . , a′, b′, . . . ;
w1 = w2, . . . , w1

′ = w2
′, . . . |〉Remarque Le produit libre de deux formes n'est pas isomorphe au produit 
artésien de deux formes (leséléments 
orrespondant à G et G′ dans G×G′ 
ommutent alors que 
e n'est pas le 
as dans G ∗G′). Si lesdeux formes sont abéliennes, on dé�nit le produit libre abélien où tous les générateurs 
ommutent.V.3.5 Quotient d'une formeNous 
ommençons par dé�nir le quotient G/H d'un groupe G par un sous-groupe H . G/H est l'ensembledes 
lasses d'équivalen
es de la relation d'équivalen
e :

x ≃ y ⇔ x−1.y ∈ H



V.3. CONSTRUCTION DE FORMES 55La 
lasse d'équivalen
e de x est le 
oset x.H = {x.h, h ∈ H}. A�n de munir G/H d'une stru
ture de groupe,il est né
essaire que H véri�e la 
ondition :
∀x ∈ G, x.H = H.xSi le sous-groupe H véri�e 
ette 
ondition, on dit que 
'est un sous-groupe normal (ou distingué). Nouspouvons maintenant dé�nir une stru
ture de groupe sur G/H : H est l'élément neutre, et si u et v sont deuxreprésentants des 
lasses H1 et H2, alors H1.H2 est dé�ni 
omme la 
lasse d'équivalen
e de u.v.Cette dé�nition ne dépend pas des représentations u et v qui sont 
hoisies. En e�et, supposons u, u′ ∈ H1et v, v′ ∈ H2. Alors, u′ = u.h1 et v′ = v.h2 ave
 h1, h2 ∈ H . Nous voulons montrer que la 
lasse de u.v estaussi la 
lasse de u′.v′, 
'est-à-dire que u.v ≃ u′.v′. Or :
w = (u′.v′)−1.(u.v)

= v′
−1
.u′

−1
.u.v

= h−1
2 .v−1.h−1

1 .u−1.u.v
= h−1

2 .v−1.h−1
1 .vComme H est un sous-groupe normal, h−1.v = v.h−1 et par 
onséquent :

w = h−1
2 .v−1.v.h−1

1

= h−1
2 .h−1

1don
 w ∈ H 
ar il est le produit de l'inverse de deux éléments de H . D'où u.v ≃ u′.v′.La �gure 10 illustre le quotient de G = 〈a; a4 = e〉 par H = 〈a2〉 : G. Il apparaît que le quotient G/H
onsiste à identi�er les sommets de G qui sont joignables par un dépla
ement dans H .
e a

a2a3

a, a
3

e,
 a

2

H = {e, a 2}

a.H = {a, a 3}

G G/H

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé Fig. 10 � Quotient de G = 〈a; a4 = e〉 par H = 〈a2〉 : G.On se pla
e dans le 
as des groupes abéliens pour lesquels on sait que tout sous-groupe est normal. Àpartir du quotient d'un groupe par un sous-groupe, on dé�nit le quotient d'une forme F = Forme(G,S) parun sous-groupe normal H par :
F/H = Forme(G/H,S)En termes de présentation, si on a :
G = 〈a, b, . . . ;w1 = w2, . . . 〉
H = 〈h1, . . . 〉 : Galors :
G/H = 〈a, b, . . . ;w1 = w2, . . . , h1 = e, . . . 〉



56 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPEV.4 Les 
hamps basés sur des groupes (GBF)Un 
hamp basé sur un groupe, que nous abrégeons par GBF ou plus simplement par 
hamp, est unefon
tion d'une forme dans un ensemble de valeurs. Si g : F → Val, on é
rira g[F ] pour spé
i�er que g estun 
hamp sur la forme F .Une forme Forme(G,S) étant un graphe, un GBF est en fait une fon
tion de l'ensemble des sommets Gdu graphe. La stru
ture supplémentaire dont une forme est munie est utilisée pour 
ontraindre les opérationspossibles sur le GBF. Ces opérations sont dé
rites en se
tion V.5. Dans 
ette se
tion, nous allons nousintéresser aux � domaines de 
al
ul � d'un GBF.On dit que F = Forme(G,S) est in�ni si G n'est pas un ensemble �ni (S est toujours un ensemble �ni
ar on utilise une présentation �nie pour spé
i�er F ). Dans le 
adre des GBF, F joue le r�le d'un ensembled'index et don
, de toute éviden
e, seules les valeurs d'un 
hamp sur un domaine �ni sont d'un intérêtpratique. Cela pose don
 un problème.Une première appro
he pour résoudre 
e problème est de spé
i�er expli
itement un sous-domaine �nidans une forme, de la même manière que [0, . . . , n2] × · · · × [0, . . . , nd] est la spé
i�
ation d'un domained'itération d'un nid de bou
les dans le traitement d'un tableau. Cette appro
he n'est pas satisfaisante, et
ela pour trois raisons :1. La réponse à la question � Quel est le langage qui remplit le mieux les 
onditions pour la spé
i�
ationde sous-ensembles �nis dans un groupe? � est loin d'être évidente. De plus, quelque soit le langage
hoisi, il est douteux qu'il puisse dé�nir de façon 
on
ise une région quel
onque 
omme nous l'avionssouhaité (
f. se
tion IV.2.2, page 34).2. Que signi�e la spé
i�
ation d'un domaine �ni sur un groupe �ni? Illustrons le problème par un exemple.Supposons que l'on dé�nisse un 
hamp sur D1 (4), le 
er
le dis
rétisé ave
 4 éléments. On le restreintà l'intervalle {aα | 0 ≤ α < 3}. La stru
ture 
y
lique de D1 (4) est perdue et le programmeur peututiliser indi�éremment G1 
omme domaine sous-ja
ent pour 
e 
hamp. À l'inverse, si on le restreintà {aα | 0 ≤ α < 8} on � re-bou
le � deux fois (voir la �gure 11). Ce n'est 
ertainement pas un
omportement souhaitable, 
ar le 
hoix de 
e sous-ensemble 
ontredit la stru
ture de la forme.3. Si nous savons de façon sûre où nous désirons obtenir un résultat (dans l'exemple de la di�usion de la
haleur, par exemple, 
f. se
tion VII.2, 
e peut être la température au 
entre de la barre au 100epas detemps) nous ne 
onnaissons pas l'ensemble des points qui doivent être évalués pour 
al
uler le résultatdésiré. Dans un tel 
ontexte, spé
i�er expli
itement un sous-domaine du 
hamp nous 
onduit à uneerreur du type � a

ès en dehors des bornes � lors du 
al
ul, ou bien à des 
al
uls inutiles.
D1(4)

e

D1(4)

ePSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 11 � Séle
tionner un sous-domaine dans une forme.En 
onséquen
e, nous adoptons une appro
he paresseuse pour le 
al
ul d'un 
hamp : un 
hamp est dé�nivirtuellement sur sa forme entière, même si 
elle-
i à une in�nité d'éléments. Les valeurs des points du 
hampne sont 
al
ulées que si elles sont requises.Si l'utilisation d'une stru
ture de données partielle et d'une stratégie d'évaluation paresseuse nous permetde résoudre le problème de la spé
i�
ation d'un sous-domaine de 
al
ul, il ne résout pas le problème de laspé
i�
ation du domaine sur lequel le résultat est demandé 
ar on désire 
ertainement 
onnaître la valeur du
hamp en plusieurs points. Néanmoins, le problème est bien plus simple 
ar nous disposons maintenant d'unobjet mathématiquement plus � propre �. La spé
i�
ation du sous-ensemble requis des valeurs est analogueà la spé
i�
ation d'un bon format pour la fon
tion print, exa
tement 
omme "%.8f" dans le langage Cpermet l'a�
hage des 8 premières dé
imales d'un float.



V.5. OPÉRATIONS SUR LES GBF 57Comme premier � langage de formattage �, nous faisons la proposition suivante. Les éléments d'un groupeabélien sont tous énumérés par gn1
1 .gn2

2 . . . . .g
np
p où les gi sont les générateurs de la forme. Un sous-ensembleest spé
i�é en donnant l'intervalle pour 
haque ni.Pour les 
hamps non-abéliens, tous les éléments du groupe sont énumérés par gn1

i1
.gn2

i2
. . . . .g

np

ip
. . . . où gijest un générateur et gij

6= gij+1 . Ainsi, nous spé
i�ons un nombre maximal p de générateurs et un intervallepour la puissan
e de 
haque générateur.La �gure 12.a illustre un domaine borné dans H2 où 
haque point est dé
rit par aα.bβ .cγ ave
 0 ≤ α < 4,
−1 ≤ β < 2, 0 ≤ γ < 2. La �gure 12.b illustre un domaine dans T , le nombre maximal de générateurs étant
2 ave
 0 ≤ nj < 2.

b

ac

c b

a

a

c b

c b

a

e

a

a

c

a

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 12 � Deux domaines dé
rits par un format dédié à l'énumération d'une région dans un 
hamp pares-seux. Dans H2 , le domaine 
orrespond à {aα.bβ .cγ | 0 ≤ α < 4, −1 ≤ β < 2, 0 ≤ γ < 2} et pour T il s'agitde {gα, gα.g′β | g, g′ ∈ {a, b, c} et 0 ≤ α, β < 2}.V.5 Opérations sur les GBFNous détaillons dans 
ette se
tion les opérations dé�nies sur les GBF. Ces opérations dépendent essen-tiellement des formes sous-ja
entes. Les fon
tions présentées doivent être 
omprises 
omme une premièrealgèbre sur les GBF qui pourra être étendue suivant les besoins.V.5.1 Restri
tion du domaine d'un GBFNous venons de voir qu'un GBF est une stru
ture né
essitant un modèle de 
al
ul paresseux et qu'un
ertain langage est né
essaire à la spé
i�
ation d'un domaine où un 
al
ul est requis. Indépendamment de
ela, un GBF est une stru
ture partielle, 
'est-à-dire que la valeur en 
ertains points peut être indé�nie. Nousvoulons traiter deux aspe
ts di�érents par la notion de valeur indé�nie :� Une valeur peut être impli
itement indé�nie 
ar le 
al
ul qui la produit ne se termine pas.� Une valeur peut être expli
itement indé�nie par
e que, par exemple, elle représente une valeur dont onne se sou
ie pas (
f. se
tion IV.2.2, page 34).On est amené à distinguer les deux notions et, pour traiter le se
ond aspe
t, nous introduisons expli
itementune valeur spé
iale, notée nil, et une opération de restri
tion.Soit g[F ] un GBF et h[F ] un GBF à valeur dans Bool ∪ {nil}, alors :
g′ = g wherehest le GBF de forme F tel que :
∀p ∈ F, g′(p) =

{
g(p) si h(p) = true
nil si h(p) ∈ {false, nil}



58 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPEet on dit que g′ est la restri
tion de g à h.Par extension, si h n'est pas un 
hamp à valeurs booléennes, l'expression g′ = g whereh dénote :
g′ = g where(h 6= nil)où (h 6= nil) est le GBF de forme F et dont la valeur en un point p est égale à true si la valeur de h en pest dé�nie et di�érente de nil, et égale à false si elle est égale à nil.Nous dé�nissons aussi la notion de restri
tion expli
ite, qui est une variante de la restri
tion, où le domaineest spé
i�é par le langage évoqué en se
tion V.4. Si g[F ] est dé�ni ave
 F = Forme(G,S) et sj ∈ S, alors :
g′ = g on si1

1 . . . . .s
in
n where α1 ≤ i1 < α′

1, . . . , αn ≤ in < α′
nest le GBF de forme F tel que :

∀p ∈ G, g′(p) =

{
g(p) si p ∈ {si1

1 . . . . .s
in
n , . . . , αj ≤ ij < α′

j , . . . }
nil sinonV.5.2 Union de deux GBFSoit g[G] et g′[G] deux GBF, alors l'union (g# g′)[G] est dé�nie par :

∀p ∈ G, (g# g′)(p) =

{
g(p) si g(p) 6= nil

g′(p) sinonRemarque Les opérateurs de restri
tion et d'union sur les GBF sont réminis
ents de la stru
ture de 
ontr�ledata-parallèle where en POMP-C ou *when en *Lisp qui permet de restreindre un traitement à une sous-régiond'un tableau. Par exemple, l'expression :(*when (a < 0) (!! -a) a)qui 
al
ule le tableau des valeurs absolues du tableau a en *Lisp, peut se traduire en GBF par l'expression :
(−a wherea < 0)# (a wherea ≥ 0)(l'utilisation de l'extension d'une 
onditionnelle permettrait d'obtenir le même résultat, 
f. la se
tion sui-vante).Remarque Du point de vue des tableaux, la 
on
aténation des tableaux ne 
oïn
ide plus ave
 la 
on
a-ténation des GBF. En fait, la 
on
aténation des GBF est plus élémentaire : la 
on
aténation des tableauxpeut être exprimée par une union plus une translation de GBF. Si A est un tableau [2, 3] et B est un tableau

[3, 3], alors on peut 
onsidérer les GBF A′ et B′ asso
iés à A et B et dé�nis sur la forme G2 = 〈i, j〉. Alors,il vient :
A#tableau B ≃ A′ #GBF translate(B′, i2)
f. �gure 13, où translate est l'opérateur de translation d'un GBF introduit dans la se
tion suivante.V.5.3 Translation d'un GBFSoit g[F ] ave
 F = Forme(G,S), alors pour tout w ∈ G, on dé�nit g.w, translation à droite de g par wtel que :
∀p ∈ G, (g.w)(p) = g(p.w)Dans le 
as où F est une forme non-abélienne, on dé�nit la translation à gau
he par w de manière symétrique.L'exemple que nous avons présenté dans la se
tion pré
édente s'é
rit don
 �nalement :
A#tableau B ≃ A′ #GBF B

′.i2
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A B A#B

A A#BB

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 13 � Union de deux formes après translation a�n d'obtenir un résultat similaire à la 
on
aténation dedeux tableaux. La première ligne représente les tableaux à deux dimensions A et B et leur 
on
aténation. Lase
onde ligne représente 
es tableaux 
omme des régions positionnées dans Z2. La 
on
aténation se traduitpar une translation de B de la largeur de A, suivie d'une � union � de régions de Z2.V.5.4 Plongement d'un GBFSoit g[F ] ave
 F = Forme(G,S) et C = x.H un 
oset de G. Alors (g|C) est un GBF de forme H dé�nipar :
∀p ∈ H, (g|C)(p) = g(x.p)Si C est le 
oset H.x, alors :
∀p ∈ H, (g|C)(p) = g(p.x)Les deux notions 
oïn
ident si C est abélien ou plus généralement si H est un sous-groupe normal.Cette opération permet de dé�nir un 
hamp 
omme sous-
hamp d'un 
hamp donné. Par exemple, onpeut ainsi a

éder à la valeur d'un point unique x. Ainsi, g|x.〈〉 est un 
hamp 
omposé d'un unique point,dont la forme est réduite à Forme({e}, ∅) et dont la valeur en e est égale à g(x).V.5.5 Extension d'une fon
tion s
alaireUne fon
tion s
alaire est une fon
tion qui opère dans Val. On ne 
onsidère pas de 
hamp imbriqué, onpeut don
 étendre impli
itement (
f. se
tion II.3.3.1) une fon
tion s
alaire sur des 
hamps de même forme.Soit f : Vald → Val une fon
tion d'arité d, et g1[G], . . . , gd[G] des GBF, alors :
∀p ∈ G, (f(g1, . . . , gd))(p) = f(g1(p), . . . , gd(p))V.5.6 Rédu
tionsLa rédu
tion sur un tableau à n dimensions dans le langage APL est paramétrée par un axe [Ive87℄ : parexemple, une matri
e peut être réduite suivant une ligne ou suivant une 
olonne. La proje
tion du tableaule long d'un axe est en
ore un tableau de dimension n− 1, résultat de la rédu
tion. Nous généralisons 
ettesituation de la façon suivante.Soit H un sous-groupe normal de G : H sera l'axe de la rédu
tion. L'expression⊕\H f dénote la rédu
tiond'un 
hamp f [G] suivant l'axeH par la fon
tion ⊕. On suppose que ⊕ est une fon
tion dyadique 
ommutativeet asso
iative :� La forme de ⊕\H f est G/H .



60 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPE� La valeur de ⊕\H f en un point w est la rédu
tion de {f(v) | v ∈ w} par ⊕ (
et ensemble n'a pasd'ordre 
anonique, 
'est pourquoi il est né
essaire d'imposer la 
ommutativité de ⊕).La �gure 14 illustre quelques exemples de rédu
tions sur G2 . Seul le premier exemple est exprimable en APL.Un point intéressant est que H n'est pas restreint à n'être généré que par un unique générateur. Par exemple,
+\G f où G est la forme de f 
al
ule la somme globale de tous les éléments dans G.Si G est in�ni, 
ette opération a-t-elle un sens? Une telle opération peut avoir un sens, par exemple,quand il n'existe qu'un nombre �ni de valeurs dé�nies dans le 
hamp. Dans 
e 
as, e�e
tuer une opérationglobale de somme signi�e réellement � faire la somme de toutes les valeurs dé�nies et ignorer les valeursindé�nies �. La situation est la même pour un tableau borné dynamiquement : il est potentiellement in�nimais la somme des éléments signi�e la somme des éléments a
tuellement dé�nis. En suivant 
ette appro
he,le programmeur travaille impli
itement sur une partie �nie d'un 
hamp in�ni pour ne pas être gêné ave
 lamanipulation des bornes ou par
e que la topologie de l'appli
ation est plus en a

ord ave
 la topologie d'un
hamp in�ni. Le problème est alors de dé�nir expli
itement, ou d'inférer au moment de la 
ompilation, oude maintenir à l'exé
ution, une région bornée en dehors de laquelle toutes les valeurs sont né
essairementindé�nies (i.e. égales à nil).Un autre sens possible d'une rédu
tion in�nie est l'existen
e du résultat du point de vue mathématique(par exemple, lors du 
al
ul d'une série 
onvergente). Nous pouvons dans 
e 
as 
al
uler une approximationdu résultat si nous savons que, en dehors d'une 
ertaine région bornée, les valeurs qui doivent être réduitessont évanes
entes.Cependant, a�n de rester dans le 
adre de situations dé
idables, on demandera que l'argument d'unerédu
tion soit expli
itement le résultat d'un 
hamp abélien expli
itement restreint, par exemple :

⊕\H (g on . . .where . . . )

H = 〈 Est  〉:G2

G2/H

h Est

Nord

H = 〈 Nord.Est  〉:G2

Est

Nord

G2/H

h

Est

Nord

H = 〈 Est 2 〉:G2G2/H

h

Est

Nord

hPSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé Fig. 14 � Trois exemples de rédu
tions sur la forme G2 .



V.6. DÉFINITION RÉCURSIVE D'UN GBF 61Les opérations de s
an [Ble89℄ semblent plus problématiques à dé�nir. Par exemple, le s
an suivant unaxe H ave
 plus d'un générateur n'a pas grand sens.V.6 Dé�nition ré
ursive d'un GBFLes opérations présentées dans la se
tion pré
édente permettent de 
al
uler des GBF par 
ompositiondes opérateurs. Nous aimerions faire plus et, 
omme en 81/2 pour les tableaux, permettre des dé�nitionsré
ursives. Cependant, et 
'est une des distin
tions entre les GBF et les fon
tions, nous ne permettons pasn'importe quelle expression ré
ursive : la valeur d'un point ne peut dépendre que des points voisins.V.6.1 Dé�nition d'un GBF respe
tant le voisinageSoit h une fon
tion s
alaire et g[F ] un GBF tel que F = Forme(G, {s1, . . . , sn}). Si g respe
te le voisinageélémentaire dé�ni par F , alors la valeur de g en un point p ne dépend que de la valeur de g aux points voisinsde p. Autrement dit, on peut établir une relation du type
∀p ∈ G, g(p) = h(g(p.s1), . . . , g(p.sn))où h représente la dépendan
e fon
tionnelle entre la valeur en un point et la valeur des voisins du point.Cette relation doit être vraie pour tous les points p. De 
e fait, on la rend impli
ite et on é
rit :
g = h(g.s1, . . . , g.sn)en faisant de 
ette équation une équation sur les 
hamps et non pas sur les valeurs des 
hamps. Les générateurs

s1, . . . , sn ne sont pas toujours su�sants pour permettre l'inféren
e du domaine de g (par exemple, si lesnoms des générateurs n'apparaissent pas, 
omme dans l'équation g = 0). Aussi, nous é
rivons :
g[F ] = h(g.s1, . . . , g.sn)pour le 
hamp g de forme F .Remarque On ne 
onsidère que les dé�nitions ré
ursives qui prennent 
ette forme. En parti
ulier, on nepermet pas n'importe quelle expression sur les GBF dans une dé�nition ré
ursive.Ave
 
es 
onventions, un programme possible pour un 
hamp sur une ligne uni-dimensionnelle où lesvaleurs progressent par pas de 1 entre deux voisins est :
G1 = 〈gau
he〉
iota[G1 ] = 1 + iota.gau
heNous avons évidemment besoin de spé
i�er la valeur de iota en un 
ertain point. De façon plus générale, nousavons besoin de dé�nir la partition d'une forme et dé�nir le 
hamp en donnant une équation pour 
haqueélément de la partition.V.6.2 Dé�nition quanti�ée par un 
osetLa remarque pré
édente implique que 
haque élément de la partition peut être vu 
omme une forme enelle même. Nous pourrions utiliser des sous-groupes du groupe initial pour partitionner le domaine initialmais 
ela serait trop restri
tif. Nous allons utiliser des 
osets.Un 
oset g.H = {g.h, h ∈ H} est la � translation � par g du sous-groupe H . Dans le 
as d'un groupe non-abélien, on distingue le 
oset droit g.H et le 
oset gau
he H.g. Pour spé
i�er un 
oset, nous donnons le mot

g et le sous-groupe H . La notation {g1, g2, . . . , gp} : G dé�nit un sous-groupe de G généré par {g1, g2, . . . , gp}(les gi sont des mots de G). Il n'y a pas d'équation parti
ulière liant les générateurs du sous-groupe maisils sont sujets aux équations du (sur-)groupe, si elles s'appliquent. En reprenant l'exemple de iota, nousé
rivons :
G1 = 〈gau
he〉
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init = e.(〈〉 : G1 ) (1)
iota@init = 0 (2)
iota[G1 ] = 1 + iota.gau
he (3)L'équation (1) dé�nit le 
oset {e} 
ar 〈〉 : G1 est réduit à {e} par 
onvention (et e.e = e). L'équation (2)spé
i�e la valeur 0 pour 
haque point du 
oset et l'équation (3) est valide pour tous les autres points.Nous disons que l'équation (2) est quanti�ée sur init et que (3) est la dé�nition générale de iota.Remarque On aurait pu é
rire :
iota@〈〉 = 0
ar un interprète ou un 
ompilateur performant sait qu'après la signe de quanti�
ation @, un 
oset ou bienun sous-groupe est attendu. En e�et, un sous-groupe H de G 
orrespond au 
oset e.H de G. La notation 〈〉abrège alors 〈〉 : G1 
ar on peut le déduire de iota[G1 ].V.6.3 Partie de forme bien forméeDans l'exemple iota, init est in
lus dans G1 
e qui implique que les équations (2) et (3) s'appliquent toutesdeux pour dé�nir la valeur des points de init. Plus généralement, pour lever l'ambiguïté, nous assumons quel'équation valide est 
elle qui est dé�nie sur le plus petit domaine. Les domaines sont ordonnés par in
lusionet représentent un ordre partiel. Par exemple, si on a :
g@A = . . .
g@B = . . .ave
 A ∩B 6= ∅, on suppose qu'un domaine C = A ∩B a été dé�ni et qu'on a don
 aussi une équation :
g@C = . . .C'est toujours possible 
ar l'interse
tion de deux 
osets est soit vide soit un 
oset. On notera que l'ensembledes points où la dé�nition générale g = . . . s'applique n'est pas un 
oset mais le 
omplément d'une union de
osets.V.6.4 Sémantique dénotationelle des équations sur les GBFDans la mesure où un 
hamp peut être vu 
omme une fon
tion sur une forme, la sémantique d'un systèmed'équations de 
hamps est la même que la sémantique des dé�nitions ré
ursives de fon
tions en sémantiquedénotationelle [vL90℄.L'appro
he est 
lassique mais rappelons là pour mémoire. Pour se pla
er dans le 
adre de la sémantiquedénotationelle, on ajoute à l'ensembleVal un élément ⊥ a�n d'en faire un domaine 2 plat [vL90℄. On 
onsidèrealors l'ensemble F des fon
tions sur 
e domaine, qu'on munit de l'ordre de S
ott :
f ⊑ g ⇔ ∀x, f(x) ⊑ g(x)Ave
 
et ordre, F est un domaine. L'expression ré
ursive g[F ] = ϕ(g) d'un GBF dé�nit un opérateur 
ontinu

ϕ sur F . En e�et, ϕ est 
ontinu 
ar l'expression ré
ursive d'un GBF est une 
omposition d'opérateurs
ontinus. Par exemple,
f 7→ λx.f(x.g)est un opérateur 
ontinu. De même, si C est un sous-ensemble d'index tel qu'on sa
he tester 3 si x ∈ C, alors
f 7→ λx.(if x ∈ C then f(x) else v)2. Dans 
e paragraphe, le mot domaine a le sens qu'on lui donne en sémantique dénotationelle, et ne désigne pas seulementun sous ensemble dans un groupe.3. Autrement dit, (x ∈ C) est une fon
tion totale des index dans les booléens.
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ontinu. Autrement dit, on peut utiliser translation et dé�nition quanti�ée pour l'expressiondes GBF ré
ursifs. Mais remarquons que l'opérateur # n'est pas 
ontinu et nous ne le permettons pas dansune dé�nition ré
ursive de GBF.Par suite, résoudre des dé�nitions de 
hamps sur F 
onsiste à 
al
uler le point �xe d'un opérateur 
ontinu.Le formalisme de la théorie dénotationelle nous assure de l'existen
e d'une solution et du 
al
ul de la pluspetite solution 
omme résultat d'une itération [vL90℄ (la solution est la limite de ϕn(λx. ⊥) quand n tendvers l'in�ni).V.6.5 Exemple de résolution d'une équation : la dé�nition ré
ursive de iotaNous reprenons l'exemple de la se
tion V.6.2. Nous pouvons montrer que les équations (2) et (3) dé�nissentla fon
tion :
letrec iota(gauchen) = ifn == 0 then0 else1 + iota(gauchen+1)sur G1 . Cette fon
tion a une valeur dé�nie pour les points {gauchen, n ≤ 0} et une valeur indé�nie ⊥ pourles autres points (le 
al
ul bou
le). Le 
hamp iota est illustré par la �gure 15).

0 1 2 3⊥⊥

egauche

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé Fig. 15 � Le 
al
ul de iota par un GBF.Si on essaie de 
al
uler la valeur de iota en gauche−2, alors :
iota(gauche−2) = 1 + iota.gauche(gauche−2)
ar gauche−2 6∈ init. Or :
iota.gauche(gauche−2) = iota(gauche−2.gauche)

= iota(gauche−1)Mais iota(gauche−1) = 1 + iota.gauche(gauche−1) 
ar gauche−1 6∈ init. De plus :
iota.gauche(gauche−1) = iota(gauche−1.gauche)

= iota(e)Comme e ∈ init, nous avons iota(e) = 0 et par 
onséquent iota(gauche−1) = 1+0 = 1 et iota(gauche−2) = 2.Par 
ontre, pour w = gauchep ave
 p > 1, le 
al
ul va bou
ler 
ar iota(gauchep) va demander le 
al
ul de
iota(gauchep+1).V.6.6 Puissan
e d'expression des dé�nitions ré
ursives de GBFUne question immédiate est de savoir si l'itération au point �xe permettant de résoudre une équationré
ursive sur les GBF 
onverge en un nombre �ni d'itérations. Pour des fon
tions quel
onques, résoudre 
eproblème est équivalent au problème de l'arrêt d'une ma
hine de Turing, mais nous nous sommes restreints,i
i, aux 
hamps basés sur les groupes. Néanmoins, l'expressivité des 
hamps basés sur les groupes est su�santepour ren
ontrer le même problème : supposons un 
hamp dé�ni de la façon suivante :

g[E] = f(g.a, g.b, . . . )les points a

édés pour le 
al
ul de la valeur de p sont : p.a, p.b, . . . . En fait, si le 
al
ul de la valeur d'un
hamp en un point p dépend de lui-même, l'itération au point �xe ne peut évidemment pas 
onverger. Nousnous trouvons don
 fa
e au problème de dé
ider si p.a = p, p.b = p, p.a.b = p, . . . En d'autres termes,nous devons dé
ider si deux mots dans une présentation �nie représentent le même élément du groupe. Ceproblème est 
onnu sous le nom de problème du mot pour les groupes et n'est pas dé
idable en général, maisil est dé
idable pour des présentation �nies de groupes abéliens, pour les groupes libres et pour un grandnombre d'autres groupes intéressants.



64 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPEV.7 Éléments d'implémentationPar sou
i de simpli
ité et de 
larté, nous allons prendre pour 
onvention que les dé�nitions de 
hampsont la forme suivante :
g@C1 = c1

. . .
g@Cn = cn
g[G] = h(g.s1, g.s2, . . . , g.sp)où les Ci sont des 
osets, les ci des 
onstantes et h une extension d'une fon
tion s
alaire quel
onque. Onnomme l'ensemble Dg = {s1, . . . , sp} l'ensemble des dépendan
es de g.On suppose qu'il existe un mé
anisme pour ordonner les 
osets et pour établir qu'un mot w ∈ G appartientà un 
oset. On suppose de plus que l'on dispose d'un mé
anisme pour dé
ider de l'égalité entre deux mots.Par exemple, 
es mé
anismes existent pour les groupes libres et les groupes abéliens. Rappelons qu'il n'existepas d'algorithme général de résolution du problème du mot pour les groupes non-abéliens. Nous proposonsdon
 que les formes non-abéliennes permises fassent partie d'une librairie équipée des di�érents mé
anismesné
essaires. Un travail futur à e�e
tuer est de développer des familles utiles de formes non abéliennes.Ave
 
es restri
tions, une première stratégie pour implémenter des 
hamps est l'utilisation de fon
tionsmémoïsées. Un 
hamp g[G] est sto
ké 
omme un di
tionnaire où on asso
ie à une entrée w ∈ G une valeur

g(w). Si la valeur g(w) de w est requise, on véri�e d'abord si w se trouve dans le di
tionnaire : 
ela estrendu possible grâ
e au mé
anisme fourni pour tester l'égalité de deux mots. Si w ne se trouve pas dans ledi
tionnaire, nous devons alors dé
ider quelle est la dé�nition qui s'applique, 
'est-à-dire si w appartient oun'appartient pas à un 
oset Ci. Dans le premier 
as (w appartient à un Ci), nous avons �ni le 
al
ul et nouspouvons retourner ci en sto
kant le 
ouple (w, ci) dans le di
tionnaire. Dans le se
ond 
as (w n'appartientà au
un Ci), nous devons 
al
uler la valeur de g aux points w.s1, . . . , w.sp en appliquant ré
ursivement 
epro
essus de 
al
ul. Puis on 
ombine les résultats par h, on sto
ke le résultat dans le di
tionnaire et on lerenvoie. La �gure 16 illustre les di�érentes phases du 
al
ul d'un GBF.Pour un w ∈ G ou bien pour les w ∈ R ⊂ G1. Si w ∈ DicoGalors retourner DicoG(w)sinon (w 6∈ DicoG)2. si w ∈ Cialors DicoG(w)← ci et retourner cisinon ((w 6∈ DicoG) ∧ (w 6∈ Ci))
al
uler les vi = G(w.si)
al
uler v = h(v1, . . . , vp)
DicoG(w)← v et retourner vFig. 16 � L'algorithme de 
al
ul d'un GBF ré
ursif. R est un ensemble de points dé
rit par le langagede formattage proposé en se
tion V.4. La réalisation de 
et algorithme né
essite des mé
anismes évoqués ense
tion V.7.1.V.7.1 Problèmes à résoudre sur les groupesLes phases 1) et 2) de l'algorithme dé
rit par la �gure 16, supposent que l'on dispose de mé
anismespermettant :1. de résoudre le problème du mot, 
'est-à-dire de dé
ider de l'égalité de deux mots (il faut en e�et dé
idersi la 
lé w est présente dans le di
tionnaire ou non).2. de tester l'appartenan
e à un 
oset (ainsi que l'ordre d'in
lusion des 
osets).Pour le premier problème, de nombreuses familles de groupes, par exemple les groupes abéliens ou lesgroupes libres, ont un problème du mot dé
idable. Dans la se
tion VI.1, nous développons les outils théoriques



V.7. ÉLÉMENTS D'IMPLÉMENTATION 65permettant d'implémenter 
omplètement les groupes abéliens. Pour le se
ond problème (tester l'appartenan
eà un 
oset), il en va de même. Dé
ider d'un ordre d'in
lusion des 
osets est un problème moins 
ritique :on peut se reposer sur un mé
anisme permettant d'ordonner les 
osets par in
lusion, si un tel mé
anismeexiste (
'est le 
as pour les groupes abéliens), sinon on peut se �er à l'ordre textuel des dé
larations. Cettesituation est analogue pour le � pattern mat
hing � des fon
tions dé�nies par 
as.V.7.2 OptimisationsNous pouvons être plus e�
a
e si 
haque mot w peut être réduit en forme normale w. Une forme normalepeut être 
al
ulée pour les groupes abéliens (la forme normale de Smith) ainsi que pour les groupes libres.Dans 
e 
as, le di
tionnaire peut être optimisé en une table de hash-
ode ave
 une 
lé w pour w.Dans le 
as des groupes abéliens G, nous pouvons améliorer en
ore l'implémentation en utilisant l'iso-morphisme fondamental entre G et un produit de Z-modules (
f. [Coh93, Ili89℄). En fait, une fon
tion surun Z-module est simplement implémentée 
omme un ve
teur. La di�
ulté dans 
e 
as est la manipulationde Zn qui 
orrespond à un tableau non borné.V.7.3 Chemin de dépendan
es et évaluation dirigée par les données
H = <a,b,c; a.c = b>

F@<c>:H = …
F@<a>:H = …

F =  F.a -2   +  F.b -1   +  F.c -1

AAA
AAA
AAA

AAAA
AAAA
AAAA

AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA
AAA

AAA
AAA
AAA
AAA

AAAA
AAAA
AAAA
AAAA

a

b

c 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

2

3

4

chemin de 
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a.c=b

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 17 � Cette �gure illustre un 
hamp basé sur une grille hexagonale H = 〈a, b, c ; b = a.c〉. Le 
hamp
F est dé�ni par une expression ré
ursive. Les 
osets 〈a〉 : H et 〈c〉 : H 
orrespondent aux 
as terminaux.L'ensemble de dépendan
es est DF = {a−2, b−1, c−1}. L'entier qui apparaît dans une 
ellule 
orrespond àl'instant de produ
tion de la valeur de la 
ellule. À l'instant 0, on 
onnaît la valeur des point des 
osets. Lesgrandes �è
hes 
orrespondent à un mouvement inverse d'un dépla
ement de DF : 
es translations peuventêtre utilisées pour 
al
uler de nouveaux points à partir des points 
onnus. Dans 
et exemple, à 
haque instanton ne peut 
al
uler qu'un seul nouveau point. Les 
ellules qui ont une valeur di�érentes de ⊥ ont une frontièreplus épaisse. La 
ourbe in�nie qui part d'une 
ellule en maigre montre le début d'un des 
hemins in�nis dedépendan
es : 
e 
hemin de dépendan
es � saute � par dessus le 
oset et part à l'in�ni.Le s
héma d'évaluation que nous venons de dé�nir (
f. �gure 16) 
orrespond à une stratégie d'évaluationà la demande : par exemple, pour évaluer iota(gauche−2), nous devons 
al
uler iota(gauche−1) qui dé
len
hele 
al
ul de iota(e) qui en�n retourne 0.Nous pouvons don
 asso
ier à tout point w ∈ G un ensemble p(w) de 
hemins dirigés 
orrespondantaux points ren
ontrés pour 
al
uler g(w). Un élément p de p(w) est un mot du sous-groupe généré par Dg.L'évaluation de g(w) é
houe si un p ∈ p(w) a une longueur in�nie. Deux 
as peuvent se présenter :1. p est 
y
lique,2. p a un nombre in�ni de sommets.



66 CHAPITRE V. CHAMPS BASÉS SUR UNE STRUCTURE DE GROUPEBorner le nombre de sommets visités dans un 
al
ul est similaire à la limite sur la taille de la pile des appelsde fon
tions. Une analyse statique peut être utilisée pour 
ara
tériser les domaines de G dotés de 
hemins�nis (
f. [LC94℄). Des 
onditions su�santes peuvent aussi être véri�ées au moment de la 
ompilation pourdéte
ter des 
hemins 
y
liques. Par exemple, un 
ritère brutal peut être Dg ∩ (Dg)−1 = ∅. Ou bien, on peutdéte
ter un 
hemin 
y
lique à l'exé
ution par un mé
anisme d'� o

ur 
he
k �.Les outils développés pour l'ordonnan
ement d'équations ré
urrentes uniformes peuvent aussi être utiliséspour implémenter une stratégie d'évaluation gouvernée par les données mais une telle stratégie d'évaluationne 
adre pas bien ave
 une évaluation paresseuse. L'idée est de propager les valeurs à partir des point dé�nisvers les points indé�nis, tel un front de vague. À l'instant 0, la valeur de g est 
onnue pour les points dudomaine :Def0 = C1 ∪C2 ∪ . . . ∪ CnAlors, à l'instant 1, il est possible de 
al
uler, en parallèle les valeurs des point du domaine :
L0 = Def0.s1 ∩ . . . ∩Def0.spAinsi, à l'instant 1, les valeurs de F sont 
onnues pour :Def1 = Def0 ∪ L0De façon plus générale, il est possible à l'instant t de 
onnaître les valeurs pour Deft et de 
al
uler les valeursde Lt :Deft = Deft−1 ∪ Lt−1

Lt = Deft.s1 ∩ . . . ∩Deft.spLes 
al
uls des valeurs des points de Lt sont indépendants et peuvent avoir lieu en parallèle. Les �gures 17et 18 illustrent 
es ensembles pour deux exemples de GBF.Une appro
he 
ompilée d'une stratégie d'évaluation gouvernée par les données devrait inférer à la 
ompi-lation l'allure de Lt mais 
'est 
ompliqué dans le 
as général : par exemple, Lt n'est pas for
ément un 
oset.En fait, 
ette stratégie engendre plusieurs problèmes. D'abord les 
osets dé�nissant les équations ne sont pasfor
ément distin
ts. Il faut alors 
hoisir une valeur pour les éléments appartenant à plusieurs 
osets. Ensuite,quand il s'agit de 
al
uler la valeur d'un élément pré
is w, il y a deux nouveaux problèmes :� Le premier est de savoir si w est 
al
ulable. On a vu un pro
édé itératif permettant de 
onnaître tousles points 
al
ulables (en admettant qu'on sa
he trouver l'interse
tion des 
osets). Cependant, 
etteméthode n'est pas for
ément dé
idable : si w est 
al
ulable alors la méthode répond positivement entemps �ni.
H = <a,b,c; a.c = b>
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 18 � Ce s
héma illustre un autre 
as de �gure dans le 
al
ul des dépendan
es : toutes les 
ellulesayant une valeur di�érentes de ⊥ sont valuées à l'instant 1. L'ensemble des dépendan
es est 
ette fois DF =
{a, a−1}. Les 
osets 〈a〉 : H et c2.〈a〉 : H 
orrespondant aux 
as terminaux de la ré
ursion sont basés sur lemême sous-groupe.



V.7. ÉLÉMENTS D'IMPLÉMENTATION 67� Même si l'élément est 
al
ulable, on ne peut pas pro
éder au 
al
ul sur tous les Deft puisqu'ils peuventêtre in�nis. Il faut alors réduire l'ensemble de départ à un sous-ensemble �ni, tout en 
onservant les
han
es d'atteindre w. Cette opération n'est pas du tout immédiate et se ramène souvent à déterminerles points né
essaires pour atteindre w (mé
anisme demand-driven). De plus, les ensembles qu'onmanipule ont peu de 
han
es d'avoir des stru
tures de groupes.Une appro
he possible serait de trouver une approximation de Lt. Dans le 
as de tableaux dé�nis ré
ursive-ment et qui 
orrespondent à des 
hamps abéliens libres, la méthode d'ordonnan
ement par hyperplan fait lasupposition que l'instant auquel un élément du tableau sera 
al
ulé, est donné par une 
ombinaison linéairedes indi
es du tableau [Tor93℄. Autrement dit, les Lt sont approximés par un 
oset (l'analogue, dans le 
asdes groupes abélien, d'un hyperplan). Cette voie d'étude reste à explorer.Mais les raisons dis
utées 
i-dessus (illustrées par la �gure 19) nous ont in
ité à étudier en priorité lastratégie d'évaluation demand-driven.
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 19 � La �gure, qui reprend l'exemple présenté �gure 17 visualise un 
hamp basé sur une grille hexa-gonale H = 〈a, b, c ; b = a.c〉. À l'étape 0, nous 
onnaissons la valeur des éléments appartenant aux 
oset
b−3.〈a〉 : H et b−2.〈c〉 : H (
es éléments sont nommés 0). En supposant que l'équation générale implique
F.a−2, F.b−1 et F.c−1, à l'étape 1, nous ne pouvons 
al
uler qu'une seule nouvelle valeur (pour le mot
c−2, nommé 1). On peut noter qu'au
une valeur n'est dé�nie pour a3.c, 
ette 
ellule appelée �?� n'est ja-mais atteinte par le pro
essus d'évaluation. Si on réduit l'ensemble d'origine le long de 〈a〉 à l'ensemble
{a.b−3, a2.b−3, a3.b−3, a4.b−3} (
ellules grisées) alors la valeur de a2.c−2 (marquée 2) ne peut plus être 
al-
ulée (il manque la valeur de a5.b−3). Cette �gure est un graphique Mathemati
a extrait de l'implémentationdéveloppée par J. Soula [Sou96℄.





Chapitre VIImplémentation de GBF abéliens
VI.1 Outils théoriques pour l'implémentation des GBF abéliensÀ partir des 
on
epts que nous avons développés dans le 
hapitre pré
édent, J. Soula a développé lorsd'un stage de DEA [Sou96℄ les outils permettant l'implémentation des groupes abéliens. Rappelons quel'implémentation de l'algorithme de la se
tion V.7 né
essite la résolution des problèmes suivants :1. Pouvoir 
omparer deux mots d'un groupe et déterminer s'ils représentent le même élément dans legroupe est un mé
anisme fondamental et né
essaire. Il sert notamment à tester l'appartenan
e d'unélément à un sous-ensemble.2. Le 
hoix de l'équation à appliquer implique l'existen
e d'un test d'appartenan
e à un 
oset. Dans le
as des ensembles quel
onques, la seule solution possible est d'énumérer l'ensemble pour 
omparer
es éléments à 
elui 
on
erné ; malheureusement 
e test é
houe pour les ensembles in�nis. Cependant,bien que les 
osets soient in�nis, leur stru
ture parti
ulière peut nous amener à trouver des solutionsparti
ulières.3. Comme on l'a dit dans le 
hapitre pré
édent, les 
osets n'étant pas for
ément distin
ts, il faut unmé
anisme de 
hoix en 
as d'appartenan
e à plusieurs 
osets.4. Si l'élément 
on
erné n'appartient à au
un 
oset, alors il faut appliquer l'équation générale ave
 tousles problèmes que l'emploi de la ré
ursivité implique.5. Il est important d'o�rir à l'utilisateur la possibilité de 
onstruire de nouveaux groupes grâ
e auxopérations telles que l'interse
tion, le produit dire
t, et
. Cela permet une meilleure expressivité desstru
tures. Par exemple, on peut 
onsidérer l'espa
e et le temps 
omme le groupe produit espa
e×temps,le groupe quotient permettant de partionner l'espa
e uniformément. Il apparaît 
omme 
onstru
tionde forme et 
omme base du 
hamp résultant de la β-rédu
tion suivant un sous-groupe normal. Leproblème est alors de pouvoir manipuler 
onvenablement 
es 
onstru
tions.L'outil prin
ipal permettant d'aborder la résolution de 
es problèmes dans le 
as abélien est la forme normalede Smith (FNS) qui permet de rendre e�e
tif l'isomorphisme entre un graphe abélien et un produit de Z-modules.Nous rappelons 
i-dessous rapidement quelques résultats puis nous évoquons 
omment le 
al
ul de la FNSpermet de résoudre les problèmes évoqués. Les algorithmes 
orrespondant ont été développés par J. Soulaet implémentés dans le langage Mathemati
a. On trouvera un exposé détaillé dans [Sou96℄.VI.1.1 Un groupe abélien parti
ulier : le Z-moduleUn Z-module est un groupe abélien noté (Z/nZ,+) ave
 n ∈ N. Mathématiquement, 
'est le groupequotient de Z par le sous-groupe des multiples de n, nZ. Intuitivement 
'est un groupe de n éléments dont
ha
un d'eux 
orrespond à un sous-ensemble de Z et qui en forme une partition.69



70 CHAPITRE VI. IMPLÉMENTATION DE GBF ABÉLIENSChaque élément est nommé par l'un des entiers qui le 
onstituent : l'élément de Z/nZ noté k̃ représentel'ensemble {. . . , k−n, k, k+n, k+2n, . . . }. La loi d'addition est 
ohérente ave
 
elle des entiers : p̃+ q̃ = p̃+ q.On peut la représenter graphiquement par un anneau.On note le 
as parti
ulier de Z/0Z qui est isomorphe à Z (et don
 in�ni). Ce Z-module parti
ulier estappelé module libre, alors que les Z-modules �nis sont appelés modules de torsion.
PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 1 � Deux exemples de Z-modules de dimension 2 illustrant le partage entre module libre et module �ni.Le premier, Z× Z représente une grille in�nie, le se
ond, Z× Z/nZ, est un tube in�ni.Les Z-modules de dimension supérieure sont mathématiquement des produits 
artésiens de Z-modules dedimension 1 et ils peuvent s'identi�er intuitivement à des grilles multi-dimensionnelle parti
ulières (
haqueaxe 
orrespondant à un module). En e�et, les axes de 
es grilles sont soit des anneaux (module de torsion),soit in�nis (module libre). La �gure 1 illustre des exemples de produit de deux Z-modules. Dans la suite,nous étendrons le nom de Z-module à des produits 
artésiens de modules de dimension 1.VI.1.2 Représentation d'un graphe abélienSoit un groupe abélien G, de générateur g1, . . . , gn. Toutes les relations w1 = w2 peuvent se réé
rire en

w1.w
−1
2 = e et don
 les relations dé�nies par la présentation �nie du groupe G sont équivalentes à une listede mots de la forme r1, . . . , rm.Tout mot g±1

i1
. . . . .g±1

ip
peut se réé
rire sous la forme gα1

1 . . . . .gαn
n en utilisant la 
ommutativité et larègle gx.gy = gx+y. Soit alors :

ϕ′ : {g1, . . . , gn}∗ → Zn

g±1
i1
. . . . .g±1

ip
7→ (α1, . . . , αn)grâ
e à ϕ′, on peut asso
ier à tout ri un n-uplet de Zn. On dé�nit alors la matri
e des règles RG par :

RG = [ϕ′(r1), . . . , ϕ
′(rm)]où ϕ(ri) représente la ie 
olonne de RG qui est une matri
e n×m. RG représente une appli
ation linéaire deZm dans Zn muni de leur base 
anonique. Tout ve
teur appartenant à l'image de RG est une 
ombinaisonlinéaire des ri et don
 représente l'élément neutre.Par ailleurs, on peut dé�nir :

ϕ : (Zn,+)→ (G, .)
(α1, . . . , αn) 7→ gα1

1 . . . . .gαn
nqui est un morphisme de groupe. Ce morphisme n'est pas for
ément inje
tif à 
ause des relations sur G. Enfait, le noyau 1 de ϕ est exa
tement l'image de RG. En notant Kerϕ le noyau de ϕ et ImRG

l'image de RG,on a ImRG
= Kerϕ.Tester l'égalité des éléments de G représentés par les mots w1 et w2 revient à tester que l'élément de Gasso
ié à w1.w

−1
2 est e, 
'est-à-dire que :

ϕ′(w1.w
−1
2 ) ∈ ϕ−1(e) = ImRG1. Le noyau d'un morphisme f , noté Kerf , est l'ensemble des éléments dont l'image est l'élément neutre.



VI.2. IMPLÉMENTATION EN MATHEMATICA 71Pour dé
ider si un élément w de G appartient au 
oset u.(H : G), on remarque que u est un représentantde la 
lasse u.(H : G) de G/H et que w est un représentant de w.(H : G). Deux 
lasses de G/H sont soitdistin
tes soit 
onfondues et par 
onséquent w ∈ u.(H : G) si et seulement si u=G/H w. L'appartenan
eà un 
oset revient don
 à tester l'égalité dans un groupe quotient (dont on 
onnait la présentation, 
f.se
tion V.3.5).Le mé
anisme fondamental dont nous avons besoin est de savoir tester l'appartenan
e à l'image de RG(ou de RG/H dans le 
as de l'appartenan
e à un 
oset). Or, 
e n'est pas 
hose aisée. On va don
 e�e
tuer un
hangement de base de Zn pour obtenir une forme exploitable de ImRG
. C'est le but de la FNS.VI.1.3 Cal
ul de la forme normale de SmithOn 
her
he L et K tel que, étant donné une matri
e R :

L.R.K = Dave
 D une matri
e diagonale, L et K des matri
es à 
oe�
ients dans Z et dont les inverses sont aussi à
oe�
ients dans Z. La matri
e D est de la forme


d1 . . .

dn


 ou 



d1 . . .
dn


Les termes de la diagonale sont positifs et véri�ent :

di = 0 ⇒ dj≥i = 0

di 6= 0 ⇒ di+1

di
∈ ZAve
 
es 
onditions, la matri
e D est unique.Le 
al
ul de A et K peut théoriquement poser des problèmes de 
omplexité, qui sont 
ependant bien
onnus et maîtrisés [KB79, CC82, Ili89, HHR93℄. La matri
e L étant inversible, on peut l'interpréter 
ommela matri
e d'un 
hangement de base. Dans 
ette nouvelle base, l'image de R est engendrée par les ve
teursde D. Autrement dit :

L. ImR = (d1 Z, . . . , dq Z)De 
e fait, tester l'égalité de w ave
 e est équivalent à tester l'appartenan
e suivante :
L.ϕ′(w) ∈ (d1 Z, . . . , dq Z)
e qui est simple.Remarque Le produit de Z-module isormorphe à G est Z/d1Z× · · · × Z/dnZ.VI.2 Implémentation en Mathemati
aJ. Soula a a�né les outils pré
édents et les a implémenté à l'aide du langage Mathemati
a, à partir dupa
kage de D. Jabon e�e
tuant le 
al
ul de la FNS d'une matri
e entière. Il a aussi développé un débutd'environnement permettant la dé�nition de GBF et le 
al
ul d'une dé�nition ré
ursive suivant l'algorithmeque nous avons dé�ni en se
tion V.7. Par exemple, on peut dé�nir :
G = 〈a, b ; a8 = e, b8 = e〉
H1 = 〈a b〉 : G
H2 = 〈a2 b2〉 : G



72 CHAPITRE VI. IMPLÉMENTATION DE GBF ABÉLIENS
H3 = 〈b〉 : G
H4 = 〈〉 : G

C1 = a2.H1
C2 = a b−1.H2
C3 = a3.H3
C4 = a2.H4

F@C1 = 1
F@C2 = 2
F@C3 = 3
F@C4 = 4

F = F.a−1 + F.b−1Le 
al
ul de 
e GBF peut se visualiser par un objet graphique, et la �gure 2, extraite de [Sou96℄ illustre lerésultat.
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34PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 2 � Cette �gure est un graphique Mathemati
a obtenu par la fon
tion display. Il représente l'index gdu 
hamp f. Les valeurs ins
rites dans les 
ellules sont les valeurs déja 
al
ulées du 
hamp en 
es mêmespoints. On voit notamment les 
osets C1 à C4 dont les valeurs vont respe
tivement de 1 à 4. La 
ellule labéléepar 34 représente le mot a4b5 (on véri�e que 34 est bien la réponse prévue par la sémantique). Les 
ellulesgrisées sont 
elles qui ont été né
essaires lors de 
al
uls ré
ursif de a4b5.



Chapitre VIIExemples de GBFDans 
e 
hapitre, nous 
omplétons les exemples énumérés dans [Mi
95℄ a�n de montrer l'utilité et lapuissan
e d'expression des 
on
epts que nous avons développés au 
hapitre V :� Nous 
ommençons par un exemple arti�
iel qui illustre la dé
omposition du 
al
ul par des 
osets.� Nous poursuivons par deux exemples de résolution d'une équation aux dérivées partielles.� Nous évoquons ensuite un problème de simulation d'un é
oulement de �uide par une méthode de gazsur réseaux.� En�n, nous revenons à l'exemple de l'ammonite, pour faire 
roître une spirale et une ammonite � moinsdis
rétisée �, 
'est-à-dire un peu moins 
arrée.VII.1 Exemple de 
ombinaison de sous-
hampsNous donnons maintenant un exemple arbitraire qui 
orrespond à un 
hamp F sur un 
ylindre. Nousutilisons le produit libre � ∗ � de deux groupes qui est dé�ni 
omme l'union de leurs présentations respe
tiveset l'identi�
ation de leurs éléments identités.
D1 (n) = 〈a ; an = e〉
G1 = 〈gau
he, droit ; gau
he = droit−1〉
Cyl(n) = D1 (n) ∗G1

F@〈〉 = 1 (1)
F@D1 (4) = 1 (2)
(F@G1 ) as L = L.gau
he + 1 (3)
F [Cyl(4)] = F.gau
he + F.a (4)Cet exemple introduit la notion de forme paramétrée, e.g. D1 (n) et utilise un nom lo
al (la 
onstru
tion

. . . as L) pour dénoter un sous-
hamp. Un groupe H dénote impli
itement le 
oset e.H si né
essaire et leséléments d'un produit sont impli
itement sous-groupes du produit. Ainsi, D1 (4) dans l'équation (2) signi�eréellement e.(D1 (4) : Cyl(4)).Dans la dé�nition de F , nous avons e.G1 ∩ e.D1 (4) = e.(〈〉 : Cyl(4)) = {e}, les formes sont don
 biendé�nies (et dans l'équation (1), 〈〉 dénote e.(〈〉 : Cyl(4))). La �gure 1 permet de visualiser la partition
orrespondante.L'intérêt de 
et exemple est de montrer que la valeur sur un 
oset peut aussi se dé�nir par une expressionré
ursive (et pas seulement par une 
onstante). Il su�t de modi�er légèrement l'algorithme de 
al
ul donné�gure 16 : au lieu de retourner ci si w ∈ Ci, il su�t de relan
er le pro
essus de 
al
ul.73
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LPSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé Fig. 1 � Dé�nition d'un 
hamp F sur une partition 
omplexe.VII.2 Résolution numérique d'une équation aux dérivées partiellesparabolique par une méthode expli
iteNous proposons maintenant un exemple pris dans un domaine plus 
on
ret : le problème 
onsiste enla simulation de la di�usion de la 
haleur dans une �ne barre de métal. Nous détaillons brièvement sontraitement numérique, puis nous exprimons la solution dans le 
adre des 
hamps basés sur les groupes.Les deux extrémités de la barre, dont on désire 
onnaître l'évolution de la température, sont maintenuesà 0oC. La solution de l'équation parabolique :
∂chaleur

∂t
= k

∂2chaleur

∂x2
(5)spé
i�e la température chaleur(x, t) à une distan
e x d'une extrémité de la barre à un instant t. Uneméthode expli
ite de résolution utilise une approximation aux di�éren
es �nies de l'équation (5) sur unegrille (Xi = ih, Tj = jk) qui dis
rétise l'espa
e des variables [Smi66℄. Une approximation aux di�éren
es�nies de l'équation (5) est:

chaleuri,t+1 − chaleuri,t
k

=
chaleuri+1,t − 2 chaleuri,t + chaleuri−1,t

h2qui peut être réé
rit :
chaleuri,j+1 = r chaleuri−1,j + (1 − 2r)chaleuri,j + r chaleuri+1,j (6)où r = k/h2. Cette formule dé�nit la température in
onnue chaleuri,j+1 au (i, j + 1)e point de la grille entermes de la température 
onnue le long de la je ligne temporelle.Il ne reste plus qu'à 
al
uler les valeurs pivot in
onnues de chaleur le long de la première ligne temporelle

T = k, en termes des bornes 
onnues et des valeurs initiales le long de T = 0, puis de progresser le long dela se
onde ligne temporelle et ainsi de suite.En fait, dans l'équation (6), j + 1 est une astu
e pour faire référen
e à l'instant suivant j (qui est le sensde ∂t) et i + 1, i − 1 représentent le 
odage de l'a

ès aux voisins de gau
he et de droite du point i de labarre (en d'autres termes, le groupe additif sur les entiers est utilisé pour 
oder le groupe des translationssur une ligne uni-dimensionnelle).Il est très fa
ile d'implémenter 
et exemple dans le formalisme des 
hamps basés sur les groupes. Pourdé�nir le domaine espa
e-temps, nous utilisons le produit libre de domaines plus simples.
Temps = 〈passé〉

nous ne pouvons que progresser dans letemps, il n'est don
 pas né
essaire de spé
i�erl'inverse du générateur (7)
Barre = 〈gau
he, droit ; gau
he = droit−1〉 une barre in�nie (8)
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EspaceT emps = Temps ∗Barre (9)On dé�nit les 
osets 
orrespondants aux 
onditions intiales et aux bornes (
f. �gure 2) :
BorneInitialeGau
he = e.(〈〉 : EspaceT emps)
BorneInitialeDroite = droitn.(〈〉 : EspaceT emps)
Initiale = e.(Barre : EspaceT emps) la barre au temps 0

BorneGau
he = e.(Temps : EspaceT emps) la borne gau
he le long du temps
BorneDroite = droitn.(Temps : EspaceT emps) la borne droite le long du temps
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 2 � Résolution numérique expli
ite de l'équation di�érentielle partielle parabolique gouvernant la dif-fusion de la 
haleur dans une barre de métal �ne et uniforme.Nous pouvons maintenant dé�nir le 
hamp chaleur :
chaleur@BorneGau
heInitiale = 0
chaleur@BorneDroiteInitiale = 0
chaleur@Initiale = début une distribution initiale de la température
chaleur@BorneGau
he = 0
chaleur@BorneDroite = 0
chaleur[EspaceT emps] = 0.4 ∗ chaleur.passé+ 0.3∗

(chaleur.passé.gau
he + chaleur.passé.droit)La solution générale de chaleur exprime simplement le fait que la valeur 
ourante de la 
haleur en un pointest égale à une 
ombinaison linéaire de ses voisins à l'instant pré
édent. Le 
hamp début est un paramètredu programme et 
orrespond à une distribution initale de la 
haleur. La dé�nition suivante peut être utiliséepour spé
i�er la distribution symétrique de la 
haleur dans la barre :
rampe@〈〉 = 0
rampe[Barre] = 1 + rampe.gau
he
r = rampe/n
début[barre] = r ∗ (1− r)On notera l'utilisation d'une forme in�nie pour modéliser la dis
rétisation �nie de la barre. En suivant lesremarques de la �n de la se
tion pré
édente, on aurait idéalement des valeurs indé�nies en dehors du domaineimplémentant la barre. Ce
i peut être obtenu grâ
e à l'utilisation expli
ite d'un opérateur de restri
tion :
début[Barre] = r ∗ (1− r) on droitp where0 ≤ p < n
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 3 � Résultat de la résolution d'une équation di�érentielle partielle parabolique.VII.3 Relaxation red-bla
kDans l'exemple pré
édent, les topologies plus ri
hes permises par les formes ne sont pas utilisées. Dans
et exemple nous allons utiliser les 
osets pour dé�nir et manipuler des sous-domaines de 
al
ul.La relaxation red-bla
k fon
tionne 
omme toutes les relaxations en 
al
ulant une séquen
e d'approxi-mations de la solution jusqu'à 
e que l'erreur soit su�samment faible. Nous donnons i
i la dé�nition dudomaine impliqué par la relaxation red-bla
k de Gauss-Seidel. Elle 
onsiste en la mise à jour du 
hamp
F . Le domaine de F , une grille à deux dimensions, est divisée en deux ensembles de points (les noirs et lesrouges). Nous exprimons 
ette partition à l'aide de 
osets :

Grille = 〈x, y ; 〉
SousGrille = 〈x2, y2, x.y 〉 : Grille
Red = e.SousGrille
Black = x.SousGrilleL'algorithme 
ommen
e par le 
al
ul de la valeur des 
ellules rouges dépendantes des 
ellules noiresvoisines ; puis 
'est le 
al
ul de la valeur des 
ellules noires qui est e�e
tué en fon
tion des 
ellules rougespré
édemment 
al
ulées. La formule de la relaxation est par exemple :
Fi,j ← Fi,j + k((∇2F )i,j − fi,j)où ∇2F désigne le Lapla
ien dis
ret :
(∇2F )i,j =

Fi+1,j + Fi−1,j + Fi,j+1 + Fi,j−1 − 4Fi,j

h2La formule 
i-dessus apparaît, par exemple, dans la solution d'une équation aux dérivées partielles dePoisson
∇2F = f ; la fon
tion f étant une donnée du problème.En 81/2, la séquen
e d'approximation est implémentée 
omme un stream : F désigne la suite des 
hampset l'opérateur $ autorise l'a

ès à la valeur du stream au top pré
édent. Le 
hamp F ′ représente l'étaperouge, le 
hamp F résume les étapes rouge et noir. Le programme 
orrespondant est :

f [Grille] = . . . une donnée du problème . . .
F [Grille] = $F ′

F ′[Grille] = $F
F ′@Red = $F + k(($F.x + $F.x−1 + $F.y + $F.y−1 − 4$F )/(h2)− f)
F@Black = $F ′ + k(($F ′.x+ $F ′.x−1 + $F ′.y + $F ′.y−1 − 4$F ′)/(h2)− f)



VII.4. LE MODÈLE DES GAZ SUR RÉSEAU 77VII.4 Le modèle des gaz sur réseauLes modèles des gaz sur réseaux sont une tentative de dé
rire la 
inétique des molé
ules d'un �uide par unmodèle de type automate 
ellulaire. A�n de ne pas introduire d'invariants parasites, et de respe
ter les symé-tries qui apparaissent dans l'expression 
ontinue des lois de la mé
anique des �uides, on est passé des modèlesinitiaux de Hardy, Pazzis et Pomeau sur une grille NEWS (dans les années 70), aux modèles à maillagetriangulaire (où 
haque sommet a 6 voisins) introduit par Fris
h, Hassla
her et Pomeau [FHP86℄. Nousne rentrerons pas dans le détail de 
es modèles et nous retiendrons que, du point de vue de l'informati
ien,il s'agit d'implémenter un � jeu de la vie � sur un réseau hexagonal, ave
 des règles de transitions un peuparti
ulières (
f. �gure 4).
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0.5

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 4 � Un exemple de famille de règles pour une simulation de gaz sur un réseau à maille hexagonale. Lesrègles sont représentées aux symétries de rotation près et 
orrespondent au modèle FHP.1 [FHP86℄. La règlenon-déterministe pour les 
ollisions de type 2 (2 parti
ules en jeu) évite de biaiser le 
omportement physiquemalgré la topologie dis
rète du réseau. Toutes les évolutions de type 1 laissent le ve
teur vitesse invariant.L'intérêt de 
ette appro
he 
'est qu'elle s'adapte à des problèmes très variés et se dé
line pour simulerdes obsta
les, des �uides di�érents, des réa
tions 
himiques, et
.Pour 
al
uler les résultats présentés dans la �gure 5, nous n'avons pas pu utiliser l'outil développé parJ. Soula, 
ar il n'intégre pas l'aspe
t stream. Mais nous avons pu utiliser les fon
tions de visualisation surgrille hexagonale. Nous avons don
 
onstruit manuellement et ajouté sous Mathemati
a les manipulations de
hamps né
essaires. Cette tâ
he est simple puisque la forme normale d'un mot de H2 est fa
ile à 
al
uler : ilsu�t de mettre 
haque mot sous la forme ap.cq en remplaçant b par a.c. Mathemati
a permet la manipulationsymbolique de mots dans un monoïde 
ommutatif. En utilisant l'égalité pré
édente 
omme une règle deréé
riture, la normalisation des mots se fait impli
itement.Les règles de la �gure 4 ont été 
odées dire
tement, en maintenant la liste des parti
ules présentes sur unsite, plus pré
isément, en gardant le ve
teur vitesse de 
es parti
ules. Dans le 
adre d'une simulation réelle,il faudrait en
oder les 
on�gurations possibles a�n de ne pas manipuler inutilement 
es ensembles de taillesvariables (ils ont au plus 6 éléments).
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(b)Après5pasd'évaluation

-10 -5 5 10

5

10

15

20

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé
(
)Initialisation

-15 -10 -5 5 10 15

-10

10

20

30

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé
(d)Après5pasd'évaluation

Fig.5�Deuxexemplesd'évolutionsave
lesmêmesrèglesmaisàpartirdedeuxsituationsinitialesdi�é-
rentes.Àl'instant0,lesparti
ulessont
on
entréesdansunepetite�boule�.Lapressionfaits'expanserla
bouledegaz.Lesnombres
orrespondentaunombredeparti
ulesquio

upentunsite.Lesve
teurs
orres-
pondentauxve
teursvitessesdesparti
ules.Lesloisd'évolutionsont
ellesdé
ritesparla�gure4.



VII.5. LA CROISSANCE DE L'AMMONITE HEXAGONALE 79VII.5 La 
roissan
e de l'ammonite hexagonaleDans 
et exemple, nous nous intéressons à nouveau à la 
roissan
e de l'ammonite (
f. se
tion III.3,page 22), mais dans le mondeH2 . Comme pour l'exemple pré
édent, nous avons besoin d'un stream de GBF etdon
 nous 
onstruisons de façon ad ho
 les outils né
essaires à la manipulations de 
hamps. L'implémentationde H2 sous Mathemati
a est 
elle esquissé dans l'exemple pré
édent.
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0PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 6 � La 
roissan
e de l'ammonite sur un réseau hexagonal. Le numéro d'une 
ellule 
orrespond aunuméro de génération de la 
ellule. On a �guré en di�érents niveaux de gris di�érentes générations.Une ammonite dans un monde hexagonal [Tho94, pp 190�192℄ suit le même prin
ipe de 
roissan
e, maisau lieu d'être dis
rétisée par un 
arré dans une grille NEWS, elle est dis
rétisée par une region de H2 . Leprogramme 81/2 de la modélisation est le suivant :
H2 = 〈a, b, c; b = a.c〉

A@〈〉@0 = 0
A[H2 ] = $A#B.d
B = n where$A

d = if dir == 0 thena$la

elseifdir == 1 then b$lb

elseifdir == 2 then c$lc

elseifdir == 3 then a−$la

elseifdir == 4 then b−$lb

elseifdir == 5 then c−$lc

cpt@0 = 0
cpt = $cpt+ 1 whenClock
dir = cpt mod6

la@0 = 1
lb@0 = 1
lc@0 = 1
la = if dir == 0 || dir == 3 then$lb+ $lb else$lb
lb = if dir == 1 || dir == 4 then$lb+ $lb else$lb
lc = if dir == 2 || dir == 5 then$lb+ $lb else$lbLes variables lx représentent la largeur de l'ammonite suivant la dire
tion x ∈ {a, b, c}. Il y a une doublequanti�
ation pour A : sur le temps et sur l'espa
e. La garde @〈〉@0 indique que l'équation est valide pourle premier top et pour les éléments de 〈〉 : H2 . Le résultat est illustré par la �gure 6.
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riture du 
al
ul de la dire
tion est 
omplexe à exprimer et fastidieux à rédiger : on pourrait penser àl'abréger en introduisant un générateur 
orrespondant à la rotation désirée :
H ′ = 〈a, b, c, r ; a.c = b, r.a = b, r.b = c, r.c = a−1, r.a−1 = b−1, r.b−1 = c−1, r.c−1 = a〉Mais 
e
i n'est pas 
orre
t : de r.c−1 = a on obtient r = a.c = b qui n'est pas le résultat désiré. On ne peutpas faire 
ohabiter la rotation voulue ave
 les mouvements de translation de H2 dans le même groupe. Par
ontre, on pourrait envisager l'a
tion du groupe :
〈r; r6 = e〉sur le groupe H2 , 
e qui serait une extension intéressante.VII.6 La 
onstru
tion d'une spirale dans H2Nous voudrions à présent 
onstruire une spirale dans H2 . Cela se fait en emboîtant, à une position
al
ulée, un segment dont la longueur grandit. On 
onsidère trois segments, suivant 
ha
une des dire
tions.La position où on insère 
e segment est 
al
ulée dans pos :
H2 = 〈a, b, c; b = a.c〉

aSeg@0 = 0
aSeg[H2 ] = n where($aSeg)# ($aSeg.a)
bSeg@0 = 0
bSeg[H2 ] = n where($bSeg)# ($bSeg.a)
cSeg@0 = 0
cSeg[H2 ] = n where($cSeg)# ($cSeg.a)

spi@ <> @0 = 0
spi = $spi# seg

seg = if dir == 0 then aSeg.pos
elseifdir == 1 then bSeg.pos
elseifdir == 2 then cSeg.pos
elseifdir == 3 then aSeg.(pos.a−n)
elseifdir == 4 then bSeg.(pos.b−n)
elseifdir == 5 then cSeg.(pos.c−n)

pos = e
pos = if dir == 0 then pos.an

elseifdir == 1 then pos.bn

elseifdir == 2 then pos.cn

elseifdir == 3 then pos.a−n

elseifdir == 4 then pos.b−n

elseifdir == 5 then pos.c−n

cpt@0 = 0
cpt = $cpt+ 1 whenClock
dir = cpt mod6Remarquons que la valeur de pos est un élément de H2 . La 
roissan
e de la spirale n'est pas faite de manièrelo
ale : 
e n'est pas l'a
tivité d'une 
ellule, dépendant d'un état interne, qui dirige la 
roissan
e, 
omme dansl'automate de Langton. On n'est don
 pas du tout dans un modèle de programmation de type automate
ellulaire ou programmation plane [Roz90℄, mais dans un modèle géométrique où l'on manipule des segmentsde droite, des positions, et
. Le résultat est illustré par la �gure 7.
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ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 7 � La 
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tion d'une spirale sur un réseau hexagonal.
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Chapitre VIIIReprésentation des espa
es hétérogènesNous avons vu dans la partie pré
édente qu'un espa
e 
orrespond à un ensemble muni d'une stru
turede voisinage. On peut don
 représenter un espa
e par un graphe où les sommets sont les points de l'espa
e,et où un ar
 relie des points voisins. Une stru
ture de groupe dé
rit de manière remarquablement 
ompa
tele graphe asso
ié à 
ertains espa
es : les espa
es homogènes.Nous allons à présent nous intéresser à une autre 
lasse d'espa
es, les espa
es hétérogènes. Pour 
esespa
es, la stru
ture de voisinage ne peut être dé
rite autrement qu'en énumérant expli
itement les voisinsde 
haque point. Ce sont don
 des stru
tures �nies et notre problème est de 
onstruire des espa
eshétérogènes.Nous allons voir que 
es espa
es interviennent naturellement pour dé
rire la stru
ture et les 
al
uls d'unprogramme. En fait, un système 81/2 est un espa
e hétérogène. Construire un espa
e hétérogène revient don
à 
onstruire un système 81/2 qui est une 
olle
tion d'équations, 
omme résultat d'un 
al
ul. Nous donnonsle nom d'amalgame à 
e 
al
ul qui 
ombine des systèmes pour 
onstruire d'autre systèmes.L'intérêt des amalgames pour la simulation des SD est multiple : ils permettent de stru
turer les pro-grammes de simulation, ils permettent de fa
toriser et de réutiliser des fragments de simulation, et ils per-mettent la 
onstru
tion dynamique d'un programme de simulation 
omme le résultat d'un 
al
ul. Ce dernierpoint est par exemple absolument né
essaire pour les simulations dont l'espa
e des états doit être 
al
ulé
onjointement à l'évolution du système.Stru
ture de la partie. Cette partie est stru
turée en quatre 
hapitres. Ce 
hapitre-
i expose le lienentre la notion d'espa
e et la notion de graphe data-�ow d'un programme. Un système 81/2 
onstitue unereprésentation textuelle d'un graphe data-�ow et nous nous posons le problème de la 
onstru
tion de 
esgraphes. Une solution est esquissée, qui repose sur trois opérateurs : l'opérateur d'amalgamation � { . . . } �,l'opérateur de séle
tion � � � et l'opérateur de 
on
aténation � # �. Nous illustrons 
es 
onstru
tions parla stru
turation et la 
onstru
tion de simulations de SD.Le 
hapitre IX 
ompare les amalgames ave
 d'autres formalismes et mé
anismes de programmation. Lanotion de nom est 
entrale dans le 
al
ul des amalgames et on retrouve une préo

upation similaire dans denombreux domaines : par exemple la modélisation de l'héritage dans les langages à objets, la délégation dansles langages à prototypes, les pages jaunes dans un environnement distribué, les applets dans les programmes
onstruits dynamiquement, les mé
anismes de 
all-ba
k... Nous 
omparons l'appro
he des amalgames ave
diverses appro
hes qui ont été proposées dans 
es domaines.L'objet du 
hapitre X est de formaliser la notion d'amalgame, 
e qui est fait à travers une sémantiqueopérationnelle du pro
essus de 
al
ul. Le 
al
ul que nous présentons possède deux propriétés importantes :il est déterministe et il préserve une 
ertaine notion de 
orre
tion.En�n, le dernier 
hapitre de la partie, le 
hapitre XI, évoque une implémentation de la sémantique enMathemati
a et illustre le 
on
ept d'amalgame par des exemples. Les exemples donnés ne 
on
ernent queles � amalgames purs �, 
'est-à-dire que 
es exemples n'impliquent ni les GBF, ni les streams, ni d'autres
onstru
tions 81/2. L'intégration des amalgames (et des GBF) au sein du langage 81/2 est dis
uté dans laquatrième partie de 
e do
ument. 85
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ture du 
hapitre. Ce 
hapitre est stru
turé en six se
tions. La première se
tion de 
e 
hapitre faitle lien entre les formes, telles qu'elles ont été dé�nies dans la partie pré
édente, les graphes des dépendan
eset les systèmes.Dans la deuxième se
tion nous faisons le lien entre les systèmes et les graphes data-�ow.La troisième se
tion aborde le problème de la 
onstru
tion des systèmes vus 
omme des graphes data-�ow. Deux solutions sont 
lassiquement utilisées : la 
onstru
tion expli
ite par 
ombinateur, qui repose surla notion de fon
tion, et la 
onstru
tion impli
ite qui repose sur la notion de nom. Cette deuxième solutionest la plus adaptée à un langage dé
laratif mais son aspe
t impli
ite empê
he d'exprimer un système 
ommele résultat d'un 
al
ul.Dans la quatrième se
tion, nous proposons une nouvelle appro
he, les amalgames, qui permet la 
onstru
-tion dynamique et in
rémentielle de systèmes dans le 
adre d'un langage dé
laratif. Pour 
ela, nous intro-duisons trois opérateurs qui permettent de 
ombiner des systèmes : l'opérateur d'amalgamation � { . . . } �,l'opérateur de séle
tion � � � et l'opérateur de 
on
aténation � # �. Ces opérateurs étendent aux amalgamesles opérations 81/2 de même nom qui s'appliquaient aux systèmes.L'avant-dernière se
tion illustre les béné�
es apportés par les amalgames aux appli
ations de simulationdes SD.Dans la dernière se
tion de 
e 
hapitre nous revenons sur le pro
essus de rédu
tion d'un amalgame etnous montrons 
ertaines di�
ultés de l'évaluation d'une expression d'amalgame : bien qu'impliquant peud'opérateurs, les règles de rédu
tion doivent être soigneusement 
onçues sous peine d'obtenir des rédu
tionsindésirables. Cette se
tion est prin
ipalement un 
atalogue des divers phénomènes qu'on peut ren
ontrer lorsde la rédu
tion d'un amalgame : 
apture de variables, liaisons à l'extérieur d'un terme, rédu
tion tardived'un terme, et
.VIII.1 Forme, graphe des dépendan
es et systèmeLa notion d'espa
e intervient dans les programmes de simulation des SD, 
omme un objet naturel del'appli
ation. Mais nous avons évoqué au début du 
hapitre IV, que 
ette notion intervient aussi naturelle-ment quand on veut représenter les données et les 
al
uls d'un programme (indépendamment du domained'appli
ation de 
e programme). C'est la notion de graphe des dépendan
es. Or la notion de graphe des dé-pendan
es est représentée dire
tement en 81/2 par la notion de système. Un système permet don
 de dé
rireun espa
e hétérogène.
espace ↔ ↔

système

graphe des dépendances

↓

GBF

forme

↓

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 1 � Relation entre forme, espa
e, graphe des dépendan
es, GBF et systèmes.Ce point de vue, illustré par la �gure 1, va s'é
lai
ir en prenant l'exemple de iota (voir la se
tion V.6.2,page 61). Le graphe des dépendan
es de iota en un point, disons le point gau
he−2, est un graphe dont lessommets sont les points de G1 . Il y a un ar
 allant d'un sommet s1 à un sommet s2, si on a besoin de lavaleur de s2 pour 
al
uler la valeur de s1. Par exemple, pour gau
he−2, le graphe des dépendan
es est �gurépar le s
héma :
(e) ←− (gau
he−1) ←− (gau
he−2)Puisque iota est spé
i�é par une dé�nition ré
ursive de GBF, iota � respe
te le voisinage �, et don
, legraphe des dépendan
es du 
al
ul de la valeur d'un point de iota est un sous-graphe de G1 .Si on fait l'union de tous les graphes des dépendan
es pour tous les points de de G1 , on retrouve G1 toutentier. Mais pour un autre 
hamp que iota, on pourra ne retrouver qu'un sous-graphe. La �gure 2 en donneun exemple.
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graphe des dépendances de g[G2]

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 2 � Un exemple de forme et de graphe des dépendan
es asso
ié à un 
hamp g sur 
ette forme. Le
hamp g est dé�ni par : g@〈〉 = 0, g@〈x〉 = 1 + g.x−1, g = 1 + g.y−1. L'union des graphe des dépendan
espour tous les points de la forme ne 
onstitue qu'un sous-graphe de 
elle-
i.Examinons à présent 
e qui se passe pour l'autre 
on
ept de 
olle
tion en 81/2 : les systèmes. Rappelons (
f.se
tion II.3.4, page 16) qu'un système est un paquet d'équations rassemblées logiquement. Par exemple :
{a = 1, b = a+ 1, c = a+ b, d = a+ b+ c}Cette 
olle
tion est une expression qui va être 
al
ulée et se réduire en :
{a = 1, b = 2, c = 3, d = 6}Le 
al
ul d'un système 
onsiste à 
al
uler 
haque partie droite des dé�nitions. Puisqu'il y a 
al
ul, il y a don
un graphe des dépendan
es qui 
orrespond simplement au graphe des dépendan
es entre les dé�nitions :� 
haque dé�nition 
orrespond à un sommet ;� il y a un ar
 de s1 vers s2 si la valeur asso
iée à s2 est requise pour 
al
uler la valeur de s1.Le graphe des dépendan
es asso
ié au système pré
édent est s
hématisé par :
{a = 1, b = a+ 1, c = a+ b, d = a+ b+ c} (a) ←− (b) ←− (c) ←− (d)On voit que 
ette fois le graphe asso
ié ne peut être dé
rit de manière 
ompa
te : il est spé
i�é à travers leséquations d'un système.Le graphe des dépendan
es des éléments d'un système représente exa
tement la même 
hose que le graphedes dépendan
es des points d'un GBF. Il est don
 naturel de parler d'espa
e à son propos. Cependant,
ontrairement aux GBF, l'espa
e sous-ja
ent à un système est quali�é d'hétérogène a�n de bien marquerqu'il 
orrespond à un graphe quel
onque.VIII.2 Système et graphe data-�owLa forme d'un GBF, qui représente un espa
e homogène, est une entité que nous avons dé�nie pourelle-même, 
ar elle peut se fa
toriser entre plusieurs spé
i�
ations de GBF. Par 
ontre, un espa
e hétérogèneest une stru
ture trop ad ho
 pour qu'il soit utile de la fa
toriser entre plusieurs spé
i�
ations de systèmes.Autrement dit, alors qu'on dé�nit les GBF 
omme un 
al
ul sur une forme donnée a priori, le graphe desdépendan
es d'un système est donné a posteriori 
omme sous-produit du 
al
ul.En e�et, un système 
orrespond à un objet � plus ri
he � qu'un graphe des dépendan
es : il dé
rit aussides 
al
uls 1. Par exemple, le système :
{a = 1, b = 2, c = a+ b} et le système : {a = 3, b = 4, c = a ∗ b}1. les 
al
uls dé
rits par un système respe
tent le graphe des dépendan
es, de la même façon que la dé�nition d'un GBFrespe
te la forme du GBF.
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es :
(a) −→ (c) ←− (b)mais 
orrespondent à des 
al
uls di�érents 2. Le graphe qui représente sous une forme abstraite à la fois les
al
uls et les dépendan
es, est le graphe data-�ow du système ou DFG (a
ronyme de l'anglais Data FlowGraph). Les sommets du DFG sont les opérateurs des expressions et sous-expressions qui apparaissent enpartie droite des dé�nitions du système. Il y a un ar
 du sommet s1 vers le sommet s2 si :� soit s2 est une sous-expression de s1 ;� soit il y a une dé�nition x = s2(. . . ) et x est argument de s1.La �gure 3 illustre un exemple : on re
onnaît bien un graphe data-�ow tel qu'il est dé�ni par exempledans [Klo87℄ et on peut retrouver simplement le graphe des dépendan
es asso
ié 3.

{
  a = 1,  
  b = a + 1,
  c = 3*(a - b)  
}

graphe des dépendances graphe data-flow

a

c

b

système

a: 1 1

3

+

*

-

:b

:c

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé Fig. 3 � Graphe des dépendan
es et graphe data-�ow d'un système.VIII.3 Constru
tion des DFGNotre problème est de 
onstruire des systèmes par 
ombinaison de systèmes existants, de la même façonqu'on 
onstruit des GBF par 
ombinaison de GBF. Et de la même manière que l'on s'intéresse à la dé�nitionré
ursive de GBF par des équations, nous serons intéressés par la dé�nition ré
ursive de systèmes par deséquations. Notre appro
he ne repose pas sur la notion 
lassique de 
ombinateurs [Klo87, Mee89℄, mais s'appuiesur la notion de nom, 
e qui permet de rester dans un 
adre purement dé
laratif. Cela nous 
onduit à lanotion d'amalgame qui généralise la notion de système.Regardons les systèmes 
omme la représentation textuelle d'un DFG. Alors un système 81/2 est un DFG� 
omplet � qui dé
rit un 
al
ul à e�e
tuer, sans possibilité de paramétrer 
e 
al
ul. Pour 
onstruire desnouveaux DFG, il faut disposer de DFG � in
omplets � qu'on peut 
ombiner pour 
onstruire plusieurs DFGdi�érents. Par exemple, l'expression :
1 + (2 + 3)représente un 
al
ul � 
omplet � : on ne peux pas 
ombiner 
ette expression pour 
onstruire des 
al
ulsdi�érents (on peut tout au plus la juxtaposer ave
 d'autres 
al
uls indépendants). Par 
ontre, l'expression :
1 + (2 + x)où on peut rempla
er x par un entier par un mé
anisme à dé�nir, est une entité qui n'est pas un DFG maisqui peut servir à 
onstruire beau
oup de DFG di�érents en remplaçant x par des valeurs di�érentes.2. Identi�er deux 
al
uls s'ils 
onduisent aux même graphe des dépendan
es, a été formalisé dans le 
as des fon
tions par[Fre95℄. Grossièrement, deux fon
tions sont intensionnellement équivalentes si les arbres de 
al
uls (i.e. le graphe des dépen-dan
es) 
oïn
ident.3. Pour retrouver le graphe des dépendan
es à partir du DFG, il faut supprimer dans le graphe data-�ow les sommets quine 
orrespondent pas à un identi�
ateur (
e sont les opérateurs qui ne sont pas partie droite d'une expression, mais en sous-expression). Puis il faut ajouter les ar
s né
essaires pour maintenir la 
onnexité initiale. Par exemple, si on supprime s2 dans

s1 → s2 → s3, il faut ajouter un ar
 pour maintenir s1 → s3. En�n, il faut renommer les sommets restant ave
 le nom del'identi�
ateur asso
ié.



VIII.3. CONSTRUCTION DES DFG 89On voit qu'il y a don
 en fait deux problèmes à résoudre pour 
onstruire des DFG :� il faut disposer d'entités � 
omposables �,� il faut disposer d'un mé
anisme de 
omposition.Deux appro
hes sont 
lassiquement utilisées pour répondre à 
es problèmes [Klo87℄ :� l'appro
he fon
tionnelle : l'entité 
omposable est la fon
tion et le mé
anisme de 
omposition, les 
om-binateurs ;� l'appro
he dé
larative : l'entité 
omposable est l'expression ouverte, i.e. un DFG ave
 des ar
s pendantsidenti�és par un nom, et le mé
anisme de 
omposition est un mé
anisme de liaison des noms.VIII.3.1 Constru
tion fon
tionnelle de DFGPar abstra
tion de 
ertaines sous-expressions d'un DFG, on transforme le DFG qui représente le 
al
uld'une expression en une fon
tion. Ces fon
tions peuvent se 
ombiner pour 
onstruire d'autre fon
tions. Onobtient de nouveau un DFG à partir d'une fon
tion par appli
ation.PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé ∆b
a 
ab 4
∆

×

× -
×Fig. 4 � La � boîte � 
orrespondant au 
al
ul du déterminant d'un polyn�me du se
ond degré.En termes de graphe, 
e mé
anisme de 
onstru
tion admet une interprétation simple : une fon
tion 
or-respond à un DFG mais ave
 des entrées, 
'est-à-dire des ar
s entrant sur un sommet mais qui n'ont pas desommet sour
e ; voir l'illustration sur la �gure 4 : c, a et b sont des entrées. On 
onsidère aussi des sorties qui
orrespondent à des ar
s sortant d'un sommet, mais sans sommet but. Un 
ombinateur est un mé
anismequi asso
ie les sorties d'un premier DFG aux entrées d'un se
ond [Mee89℄.

a1

a2(a) Composition paral-lèle : a1 ⇓ a2.
a1 a2(b) Composition série : a1 ⇒ a2. a1(
) Rebou
lage : � a1.Fig. 5 � Les opérateurs de 
omposition fon
tionnelles de DFG : la mise en parallèle, la mise en série et lerebou
lage.On identi�e trois 
ombinateurs prin
ipaux [Klo87℄ (
f. �gure 5) :1. la mise en série : les sorties d'un premier DFG sont 
onne
tées aux entrées d'un se
ond DFG ;2. la mise en parallèle : deux DFG sont groupés en une entité où les entrées 
orrespondent aux entréesdes deux DFG et les sorties 
orrespondent aux sorties des deux DFG ;3. le rebou
lage : une sortie d'un DFG est 
onne
tée sur une entrée du même DFG pour obtenir unmé
anisme de � feed-ba
k �.Ces 
ombinateurs reposent sur la position des entrées et des sorties les unes par rapport aux autres. Si ona nommé les entrées/sorties dans les s
hémas des �gures 4 et 5, 
'est uniquement pour la 
ommodité du
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teur. D'ailleurs il est bien 
onnu qu'on peut 
hanger le nom des paramètres d'une fon
tion, sans 
hangersa sémantique.VIII.3.2 Constru
tion dé
larative de DFGDans l'appro
he dé
larative, l'objet de base qui peut être 
onne
té, est aussi un graphe ave
 des entrées :
omme pré
édemment, 
e sont des ar
s pendants. Mais 
es ar
s sont nommés et le mé
anisme de 
omposition
onsiste à relier les ar
s pendants ave
 les sommets de même nom.Si on veut faire le parallèle entre le point de vue textuel (les systèmes) et le point de vue graphique (lesDFG), l'o

urren
e d'un identi�
ateur id dans une expression e 
orrespond à un ar
. Si 
et identi�
ateur estlié à une dé�nition, 
'est un ar
 qui relie l'expression de dé�nition de id à e. Un ar
 pendant représente unidenti�
ateur qui ne réfère à au
une dé�nition. Autrement dit, la 
omposition de graphes se fait simplementen (re)liant les o

urren
es d'un identi�
ateur ave
 l'expression qui le dé�nit.Introduisons un peu de vo
abulaire. Un identi�
ateur est un élément d'un ensemble de noms. Uneréféren
e est l'o

urren
e d'un identi�
ateur dans une expression. On dit qu'une référen
e est libre si l'iden-ti�
ateur ne réfère à au
une dé�nition, sinon on dit qu'il est lié. Le même identi�
ateur peut avoir deso

urren
es libres et liées suivant l'expression où il apparaît. Une expression qui 
ontient une référen
e libre(ou qui 
ontient une sous-expression qui 
ontient une référen
e libre) est dite ouverte. Sinon, l'expression estdite 
lose : toutes les référen
es d'une expression 
lose sont liées. Une expression 
lose 
orrespond à un DFG.La 
omposition des expressions ouvertes repose don
 sur la notion de nom : un nom sert de référen
e
ommune entre les dé�nitions et les expressions. On peut 
omparer une expression ouverte et une fon
tion :une expression ouverte peut être 
omplétée en fournissant les dé�nitions manquantes, et une fon
tion attenddes arguments pour 
al
uler un résultat. Il existe 
ependant deux grandes di�éren
es entre les fon
tions etles expressions ouvertes :� Les arguments sont expli
itement abstraits dans une fon
tion, alors que les référen
es libres d'uneexpression ouverte le sont impli
itement. Par suite, l'appli
ation de fon
tion doit être expli
ite, alorsque 
e n'est pas le 
as pour la liaison des référen
es. Le mé
anisme de 
urry�
ation du λ-
al
ul et deslangages fon
tionnels permet de fournir une partie seulement des arguments attendus, mais elle impliqueun ordre stri
t suivant lequel 
es arguments doivent être fournis. Ce n'est que très ré
emment que desextensions du λ-
al
ul ont été proposées [GAK94, Dam94
℄ pour s'a�ran
hir de 
ette 
ontrainte, et
ela au prix d'une théorie assez 
omplexe. À l'opposé, la fermeture d'une expression est naturellementin
rémentielle et non ordonnée.� Les arguments d'une fon
tion sont repérés par une position : 
'est la notion de variable opposée à 
ellede nom. Dans les langages fon
tionnels et leur modèle, le λ-
al
ul en parti
ulier, la notion de variableimplique des opérations d'α-renommage pour éviter le phénomène de 
apture, 
'est-à-dire qu'une va-riable abstraite soit identi�ée ave
 une variable en position d'argument. Par exemple, (λx.(λy.x+ y))ydoit être 
onverti avant évaluation en (λx.(λz.x+ z))y a�n d'éviter la 
apture de la variable libre y parl'abstra
tion y (
ette expression doit s'évaluer en λz.y + z alors que sans renommage on obtiendrait
λy.y + y). Au 
ontraire, les noms ne sont pas des variables muettes et deux noms réfèrent toujours aumême objet.La 
onstru
tion de DFG par l'appro
he dé
larative est impli
ite, 
e qui nous pose un problème. En e�et,l'utilisation d'une méthode de 
onstru
tion impli
ite dans le 
adre de 81/2 permet de programmer de façonsimple et naturelle. Mais 
ette appro
he tend à séparer nettement la phase de 
onstru
tion des systèmes (quise fait � à la main � et qui 
orrespond alors à la phase de programmation) de la phase de 
al
ul (qui 
onsisteà � faire fon
tionner � le DFG dé
rit). Or on aimerait 
al
uler un DFG, et non seulement le 
onstruire à lamain.Pour 
ela, il faut introduire des opérateurs qui peuvent 
ombiner des expressions ouvertes : on veut
al
uler ave
 des expressions ouvertes 
omme on 
al
ule ave
 des fon
tions. On pourrait penser à introduiredes 
ombinateurs analogues à 
eux de l'appro
he fon
tionnelle. Mais 
es opérateurs restent de bas niveau et
oexistent mal ave
 le s
héma de nommage des systèmes (ils reposent sur une notion de position des entréeset non sur une notion de nom). Il est plus simple, plus é
onomique, et plus expressif d'étendre la sémantique
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on
aténation et de séle
tion des systèmes 81/2, aux systèmes ouverts. En e�et :� Une expression ouverte représente un DFG ave
 des entrées non 
onne
tées (i.e. des n÷uds pendants),qu'on peut utiliser pour la 
onne
tion ave
 d'autres expressions ouvertes.� L'opération de 
réation d'un système { . . . } permet de 
onstruire un DFG arbitraire ou une expressionouverte.� L'opérateur de 
on
aténation permet l'union des DFG arguments et la 
onne
tion des entrées ave
 lessorties 
orrespondantes en se basant sur une l'égalité des identi�
ateurs de même nom.� L'opération de séle
tion permet l'extra
tion d'un sous-graphe dans un graphe donné (le sous-graphequi 
al
ule une sortie donnée).On appelle amalgame les expressions obtenues 
ombinant des expressions ouvertes ave
 
es opérateurs.VIII.4 Les amalgamesDans 
ette se
tion, nous allons pré
iser le 
on
ept d'amalgame. La dé�nition formelle des amalgames sefera dans le 
hapitre X. Les amalgames sont les expressions qu'on peut 
onstruire en 
ombinant des termesde base (les entiers et les identi�
ateurs par exemples) ave
 les trois opérateurs :1. l'opérateur n-aire d'amalgamation � {. . . , . . . } �,2. l'opérateur binaire de 
on
aténation � # �,3. l'opérateur binaire de séle
tion � � �.VIII.4.1 Les systèmesLes termes qui sont obtenus par une opération d'amalgamation sont appelés systèmes. Un système repré-sente un ensemble de dé�nitions. Une dé�nition est un 
ouple :
identificateur = expressionPar exemple, l'expression suivante spé
i�e un système qui regroupe deux dé�nitions
{a = 1, b = 2 + 3}On suppose que toutes les parties gau
hes des dé�nitions d'un système sont di�érentes. Par exemple, oninterdit {a = 1, a = 2}. La partie droite d'une dé�nition est une expression quel
onque. Par exemple, onpeut imbriquer les systèmes :
{a = 1, b = {a = 2, c = 3}}On remarquera que le système englobé redé�nit l'identi�
ateur a : 
e n'est pas en 
ontradi
tion ave
 la règlepré
édente 
ar les systèmes sont di�érents.Nous utilisons le terme de référen
e pour désigner un identi�
ateur qui apparaît dans une expressionen partie droite d'une dé�nition. Ces référen
es peuvent être liées ou libres suivant qu'elles réfèrent à unedé�nition d'un système ou non. Un système 
onstitue une � région de visibilité � pour ses dé�nitions et nousallons détailler les parti
ularités du mé
anisme de liaison.VIII.4.2 La liaison des référen
esLe mé
anisme de liaison est le mé
anisme qui permet d'asso
ier une expression à une référen
e id. Cetteexpression est l'expression e en partie droite d'une dé�nition id = e. Par exemple :
{a = b, b = 2} (1)dé�nit un système 
ontenant deux dé�nitions ; l'identi�
ateur b en partie droite de la première dé�nitionréfère la se
onde dé�nition. Par sou
i de 
larté, on a indiqué par des �è
hes les dé�nitions qui sont référées.
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e quand à la liaison. On aurait par exemple la mêmeliaison si on avait inversé les dé�nitions de l'exemple pré
édent :
{b = 2, a = b} (2)et on peut même avoir des référen
es mutuellement ré
ursives :
{x = y, y = x} (3)Les dé�nitions d'un système ne sont pas visibles en dehors du système. Par exemple dans :
{a = x, b = {x = 1, y = 2}}la référen
e x en partie droite de la dé�nition de a ne peut pas se lier ave
 la dé�nition de x qui apparaîtdans le système en partie gau
he de b. Un système 
onstitue une unité de visibilité. Le s
ope d'une dé�nitionest le sous-ensemble de l'arbre syntaxique dans lequel une référen
e peut se lier à 
ette dé�nition. Les règlesde visibilité sont les règles usuelles qui suivent la stru
ture en blo
 de l'imbri
ation des systèmes.L'imbri
ation des système permet les redé�nitions. Il se pose alors le problème de l'a

ès aux di�érentesdé�nitions d'un même identi�
ateur. Le traitement 
lassique de la redé�nition des identi�
ateurs 
onsiste àmasquer toutes les dé�nitions pré
édentes et de ne permettre l'a

ès qu'à la dernière dé�nition (par exemple,dans les langages fon
tionnels ou impératifs 
omme Pas
al, la redé�nition masque la dé�nition pré
édente).Mais il est intéressant de pouvoir a

éder à une dé�nition masquée. Par exemple, dans un langage orientéobjet 
omme C++, il est possible de référer à une méthode de la 
lasse mère, même si 
ette méthode a étéredé�nie. C'est pourquoi nous introduisons un opérateur d'é
happement de s
ope : xn est une référen
e quiva 
her
her sa liaison n niveau au-dessus du système dire
tement englobant. Par exemple, dans le terme
{a = 1, b = {a = 2, x = a1}} (4)l'o

urren
e de a en partie droite de la dé�nition de x réfère à la dé�nition a = 1 grâ
e à l'é
happement� 1 �.VIII.4.3 Les référen
es libresUne référen
e qui n'est pas liée à une dé�nition est une référen
e libre. Par exemple dans le système :
{a = x}la référen
e x est libre. De la même manière qu'il est utile de pouvoir � sauter des niveaux � dans une liaison,il est utile de pouvoir � sauter par dessus des dé�nitions �. On utilise don
 aussi l'opérateur d'é
happementpour une référen
e libre. Par exemple dans le système :
{a = {x = 1, y = x1}}la référen
e à x en partie droite de la dé�nition de y n'est pas liée à la dé�nition x = 1 
ar l'opérateurd'é
happement � 1 � spé
i�e qu'il faut 
her
her une liaison 1 niveau au-dessus du s
ope 
ourant.VIII.4.4 Conventions pour la notation des référen
esComme l'é
happement x0 se 
omporte de la même manière que la référen
e x, on peut systématiser lesé
happements et 
onvenir qu'une o

urren
e x dénote par 
ommodité x0. Ainsi, toutes les référen
es sont dela forme idn où id est un identi�
ateur et n un entier.Cette notation ne su�t pas à empê
her 
ertaines ambiguïtés qui apparaissent lorsqu'on manipule lesamalgames. Sans entrer dans les détails, qui seront pré
isés à la se
tion VIII.6, on a besoin de distinguer lesréféren
es liées et les référen
es libres. Pour 
ela, on notera l'é
happement d'une référen
e liée par un indi
e :

idn, et l'é
happement d'une référen
e libre par un exposant : idn.
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f. �gure 6) illustre un exemple d'utilisation de référen
es libres et liées :
{a = 1, b = {a = 2, c = a0, d = a1, e = z0, f = a2}} (5)Au premier niveau de l'expression (5), il apparaît deux dé�nitions a et b. Le système lié à b spé
i�e 
inqdé�nitions, pour les identi�
ateurs a, c, d, e et f . La référen
e a2 de f attend une dé�nition de a dans unenvironnement englobant qui n'existe pas. La référen
e z0, reste libre en étant 
andidate à une liaison futureà partir du niveau 
ourant.

e
a2
niveau 1niveau 0
niveau ≥ 2a1 bd f

Position relativez? a?

Fig. 6 � Un exemple d'a

ès à de multiples redé�nitions d'identi�
ateurs. La représentation graphique
orrespond à l'expression (5). La dé�nition des systèmes peut se représenter sous la forme d'un arbre, où lesn÷uds 
orrespondent à des systèmes (le premier système dé�ni étant la ra
ine), les sous-systèmes dé�nissentdes n÷uds et les dé�nitions terminales des feuilles. Les �è
hes en traits 
ontinus indiquent les liaisons, les�è
hes en traits pointillés représentent les systèmes traversés par les référen
es pendantes, les boîtes en traitsininterrompus représentent des dé�nitions de systèmes, les boites en pointillés représentent les in
lusions desystèmes.Les notations idn et idn sont une � généralisation � de la notation de de Bruijn [dB72℄ dé�nie pourrésoudre les problèmes d'α-
onversion du λ-
al
ul. Dans son utilisation 
onventionnelle, la notation est utiliséepour éviter la 
apture de variables en supprimant les noms et en ne laissant que les indi
es qui réfèrent auniveau d'abstra
tion (le nombre de λ traversés) d'une variable dé�nie. Dans les amalgames, on utilise en plusles noms qui permettent de réferer à un identi�
ateur se trouvant à une pla
e pré
ise d'une expression (ontrouvera des 
onstru
tions similaires pour le λ-
al
ul dans [BF82, Dam94
, LF96℄).Évidement, 
ette notation peut sembler 
ontraignante pour le programmeur, de la même manière quel'utilisation de la notation de de Bruijn est 
ontraignante en λ-
al
ul. Aussi, pour alléger les é
ritures, ondé�nit du su
re syntaxique qui permet au programmeur d'é
rire à la pla
e d'une référen
e 
orre
te :1. un identi�
ateur id. Dans 
e 
as, 
et identi�
ateur est impli
itement 
onverti en une référen
e liée
idp si la plus pro
he dé�nition visible de id se trouve dans le pe niveau englobant. S'il n'y a pas dedé�nitions visible de id, 
et identi�
ateur est impli
itement 
onverti en une référen
e libre id0.2. une référen
e libre idn. Dans 
e 
as, 
ette référen
e libre reste libre s'il n'y a pas de dé�nition visible de
id dans les s
opes englobant de niveau supérieur ou égal à n. Sinon, la référen
e libre est 
onvertie enune référen
e liée idp ave
 p ≥ n, p étant le plus petit niveau supérieur à n qui 
ontient une dé�nitionde id.3. une référen
e liée idn. Dans 
e 
as, une dé�nition de id doit apparaître dans le ne s
ope englobant.Par exemple, l'expression :
{a = 1, b = a, c = d}se traduit impli
itement en :
{a = 1, b = a0, c = d0}
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ar il existe une dé�nition de a mais au
une dé�nition pour d. Dans la suite, tous les termes que nous é
rivonssont soumis à 
es 
onventions.VIII.4.5 La 
on
aténation et la séle
tionOn peut 
ombiner des expressions par 
on
aténation ou bien par séle
tion. Nous verrons 
i-dessous lasémantique des 
es opérateurs. Pour le moment nous voulons juste pré
iser deux points.Les arguments d'une 
on
aténation ou bien d'une séle
tion sont a priori quel
onque. Par exemple, onpeut avoir {a = x# y, b = x � (1 +u), x = {u = 1, v = 2}, y = z0}. Par ailleurs, le premier argument d'uneséle
tion 
onstitue un s
ope pour le se
ond argument. Par exemple,
{a = 1, b = {a = 2} � (a1 + a0)}(notez les indi
es né
essaires à exprimer les liaisons dé
rites par les �è
hes).VIII.4.6 Évaluation des amalgamesNous avons dé�ni les termes d'un langage que nous appelons amalgames. Certains de 
es termes sontatomiques et 
orrespondent à des 
onstantes (par exemple, l'expression {a = 1, b = 2}). Par 
ontre, unterme 
omme {a = 1}# {b = 2} n'est pas un terme atomique 
ar il peut se réduire (on utilise aussi le termeévaluer) en {a = 1, b = 2}. Nous disons que {a = 1, b = 2} est la valeur de {a = 1}# {b = 2} (la situationest analogue au langage des expressions arithmétiques : si 1 est une 
onstante, le terme 1 + 2 peut se réduireen la 
onstante 3 qui est la valeur de 1 + 2).Le pro
essus de rédu
tion d'un amalgame est formalisé dans le 
hapitre X. Informellement, le 
al
ul dela valeur d'un amalgame implique trois pro
essus :1. Les référen
es liées dans une expression sont rempla
ées par leurs dé�nition. Par exemple, l'expression
{a = 1, b = a0} se réduit en la 
onstante {a = 1, b = 1}.2. La 
on
aténation de deux systèmes se réduit en un seul système et les liaisons possibles sont e�e
tuées.Par exemple, l'expression {a = 1}# {b = a0} se réduit en {a = 1, b = a0} qui lui même se réduiten la 
onstante {a = 1, b = 1}. On remarquera dans 
et exemple que l'évaluation de deux systèmesa transformé une référen
e libre a0 en une référen
e liée a0 qui a ensuite été réduite par le premierpro
essus.3. L'évaluation d'une opération de séle
tion 
orrespond à l'évaluation de l'expression à droite d'un pointdans un environnement augmenté par les dé�nitions du système en partie gau
he du point. Par exemple,l'expression {a = 1} � a se réduit en 1 et l'expression {a = 1} � {b = a1} se réduit en {b = 1}.Ce pro
essus de rédu
tion pose de nombreux problèmes. En parti
ulier :
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onstants?� quand faut-il lier des référen
es libres?� quelle est la stratégie de liaison à adopter?� quelle est la stratégie d'évaluation, 
'est-à-dire, 
omment 
ombiner les trois pro
essus de rédu
tiondé
rits pré
édemment?Ces problèmes ne sont pas simples et sont illustrés par des exemples dans la se
tion VIII.6 à la �n de 
e
hapitre. Nous avons rejeté 
ette se
tion à la �n de 
e 
hapitre 
ar elle 
onsiste essentiellement en un 
ataloguedes 
on�gurations que l'on peut ren
ontrer lors de l'évaluation des amalgames.VIII.4.7 Quelques exemples de rédu
tionsLa �gure 7 illustre quelques exemples de 
omposition de DFG dans le style fon
tionnel et leurs équivalentsen amalgames. Comme on peut le voir, si l'opération de 
on
aténation réalise toutes les opérations de
omposition, la 
omposition e�e
tivement réalisée dépend de l'identi�
ation des expressions.La �gure 9, à la �n du 
hapitre, illustre une 
onstru
tion plus 
omplexe où un système est 
onstruit
omme le résultat d'un 
al
ul. Si on essaie de représenter 
e DFG, il faut que les valeurs qui transitent sur unar
 soient des systèmes, à savoir des DFG. On a don
 � élargi � les ar
s pour laisser apparaître la stru
turedes valeurs manipulées. L'objet présenté est un graphe de graphes.
ab xy(a) DFG de l'expression
s1 ≡ {x = a, y = b}.

12 ab(b) DFG de l'expres-sion s2 ≡ {a =
1, b = 2}.

u1 v
(
) DFG de l'expression
s3 ≡ {u = 1, v = c}.

x pb3(d) DFG de l'expression
s4 ≡ {p = x, b = 3}.

12 xy(a)(b)
(e) DFG de l'expression s1 ⇒ s2 qui
orrespond à l'expression 81/2 s1 � s2.

ab xyu1 v
(f) DFG de l'expression s1 ⇓ s3qui 
orrespond à l'expression 81/2
s1 # s3.

a xypb3(g) DFG de l'expression s1 # s4. CeDFG ne peut pas s'obtenir 
omme lerésultat d'une seule opération de miseen série, de mise en parallèle ou derebou
lage.Fig. 7 � Exemple de 
omposition de système dans un style fon
tionnel et ave
 les amalgames.
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ussion sur le 
hoix des opérateurs de 
ompositionNous avons 
hoisi seulement deux opérateurs pour 
omposer des amalgames : la 
on
aténation et laséle
tion. Nous avons vu 
i-dessous que 
ela nous permettait néanmoins de faire le même type de 
ombinaisonsque 
elles permises par les trois opérateurs de 
omposition fon
tionnelle que nous avons dé
rits plus haut.Par ailleurs, la 
on
aténation et la séle
tion sont déjà présent dans le langage 81/2 : nous avons justeétendu leur sémantique (et permis les expressions ouvertes).En�n, 
es opérateurs admettent une interprétation simple en terme de mé
anisme de programmation.La 
on
aténation 
orrespond à un mé
anisme d'enri
hissement, 
omme 
elui de l'héritage dans les lan-gages à objets. On remarquera que tous les systèmes peuvent être 
on
aténés. Il n'est pas né
essaire qu'ilssoient d'une forme parti
ulière, à l'inverse des langages orientés objets, pour lesquels seules les 
lasses peuventêtre 
omplétées par héritage et une instan
e de 
lasse ne peut pas être étendue.Dans 81/2 
lassique, l'opérateur de séle
tion est l'opérateur d'a

ès à la valeur d'une dé�nition : il est en
ela semblable à l'a

ès à un item 4dans un enregistrement. A�n d'alléger l'é
riture des expressions 
ompor-tant un grand nombre d'a

ès à un enregistrement, le langage Pas
al introduit une 
onstru
tion qui permetde ne pas spé
i�er à 
haque fois l'enregistrement a

édé : la 
onstru
tion with. Ainsi, l'expression utilisantles items a, b et 
 d'un enregistrement r, que l'on note normalement r.a + r.b + r.
 devient ave
 la
onstru
tion with :with ra+b+
Cette 
onstru
tion, outre la 
on
ision qu'elle apporte, permet le mélange de façon impli
ite des référen
es àun 
hamp et à une variable. En e�et, l'expression r.a + x où x est une variable, peut s'é
rire :with ra+xle 
ompilateur se 
hargeant de retrouver quelles sont les variables qui 
orrespondent à l'a

ès aux items d'unenregistrement et quelles sont les variables qui 
orrespondent à des variables Pas
al � réelles �. Nous avonsdé
idé de reprendre 
e point de vue pour la sémantique de l'opérateur de séle
tion. Ainsi, l'expression :
{a = 1, b = 2} � ((a+ b) + x)
orrespond à :with {a=1, b=2}(a+b) + xet s'évalue en :
({a = 1, b = 2} � a+ {a = 1, b = 2} � b) + x
'est-à-dire en 3 + x. Le terme 3 + x est une valeur qui 
orrespond à une expression ouverte du langage.Une autre analogie peut être faite ave
 la 
onstru
tion let re
 . . . des langages fon
tionnels. Parexemple, l'expression :
{a = 1, b = 2} � (a+ b+ x)
orrespond à l'expression ML :let re
 a = 1 and b = 2 in a+ b+ x(on utilise let re
 plut�t que let 
ar les dé�nitions de a et b pourraient êtres ré
ursives 
omme dans

{a = 1, b = a0 + 1}). Cependant, les dé�nitions dans un let re
 ML, 
ontrairement à un with Pas
al ou àune séle
tion, ne sont pas des objets ML. En e�et, dans l'expression : let re
 ⋄ in ⋆, les dé�nitions ⋄ etl'expression ⋆ ont une nature di�érente (une dé�nition n'est pas une expression) et sont rassemblées par leprogrammeur. Au 
ontraire, dans l'expression ⋄ � ⋆, les dé�nitions du système ⋄ sont de même nature que
⋆ : elles peuvent être 
al
ulées. On a ainsi � internalisé dans le langage �, 
'est-à-dire rendu a

essible etmodi�able par le 
al
ul, la notion d'environnement.4. On parle traditionnellement de � 
hamp � pour désigner les éléments d'un enregistrement. A�n de ne pas introduire de
onfusion ave
 les GBF, nous utiliserons plut�t le terme d'item.
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onstru
tion de DFGLes amalgames permettent de 
onstruire de nouveaux systèmes. Par exemple la rédu
tion du système :
{ s = {a = 1, b = c0},

t = {c = a0, d = a0 + b0},
u = (s# t) � (b+ d) }entraînera la 
onstru
tion d'un nouveau système {a = 1, b = c0, c = a0, d = a0 + b0} 
omme résultat de larédu
tion de s# t et 
e nouveau système sera utilisé 
omme environnement d'évaluation de (b + d).On voit don
 bien que les amalgames permettent de 
onstruire de nouveaux systèmes et des les utiliser.Dans 
ette se
tion nous allons examiner l'apport de la 
onstru
tion dynamique des systèmes à la simulation.Les amalgames sont né
essaires dans un langage de haut-niveau pour la simulation de SD, 
ar ils permettent :� de représenter des espa
es hétérogènes ;� de stru
turer les programmes ;� de 
onstruire dynamiquement des simulations 
omme résultat d'un 
al
ul.En parti
ulier, le dernier point apparaît 
omme absolument né
essaire dans les simulations de morphogénèseou plus généralement pour les simulations dont l'espa
e des états doit être 
al
ulé 
onjointement à l'évolutiondu système.VIII.5.1 Les systèmes 
omme éléments de stru
turationLa stru
turation des programmes de grande taille est devenue une né
essité indis
utable. La modélisationet la simulation de grandes appli
ations implique la dé�nition d'un grande nombre d'équations. Il est souventpréférable que la dé�nition des expressions respe
te la hiérar
hie présente dans le système modélisé, et quel'on puisse réutiliser des expressions déjà existantes.Il existe un besoin important de 
onstru
tions modulaires et in
rémentielle des simulations. Par exemple,on peut noter que la plupart des logi
iels 
ommer
iaux de simulation, mettent en avant leurs nombreusesbibliothèques, avant même leur moteur (SES Workben
h, Extend, Intera
tive Physi
s...). En e�et, les phénomènesà simuler sont de plus en plus 
omplexes à dé
rire, 
e qui né
essite absolument de fa
toriser et de 
apitaliserles développements déjà e�e
tués.Ces besoins de modularité ne trouvent pas de répondant en 81/2. Les systèmes esquissés dans [Gia91a℄ nereprésentent qu'un su
re syntaxique qui ne fournit au
un mé
anisme de paramétrisation des programmes.Nous avons vu lors de l'exemple du wlumf, dans le 
hapitre (
f. se
tion III.1, page 19), que le programmepouvait se stru
turer en séparant la dé�nition de l'environnement de la dé�nition du 
omportement. Mais
ette séparation est purement logique et 
orrespond uniquement à une notion de visibilité des identi�
ateurs.Cela n'est pas su�sant. Reprenons 
et exemple, en le sophistiquant légèrement, pour illustrer le problème.On veut paramétrer le 
omportement du wlumf pour le faire dépendre de son environnement et de sonespè
e. Le programme devient :

env1 = {
cpt = $cpt+ 1 whenClock−2; cpt@0 = 0;
booleannourriture = 0 == (cpt%2);
};

espece1 = {
limginf = 3;
limgsup = 10;
decG = 1;
initG = 6;
};

wlumf = {
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affame = (glucose < espece1 � limginf);
affame@0 = false;
glucose = ifmange

then espece1 � limgsup

elsemax(0, $glucose− espece1 � decG) whenClock;
glucose@0 = espece1 � initG;

mange = $affame && env1 � nourriture;
mange@0 = false;
};Le système env1 dé�nit deux tissus : le tissu entier cpt et le tissu booléen nourriture. Le système espece1dé�nit les tissus 
onstants limginf , limgsup, decG et initG qui paramétrisent les 
omportements d'un wlumfsuivant son � espè
e �. Le système wlumf dé�nit trois tissus : le tissu booléen affame, le tissu entier

glucose et en�n le tissu booléen mange. Le 
omportement d'un wlumf dépend alors de son espè
e, et de sonenvironnement.On aimerait pouvoir simuler l'évolution de plusieurs espè
es de wlumf dans plusieurs environnementsdi�érents. La �gure 8 représente deux tra
és des variables dé
rivant le wlumf dans l'environnement env1 quenous avons pré
édemment dé
rit et un wlumf d'une espè
e espece2 dans l'environnement env2 suivant :
env2 = env1;

espece2 = {
limginf = 3;
limgsup = 7;
decG = 1;
initG = 3;
};La dé�nition de wlumf , pour la deuxième simulation a 
onsisté à 
hanger toutes les o

urren
es de env1 en

env2 et de espece1 en espece2. La dé�nition d'un wlumf fait expli
itement référen
e aux dé�nitions de envet de espece pour trouver les dé�nitions dont il a besoin.Il est possible, grâ
e aux expressions ouvertes, de laisser les identi�
ateurs de wlumf qui doivent êtrerésolus plus tard (
'est-à-dire dans un autre 
ontexte) sous la forme d'identi�
ateurs sans dé�nitions. Deuxproblèmes se posent alors :1. Quel est le statut d'un système qui 
ontient des référen
es libres (
'est-à-dire des identi�
ateurs qui neréfèrent à au
une dé�nition)?2. Par quel mé
anisme pourra-t-on fournir un jour des dé�nitions à 
es identi�
ateurs?À la première question, beau
oup de langages répondent en maintenant une distin
tion très forte entre lesentités représentant des 
al
uls, ou des données, qui doivent être 
omplétés, et les valeurs � ordinaires �manipulées par le langage. Par exemple, le langage C++ maintient une distin
tion entre les notions de 
lasse,et d'instan
e d'une 
lasse. Un pa
kage paramétré en Ada n'est pas une valeur 
omme une autre (par exemple,l'instan
iation d'un pa
kage paramétré doit donner un pa
kage non paramétré : on ne peut pas utiliser lespa
kages ∀α.List(α) et ∀α.Stack(α) pour 
réer un pa
kage ∀α.List(Stack(α))). Même dans un langagefon
tionnel 
omme SML, le langage de manipulation des modules est 
lairement séparé du noyau du langagefon
tionnel [HMM90, Apo94℄ (il n'est pas en
ore possible, par exemple, de dé�nir une fon
tion ré
ursivedistribuée sur plusieurs modules, même si des solutions 
ommen
ent à apparaître [DS96℄).Ave
 les amalgames, nous avons dé
idé au 
ontraire de donner le statut de valeur de première 
lasse auxsystèmes ouverts.La se
onde question pose le problème de la � fermeture � d'une expression ouverte, 
'est-à-dire desmé
anismes permettant de fournir une dé�nition à 
haque référen
e libre. Nous avons esquissé une propositiondans la se
tion pré
édente : les opérateurs � et # . L'utilisation de # est évidente pour 
ompléter et enri
hirdes programmes, et l'opérateur � permet de paramétrer les programmes.
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 les amalgames, il devient très simple de stru
turer et de paramétrer la simulation du 
omportementd'un wlumf. Par exemple, si on avait pré
édemment é
rit :
wlumf = {
affame = (glucose < limginf);
affame@0 = false;
. . . = . . . }

wlumf serait alors un système ouvert que l'on peut 
ompléter en env1 � (espece2 � wlumf) ou bien en
env2 � (espece2 � wlumf), et
.

0

2

4

6

8

10

12

14

0 20 40 60 80 100 120 140 160

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé

Je mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé

(a) 1er environnement et 1re espè
e 0

2

4

6

8

10

12

14

0 20 40 60 80 100 120 140 160

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé

Je mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé

(b) 2e environnement et 2e espè
eFig. 8 � Comportement d'un système dynamique hybride. Évaluation du 
omportement du � wlumf � dedeux espè
es di�érentes.Le mé
anisme que nous avons mis en ÷uvre 
i-dessus grâ
e aux amalgames, est un mé
anisme de pa-ramétrisation de programme. Nous développons intégralement à la page 169 un exemple 
orrespondant àun autre type de stru
turation : le paradigme objet. La mise en ÷uvre à travers les amalgames fait alorsintervenir l'opérateur de 
on
aténation.VIII.5.2 Constru
tion in
rémentielle de programmes et simulation de SDUn résultat informatique est 
lassiquement le résultat de deux phases distin
tes :1. une phase de dé�nition du problème et sa résolution sous la forme d'un programme ;2. une phase d'obtention des résultats à travers l'exé
ution du programme pré
édemment dé�ni.Les mé
anismes de liaisons que nous avons introduit (opérateurs � et # ) permettent la 
onstru
tion dyna-mique d'un programme 
omme résultat de l'exé
ution d'un programme. On obtient don
 un entrela
ementdes deux phases 
i-dessus. Les deux exemples suivants illustrent 
ette possibilité et son intérêt.Certaines méthodes adaptatives de résolutions numériques d'une équation aux dérivées partielles adaptentau 
ours du 
al
ul la dis
rétisation de l'espa
e modélisé. Par exemple, dans un problème de dynamique des�uides, on prend un maillage plus lâ
he dans les régions où l'é
oulement est laminaire et on resserre lemaillage dans les domaines où l'é
oulement a un régime turbulent. Le 
al
ul est don
 
onstitué de deuxphases qui s'entrela
ent, la phase de 
al
ul du maillage, et une phase de 
al
ul sur le maillage. Cette dernièrephase a une stru
ture qui dépend 
omplètement du maillage. Certaines méthodes avan
ées génèrent un 
odespé
i�que à partir du maillage.Notre deuxième exemple de programme de simulation dynamiquement 
al
ulé 
onsiste à modéliser une� séle
tion darwinienne � sur un ensemble de wlumfs. Nous avons montré dans la se
tion pré
édente qu'un



100 CHAPITRE VIII. REPRÉSENTATION DES ESPACES HÉTÉROGÈNESwlumf pouvait être 
al
ulé 
omme le résultat de la 
omplétion d'un wlumf prototypique wlumf , qui est unsystème ouvert, par une espè
e :
creature = espece � wlumfCette équation peut parfaitement être étendue à une population de 100 wlumfs, par la dé�nition de l'expres-sion :
creature[100] = espece � wlumf
e qui dé�nit une 
olle
tion de 100 éléments, 
haque élément de la 
olle
tion étant la réplique d'un wlumf.Nous supposons à présent que la paramétrisation d'un wlumf, dé
rit par le système espece, est obtenuepar la 
on
aténation de deux demi-paramétrisations :
espece = $haplo1 #$haplo2 # {CHRX = $haplo1, CHRY = $haplo2}où haplo représente le nom du demi matériel génétique que 
haque animal reçoit d'un de ses deux parents.Le système 
ontenant les équations CHRX et CHRY que l'on 
on
atène à espece a simplement pour butde permettre de retrouver les haplotypes 
orrespondant à une espè
e donnée, grâ
e aux expressions espece �

CHRX et espece � CHRY .La simulation du 
omportement d'un wlumf 
onsiste à faire évoluer 
ette 
réature dans son environne-ment. À 
haque wlumf est asso
ié une quantité qui 
orrespond à ses � performan
es � dans l'environnement.Cette note est déterminée par le wlumf lui-même (on rajoute une équation performance = . . . dans lades
ription du wlumf) :
evaluation = (env � creature) � performanceIl est possible de trier les evaluation obtenues et de ne retenir que les 10 meilleures performan
es (on supposeque l'on dispose d'une fon
tion sort() qui retourne la permutation réalisant le tri de son ve
teur argument) :
tri = sort(evaluation)
meilleurs = creature(tri : [10])Les dix meilleurs haplotypes mâles et les dix meilleurs haplotypes femelles sont alors répliqués de manière àengendre les 100 nouvelles espè
es de wlumf pour la génération suivante :
haplo1 = (meilleurs � CHRX) : [100]
haplo2 = (meilleurs � CHRY ) : [100]On peut évidemment introduire du bruit, faire varier les appariements entre haplotypes, 
onsidérer desenvironnements variés, et
.Cet exemple 5 
orrespond à la 
réation totalement dynamique d'un DFG. En e�et, on ne 
onnaît pas lesystème espece qui viendra 
ompléter wlumf pour en faire une creature, 
e système étant le résultat d'un
al
ul 
omplexe.VIII.5.3 La 
omposition de programmes 
omme paradigme de programmationNous venons de voir que les amalgames permettent un s
héma de 
omposition de programmes par 
om-plétion des expressions ouvertes à travers leurs référen
es libres. L'opération de 
on
aténation des amalgamespermet de fournir des dé�nitions manquantes et la séle
tion permet une restri
tion des dé�nitions. Lors de
es deux opérations de 
on
aténation et de séle
tion, une opération de liaison est né
essaire. Cette liaison,fondée sur des identi�
ateurs permet une résolution à l'exé
ution des référen
es libres.La liaison dynamique des référen
es est un mé
anisme de programmation fondamental, 
omme le montreles deux exemples suivants : la liaison dynamique de programmes et la programmation distribuée in
rémen-tielle.5. Cet exemple à été 
hoisi en raison de sa nature dida
tique et non pas pour sa plausibilité biologique.



VIII.5. SIMULATION ET CONSTRUCTION DE DFG 101VIII.5.3.1 La liaison dynamique de programmeLes langages de programmation 
ompilés 
lassiques reposent sur une stratégie de 
ompilation qui for
eà dé�nir, avant la 
ompilation �nale d'un programme, l'ensemble des routines qui seront in
orporées dansle programme. Par exemple, il est né
essaire de fournir au moment de la 
ompilation d'un programmeC l'ensemble des librairies qu'il utilise a�n de pouvoir générer une unité autonome statique. En fait, 
en'est pas tout à fait vrai. Bien qu'il soit toujours né
essaire, de fournir au moment de la 
ompilation leslibrairies utilisées, l'opération �nale d'édition de liens n'in
lut pas toujours les dé�nitions des fon
tions, dansle 
ode exé
utable. Un mé
anisme d'édition dynamique de liens permet de fa
toriser l'utilisation de 
ertaineslibrairies ; seules des référen
es vers 
es librairies sont générées dans le 
ode exé
utable, et 
es librairies serontalors automatiquement 
hargées en mémoire si né
essaire par le loader de l'exé
utable [HO91, KR93, Car97℄.Cette opération de liaison dynamique des librairies, permet une 
ertaine évolution des programmes, aprèsleur é
riture.Par exemple, le rempla
ement de la librairie X11 qui dé�nit les � widgets athena � (la librairie libXaw) parune librairie équivalente dé�nissant les mêmes widgets en � 3D � (la librairie libXaw3d) permet d'exé
uterles programmes, qui faisaient appel à 
ette première librairie, mais ave
 une dé�nition di�érente des widgets.L'utilisation des référen
es libres, permet la dé�nition similaire d'expressions �exibles, dont les dé�nitionspeuvent être 
hangées au gré des évolutions et des 
ontextes d'évaluation. Évidemment, il serait utile defournir un système de typage, qui assure la 
ompatibilité entre les di�érentes versions. Bien qu'un systèmede types soit toujours intéressant, on remarquera que dans le 
as de l'édition de liens dynamique, au
unsystème de types n'intervient ; si au 
hargement de l'appli
ation, une erreur apparaît (
omme l'absen
e dela librairie), 
elle-
i 
onduit à une sortie violente du programme par � 
ore dump �.VIII.5.3.2 La programmation distribuée in
rémentielleNous avons ré
emment assisté à l'émergen
e d'une nouvelle 
lasse d'appli
ation : les appli
ations distri-buées, dont les 
omposants ne se trouvent pas né
essairement sur la ma
hine qui a lan
é le programme.Un exemple paradigmatique est donné par la notion d'� applet � introduite par les navigateurs [Rou96,Sun95a, Sun95b, Mee96℄. Un applet est une portion de 
ode qui est 
hargée dynamiquement, à la demande,lors de l'a
quisition de données faisant référen
e à 
et applet. Le 
hargement dynamique permet l'ajoutde fon
tionnalités, la modi�
ation du 
omportement d'un navigateur... Cette 
apa
ité des environnementset des langages à évoluer dynamiquement, permet d'améliorer l'expressivité : on peut toujours disposer desdernières versions des librairies qui existent et étendre les servi
es o�erts. Une implémentation naïve dumé
anisme de transfert des applets serait de transférer l'ensemble du 
ode du lieu d'où provient le do
umenty faisant référen
e. Cependant, dans un réseau aussi di�us qu'est l'Internet, 
ela serait immanquablementsynonyme d'ine�
a
ité. Il est très largement préférable et plus �exible de rapatrier les seules � originalités 6 �de l'applet 
onsidéré, et d'utiliser les applets lo
aux ou de ré
upérer sur des sites pro
hes de l'h�te les appletsmanquants, pour les référen
es manquantes.Ce mé
anisme trouve une tradu
tion immédiate ave
 les amalgames. Un applet est modélisé sous laforme d'un terme ouvert. Seules les 
ontributions originales sont in
orporées sous la forme d'équations, lesfragments de 
ode a

essibles sur d'autres ma
hines étant dé�nis sous la forme de référen
es libres. Une foisl'expression ouverte ré
upérée (par une quel
onque opération de 
ommuni
ation, par l'utilisation de so
ketpar exemple), il su�t de la 
ompléter en fournissant divers environnements à l'expression, jusqu'à 
e que
elle-
i ne 
omporte plus de référen
es libres.Par exemple, un algorithme original de tri est di�usé sous la forme d'un système 81/2 de nom tri. Lesystème tri utilise trois référen
es libres : une référen
e pour permettre à l'utilisateur de fournir les éléments àtrier (une 
olle
tion par exemple), une référen
e pour que l'utilisateur fournisse une fon
tion de 
omparaisonde deux éléments et en�n une fon
tion de ha
hage. Cette fon
tion de ha
hage est la seule fon
tion quimanque à l'utilisateur pour pouvoir utiliser l'applet. Si l'utilisateur sait que la fon
tion est disponible sur lesite lri.fr par exemple, il lui su�t d'é
rire l'expression (en supposant que la fon
tion de tri se trouve sur6. On peut dé�nir 
omme partie � originale � d'un applet la portion de 
ode qui n'existait pas auparavant et qui 
onsiste enla véritable 
ontribution du programmeur de l'applet.



102 CHAPITRE VIII. REPRÉSENTATION DES ESPACES HÉTÉROGÈNESle site evry.fr, et que l'appel d'un applet a sur une ma
hine m s'e�e
tue par a@@m) :
r = (lri.fr � ({data = {1, 3, 4, 5, 2}, cmp(x, y) = LriHashFct}︸ ︷︷ ︸

A

� tri@@evry.fr)) � resultLa fon
tion de tri est expli
itement référen
ée par l'expression tri@@evry.fr. Les dé�nitions manquantesde la fon
tion de tri sont prises sur la ma
hine lri.fr par une opération de séle
tion : on ne fournit au
unefon
tion en parti
ulier pour spé
i�er que toutes les fon
tions dé�nies par lri.fr sont a

essibles et utilisables.En�n, on évalue l'expression A dans l'expression où la fon
tion de tri est dé�nie en fournissant une équation
data = { . . . } (qui est une référen
e libre de la fon
tion de tri), ainsi qu'une fon
tion de 
omparaison dedeux éléments (qui est supposés être dé�nie dans lri.fr). Le résultat du tri étant dé�ni par result, il su�td'e�e
tuer une séle
tion ave
 
et argument.VIII.6 Un aperçu des problèmes posés par l'évaluation des amal-gamesLe pro
essus de rédu
tion d'un amalgame, bien qu'impliquant peu d'opérateurs, présente 
ertaines dif-�
ultés : le règles de rédu
tion doivent être soigneusement 
onçues a�n d'éviter des rédu
tions indésirables.Aussi, nous dé
rivons dans 
ette se
tion plusieurs phénomènes qui se passent lors de la rédu
tion d'unamalgame.VIII.6.1 Création de s
opes et référen
esNous dé
rivons les problèmes qui surgissent lors de l'utilisation de la séle
tion et de la 
on
aténation.VIII.6.1.1 Création d'un s
ope ave
 l'opérateur de séle
tion.Nous avons vu que l'évaluation d'une opération de séle
tion 
orrespondait à l'évaluation de l'opérandedroit dans l'environnement dé�ni par l'opérande gau
he. Mais les opérateurs expli
ites d'é
happement des
ope doivent permettre à une référen
e de référer une dé�nition qui se trouve hors de l'environnement dé�nipar l'opérande gau
he. Par exemple, dans l'expression :

{ a = 1︸ ︷︷ ︸
A

, b = {a = 2}︸ ︷︷ ︸
B

� {a = 3, u = a, v = a,w = a}︸ ︷︷ ︸
C

}on aimerait, dans l'expression C pouvoir référer aussi bien la dé�nition de a dans l'expression A, que dansl'expression B ou C. C'est pourquoi nous avons 
onsidéré qu'une opération de séle
tion 
rée un s
ope.L'expression que nous venons de dé�nir, dont les dé�nitions u, v et w font référen
e respe
tivement à lapremière, la se
onde et la troisième dé�nition de a s'é
rit :
{a = 1, b = {a = 2} � {a = 3, u = a2, v = a1, w = a0}}et s'interprète 
omme :
{a = 1, b = {a = 2} � {a = 3, u = a2, v = a1, w = a0}}VIII.6.1.2 Référen
e dans une opération de 
on
aténationUn problème similaire à 
elui 
orrespondant à la séle
tion apparaît lors de la 
on
aténation. Il n'y a
ependant pas de 
réation de s
ope. Lors d'une 
on
aténation de deux expressions, il est possible d'adopterdeux stratégie de résolution de la 
on
aténation. Soit l'expression :
{ a = 2︸ ︷︷ ︸

A

, b = {c = a}︸ ︷︷ ︸
B

# {a = 1}︸ ︷︷ ︸
C

}
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hoisir un mé
anisme de liaison des référen
es qui soit lexi
al ou tardif. Une liaison lexi
ale desréféren
es 
onduit à lier le de�niens a de B ave
 le de�niendum a de A sans attendre la rédu
tion de la
on
aténation. En e�et, la dé�nition étant présente, la liaison s'e�e
tue et l'évaluation de l'expression est :
{a = 2, b = {c = a1}# {a = 1}} ⇒ {a = 2, b = {c = 2, a = 1}}Une liaison tardive des référen
es né
essite de résoudre la 
on
aténation avant de lier la référen
e a de B.Par 
onséquent, l'expression s'évaluerait en :
{a = 2, b = {c = a0}# {a = 1}} ⇒ {a = 2, b = {c = 1, a = 1}}Nous adoptons le mode lexi
al de liaison des référen
es.VIII.6.2 Évaluation dans un terme faisant intervenir l'opérateur de 
on
aténa-tion ou de séle
tionLes expressions utilisant les opérateurs de 
on
aténation et de séle
tion posent le problème de l'évaluationdes opérandes de 
es opérateurs. En e�et, dans une expression de la forme e# e′ ou e � e′, quelle est la stratégied'évaluation à adopter pour l'évaluation de e et e′ ? Il est né
essaire de tenir 
ompte que, pour se réduire :� dans le 
as d'une 
on
aténation, e et e′ soient des systèmes,� dans le 
as d'une séle
tion, e soit un système.Les systèmes, ainsi que l'opérateur de séle
tion, dé�nissant des s
opes, et les opérateurs de référen
e per-mettant d'é
happer du s
ope de dé�nition, il apparaît les notions de lo
alité (le s
ope de dé�nition d'uneexpression) et de globalité (les s
opes éventuellement dé�nis par un opérateur). Deux stratégies d'évaluationsdes sous-expressions d'une expression sont alors possibles :1. évaluer une sous-expression 
omplètement dans son environnement de dé�nition puis 
ompléter par lesdé�nitions apportées par un opérateur : 
'est la stratégie global puis lo
al,2. évaluer lo
alement, puis globalement.Par exemple, l'expression suivante :
E ≡ {a = 1, b = {c = a}, d = {a = 2}, e = b# d} (6)aura un résultat di�érent si on évalue l'expression liée à b dans l'environnement où a a pour valeur 1, avantde 
al
uler e (stratégie lo
ale, puis globale), et dans 
e 
as la valeur de l'expression est :
E → {a = 1, b = {c = a1}, d = {a = 2}, e = b# d}

→ {a = 1, b = {c = 1}, d = {a = 2}, e = b# d}
→ {a = 1, b = {c = 1}, d = {a = 2}, e = {c = 1}# {a = 2}}
→ {a = 1, b = {c = 1}, d = {a = 2}, e = {c = 1, a = 2}}

(7)ou bien si on privilégie pour le système la dé�nition venant de d (stratégie globale, puis lo
ale), et où lerésultat serait :
E → {a = 1, b = {c = a}, d = {a = 2}, e = {c = a}# {a = 2}}

→ {a = 1, b = {c = a1}, d = {a = 2}, e = {c = 2, a = 2}}
→ {a = 1, b = {c = 1}, d = {a = 2}, e = {c = 2, a = 2}}

(8)La stratégie adoptée 
onsiste à réduire autant que possible une expression dans son environnement dedé�nition. Le résultat est une expression (possiblement) in
omplète qui sera utilisée ailleurs et éventuellement
omplétée. Mais la 
omplétion ne porte que sur 
e qui était manquant dans l'environnement de départ (lesréféren
es libres).Dans l'exemple (6) pré
édent, l'environnement de dé�nition fournit a à b, et en 
onséquen
e, l'environne-ment d'utilisation ne doit pas fournir sa propre dé�nition pour a quand il utilise b. On 
hoisit 
omme stratégied'évaluation une stratégie lo
ale, puis globale (soit le pro
essus de rédu
tion détaillé en (7)), 
'est-à-dire, lesexpressions sont évaluées dans leur environnement de dé�nition jusqu'à 
e que l'expression ne puisse plusêtre évaluée, avant d'être propagée aux référen
es.



104 CHAPITRE VIII. REPRÉSENTATION DES ESPACES HÉTÉROGÈNESVIII.6.3 Les problèmes de liaisonsLes amalgames permettent la dé�nition d'expressions ouvertes 
ontenant des référen
es libres. La pré-sen
e de telle référen
es dans l'évaluation d'expressions et la présen
e dans des sous-expressions de référen
esliées, mais qui n'ont pas en
ore été substituées à leur dé�nition, va induire un 
ertain nombre de problèmespour 
onserver une liaison 
orre
te des expressions. Nous détaillons les problèmes qui 
on
ernent plus parti-
ulièrement les liaisons.VIII.6.3.1 La substitution de référen
es liéesUne expression peut référen
er une dé�nition 
ontenant une sous-expression impliquant une référen
e liée
omme par exemple dans l'expression suivante :
{y = 2, x = y0, a = {b = x1, y = 1}}où la dé�nition de x implique la référen
e liée y ayant pour valeur 2. L'évaluation de 
ette expression vaamener la substitution de la référen
e liée x1 de b à sa dé�nition. Cependant, il n'est pas 
orre
t d'e�e
-tuer la seule substitution littérale, 
'est-à-dire sans modi�er le terme. En e�et, l'expression suivante (aprèssubstitution littérale) :
{y = 2, x = y0, a = {b = y0, y = 1}}n'est pas 
orre
te : les référen
es liées, après substitution, doivent toujours être liées à leur dé�nition initiale.La substitution 
orre
te est bien sûr :
{y = 2, x = y0, a = {b = y1, y = 1}}a�n d'avoir pour résultat {y = 2, x = 2, a = {b = 2, y = 1}}. Nous appelons lifting 
ette opération quiin
rémente l'indi
e de liaison d'une référen
e liée. Il est important de remarquer que les expressions, oùapparaissent des référen
es liées à des sous-expressions, ne doivent pas être liftées. Dans l'expression :
{x = {g = {e = a1}, a = 2}, y = {a = 9, e = x}}lors de la substitution du de�niens de x, la référen
e liée a1 ne doit pas être liftée en a2 
ar 
elle-
i est liée àla sous-expression de x où a a pour valeur 2. Le lifting de l'expression amènerait une liaison in
orre
te ave
la dé�nition a = 9, 
e qui est évidemment erroné (i
i, le lifting erroné 
onduirait toujours à une expressionoù les référen
es liées sont liées à une dé�nition, 
ar a est dé�ni dans y, 
e qui est un pur hasard). La valeurvoulue de l'expression est :
{x = {g = {e = a1}, a = 2}, y = {a = 9, e = {g = {e = a1}, a = 2}}}Pour 
e qui 
on
erne les référen
es libres, nous dé
idons de ne pas lifter les indi
es lors de la substitution.Par exemple, l'expression :
{a = x1, b = {x = 1, c = {x = 2, y = a2}}}va se réduire en :
{a = x1, b = {x = 1, c = {x = 2, y = x1}}}
ar la référen
e libre à x est inje
tée dans l'expression y, où une dé�nition de x existe. La référen
e devientune référen
e liée à 
ette dé�nition. L'expression se réduit ensuite en :
{a = x1, b = {x = 1, c = {x = 2, y = 1}}}alors que le lifting de la référen
e libre inje
tée aurait 
onduit à l'expression :
{a = x1, b = {x = 1, c = {x = 2, y = x3}}}qui n'aurait pu se réduire plus. Cette stratégie qui ne lifte pas les référen
es libres dans une substitution,est absolument né
essaire si l'on désire implémenter un mé
anisme de 
apture de dé�nition dans un nouveaus
ope. Dans l'exemple pré
édent, la référen
e x1 
apture la dé�nition x = 1 dans le premier s
ope englobantle terme où elle est inje
tée par substitution. Cette stratégie est di�érente de la stratégie de Dami (
f.se
tion IX.3.3.1, page 116), qui lifte les référen
es libres. En e�et, dans 
ette dernière appro
he, la liaison deréféren
es libres ne se fait pas par 
apture mais à l'aide d'une forme dédiée d'appli
ation.



VIII.6. UN APERÇU DES PROBLÈMES POSÉS PAR L'ÉVALUATION DES AMALGAMES 105VIII.6.3.2 Liaisons dans un terme substitué à une référen
e libreNous avons vu pré
édemment que les référen
es permettaient d'atteindre une expression qui se situaiten dehors de leurs s
opes. Nous avons aussi vu que l'évaluation de la séle
tion né
essitait d'avoir 
ommeopérande gau
he un système. Néanmoins, il se peut que l'évaluation d'une séle
tion 
onduise à substituer àune référen
e son de�niens 
omme dans l'expression suivante :
{a = x0, b = {x = 1} � (y0

� a2)}La substitution de la référen
e liée a2 par sa dé�nition est souhaitable 
ar 
e n'est pas la référen
e libre y0 nile système {x = 1} qui peuvent in�uen
er la référen
e liée. En e�et, 
elle-
i est liée � par delà � l'expressionde séle
tion. Il n'est 
ependant pas possible de lier la dé�nition substituée x0 en x1 en utilisant la dé�nitiondu système. En e�et, dans l'expression :
{a = x0, b = {x = 1} � (y0

� x0)}il se peut que la référen
e libre y0, lors de sa future liaison, dé�nisse une valeur pour x, 
apturant ainsila référen
e libre. Par 
ontre, dans l'exemple suivant (qui est une modi�
ation du pré
édent exemple où laréféren
e libre y0 est rempla
ée par un système quel
onque ne dé�nissant pas de x) :
{a = x0, b = {x = 1} � ({ . . . } � x0)}alors la référen
e libre x0 peut être liée en x1 
ar nous sommes assurés qu'au
une autre dé�nition de x nepeut survenir pour 
apturer x0. Il apparaît que les liaisons qui doivent survenir au moment d'une substitutiond'une référen
e par son de�niens, en parti
ulier dans une opération de séle
tion, sont di�érentes selon queles termes né
essaires sont ou non présents.VIII.6.3.3 Liaisons dans un terme substitué à une référen
e liéeUn problème similaire à 
elui que nous venons d'évoquer survient quand une référen
e liée se trouveimpliquée dans une séle
tion. Suivant le moment où la substitution de la référen
e liée par sa dé�nition alieu, des résultats di�érents peuvent être obtenus, pour une même expression. Par exemple, dans l'expressionsuivante :
{pb = x0 � {c = 1} � a0

� b0, x = {u = {} � v1, v = w0, w = 1, a = {b = c0}}}on peut dé
ider de 
ontra
ter la sous-expression (x0 � {c = 1}) � (a0
� b0) avant d'avoir propagé le de�niensde la référen
e liée x0. Si on e�e
tue l'évaluation de la séle
tion {c = 1} � (a0

� c0), on obtient l'expression :
x0 � (a0

� c0)Cette évaluation est lo
alement 
orre
te 
ar on est sûr qu'au
une dé�nition pour les référen
es libres a0 et
c0 ne peut advenir, 
ar l'expression à gau
he du point, le système {c = 1}, ne fournira pas de dé�nitions.Cette simpli�
ation a 
ependant eu lieu trop t�t : la référen
e liée x0 n'a pas été substituée par le de�niensde sa référen
e alors que le de�niens allait justement apporter une dé�nition pour a. Il est don
 né
essaire deretarder l'évaluation a�n d'obtenir les propagations 
orre
tes des de�niens aux référen
es liées pour obtenirle résultat souhaité, qui est dans 
e 
as l'expression :

{pb = 1, x = {u = 1, v = 1, w = 1, a = {b = c0}}}VIII.6.3.4 Liaisons induites par une substitutionNous venons de voir que la substitution d'une référen
e à sa dé�nition pouvait né
essiter la liaisonde l'expression substituée. Il se peut aussi que la substitution d'une référen
e 
onduise à la liaison d'uneexpression en dehors de l'expression substituée. Par exemple, dans l'expression :
{a = {x = 1}, b = { . . . } � (a1 � x0)}



106 CHAPITRE VIII. REPRÉSENTATION DES ESPACES HÉTÉROGÈNESlors de la substitution de a1 par sa dé�nition, il sera né
essaire de transformer la référen
e libre x0 enréféren
e liée x0 
ar la substitution fournit une dé�nition de x a

essible pour la référen
e libre.Le même phénomène se produit lors de l'évaluation de deux systèmes. Par exemple, dans l'expression :
({x = 1}# {y = 2}) � x0 (9)au moment où la 
on
aténation des deux systèmes va se réduire en un seul système, il sera né
essaire de lier

x0 a�n que 
elui 
i réfère la dé�nition x = 1. De façon plus générale, il est né
essaire de lier une expressionà 
haque fois qu'un système est 
réé. Par exemple, dans les deux expressions suivantes :
{a = 1} � ({b = a0}# { . . . }) (10)
{a = 1, c = {b = a0}# { . . . }} (11)il est né
essaire, après évaluation des systèmes, de lier à 
haque fois a0 en a1.L'expression (9) induit une liaison à l'extérieur du terme qui est substitué alors que dans les expres-sions (10) et (11) 
e sont des substitution extérieures au terme qui né
essitent des liaisons.
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Chapitre IXLes amalgames et les formalismesexistantsDans 
e 
hapitre, nous allons 
omparer les amalgames à d'autres formalismes et mé
anismes de program-mation. Du point de vue des mé
anismes de programmation, les amalgames permettent :� la dé�nition d'une notion d'agrégat de données a

essibles par un nom ;� une extension de l'agrégat (rajouter des données) ;� une restri
tion de l'agrégat (extraire un sous-ensemble de données) ;� des dé�nitions ré
ursives ;� des redé�nitions de noms et un a

ès aux multiples dé�nitions d'un même nom ;� une portée lexi
ale et dynamique des noms ;� des expressions ouvertes, 
'est-à-dire 
omportant des référen
es libres ;� en�n, des mé
anismes de liaison des référen
es libres.On retrouve des préo

upations similaires à 
elles des amalgames dans de nombreux domaines :� dans les langages orientés objets et la modélisation des notions de 
lasses, d'instan
es, d'héritage... àtravers la notion d'enregistrement (
f. se
tion IX.2) ;� dans les théories de noms développées pour modéliser des s
hémas dynamiques de liaison, la 
ommu-ni
ation entre pro
essus, la 
urry�
ation des arguments dans un ordre quel
onque... (
f. se
tion IX.3) ;� dans la programmation in
rémentielle qui dé�nit la notion d'enri
hissement de programmes par ajoutssu

essifs (
f. se
tion IX.4) ;� dans les langages ré�exifs qui essayent de représenter à travers des stru
tures de données des mé
anismesd'évaluation du langage, 
omme par exemple, la notion d'environnement qui permet la liaison variable
↔ valeur (
f. se
tion IX.5) ;Nous allons 
omparer l'appro
he des amalgames ave
 divers formalismes et mé
anismes de programmationqui ont été proposées dans 
es domaines. Mais auparavant, nous allons e�e
tuer un rappel sur les modes deliaisons des identi�
ateurs dans divers langages de programmation.IX.1 Les modes de liaison des identi�
ateursTous les langages ayant une notion de variable dé�nissent des règles de portée des identi�
ateurs. Leslangages 
lassiques ne permettant généralement que la dé�nition d'expressions 
loses (toutes les variablesréfèrent à une dé�nition), la spé
i�
ation des règles de portée su�sent à dé�nir les règles de liaisons.Dans les langages ré
ent 
omme Pas
al, S
heme [RCe+92℄, ML, Ada... on a privilégié une gestion lexi
alede la portée des variables, aux dépends d'une gestion dynamique. Cela implique que toute variable utiliséeréfère à une dé�nition lo
alisée syntaxiquement dans le texte du programme. Il n'y a don
 pas d'o

urren
e109



110 CHAPITRE IX. LES AMALGAMES ET LES FORMALISMES EXISTANTSde variable non dé�nie dans une expression. Par exemple, l'expression let f x = x+a en ML, où a n'est pasdé�ni auparavant, provoquera une erreur.Ce n'est pas le 
as pour les langages à liaison dynamique (par exemple Frantz Lisp) ou bien pour leslangages de manipulation symbolique (
omme Mathemati
a [Wol88℄ ou Mapple [CGG+91℄ par exemple) pourlesquels 
ette expression est 
orre
te et où a prendra sa valeur au moment de son utilisation. Par exemple,dans un langage 
omme Frantz Lisp, l'expression (let ((a 5)) (f 10)) aura pour valeur 15 
ar l'évaluationde (f 10) a lieu dans un environnement où a est dé�ni.Cependant, la liaison des variables dans 
e type de langage est 
omplètement dynamique : ainsi, enMathemati
a, si on a :y = 1;Foo[x_℄ := x + y + aalors : a = 1; y = 666; Foo[10℄s'évaluera en 677. Ce 
omportement est à opposer au 
omportement de Common Lisp [Ste82℄, où une dé�nitionanalogue provoquera la liaison lexi
ale de y et une liaison dynamique de a. Ainsi, en Common Lisp, la dé�nition :(let ((y 1)) (defun Foo (x) (+ x (+ y a))))suivi de l'évaluation :(progn (setq a 1) (setq y 666) (Foo 10))aura pour valeur 12 (la variable y apparaissant dans l'expression de Foo étant liée syntaxiquement, la redé�ni-tion de y par (setq y 666) n'a pas d'e�et sur l'évaluation). Remarquons que la 
onstru
tion let . . . in . . .utilisée pour la liaison syntaxique n'est pas la même que 
elle utilisée pour la liaison dynamique : setq. Lastru
ture du lieur n'est d'ailleurs pas la même 
ar la liaison syntaxique re�ète la portée par blo
 dans letexte du programme, alors que la liaison e�e
tuée par un setq est valide dans le temps jusqu'au pro
hainsetq. Une autre di�éren
e est qu'un identi�
ateur dans un lieur à portée syntaxique est une variable muette,
'est à dire sujette à α-
onversion, alors que dans un lieur dynamique le nom est pertinent, 
e qui permet laliaison � plus tard �, indépendamment de toute 
onstru
tion expli
ite reliant l'endroit de dé�nition et l'en-droit d'utilisation de l'identi�
ateur. Si 
e mode de gestion des noms admet une sémantique opérationnellerelativement simple à dé
rire, il a fallu attendre des travaux ré
ents pour obtenir une théorie équationelled'un mé
anisme de 
apture de noms [Dam94
, Dam94a, Gar95, LF96℄.En Common Lisp, l'évaluation de (Foo 10) provoquera une erreur si a n'est pas liée au moment de sonévaluation. Les langages de manipulation symbolique ne provoquent pas d'erreur dans 
e 
as, et retournent
omme résultat de l'évaluation, l'expression symbolique où les valeurs 
onnues ont été substituées aux va-riables liées (dynamiquement) avant une éventuelle simpli�
ation. Par exemple, en Mathemati
a, si on dé�nitBar[x_℄ := x+a, alors l'expression :Bar[10℄dans un 
ontexte où a a pour valeur 5 s'évaluera en 15 (simpli�
ation de 10+5) alors que bar[10℄ s'évalueraen 10+a s'il n'existe au
une dé�nition pour a. Dans 
e langage, 10+a est une valeur au même titre que 15.La table 1 dresse une rapide 
lassi�
ation des modes de liaison.Moment de la liaison Type de liaison Langageà la dé�nition lexi
ale MLlexi
ale retardée méthode virtuelle C++à l'évaluation dynamique Franz Lisp (erreur si pas de dé�nition asso
iée)symbolique Mathemati
a, Mapple, (toujours une valeur)Tab. 1 � Les di�érents modes de liaison des variablesNous avons adopté pour les amalgames une stratégie analogue à 
elle de Common Lisp pour la résolutiondes référen
es. Cependant, nous ne voulons pas distinguer référen
es liées syntaxiquement et référen
es liéesdynamiquement : en e�et, nous ne voulons pas redé�nir de liaisons au 
ours du temps, mais simplementretarder le moment de 
ette liaison. Il n'est don
 pas né
essaire de distinguer deux lieurs, mais simplementde permettre des expressions non 
loses. Ainsi le langage garde la propriété d'assignation unique (modulo
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ateurs). De plus, une expression ouverte est une valeur admissible et don
, 
ommedans le 
as des langages de manipulations symboliques, l'évaluation d'une expression ouverte ne provoquepas d'erreur.IX.2 Enregistrements et langages orientés objetsLe modèle de programmation des langages orientés objets est 
ara
térisé prin
ipalement par le traitementuniforme des programmes et des données sous la forme d'objets qui maintiennent lo
alement les informationssur leur état. Les programmes sont 
onçus 
omme des ensembles d'objets qui interagissent entre eux parpassage de messages.La dé�nition d'un 
adre formel pour la programmation orientée objet est l'origine de nombreux travaux :
ela fait de nombreuses années que des langages orientés objets existent et sont utilisés sans disposer de
adre formel, en parti
ulier pour le typage (simula67 [DMN68℄, Smalltalk [GR83℄, C++ [
pl95, SE94, Str94℄par exemple). Citons en parti
ulier [GG94℄ :� Contrairement à la programmation fon
tionnelle, fondée sur le λ-
al
ul, ou la programmation logique,fondée sur la logique, il manque un modèle simple à la programmation orientée objet que l'on puisse utiliser
omme base pour [une℄ dé�nition et [des℄ dis
ussions. �Au
un des langages ou formalismes théoriquements bien fondés ne disposent de 
onstru
tions permettantde dé�nir des fon
tionnalités objets. La modélisation des fon
tionnalités des programmes orientés objets(en
apsulation, héritage, polymorphisme...) a amené la dé�nition de nouveaux opérateurs pour des langagesexistants et l'introdu
tion de nouvelles fon
tionnalités dans des formalismes existants.IX.2.1 Le point de vue � objets 
omme enregistrements � de CardelliLes langages orientés objets possèdent tous 
ertaines propriétés, mais au
une propriété parti
ulière nesemble né
essaire à la quali�
ation d'� orienté objet � pour un langage (on y trouve les notions d'en
apsulation,d'héritage, de messages, de 
lasses... on trouvera une 
lassi�
ation dans [Weg87℄). Dans [Car84℄, Cardellisuggère que la notion d'héritage est la seule notion qui permet de dé�nir un langage 
omme un langageorienté objet. Il 
onsidère la stru
ture de données � enregistrement � des langages fon
tionnels 
omme unobjet des langages orientés objets. Un enregistrement est un ensemble �ni d'asso
iations label ↔ valeur 1.L'opérateur de séle
tion � � � permet d'a

éder à la valeur d'un item d'un enregistrement. Une notion de soi(self dans les langages orientés objets) est dé�nie à l'aide de la 
onstru
tion re
 utilisée dans la dé�nitiond'un enregistrement. Cette notion de soi permet à un objet de modi�er la valeur de 
ertains de ses propresitems.Désirant 
apturer la notion d'objet et d'héritage des langages orientés objets, Cardelli dé�nit un typeet une relation de sous-typage : si un enregistrement a est de type τ et τ ≤ τ ′ alors a est aussi de type τ ′ 2).Le type d'un enregistrement est l'ensemble des types de ses éléments, ensemble où 
haque type est pré
édédu label de l'item dont il est le type. Deux opérateurs permettent l'enri
hissement et l'appauvrissement detype : and et ignoring. Cardelli dé�nit un système de typage pour son système et montre qu'il est sûr.Ce système de typage a été implémenté dans le langage Amber [Car85℄.IX.2.1.1 Extension et restri
tion sur les enregistrements.Les opérateurs and et ignoring permettent de 
ontraindre des types. Dans [CM91℄, Cardelli et Mit-
hell dé�nissent un ensemble d'opérations supplémentaires sur les enregistrements, l'extension (notée
{| r|x = a |} pour un enregistrement ajoutant un item labellé x et de valeur a, pourvu que x ne soit pas1. Dans la dé�nition de Cardelli, on note les enregistrements entre a

olades ; a�n de ne pas établir de 
onfusion ave
 lanotation des systèmes, on ré-utilisera la notation de la pré
édente se
tion : l'enregistrement ave
 deux items a et b de valeur 1et true se notera {| a = 1, b = true |}.2. Intuitivement, un enregistrement d'un type τ est un sous-type d'un enregistrement de type τ ′ si τ a au moins tous lesitems de τ ′ (et peut-être des items supplémentaires), et les items 
ommun de τ et τ ′ sont en relation de sous-typage [Car84, pp4℄.
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tion (notée r\x pour l'enregistrement r privé de l'item labellé x), en s'inté-ressant toujours au typage des opérations. Un système de types du se
ond ordre est dé�ni 3 (qui n'a pas lapropriété de type prin
ipal). Ces deux opérateurs permettent de modéliser la sur
harge (par la restri
tiond'un item et la dé�nition d'un item ave
 le même label mais une nouvelle valeur) et le renommage (par larestri
tion d'un item et la dé�nition d'un item ave
 un label di�érent mais une valeur identique). La dé�ni-tion d'enregistrements se fait à partir de l'enregistrement vide, puis par 
on
aténation. Ce système de typespermet la véri�
ation mais pas l'inféren
e de types.Les systèmes de Cardelli et Mit
hell ne permettent pas la 
on
aténation d'enregistrements 
ar, dansleur système de types, la 
on
aténation est en 
on�it ave
 la règle de subsomption :
E ⊢ a : A E ⊢ A <: B

E ⊢ a : BEn e�et, lors de la 
on
aténation de deux enregistrements a et b dé�nissant tous deux un item c de typedi�érent dans a (Int par exemple) et b (Bool par exemple), quel est le type de a ‖ b (l'expression a ‖ breprésente la 
on
aténation des enregistrements a et b)? Le traitement 
lassique de 
e problème 
onsiste àé
raser les dé�nitions dans un sens parti
ulier (gau
he-droite par exemple), 
ette solution n'est pas satisfai-sante. Le le
teur intéressé par 
ette problématique se reportera à [CM91, pp 46℄ : la solution 
hoisie 
onsisteà ne permettre au
une redé�nition d'items dans la 
on
aténation d'enregistrements, mais elle implique le
hangement du système de typage.IX.2.2 Les enregistrements de RémyRémy [Rém92℄) montre, et implémente dans une version de ML, qu'on obtient la 
on
aténation d'enregis-trements à partir du moment où on dispose de l'extension d'enregistrements. Le but re
her
hé est toujoursde fournir un système de types pour les opérations sur les enregistrements a�n de mimer les 
onstru
tions deslangages orientés objets. D'autres propositions [Wan87, Wan93℄ ont été formulées, se 
on
entrant toujourssur le typage des expressions.IX.2.3 Les enregistrements dans les langages SML et HaskellNous 
hoisissons d'étudier la façon dont deux représentants des langages fon
tionnels (un stri
t et l'autrenon-stri
t) permettent la manipulation des enregistrements. Nous étudions d'abord le langage stri
t, puisnous verrons le langage non-stri
t.IX.2.3.1 Dans SMLLes enregistrements dé�nis en SML [Pau92, Har93℄ sont �exibles : il n'est pas né
essaire de dé�nir letype de l'enregistrement préalablement à sa dé�nition (
ontrairement au langage CAML par exemple, oùles enregistrements doivent avoir leur type préalablement dé
laré). La dé�nition de l'objet dé�nit en mêmetemps son type (pour dé
rire des fragments de programme, on utilise la syntaxe du langage dé
rit : il ne fautpas 
onfondre 
es 
onstru
tions ave
 des opérateur 81/2) :val x = { a = 1, b = 2 } ⇒ val x = {a=1,b=2} : {a:int, b:int}On a

ède aux items par le label en position fon
tionnelle (par exemple, pour a

éder à l'item a de l'en-registrement x dé�ni 
i-dessus : #a x ⇒ val it = 1 : int). Les items peuvent aussi être étiquetés parun indi
e numérique (par exemple, #1 {1=10, 2=20} ⇒ val it = 10 : int). L'indi
e numérique étant
onsidéré 
omme une 
onstante, il est possible d'utiliser librement toutes les 
ombinaisons de labels alphabé-tiques et numériques. Il n'est pas possible de dé�nir une fon
tion � polymorphe-sur-les-enregistrements � (parexemple une fon
tion qui s'applique à tous les enregistrements qui ont un item étiqueté � a �) ni de spé
i�er
omme label d'un item le résultat d'un 
al
ul (par exemple, l'expression #(1+1) x n'est pas autorisée).3.Wand [Wan87℄ propose une alternative à 
es deux opérateurs sous la forme d'un seul opérateur qui met à jour l'item d'unenregistrement s'il existe déjà, ou bien ajoute un nouvel item s'il n'existe pas.



IX.2. ENREGISTREMENTS ET LANGAGES ORIENTÉS OBJETS 113IX.2.3.2 Dans HaskellEn Haskell [HF92℄, la notion de produit 
artésien ave
 label n'est pas dé�nie en tant que telle, maisil est possible de nommer par un label symbolique un argument d'un 
onstru
teur de type algébrique.La présen
e de 
es noms symboliques 
rée impli
itement des fon
tions qui permettent l'a

ès à 
et ar-gument 
e qui permet d'émuler un mé
anisme de gestion des enregistrements. Par exemple, l'expressiondata C = F {f :: Int, g :: Bool} dé�nit un type de données C, ave
 un unique 
onstru
teur F qui uti-lise deux arguments labellés par f et g. Une valeur de type C peut se 
onstruire à l'aide du 
onstru
teur F,de façon 
lassique : F 5 true, ou bien en faisant expli
itement référen
e aux labels : F {g = True, f = 5}(on remarquera que l'ordre de spé
i�
ation des items est indi�érent). Comme les 
onstru
teurs en Haskellne sont pas stri
ts, il est possible de 
onstruire des enregistrements ayant une valeur indé�nie, en omet-tant la dé�nition d'un item au moment de la 
onstru
tion : par exemple, F 5, 
onstruit l'enregistrementF {f = 5, g = Undefined}.IX.2.4 Comparaison entre la notion d'enregistrement et la notion d'amalgameen 81/2Il est tentant d'assimiler les systèmes 81/2 à des enregistrements. Chaque dé�nition id = exp d'un système
orrespond à la spé
i�
ation d'un item de nom a de l'enregistrement. L'imbri
ation possible des systèmes
orrespond au fait que la valeur d'un item peut être un enregistrement.Cependant, il n'est pas possible de dé�nir un enregistrement ré
ursif, en SML, telle que la valeur de l'itemsoit égale à � soi-même � : val x = {| f = x |}. L'utilisation de traits impératifs (les valeurs � mutables �)permet de lever 
ette restri
tion mais de façon ad ho
 
'est-à-dire en sortant du modèle de 
al
ul. Le langageHaskell, par son traitement paresseux des stru
tures de données, permet une telle dé�nition. Par exemple,l'expression> data F = C { g :: F};g :: F -> Fdata F = C { g :: F }spé
i�e un type algébrique F ave
 un seul 
onstru
teur C dont l'argument est labellé par g. Un observateurqui a le même nom que le label est impli
itement 
réé et la valeur de l'item g est de type F :> let x = C { g = x};x :: FLa variable x est de type F et l'item g de x a pour valeur x lui-même. Une telle expression est aussi dé�nissableà l'aide des amalgames : x = {g = x}.Une autre di�éren
e essentielle entre un système et un enregistrement est que les labels d'un enregistre-ment n'agissent jamais 
omme une variable alors que les labels d'un système agissent 
omme des référen
es.Par exemple, dans l'expression {a = 1, b = a}, le a de b = a fait référen
e à la 
onstante 1, alors que dansl'enregistrement {| a = 1, b = a |}, a fait référen
e à une variable a dé�nie dans un 
ontexte englobant. Onpeut obtenir un 
omportement similaire en liant l'enregistrement à une variable X et en remplaçant toutesles référen
es à l'item a d'un système X par l'expression X � a. Dans 
e 
as, il est impératif de se pla
erdans un modèle de 
al
ul similaire à 
elui de Haskell, à 
ause des référen
es ré
ursives.On peut 
omparer les mé
anismes d'extensions d'enregistrements et la 
on
aténation de systèmes : lesdeux mé
anismes étendent les items de l'enregistrement et du système et permettent l'a

ès à de nouvellesdé�nitions.On peut aussi 
omparer l'a

ès à un item. La séle
tion de la valeur d'un item peut être dé
rite parl'opérateur de séle
tion des amalgames. Le 
omportement est 
ependant di�érent 
ar le point 
onsidère quel'opérande de gau
he d'une séle
tion est un environnement, permettant l'évaluation d'une expression enpartie droite. Ce 
omportement peut tout de même être rendu ave
 des enregistrements en transformant uneexpression { . . . , id = e, . . . } � (e′ + e′′) par une distribution du système sur les termes de l'opérande droitdu point : ({| . . . , id = e, . . . |} � e′) + ({| . . . , id = e, . . . |} � e′′). Si la règle de distribution est évidente pour
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ette distribution est plus déli
atequand l'opération porte sur l'évaluation elle-même (
omme 
'est le 
as ave
 les opérateurs de 
on
aténationet de séle
tion). Par exemple, faut-il admettre une règle de la forme :
s � (e# e′) ≡ (s � e)# (s � e′)sa
hant qu'une telle règle ne permettra de liaisons lo
ales entre les éléments de e et e′ qu'après les liaisonsimpliquées par s?Les travaux qui 
on
ernent les enregistrements sont essentiellement dirigés par la préo

upation de typerstatiquement les expressions. Le typage des enregistrements où le label de séle
tion est le résultat d'un 
al
ulinterdit un typage statique des expressions (par exemple, on ne sait pas typer a
tuellement une expression dela forme λx y.(x � y) où le y de séle
tion est lié ave
 le paramètre formel y). Notre préo

upation a
tuelle n'estpas tant de typer les termes des amalgames que de dé�nir leur rédu
tion. De 
e point de vue, les mé
anismesproposés par les langages objets posent peu de problèmes : pas de dé�nition ré
ursives (sauf pour Haskell quirépond par une stratégie d'évaluation paresseuse), pas d'assimilation label ↔ variable, pas d'extension devaleurs (sauf pour les systèmes proposés par Cardelli, Rémy ou Wand pour lesquels les autres opérationssont restreintes a�n que le type reste inférable), pas de séle
tion 
al
ulée. Or 
e sont justement 
es mé
anismesde 
al
ul hautement dynamiques qui nous intéressent dans les amalgames.IX.3 Les théories de nomsLa gestion des espa
es de noms est un problème 
ru
ial pour les nouveaux langages de programmation. Parexemple les problèmes de modélisation de l'héritage dans les langages à objets [Rém94℄, de la délégation dansles langages à prototypes [US87℄, des pages jaunes ou autres mé
anismes de nommage dans un environnementdistribué [Que96℄, des applets dans les programmes 
onstruits dynamiquement [Rou96℄, des mé
anismes de
all-ba
k, et
., sont tous 
lairement reliés à la gestion des noms. La seule opération que l'on peut faire surun nom est de tester son égalité ave
 un autre nom [Ode93, Ode94℄.La notion de variable, par exemple dans le λ-
al
ul, est bâtit sur la notion de nom. Mais une variabledu λ-
al
ul doit être muette : la rédu
tion des termes du λ-
al
ul est 
ompliquée par 
ette problématique.En e�et, deux variables de même nom ne doivent pas entrer en 
ollision sous risque de voir apparaître lephénomène de 
apture de variables tant redouté.La notion de référen
e dans les amalgames est aussi bâtit sur la notion de nom. Les éléments d'un systèmesont identi�és par des noms et deux référen
es de même nom référen
ent la même expression, si elles sontdans le même s
ope et si elles ont le même é
happement.Nous présentons dans 
ette se
tions des travaux qui ont été mené autour de 
ette notion de nom et deson éventuelle intera
tion ave
 la notion de variable. Nous détaillons la notion de nom dans la formalisationdes pro
essus 
ommuni
ants de Milner(
f. se
tion IX.3.1) ainsi que deux introdu
tions dans le λ-
al
ul dela notion de nom : le λN-
al
ul (
f. se
tion IX.3.3.1) et le λ-
al
ul ave
 labels (
f. se
tion IX.3.3.2).IX.3.1 Le π-
al
ul de MilnerLe π-
al
ul de Milner est un modèle de 
al
ul 
on
urrent [Mil93, MPW92℄. Au
une distin
tion n'estfaite entre les notions de 
onstante et de variable : il ne subsiste que la notion de nom 4. Cette notion estindispensable à la modélisation des 
ommuni
ations 
on
urrentes : les liens de 
ommuni
ation sont identi�éspar des noms et le 
al
ul est représenté 
omme la 
ir
ulation de noms le long de 
anaux. Le π-
al
ul introduitune notion de migration qui fa
ilite la 
réation et la visibilité des noms. À l'origine, le π-
al
ul était un
al
ul du premier ordre (seuls des noms 
ir
ulent sur les 
anaux). Dans [Mil91℄, une extension du π-
al
ulest proposée, où des tuples de noms peuvent 
ir
uler sur les 
anaux et non plus uniquement les noms seuls.Dans [San93℄, est présentée une extension d'ordre supérieur du π-
al
ul qui permet la 
ir
ulation de pro
essussur les 
anaux. Nierstrasz [Nie91, Nie93℄ étend le π-
al
ul de Milner en ajoutant la possibilité de 1)
ommuniquer des tuples, 2) d'e�e
tuer des appli
ations fon
tionnelle, 3) de 
ommuniquer des expressions.4. La notion de nom est essentielle pour Milner, 
itons � The pervasive notion we seize upon is naming. � dans [Mil91, pp2℄
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al
ul est une extension de CCS [Mil80℄. Les prin
ipales di�éren
es sont 1) les noms de 
anaux sontdes valeurs transmissibles, 2) il est possible de générer de nouveaux 
anaux. L'élément de base du π-
al
ul estle nom. Il représente un 
anal, 
anal par lequel il sera possible de faire transiter des messages. Les messagesdu π-
al
ul sont des noms de 
anaux qui remplissent prin
ipalement les deux r�les suivants : 1) servir de nomde 
anal sur lequel pourra être envoyé un nouveau message, 2) servir à dé
len
her l'émission d'un message.Une grammaire restreinte des termes du π-
al
ul est (
f. [Ama96℄) :
P ::= 0 | ab.P | a(b).P | νa.P | (P1 ‖ P2) | γ1.P1 + γ2P2 |!Pave
 l'interprétation suivante :� 0 est le pro
essus qui est terminé. On omet 0 dans ab.0 que l'on simpli�e en ab ;� ab.P est le pro
essus qui émet b sur le 
anal a puis devient P ;� a(b).P est le pro
essus qui lit sur le 
anal a un nom et qui devient P dans lequel b à pour valeur lenom lu sur le 
anal a ;� νa.P est le pro
essus qui 
rée un nom unique puis devient P dans lequel a réfère 
e nom unique. Cemé
anisme permet la restri
tion de la portée d'un nom par la 
réation d'un nouveau nom � frais �lo
al à une expression : νc.(. . . ) 
rée un nom c � frais � qui ne sera dé�nis que dans la portée du (. . . )et où une référen
e à c en dehors de 
ette portée réfère a un autre nom ;� (P1 ‖ P2) est la 
omposition parallèle des pro
essus P1 et P2 ;� γ1.P1 + γ2.P2 est la � somme gardée � où seul un des deux pro
essus P1 et P2 s'exé
ute même si lesdeux gardes sont valides (les gardes γi représentent une émission ou une ré
eption de messages et sontdon
 de la forme ab ou (a)b) ;� !P dé�nit la répli
ation du pro
essus P autant de fois que 
ela est désiré ; !P est équivalent à P ‖ · · · ‖
P ‖!P .Le π-
al
ul veut 
apturer la notion de 
ommuni
ation inter-pro
essus. Un pro
essus est une entité qui esten attente sur un 
anal d'une information et qui, en fon
tion de l'information reçue sur un 
anal va émettrevers un autre pro
essus une information. Un exemple 
lassique du π-
al
ul est la 
ommuni
ation entre unebase et des agents mobiles. Les agents mobiles, ne 
onnaissant que la base peuvent 
ommuniquer entres euxvia 
elle-
i ou bien ils peuvent 
ommuniquer dire
tement entre eux via la 
réation dynamique d'un 
anal.Soient 3 pro
essus B, P1 et P2 ave
 un 
anal de 
ommuni
ation entre B et P1 
onnu de 
es deux pro
essuset de nom CP1↔B et entre B et P2 de nom CP2↔B. Les pro
essus P1 et P2 qui n'ont pas 
onnaissan
e l'unde l'autre, ni de 
anal de 
ommuni
ation entre eux peuvent néanmoins s'é
hanger un message :
νCANAL.(CP2↔B CANAL.CANAL.X︸ ︷︷ ︸

P1

) ‖ CP2↔B(c).CP1↔B Z︸ ︷︷ ︸
B

‖ CP1↔B(c).c(m).Y︸ ︷︷ ︸
P2Le nom du 
anal entre P1 et P2 est lo
al à l'exemple et est é
hangé entre le pro
essus P2 et la base B puisentre la base B et le pro
essus P1. Une fois le nom du 
anal émis par P2, 
elui 
i émet l'information, i
i Xsur le nouveau 
anal, que reçoit P1 une fois le nom du 
anal reçu via la base.Nous pouvons voir le π-
al
ul 
omme l'importation de noms (grâ
e à la ré
eption) et l'exportation denoms (grâ
e à l'émission). Un objet peut être vu 
omme un terme qui attend des dé�nitions sur les 
anaux
orrespondant à ses variables libres et qui émet des dé�nitions sur les 
anaux nommés par ses variablesliées. Par ailleurs, Milner a montré la possibilité d'un 
odage du λ-
al
ul ave
 une stratégie de rédu
tionparesseuse en π-
al
ul [Mil91, Mil92℄.IX.3.2 Comparaison ave
 81/2On peut voir l'o

urren
e d'une référen
e liée 
omme un 
anal de 
ommuni
ation qui attend une valeurprovenant de la dé�nition référée. C'est le point de vue de Boudol [Bou89℄ dans son γ-
al
ul : une extensiondu λ-
al
ul basée sur le prin
ipe que la β-rédu
tion est une 
ommuni
ation entre une λ-abstra
tion ré
eptri
eet un opérande émis le long d'un 
anal unique nommé λ.D'un point de vue analogue, un système {a = e, b = e′} est un ensemble de pro
essus parallèles. Unpro
essus élémentaire a = e 
orrespond au 
al
ul de la valeur de e et à sa di�usion sur le 
anal de nom a.
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e que les amalgames peuvent se réduire au π-
al
ul ? On peut essayer de traduire un terme 81/2
ontenant une référen
e libre 
omme un pro
essus en attente de la valeur de 
ette référen
e. Par exemple,une tradu
tion de (a0 + 1) est :
a(ra).ra + 1ave
 a le nom du 
anal asso
ié à a0 dans la tradu
tion. Une expression 81/2 
ontenant plusieurs référen
eslibres peut lier les référen
es dans un ordre quel
onque, 
e qui induit l'utilisation d'une somme gardée. Parexemple, une expression e qui dépend des référen
es libres a0 et b0 se traduit en :
(a(ra).b(rb).T [e] + b(rb).a(ra).T [e])où T [e] 
orrespond à la tradu
tion de e en π-
al
ul.Pour la tradu
tion de la 
on
aténation, on peut s'appuyer sur le fait que l'expression :
{ . . . , a = e, . . . }# { . . . , b = f, . . . }s'évalue en { . . . , a = e, . . . , b = f, . . . } qui est une 
omposition parallèle. Don
, l'expression a# b devrait setraduire par une expression de la forme a ‖ b.La séle
tion, e � e′ 
onstitue en fait une évaluation de e′ dans les liaisons fournies par e, les liaisons de eétant oubliées dans le résultat. Une tradu
tion pourrait être :
ν dom(e).(T [e] ‖ T [e′])où dom représente la liste des liaisons de e.Cette esquisse de tradu
tion passe pudiquement sous silen
e le problème de portée des dé�nitions, enparti
ulier la gestion des indi
es des référen
es libres et liées. Par ailleurs, le 
odage des amalgames en

π-
al
ul né
essite la possibilité de transmettre des expressions sur un 
anal, 
ar la valeur d'une dé�nitionpeut être un terme 
omplexe et ne se réduit pas à un référen
e libre. Par suite, le 
odage des amalgamesen π-
al
ul né
essite les extensions d'ordre supérieur du π-
al
ul. Il n'est pas 
lair du tout que la stratégiede liaison des noms de 
anaux permette le 
odage de la 
apture d'une référen
e libre et en parti
ulier, enprésen
e de la dé�nition de noms lo
aux par l'opérateur ν. Cependant, 
ette dire
tion de re
her
he mériterait
ertainement d'être approfondie.IX.3.3 Les extension du λ-
al
ulIX.3.3.1 L'ajout d'indi
es et de noms dans le λ-
al
ul : le λN-
al
ulDami [Dam94
℄ désire 
apturer les traits 
ara
téristiques des langages objets. Il propose une extension du
λ-
al
ul ave
 indi
es et noms. Il est possible d'abstraire sur plusieurs arguments au même niveau d'abstra
tion(un seul λ), les arguments sont alors distingués par leur nom, l'ordre n'important pas. Les indi
es sont uneintrodu
tion dans le λ-
al
ul de la notation de de Bruijn [dB72℄ utilisée originellement pour résoudre lesproblèmes d'α-
onversion dans la rédu
tion d'un terme. Dami utilise des indi
es pour permettre l'a

ès ades noms qui auraient été redé�nis dans une abstra
tion : une variable est un 
ouple (nom, index), l'indexindiquant à quelle abstra
tion (quel � λ �) une variable fait référen
e (0 étant l'abstra
tion la plus pro
he).À partir du λN-
al
ul, Dami [Dam94a℄ propose des 
onstru
tions de haut niveaux qui permettent, entresautres, la liaison dynamique et les enregistrements extensibles. À l'abstra
tion λx.e du λ-
al
ul, Dami ajoutela 
onstru
tion λ(x y).e qui est un objet qui attend deux arguments qui peuvent être fournis dans un ordrequel
onque. Ainsi, les expressions λ(x y).x + y et λ(y x).x+ y sont équivalentes. On généralise à un nombrequel
onque d'arguments (y 
ompris nul). Un argument est fourni à 
e nouveau type d'abstra
tion grâ
e àun nouveau type d'appli
ation :

(λ(x y).x + y)(y → 2)qui s'évalue en
(λ(x).x + 2) (1)
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tion ne sont pas α-
onvertibles (
e sont des noms et pas des variables du
λ-
al
ul). Les dernières parenthèses qui vont subsister après la 
onsommation du nom x de l'expression (1)sont retirées par une opération expli
ite de fermeture (� 
lose � 
hez Dami) :

(λ().5)!qui s'évalue en 5.Un enregistrement est 
odé suivant la méthode 
lassique en λ-
al
ul (
f. [Dam94b, pp 10℄ et [Bar84, pp129℄) mais en utilisant le nouveau mé
anisme d'abstra
tion :
T [{x1 = a1 . . . xn = an}] = λ(sel) � sel(x1 →↑0 [a1]) . . . (xn →↑0 [an])!
T [a � x] = a(sel→ λ(x)x)!où T représente la fon
tion de tradu
tion des enregistrements vers les termes du λN-
al
ul. Ce 
odage a unepropriété intéressante : un enregistrement pla
é en position fon
tionnelle agit 
omme un environnement. Parexemple, l'expression :
r � (λ(x y . . . ).e)a pour valeur l'expression e ave
 les variables abstraites par le λ (
'est-à-dire x, y, . . . ) fournies par l'enre-gistrement r. Par exemple :
r = {x = 1, y = 2, f = λ(x).x + 1}
r.(λ(f x y).(f x) ∗ (f y))⇒ 6où le symbole � ⇒ � signi�e � se réduit en �. Cependant, l'enregistrement r doit fournir toutes les variablesrequises par l'abstra
tion sous peine d'erreur :
{} � (λ(x).x)⇒ error
ar la 
l�ture (qui n'est pas représentée dans l'expression) d'un terme où des noms sont abstraits, génère uneerreur. Par 
ontre, l'enregistrement peut fournir plus de liaisons que né
essaires, 
ar :
(λ(x).e)(y → e′)⇒ λ(x).eIl est don
 
ru
ial de disposer d'un mé
anisme permettant l'abstra
tion d'une expression sur l'ensemble deses variable libres. Cette opération est fournie par l'opérateur � quote �, dénoté � ′ � tel que par exemple :
′(y + x) = λ(x y).x + y
′(e r) = λr.r �

′esi r est un enregistrement. Ainsi, l'expression qe = ′(y + x) peut être évaluée dans divers environnements :
qe{x = 1, y = 2} ⇒ 3
qe{x = 2, y = 3} ⇒ 5L'utilisation des indi
es du λN-
al
ul permet à une expression de référer un nom hors de son environnementde dé�nition. Par exemple, dans l'expression λ(xy)→′ (x+ ŷ), le nom x est abstrait, mais grâ
e au quote,il ne réfère pas à 
elui de l'abstra
tion, alors que le ŷ s'é
happe du quote et réfère a 
elui de l'abstra
tion.Il est ainsi possible de lier lexi
alement et dynamiquement à l'intérieur d'un quote. Par 
ontre, il n'est paspermis d'avoir un terme qui ne soit pas 
los à l'issue du quote. De plus, il n'est pas permis d'avoir un indi
e,dans une abstra
tion (
omme dans λ(a)x(x).′x+ x̂+̂̂ x+̂̂ x̂), qui réfère un terme hors de l'abstra
tion. I
i,les deux premières o

urren
es de x réfèrent le dernier x abstrait, le troisième x réfère le premier x abstraitet le dernier x est une erreur (
ar à trois niveaux d'abstra
tions, au
un x n'est dé�ni). Dans 
e 
as, le termeest erroné et génère une erreur (Dami rappro
he le terme erroné d'un � method not found � des langagesorientés objets).Les enregistrements sont di�éren
iés, selon qu'ils sont ouverts ou fermés (suivant la notation de Rémy[Rém93℄). Un enregistrement fermé est un enregistrement dont on 
onnaît tous les items et dont il est possiblede dire si un item est absent ou présent (
'est à la base du système de typage de Rémy) ; un enregistrement
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onnaît les éléments présents mais dont on ne peut rien dire sur leséléments qui viendront plus tard. Les enregistrements ouverts permettent l'extension d'enregistrements 5 etpar là même une 
ertaine forme de 
on
aténation, ave
 la restri
tion que deux enregistrements quel
onquesne peuvent pas être 
on
aténés entres-eux 6. Par exemple, l'extension de r1 par r2 (notée r1 << r2 )né
essite un enregistrement de type quel
onque à gau
he mais un enregistrement ouvert à droite (de la forme
{+ l1 = e1, . . . }).L'extensibilité ayant for
é Dami à gérer du sous-typage, un système de typage fondé sur les types ré
ursifs
ontraints [AW93, EST95, Tha94℄ est proposé, système qui permet de garantir la propriété de type prin
ipal.IX.3.3.2 La 
urry�
ation dans un ordre quel
onque : le λ-
al
ul ave
 labelsLa motivation des travaux de Garrigue [Gar94, Gar95℄ sur le λ-
al
ul ave
 labels est de permettre,
omme pour la nouvelle abstra
tion et la nouvelle appli
ation deDami, l'appli
ation dans un ordre quel
onquede la fon
tion 
urry�ée à ses arguments.Le moyen employé i
i est di�érent : au lieu d'introduire une nouvelle sorte de variable et un nouveau typed'appli
ation, Garrigue étiquette les arguments d'une fon
tion par un label. Par exemple, la fon
tion

f(x, y, z) = x+ y + z (2)peut s'étiqueter de la façon suivante, en utilisant le label idx pour la variable x, idy pour y et idz pour z :
R = λidx ≈ x idy ≈ y idz ≈ z.x+ y + zoù le symbole � ≈ � représente la liaison entre les labels et les variables du λ-terme 7. L'abstra
tion se
omporte 
omme une 
urry�
ation, mais permettant une séle
tion des variables lors de l'appli
ation, dansun ordre quel
onque. Par exemple, l'expression R dé�nie dessus peut être réduite en une seule appli
ation :
R idz ≈ 3 idy ≈ 2 idx ≈ 1 ⇒ 6On remarquera que l'ordre de spé
i�
ation des variables n'est plus important grâ
e à l'utilisation de la liaisonlabel ≈ variable. Il est aussi possible de réduire R en plusieurs étapes, 
omme 
'est le 
as des fon
tions
urry�ées, par � 
onsommations � su

essives des variables :
R′ = R idz ≈ 3 ⇒ λidx ≈ x idy ≈ y.x+ y + 3
R′ idy ≈ 2 idx ≈ 1 ⇒ 6Les 
ouples label ≈ variable 
ommutent impli
itement, dans le λ-
al
ul ave
 labels, pour permettre 
emé
anisme de 
urry�
ation.Nous venons de voir que Garrigue dé�nit des labels symboliques pour la � lo
alisation � des variables : ilest ainsi possible de référer à un argument par un nom et non plus par un rang dans l'ordre des appli
ations.Mais il permet aussi la spé
i�
ation par indi
es numériques de positions. En l'absen
e de labels, un argumentnumérique est automatiquement asso
ié aux variables abstraites d'un λ-terme. Par exemple, l'expression (2)se réé
rit :
λ1 ≈ x 2 ≈ y 3 ≈ z.x+ y + zet la rédu
tion de 
e terme sera faite par référen
e expli
ite à l'indi
e numérique 
omme 
'était le 
as ave
des labels symboliques. D'une façon similaire aux labels, un λ-
al
ul ave
 positions relatives est dé�ni, trèspro
he du pré
édent, où 
ette fois 
i les labels sont uniquement des indi
es numériques.Garrigue 
onsidère que les notions de label symbolique et d'indi
e numérique sont orthogonales et ilpermet l'utilisation 
onjointe de labels ave
 indi
es. En absen
e de label, un label invisible, noté � ι �, estutilisé ; en l'absen
e d'indi
e numérique, 
'est la 
onstante 1 qui est impli
itement utilisée. Les labels sontdon
 des 
ouples (nom, indice). On remarquera que le λ-
al
ul est un 
as parti
ulier de 
e 
al
ul où lesarguments sont de la forme (ι, 1). Les deux extensions dé
rites 
i-dessus sont uni�ées dans le λ-
al
ul séle
tifqui utilise 
onjointement les labels symboliques et les indi
es numériques 
omme labels.5. On parle dans 
e 
as de � 
on
aténation asymétrique � 
ar 
e n'est pas une opération 
ommutative.6. Cette 
ontrainte permet de dé�nir un type prin
ipal pour la 
on
aténation d'enregistrement [Dam95℄.7.Garrigue utilise le symbole � ⇒ � ou � -> � pour spé
i�er la liaison entre le label et la variable. Pour ne pas 
onfondreave
 le symbole d'évaluation que nous utilisons dans 
e do
ument nous utilisons à la pla
e le symbole � ≈ �.
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 81/2Les deux extensions présentées enri
hissent le λ-
al
ul ave
 un nouveau type de variable, les noms, qui nesont pas sujets à α-
onversion, et qui doivent être liés par un nouveau type d'appli
ation. L'objet qui permetde lier plusieurs de 
es noms en même temps est naturellement l'enregistrement.L'intérêt pour 
e qui nous 
on
erne est que 
es appro
hes étendent la séle
tion à une notion d'évaluationdans un environnement parti
ulier. Mais, dans 
es extensions, l'environnement est 
ontraint de fournir toutesles référen
es libres du terme que l'on désire évaluer (les termes ouverts ne sont pas permis). De plus, lafermeture de l'appli
ation doit se faire expli
itement. Ce dernier point est problématique, dans la mesureoù il est possible de déterminer syntaxiquement si un terme est 
los, 
'est-à-dire qu'il ne 
ontient plus deréféren
es libres.L'extension d'enregistrements permet d'obtenir un 
omportement similaire à la 
on
aténation des amal-games. Néanmoins, la 
on
aténation des enregistrements est asymétrique dans le λN-
al
ul alors qu'elle estsymétrique dans les amalgames. De plus, une notion d'erreur est dé�nie qui 
orrespond par exemple à la séle
-tion d'un nom dans un enregistrement, alors que 
ette notion est absente dans les amalgames. Au 
ontraire,l'absen
e de dé�nition pour une référen
e permet de retarder la liaison de la référen
e. On trouve 
ependantune dé�nition, ave
 l'introdu
tion des indi
es sur les noms, et une gestion des noms qui ressemble à 
elle desamalgames : il est possible de redé�nir un nom et d'a

éder à une redé�nition. Cependant, l'a

ès à un nomqui n'est pas abstrait génère une erreur, alors que la référen
e, dans les amalgames, reste � symbolique �.En�n, le λN-
al
ul dispose d'un système de typage, 
e qui n'est pas le 
as pour les amalgames.Notons que la distin
tion entre nom et variable peut s'interpréter 
omme la distin
tion entre référen
elibre et liée des amalgames, dans le sens où une référen
e liée est destinée à disparaître alors que les référen
eslibres sont des 
onstantes et que de 
e fait leur nom importe.L'avantage de l'appro
he de Garrigue est d'uni�er les deux types d'appli
ations, en 
onsidérant unmé
anisme de position par nom indexé. Une interprétation de 
e mé
anisme est de 
omprendre un nomindexé 
omme un stream : le nom représente le 
anal et les index les jetons qui 
ir
ulent sur 
e 
anal. On aainsi un pont entre les notions de 
ommuni
ation, de passage d'argument par position et de stream de valeurs.Cette analogie, pour l'instant formelle, doit faire l'objet de re
her
hes supplémentaires 
ar elle permettraitd'uni�er l'aspe
t stream de 81/2 ave
 les amalgames.IX.4 La programmation in
rémentielleLa programmation in
rémentielle est un paradigme de programmation dans lequel on essaye de dé�nir desopérateurs qui permettent la dé�nition de programmes pouvant être fa
ilement étendus (par de nouvellesfon
tionnalités par exemple) sans né
essiter une re-
ompilation 
omplète de 
eux-
i. Nous dis
utons lesmodèles proposés par Lamping et sa proposition de systèmes paramétrés uni�és (
f. se
tion IX.4.1), lesvariables et pro
édures quasi-statiques de Lee & Friedman (
f. se
tion IX.4.3) et en�n le λC-
al
ul de Lee& Friedman (
f. se
tion IX.4.5) et le 
al
ul de 
ontextes typé de Hashimoto & Ohori (
f. se
tion IX.4.6),qui sont tous deux des extensions du λ-
al
ul ave
 une notion de 
apture de variables.IX.4.1 La paramétrisation de LampingLamping [Lam88℄ est à l'origine des travaux sur la paramétrisation. Un système est paramétré quand,une, ou plusieurs de ses entrées déterminent la valeur de sa sortie. Par exemple, dans le λ-
al
ul, on trouvela notion de paramétrisation dans les arguments de la fon
tion et dans les variables libres d'une expression(
'est la variation des arguments ou des variables qui in�uen
e le résultat d'un terme du λ-
al
ul). Laparamétrisation est à l'origine des 
on
epts de module, en
apsulation, a

ès expli
ites à des environnements...Lamping présente un système formel qui a une puissan
e d'expression égale au λ-
al
ul.Dans les langages fon
tionnels, il existe une distin
tion entre les variables d'une fon
tion et les argumentsd'une fon
tion : les variables permettent la � 
ommuni
ation � d'informations dans une expression alors queles arguments 
ommuniquent les informations entre les di�érentes parties du programme. Cette distin
tion estfaite par Lamping qui propose, en plus de la liaison lexi
ale 
lassique des identi�
ateurs (nommés paramètres



120 CHAPITRE IX. LES AMALGAMES ET LES FORMALISMES EXISTANTSlexi
aux ) et de la 
onstru
tion let . . . in des langages fon
tionnels, une liaison par environnement (nommésparamètres de données). Par exemple :
let f ← data x : (x ∗ x) in (supply x← 3 to f) + (supply x← 4 to f) (3)s'évalue en 25. La 
onstru
tion data x: permet de dé�nir x 
omme un paramètre de donnée qui sera ré-solu non pas lexi
alement 
omme les paramètres du let mais expli
itement à l'aide de supply . . . to. La
onstru
tion supply . . . to est le pendant de la 
onstru
tion let . . . in du λ-
al
ul. La sémantique de 
eformalisme, exprimée dénotationnellement, né
essite deux environnementsL et U représentant l'environnementlexi
al et l'environnement d'utilisation des expressions. Une opération de � transmission � des dé�nitionsest dé�nie par du su
re syntaxique :transmit def to exprIl est possible de 
omposer des environnements par une opération de 
omposition : b1 ◦ b2 permet de
her
her les liaisons dans b2 puis b1. Il est don
 possible d'étendre un ensemble de liaisons, mais il n'est paspossible par 
ontre de 
her
her séle
tivement une liaison redé�nie.Une limitation (levée mais de manière peu élégante) est la nette séparation entre paramètre lexi
al etparamètre de donnée. Il est possible de 
ompléter une expression impliquant des paramètres de données pardes liaisons mais il n'est pas possible d'a�e
ter une expression de paramètres lexi
aux par des dé�nitions. Enfait, en inter
hangeant les deux environnements L et U dans une 
onstru
tion with . . . in, il est possiblede résoudre le problème.IX.4.2 Comparaison ave
 81/2Lamping fait une séparation syntaxique très forte, essentielle même, entre les paramètres lexi
aux etdynamiques, alors que les amalgames uni�ent les deux modes de liaisons, toutes les référen
es � aspirent �à la liaison, les référen
es libres restant sous une forme symbolique. Grossièrement, la 
onstru
tion (3) peutse traduire dans le formalisme des amalgames par :
{f = x ∗ x} � ({x = 3} � f + {x = 4} � f)Il apparaît que les amalgames ne font pas la distin
tion entre les deux types d'environnement de Lamping.Cela est dû à deux fa
teurs essentiels:1. les amalgames ne sont pas importés dans un autre modèle de 
al
ul qui né
essite une notion d'envi-ronnement propre (la liaison des arguments des fon
tions) ;2. nous désirons un mé
anisme de liaison qui soit impli
ite.IX.4.3 Importation et exportation de dé�nitions : les variables quasi-statiquesLee & Friedman [LF93℄ proposent une nouvelle abstra
tion, les variables quasi-statiques qui asso
ientà un identi�
ateur une variable. Le mé
anisme des variables quasi-statiques dé�nit des fon
tions spé
i�éespar un nom externe (non sus
eptible d'α-renommage) et un nom interne (sus
eptible d'α-renommage). Ladé�nition de variables quasi-statiques se fait grâ
e à l'utilisation d'abstra
tions :
(qs−lambda0 ((in1 ext1) . . . (inn extn)) expression)Les noms in1 . . . inn sont les noms internes qui sont liés dans expression alors que ext1 . . . extn sont les nomsexternes qui sont visibles des autres fon
tions. A�n d'éviter les ambiguïtés, on évite d'utiliser les mêmes nomspour les paramètres internes et externes. Il est ainsi possible de dé�nir deux fon
tions pair? et impair? :
(define impair? (qs−lambda0 ((pairFct F )) (x) (if (zero? x) #f (pairFct (− x 1)))))
(define pair? (qs−lambda0 ((impairFct G)) (x) (if (zero? x) #t (impairFct (− x 1)))))qui utilisent les fon
tions pairFct et impairFct, 
es fon
tions étant liées à F et G. A�n de pouvoir réellementutiliser 
es fon
tions, il est né
essaire de résoudre les variables quasi-statiques par un mé
anisme pro
he de
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iation des langages orientés objets. La résolution des variables quasi-statiques s'e�e
tue grâ
e à lafon
tion (resolve n fonction externe qs_proc) qui asso
ie dans la pro
édure quasi-statique qs_proc àla variable quasi-statique externe la liaison ave
 fonction, l'argument n spé
i�ant le nombre de variablesquasi-statiques à résoudre. Ce mé
anisme de résolution dynamique permet, à l'exé
ution, la résolution desvariables quasi-statiques. Ainsi, on peut résoudre les variables quasi-statiques de impair? et pair? :
(letrec ( (mon−impair? (resolve1 mon−pair? F impair?))

(mon−pair? (resolve1 mon−impair? G pair?)))
(mon−odd) 10))qui dé�nissent deux fon
tions (qui ne sont plus quasi-statiques) mon−impair? et mon−pair? 
onvenablementliées. Par 
e mé
anisme, des identi�
ateurs dans des environnements di�érents peuvent partager des objetsvia le nom externe asso
ié à une variable quasi-statique. L'introdu
tion de 
ette 
onstru
tion dans le langageS
heme permet une 
ohabitation maîtrisée de variables statiques et dynamiques. Ce mé
anisme permet l'ex-portation de dé�nitions grâ
e au nom externe et l'importation de dé�nitions par un mé
anisme dynamiquede liaison nom-externe, nom-interne. On notera une appro
he di�érente dans [QD96℄ pour obtenir un résultatsimilaire, 
ette appro
he né
essitant aussi des opérateurs expli
ites. Le partage de variables par delà la limited'environnements lexi
aux est rendu possible et on peut, à l'aide de resolve1, spé
i�er des liaisons dans dess
opes di�érents.IX.4.4 Comparaison ave
 81/2Lors de l'utilisation de variables quasi-statiques, la notion d'environnement n'est pas présente, ni lesnotions d'extension ou de restri
tion des dé�nitions. De plus, si on utilise une pro
édure utilisant une va-riable quasi-statique sans avoir résolu toutes ses variables quasi-statiques, alors une erreur est dé
len
hée àl'exé
ution. Les variables quasi-statiques représentent une première tentative pour introduire la notion desubstitution ave
 
apture (à l'aide de la fon
tion resolve), mé
anisme formalisé dans la proposition suivantedu même auteur, le λC-
al
ul.IX.4.5 Liaison dynamique et λ-
al
ul : le λC-
al
ulLe λC-
al
ul de Lee & Friedman [LF96℄ est une formalisation de la liaison statique et dynamique en

λ-
al
ul. Lee & Friedman ajoutent à la β-rédu
tion 
lassique par substitution des variables libres 
lassique(modulo α-renommage) une substitution de � 
ontexte � où 
ette fois 
i il y a 
apture des variables (pas derenommage).En λ-
al
ul [Bar84℄, un terme e est une variable x, une abstra
tion λx.e ou une appli
ation e e. Lee& Friedman ajoutent aux termes du λ-
al
ul, la notion de 
ontexte C, qui est un identi�
ateur x, uneabstra
tion λx.C, une appli
ation C C ou un trou h. Le mé
anisme de substitution 
lassique du λ-
al
ulse nomme la β-substitution qui 
onsiste à rempla
er dans un terme toutes les variables libres de même nomen renommant les variables liées pour éviter le phénomène de 
apture de variables. La substitution de een x dans un terme e′ (noté [e/x] e′) est un mé
anisme qui préserve les variables liées. Par exemple, dansl'expression :
[y/x] λy.x ⇒ λy′.y (4)la variable liée y est renommé en y′ lors de la substitution de x en y. L'opération 
orrespondante pour 
equi 
on
erne les 
ontextes est le remplissage de trous qui au 
ontraire 
apture les variables. Par exemple, lasyntaxe de la substitution restant la même, dans l'expression :
[y/h] λy.h ⇒ λy.y (5)l'identi�
ateur y n'est pas renommé en un nouvel y′ � frais �. Ces deux substitutions exhibent un 
ompor-tement di�érent 
omme nous le montre l'appli
ation des λ-termes des équations (4) et (5) :
(λy′.y) 10 ⇒ y
(λy.y) 10 ⇒ 10



122 CHAPITRE IX. LES AMALGAMES ET LES FORMALISMES EXISTANTSDans la première expression, la substitution n'a pas lié la variable abstraite alors que le � remplissagede trou � de la se
onde expression a lié l'identi�
ateur abstrait résultant en la fon
tion identité. Lee &Friedman étendent la β-substitution dé�nie sur les 
ontextes aux termes.Une fois 
ette extension dé�nie dans le λ-
al
ul, Lee & Friedman dé�nissent une notion d'abstra
tionsur les identi�
ateurs libres d'un terme. Cette abstra
tion est notée Φ{x1 : x1, . . . ,xn : xn}.e où tous les xisont di�érents et réfèrent des variables libres de e. Cette 
onstru
tion est une introdu
tion dans le λ-
al
uld'un mé
anisme similaire aux variables quasi-statiques introduites dans S
heme, ave
 les xi qui représententles noms externes et les xi qui représentent les paramètres internes.L'introdu
tion de 
ontextes et d'un mé
anisme de substitution sur 
es 
ontextes permet un gain enexpressivité tel que le 
odage du λN-
al
ul (
f. se
tion IX.3.3.1), du λ-
al
ul ave
 labels (
f. se
tion IX.3.3.2),le système de paramétrisation de Lamping (
f. se
tion IX.4.1) ainsi que bien sur les variables quasi-statiques(
f. se
tion IX.4.3).IX.4.6 Liaison dynamique, typage et λ-
al
ul : le 
al
ul ave
 
ontexte typéLe 
al
ul ave
 
ontexte typé [HO96℄ de Hashimoto & Ohori représente une tentative similaire à 
ellede Lee & Friedman d'introdu
tion d'un mé
anisme de 
apture de variables par l'utilisation de 
ontextes.Contrairement au λC-
al
ul où deux espa
es de noms étaient utilisés pour faire la di�éren
e entre les variableset les identi�
ateurs, Hashimoto & Ohori dé�nissent un système de typage qui joue un r�le analogue. Cesystème de typage spé
i�e pour les 
ontextes, en plus de leur type, des propriétés de 
apture de variables
omme : le type du 
ontexte, le type du terme qui sera produit par substitution du 
ontexte et en�n, l'ensembledes variables, ave
 leur type, qui seront 
apturées par substitution du 
ontexte. Le système de typage estexpli
ite et un système d'inféren
e de type reste à dé�nir. On notera la référen
e aux travaux de [Kah92,Tal91, Tal93℄.IX.4.7 Comparaison ave
 81/2Le λC-
al
ul est une généralisation, dans le 
adre du λ-
al
ul de la liaison des variables par β-rédu
tionet par un mé
anisme de liaison tardive : le rempla
ement de 
ontexte dans un λ-terme. Lee & Friedmanrappro
hent 
ela de la 
ompilation où des variables sont liées dynamiquement. La nouvelle dé�nition permetl'é
riture de termes ouverts où les variables libres sont abstraites par une opération Φ qui permet la liaisondynamique à l'exé
ution. La substitution ave
 
apture du λC-
al
ul modélise exa
tement le premier pro
essusde 
al
ul de la rédu
tion des amalgames (
f. se
tion VIII.4.6). Lee & Friedman dé�nissent les 
onstru
tions :1. dé�nition d'abstra
tions de 
ode Φρ.e pour simuler la notion de programme (
ode) 
ompilé ;2. une opération unaire exe
 qui permet l'exé
ution de 
ode 
ompilé Φρ.e en e ;3. une opération unaire lamx pour permettre la 
onstru
tion de λ-abstra
tions de 
ode Φρ.λx.e ;4. une opération binaire app pour permettre la 
onstru
tion d'appli
ations de 
ode 
ompilé Φρ.(e1 e2) ;et montrent qu'elles vont lui permettre de spé
i�er les 
omportements suivants :� dé�nition de 
ode 
ompilé ave
 des variables libres qui représentent des possibilités de liaisons dyna-miques ;� 
ompilation in
rémentielle par liaison dynamique de 
ode partiellement lié ;� exé
ution de 
ode 
ompilé.La formalisation de 
es mé
anismes repose fondamentalement sur le 
on
ept de substitution ave
 
apture etLee & Friedman le développent dans le λ-
al
ul. Ils développent ainsi une théorie équationnelle rendant
ompte en même temps des notions de fon
tion et de 
apture.Les amalgames veulent embarquer la notion de 
apture dans le 
ontexte des systèmes, de leur extensionet de leur évaluation relativement à un système. Cela nous amène à des développements spé
i�ques. Ene�et, si l'opération de séle
tion se rappro
he de l'appli
ation de fon
tion (on peut envisager s � e 
ommel'appli
ation 
urry�ée de e dont on a abstrait 
ertaines variables, aux arguments fournis par s), l'extensioné
happe à une interprétation simple en termes de fon
tions. En fait, la rédu
tion de la 
on
aténation est unmé
anisme non-lo
al qui s'oppose à une formalisation de type équationnelle.



IX.5. LES LANGAGES RÉFLEXIFS 123On remarquera que Lee & Friedman font une distin
tion entre les notions de variable et d'identi�
ateurd'où la né
essité de dé�nir de nouveaux types d'abstra
tions et d'appli
ations. A�n de résoudre 
e problèmesans séparer l'espa
e des noms,Hashimoto &Ohori introduisent un typage des expressions. Les amalgamesdé�nissent un objet unique, les identi�
ateurs, 
e qui permet de manipuler les expression ave
 une seule sorted'opérateur ; de plus, les expressions ne né
essitent au
un typage.IX.5 Les langages ré�exifs : l'a

ès à la représentation des donnéeset à l'environnementUn langage ré�exif est un langage qui a la notion de soi, 
'est-à-dire qu'il est 
apable de se modi�er.Plusieurs mé
anismes ont été proposés et les 
onstru
tions ré�exives ont souvent été modélisées par le mo-dèle de la � tour ré�exive � [Smi84℄. Une tour d'interprètes est dé�nie où 
haque niveau de la tour évalue leniveau qui lui est supérieur. La tour est exé
utée par une ma
hine ultime. Deux opérations, donnant a

èsau programmeur à l'interprète, permettent de 
hanger le niveau 
ourant de l'interprète : la réi�
ation faitaugmenter le niveau et rend l'état 
ourant du 
al
ul disponible (les expressions interprétées, les environne-ments...), la ré�exion fait des
endre le niveau donnant l'état dans lequel le 
al
ul 
ommen
e (
f. �gure 1). Cemé
anisme permet au programmeur d'avoir a

ès aux stru
tures impli
ites qu'il manipule, et de les modi�erexpli
itement. Par exemple, la réi�
ation permet de 
hanger un environnement (une 
l�ture par exemple)en une stru
ture de données que l'on peut manipuler expli
itement, la ré�exion permettant de 
hanger unestru
ture de données (un enregistrement par exemple) en un environnement.
210 Réi�
ationRé�exionFig. 1 � La tour d'interprètes dans un langage ré�exifIX.5.1 Programme ≡ donnéesNous nous intéressons i
i à deux mé
anismes parti
uliers : le premier est la 
apa
ité à représenter unprogramme sous la forme de données manipulables par le programmeur ; le deuxième à gérer expli
itementla notion d'environnement d'évaluation. Le premier n'appelle qu'un 
ommentaire de notre part (
f. se
-tion VIII.3.2) : on peut, en Lisp par exemple, représenter par une liste un fragment de programme Lisp. Lesopérations sur les listes permettent de 
onstruire n'importe quelle liste et don
 de 
onstruire n'importe quelprogramme. Par exemple, la fon
tion H suivante en Common Lisp [Ste82, Ste84℄, prend deux s-expressions,(f x y) et (g u v), 
orrespondant à l'appli
ation de fon
tions binaires, et 
onstruit puis évalue le pro-gramme (f (g x v) (g u y)) :(defma
ro H ((f x y) (g u v)) `(,f (,g ,x ,v) (,g ,u ,y)))Ce genre de traitement n'est pas possible ave
 les amalgames : il n'y a pas de représentation expli
ite d'unamalgame. Quand nous parlons de valeur symbolique, il ne s'agit pas d'un programme représenté sous formede données du premier ordre et que l'on peut transformer en � vrai � programme par une réi�
ation dansla tour des interprètes. Il s'agit d'une abstra
tion de 
ode similaire en 
ela à une fon
tion. Cette abstra
tionest � semi-opaque � dans le sens suivant : on ne peut pas, par exemple, a

éder au premier argument del'expression a+b, 
omme 
'est le 
as pour une s-expression Lisp. Un amalgame n'est don
 pas � transparent �.Mais il n'est pas opaque non plus dans le sens où il est possible de rempla
er 
ertains � trous �, les référen
eslibres d'un terme, par une expression arbitraire. La situation est analogue pour le λ-
al
ul : on ne peut pastrouver de fon
tion f telle que f(P Q) ⇒ P 
ar on peut toujours réduire (P Q) avant d'appliquer f . Unopérateur 
omme H ne peut don
 pas être dé�ni. Par 
ontre, en λ-
al
ul 
omme pour les amalgames, les



124 CHAPITRE IX. LES AMALGAMES ET LES FORMALISMES EXISTANTSprogrammes sont aussi des données que l'on peut 
ombiner pour former d'autres programmes (à défaut deles � 
asser � pour en extraire des parties).IX.5.2 La notion d'environnementLa notion d'environnement est 
lassiquement séparée, dans les langages de programmation, de la notionde stru
ture de données : un ensemble de liaisons sont dé�nies dans un environnement (par exemple la 
l�turedes langages fon
tionnels) alors que les instru
tions, les opérateurs du langage permettent la manipulationdes stru
tures de données (les enregistrements, les produits 
artésiens...). Ces deux notions n'ont jamaisd'interse
tion (sauf dans les langages ré�exifs) : il n'est pas permis de manipuler le 
ontenu d'une 
l�tureou d'augmenter expli
itement les dé�nitions d'un let ; un environnement ne peut pas être transformé enstru
ture de données... Elles ne jouent don
 pas les mêmes r�les.Le formalisme des amalgames uni�e néanmoins la notion de stru
ture de données et d'environnement àtravers les systèmes et les mé
anismes de séle
tion et d'extension. Nous présentons le langage 3-Lisp (
f. se
-tion IX.5.3) un des premiers langages ré�exifs qui a initié la notion de tour ré�exive, Pebble (
f. se
tion IX.5.4)un langage qui manipule les environnements expli
itement, puis Symmetri
 Lisp, un langage parallèle mani-pulant les environnements (
f. se
tion IX.5.5) et en�n l'introdu
tion dans le langage S
heme d'opérateurspermettant une manipulation expli
ite de la notion d'environnement (
f. se
tion IX.5.6). D'autres langagespermettent la manipulation de la notion d'environnement, 
itons par exemple Plasma II [LS89℄.IX.5.3 Le langage ré�exif 3-Lisp et ses variantesUn des premiers langages ré�exifs est le langage 3-Lisp [Smi82, Smi84, dRS84℄ : des primitives permettantde se dépla
er dans la tour ré�exive sont ajoutées à un diale
te Lisp basé sur une tour d'interprètes. Unprogramme d'un niveau n est exé
uté par un autre programme d'un niveau n− 1 (typiquement l'interprètedu programme). Par un mé
anisme de dépla
ement dans 
ette tour, les primitives permettent à un programmed'avoir a

ès aux stru
tures dé�nissant son propre programme. Les opérateurs pré�xes ↑ et ↓ permettent ledépla
ement dans la tour d'interprètes a�n d'avoir a

ès à une stru
ture et 
e qu'elle désigne. Par exemple,
↑(+ 2 2) s'évalue en '4. Le programmeur peut, par 
e mé
anisme, ajouter des fon
tionnalités à l'interprèteexé
utant son programme.Les auteurs de 3-Lisp n'utilisent pas les possibilités de 
hangement de niveau d'interprète pour dé�nir desnotions de programmation in
rémentielle. Néanmoins, les bases sont dé�nies pour permettre la dé�nition delangages qui 
onduiront à traiter les environnements 
omme objets de première 
lasse et à les utiliser pourstru
turer des programmes.Deux autres langages, Brown et Blond sont des variations sur le thème des langages ré�exifs :� Brown [FW84, WF88℄ est un interprète S
heme [RCe+92℄ dans lequel a été rajouté des 
onstru
tionspermettant la 
onstru
tion de fon
tions à partir d'expressions (grâ
e à la fon
tion denotation) etinversement (grâ
e à la fon
tion meaning). Dans le 
as de Brown les environnements sont réi�és enfon
tions et non pas en stru
tures de données (
ontrairement à 3-LISP de Smith).� Le langage Blond 8 [DM88℄, est un langage ré�exif, et 
orrespond à une évolution de Brown. La réi�
ationet la ré�exion sont de nouveau implémentés 
omme des dépla
ements dans la tour ré�exive des inter-prètes. Contrairement à Brown où plusieurs interprètes 
ohabitent, en Blond, un interprète unique estprésent. Seul son niveau d'exé
ution 
hange, ainsi 
haque niveau dispose de son propre environnement.IX.5.4 Le langage PebbleLe langage Pebble [LB88, BL84a℄ de Burstall et Lampson est un langage fon
tionnel basé sur le λ-
al
ulave
 types qui explore les notions de type de données, de type de données abstrait et de module. La notionde programmation in
rémentielle est 
entrale dans l'appro
he de Pebble : un programme est vu 
omme laliaison de modules séparés. Un module produit une implémentation, 
'est-à-dire un ensemble de dé
larations8. Le nom du langage Blond est un jeu de mot ave
 le langage Brown et marque son origine s
andinave.
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édures. Les relations entre diverses implémentation sont assurées par les interfa
es, quidé�nit le type d'implémentation qui est produit ou requis par un module (
'est la signature du module quiest seule visible des autres modules). La notion de module est une fon
tion des implémentation vers desimplémentations. La 
orrespondan
e suivante :implémentation ↔ valeurinterfa
e ↔ typemodule ↔ fon
tionest don
 établie. Elle met en rapport la notion de module, interfa
e et implémentation ave
 les notions
lassiques de valeur, de type et de fon
tion des langages fon
tionnels.Le langage Pebble a de nombreuses parti
ularités (traiter les types 
omme des valeurs, permettre lepolymorphisme ad ho
, ne pas di�éren
ier les phases de 
ompilation et d'exé
ution 9...) mais nous ne nousintéresserons qu'à une en parti
ulier : la 
apa
ité de dé�nir des liaisons 
omme valeurs et la manipulation de
es liaisons. En Pebble, un ensemble de liaisons va permettre de dé�nir un environnement. Les environnementsvont être à la base d'un système de module. Les modules ne sont qu'un point de vue, en Pebble, sur les liaisons,et non pas une introdu
tion de mé
anismes parti
uliers, 
omme 
e peut être le 
as en SML.La notion de liaison est présente en Pebble où elle est une asso
iation d'un nom et d'une valeur (notée
a ∼ 3), la liaison elle même étant une valeur. La portée des dé�nitions est limitée par les 
onstru
tions
lassiques LET x : int ∼ y + z IN x+ abs x ou bien WHERE. Le type d'une liaison est une � dé
laration �.Les liaisons étant des valeurs, une liaison peut être un argument d'une fon
tion et une fon
tion peut retournerune liaison. La valeur d'une liaison est l'évaluation de sa partie droite et l'� atta
hement � au label (sapartie gau
he). Par exemple, la valeur de x : int ∼ y + 3 dans un environnement où y vaut 3 a pourvaleur x ∼ 7 (on omettra dans la suite le type de la dé�nition). Un tuple de liaisons est en
ore une liaison :LET x ∼ 0 IN LET [x ∼ 3, y ∼ x℄ IN [x, y℄ a pour valeur [3, 0℄ 
ar les deux liaisons dans la paire sontévalué dans l'environnement extérieur. Il est possible d'e�e
tuer des liaisons en série : B1; B2 est équivalentà [B1, LET B1 IN B2℄. Ce sont les seules opérations sur les liaisons.Un ensemble de liaisons peut être utilisé 
omme environnement d'évaluation d'une expression, 
ommedans l'exemple : LET b ∼ (x ∼ 3) IN LET b IN x qui s'évalue en 3. Les liaisons pouvant être des arguments defon
tions, l'expression suivante LET f(b : (x : int× y : int)→ int) ∼ LET b IN x+ y IN f[x ∼ 1, y ∼ 2℄évalue x+y dans un environnement de liaisons où x vaut 1 et y vaut 2. Le résultat est bien sûr 3.IX.5.5 Le langage Symmetri
 LispJagannathan [GJL87a, GJL87b, Jag89℄ a dé�ni le langage Symmetri
 Lisp permettant la dé�nition d'ex-pressions qui s'évalueront en environnements (et d'utiliser 
es environnements pour évaluer d'autres ex-pressions) ainsi que la dé�nition d'environnements. La première 
onséquen
e est que le r�le joué par denombreuses stru
tures di�érentes dans les langages (module, enregistrement, 
lasse, type abstrait...) est as-suré i
i par une stru
ture unique. De plus, Symmetri
 Lisp est un langage parallèle (de type 
on
urrent) oùtous les éléments d'un environnement s'évaluent en même temps.La gestion des environnements se fait à l'aide de trois 
onstru
tions : NAME, PRIVATE et ALPHA. La 
réationd'un environnement se fait à l'aide des 
onstru
tions ALPHA et NAME. Par exemple :(ALPHA(NAME x (+ 1 1))(NAME y (* x 2)))dé�nit un environnement qui lie x à 2 et y à 4. La règle de liaison est identique à 
elle utilisée pour lesamalgames : les variables des expressions d'un environnement utilisent les dé�nitions de l'environnement sielles existent, sinon elles sont 
her
hées dans l'environnement englobant. Un nom qui n'est pas dé�ni restesous la forme d'un label (o�rant ainsi la liaison dynamique des variables). L'utilisation de la 
onstru
tionPRIVATE permet de dé�nir une variable lo
ale, qui ne sera pas visible. L'environnement peut aussi êtrea

édé par une position : la 
onstru
tion A-NTH permet d'a

éder à la ne dé�nition d'un ALPHA. L'équivalentdes fon
tions 
ar et 
dr Lisp se nomme ACAR et ACDR et s'applique sur un ALPHA. Une fois un environnement9. Une 
ertaine évaluation, qui peut être de type symbolique, peut apparaître au moment de la 
ompilation [BL84b, pp 290℄.
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réé, on peut évaluer une expression dans 
et environnement à l'aide de la 
onstru
tion WITH. Par exemple,dans l'environnement :(NAME pays(ALPHA(NAME fran
e 'paris)(NAME portugal 'lisbonne)))l'expression (WITH pays fran
e) s'évalue en 'paris. Il est possible d'altérer la valeur dé�nie dans unenvironnement par un WITH! (toutes les 
onstru
tions se terminant par un point d'ex
lamation e�e
tuent une�et de bord). L'extension d'environnement est possible, suivant un mé
anisme d'extension d'enregistrement :un environnement est dé
laré ouvert (par la 
onstru
tion (NAME environ (OPEN-ALPHA)) qui s'évalue en(NAME environ (ALPHA *))) et pourra être 
andidat au rajout de dé�nitions. Le rajout de dé�nitions sefait grâ
e à ATTACH! qui ajoute à une ALPHA ouverte une nouvelle dé�nition. Le rajout de dé�nitions nepermet 
ependant pas la 
on
aténation de deux environnements quel
onques.La liaison par NAME permet d'avoir une expression quel
onque (dont les fon
tions) et ainsi dé�nir la notionde module. Par exemple, une librairie lib dé�nit une fon
tion sin :(NAME lib (ALPHA (NAME sin (LAMBDA (x) < définition de sin > ))))que l'on peut ensuite utiliser : (WITH lib (sin 2.0)).IX.5.6 Les 
onstru
tions expli
ites refle
t et reifySuite à la dé�nition du langage Symmetri
 Lisp dé�nissant la notion d'environnement 
omme valeur depremière 
lasse à partir de 
onstru
tions expli
ites NAME et ALPHA, Jagannathan [JA92, Jag94b, Jag94a℄ne retient que les deux opérateurs de transformation expli
ites qui permettent de transformer une stru
-tures de données en environnement et inversement (une implémentation de 
es opérateurs apparaît dansle langage Ras
al). Ces opérateurs utilisent la terminologie des langages ré�exifs en n'en 
onservant quel'esprit (il n'est plus question de tour ré�exive) et vont lui permettre de modéliser des fon
tionnalitésdes langages objets (héritage, modules). L'opérateur refle
t permet la transformation d'une stru
turede données qui asso
ie à un label une valeur en un environnement qui pourra être utilisé pour l'évaluationd'expressions. La stru
ture de données 
hoisie est l'enregistrement 
lassique des langages fon
tionnels. Parexemple, refle
t {a=2, b=3} in (a+b) s'évalue en 7. Inversement, reify permet de transformer un en-vironnement en un enregistrement qui peut être manipulé par le programmeur. Par exemple, l'expressionlet a=1 and b=2 in (reify) a pour résultat {a=1, b=2}. La valeur d'un enregistrement est a

édée 
las-siquement par un opérateur de séle
tion, et une opération de 
on
aténation d'enregistrement est dé�nie : parexemple, (• r1 r2) 
on
atène les enregistrements r1 et r2.IX.5.7 Comparaison ave
 81/2Le langage Pebble introduit un nouvel objet, la liaison, qui est typé. Il est possible de 
ombiner deuxensembles de liaisons (par une 
omposition en série B1 ; B2) mais pas de dé�nir d'expression ré
ursive telleque :
{a = 1, b = c}# {c = a, d = b}où 
haque environnement va 
her
her des liaisons dans l'autre environnement. La notion de liaison permet ladé�nition de let extensible puisqu'il est possible de 
ompléter les variables libres d'un let par les dé�nitionsd'un environnement. Il n'est 
ependant pas possible de référer la re-dé�nition d'une liaison, la premièreliaison masquant toute les pré
édentes.La né
essité des opérateurs spé
i�ques refle
t et reify provient de distin
tion faite entre stru
turede données et environnement d'évaluation (une 
l�ture). L'environnement d'évaluation est opaque pour leprogrammeur et 
e n'est que grâ
e à l'usage d'un opérateur expli
ite que l'on peut pénétrer 
ette opa
ité.Les amalgames prennent le point de vue opposé : la stru
ture de données est l'environnement d'évaluation :il y a uni�
ation des deux 
on
epts. On notera aussi que 
es deux opérateurs ne permettent pas l'a

ès àune redé�nition.



IX.5. LES LANGAGES RÉFLEXIFS 127Il n'est pas possible, en Symmetri
 Lisp de 
ombiner deux ensembles de liaisons quel
onques et d'augmenterun ensemble par de nouvelles dé�nitions (
ontrairement à Lamping ou aux amalgames). Les restri
tions sontles mêmes que pour les enregistrements extensibles. Par 
ontre, le mé
anisme qui 
onsiste à 
onsidérer lesenregistrements 
omme des environnement est identique à notre appro
he, ainsi que les règles de portée desvariables.Le tableau en page suivante tente de résumer la 
omparaison entre les amalgames et les divers langageset formalismes que nous avons étudiés.

10. Il n'est pas possible de dé�nir de stru
tures de données ré
ursives en SML. On notera 
ependant que 
ela est possible enCAML mais que 
e mé
anisme n'est pas réellement o�ert à l'utilisateur.11. Il est possible en Haskell de dé�nir plus que de simples fon
tions ré
ursives. Le mé
anisme d'évaluation paresseux desexpressions permet la dé�nition de stru
tures de données ré
ursives.12. Le λC-
al
ul permettant � l'émulation � du λ-
al
ul ave
 labels et du λN-
al
ul, les deux réponses sont valables.
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langage notiond'agrégat restri
-tion exten-sion exten-sion detype dé�ni-tionré
ursive a

èsaux redé-�nitions a

ès ≡éval dansun envt variable nom portéelexi
aleet dyna-mique 
apturedevariables typage forma-lismed'a

ueilC stru
t non non non parpointeur non non oui non non non oui impératifC++ stru
t non non héritage parpointeur oui non oui non non non oui objetimpératifSML re
ord non non non let re
 13 non non oui non non non! oui λ-
al
ulHaskell re
ord non non héritage let re
 14 non non oui non non non oui λ-
al
ul
λ-
al
ulave
labels tuple non oui non non non non oui oui oui oui oui λ-
al
ul

λN-
al
ul tuple oui oui non non oui oui oui oui oui non oui λ-
al
ul
π-
al
ul tuple non non non non non oui oui oui oui oui algèbre àla CCSLamping bindings non oui non non non non oui oui oui oui non λ-
al
ulvariablesquasi-statiques liste oui oui non oui non non oui oui oui oui non S
heme

λC-
al
ul tuple oui oui non non oui oui/non 15 oui oui oui oui non λ-
al
ul

λ-
al
ul+C + types tuple non oui oui non non non oui oui oui oui oui λ-
al
ulPebble bindings non oui oui oui non non oui oui oui oui oui λ-
al
ul+ types3-Lisp liste oui oui non non oui oui oui non oui oui non Lispre�e
t,reify re
ord oui oui non non non oui oui oui oui oui non S
hemeSymmetri
Lisp Alpha non oui non non non oui oui oui oui oui oui Lisp81/2 
olle
-tion non oui non non non oui oui non oui non oui dé
lara-tifamal-games { . . . } � # non oui oui oui non oui oui oui non dé
lara-tifTab. 2 � Comparaison des divers formalismes étudiés (les notes en exposant sont reportées à la page pré
édente en notes de bas de page).



Chapitre XUne sémantique des amalgames
X.1 Le langage de base des amalgamesX.1.1 La dé�nition du langage ΣDéfinition X.1 (Le langage Σ)Nous nous intéressons à un sous-ensemble des amalgames, le langage Σ. La syntaxe abstraite des termes de
Σ est la suivante (donnée dans le style BNF) :Ref

p ::= idn | idnSys
s ::= { . . . , id = e, . . . }
Σ
e ::= p | s | e# e′ | e � e′où n appartient à N, id à Id, e à Σ, p à Ref et s à Sys. La 
onstru
tion id = e, qui n'est pas un élément de

Σ s'appelle une dé�nition : id est le de�niendum et e le de�niens. Tous les de�niendum d'un système sontdistin
ts. On utilise ≡ 
omme signe d'égalité dans Σ.Remarque Les opérateurs � et # , en l'absen
e de parenthésage asso
ient à gau
he, i.e. a⋄ b⋄ c ≡ (a⋄ b)⋄ coù ⋄ ∈ { � , # }. L'opérateur � à une pré
éden
e supérieure a # , i.e. a � b# c ≡ (a � b)# c.Remarque Le langage Σ ne 
omporte que les 
onstru
tions de dé�nitions de systèmes, les opérateurs de
on
aténation et de séle
tion ainsi que les référen
es libres et liées. Les identi�
ateurs sont volontairementex
lus de Σ (leur utilisation sera dé
rite dans la se
tion X.2) 
ar ils ne sont pas né
essaires à la dé�nitiondes amalgames.Remarque En utilisant la grammaire de Σ, il est possible d'é
rire l'ensemble des termes de Σ. Malheureu-sement, tous les termes qui sont syntaxiquement 
orre
ts ne sont pas sémantiquement justes :� il se peut que des référen
es soient spé
i�ées libres alors qu'elles doivent être liées 
ar une dé�nitionexiste dans un s
ope englobant à la référen
e. Par exemple, dans l'expression {a = 1, b = a0}, b dé�nitune référen
e libre alors que la référen
e doit être liée 
ar une dé�nition de a apparaît dans le s
ope
ourant.� il se peut que des référen
es liées soient in
orre
tement liées 
ar au
une dé�nition n'apparaît dansle s
ope référé. Par exemple, dans l'expression {a = 1, b = c0}, b dé�nit une référen
e liée à c alorsqu'au
une dé�nition de c n'apparaît dans le s
ope 
ourant ni dans au
une s
ope englobant.Nous allons don
 dé�nir un sous-langage, le langage ΣC tel que tous les éléments de ΣC soient 
orre
tementliés. 129



130 CHAPITRE X. UNE SÉMANTIQUE DES AMALGAMESX.1.2 Le langage ΣCAvant de dé�nir 
e qu'est un terme 
orre
t, il nous est né
essaire de dé�nir un 
ertain nombre de fon
tionset de prédi
ats auxiliaires. Nous 
ommençons par la dé�nition de 
es fon
tions auxiliaires puis nous dé�nironsensuite la propriété de 
orre
tion.Rappel des 
onventions sur les listes. Nous utilisons une notation pro
he de 
elle adoptée par lelangage CAML pour la spé
i�
ation et la manipulation des listes : List(X) représente l'ensemble des listesd'éléments de X ; la liste vide est notée <> ; la 
on
aténation d'un atome h et d'une liste t se note h:: t ;l'a

ès au ne élément d'une liste l se note nth(n, l) la liste privée de son premier élément se note tl(l) eten�n, le nombre d'éléments d'une liste l se note lg(l). Par 
onvention, tl(<>) =<> et les itérés de tl() sedé�nissent par : tl0(l) = l, tl1(l) = tl(l) et tln(l) = tl(n−1)(tl(l)).L'évaluation d'amalgames né
essite parfois d'e�e
tuer des liaisons (la transformation de référen
es libresen référen
es liées) lors de l'évaluation d'une expression (
f. se
tion VIII.6.3.4). Il va don
 être né
essairede spé
i�er une fon
tion de liaison des référen
es libres des expressions. Pour permettre 
ette liaison, il estné
essaire de 
onnaître, pour une expression qui se trouve dans un 
ertain s
ope, l'ensemble des de�niendumau niveau de l'expression. L'ensemble des de�niendum est appelé l'environnement de liaison.Définition X.2 (S
ope et environnement de liaison)Un s
ope est un élément de S
ope = {⋆n, ⋆n} ∪ P(Id). Un environnement de liaison est un élément de
EL = List(S
ope).Remarque La 
onstante ⋆n est utilisée quand on ne 
onnaît pas les liaisons, des rédu
tions devant en
oreavoir lieu ; la 
onstante ⋆n est utilisée quand on ne 
onnaît pas les liaisons, 
e qui 
orrespond à un � trou �dans l'expression, 
'est-à-dire une référen
e libre.On ne distingue généralement pas les 
onstantes ⋆net ⋆n. On note alors 
es 
onstantes par ⋆ qui désigneindi�éremment un de 
es deux éléments. Par exemple, intuitivement, l'environnement de liaison de • dansl'expression :

{a = {f = e, b = {c = 1, d = f}︸ ︷︷ ︸
A

}, e = 1, h = a1 � (z1
� •)} (1)est < ⋆n, ⋆n, {a, e, h} > ; au niveau de la dé�nition A il est égal à : < {f, b}, {a, e, h} >.Définition X.3 (La fon
tion Dom())Nous avons besoin d'une fon
tion permettant de 
onnaître les liaisons induites par une expression. Lafon
tion totale Dom() de Σ dans S
ope est dé�nie par :

Dom(l, idn) = ⋆n

Dom(l, idn) = ⋆n

Dom(l, { . . . , id = e, . . . }) = {. . . , id, . . . }
Dom(l, e# e′) = Comb(Dom(e), Dom(e′))
Dom(l, e � e′) = ⋆noù la fon
tion Comb() : S
ope 7→ {⋆n, ⋆n} est la fon
tion qui dé�nit la liaison d'une 
on
aténation :
Comb(⋆n, p) = ⋆n

Comb(p, ⋆n) = ⋆n

Comb({. . . }, {. . . }) = ⋆n

Comb(p, p′) = ⋆nRemarque Par exemple, le domaine du système P ≡ {a = 1, b = a0, c = b1} est :
Dom(P ) = {a, b, c}Nous devons dé�nir une fon
tion qui 
her
he ré
ursivement dans un environnement de liaison un élément

id. Si l'élément n'existe pas ou si une 
onstante ⋆ est ren
ontrée alors on renvoie ⋆, sinon on renvoie la
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ontient id.Définition X.4 (La fon
tion index())La fon
tion index() : EL × Id× N 7→ {⋆} ∪ N est dé�nie :
index(<>, id, n) = ⋆
index(⋆n:: t, id, n) = ⋆
index(⋆n:: t, id, n) = ⋆
index(h:: t, id, n) = if id ∈ h thenn elseindex(t, id, n+ 1)Définition X.5 (Le prédi
at okRefLibre())Le prédi
at okRefLibre(l, a) est la fon
tion totale de EL×Id 7→ Bool qui véri�e qu'il n'y a pas de dé�nitionde a dans la liste l. Il est dé�ni 
omme :
okRefLibre(l, a) = (index(l, a, 0) == ⋆)Définition X.6 (Le prédi
at okRefLiée())Contrairement à une référen
e libre, une référen
e liée doit apparaître dans le s
ope qu'elle réfère, et nonpas dans un quel
onque s
ope englobant. Le prédi
at okRefLiée(l, e), fon
tion totale de EL × Id 7→ Bool,est don
 vrai si la dé�nition de e apparaît dans le s
ope dé�nit par le premier élément de e :
okRefLiée(<>, a) = false
okRefLiée(⋆:: l′, a) = false
okRefLiée(s:: l′, a) = (a ∈ s)Définition X.7 (Le prédi
at correctB())Le prédi
at correctB(e) : EL × Σ 7→ Bool est une fon
tion totale qui véri�e que toutes les référen
es liées
orrespondent à un de�niens :
correctB(l, a

p) = true
correctB(l, ap) = okRefLiée(tlp(l), a)

correctB(l, { . . . , id = e, . . . }) =
∧

correctB({. . . , id, . . . }:: l, e)
correctB(l, e# e′) = correctB(l, e) ∧ correctB(l, e′)
correctB(l, e � e′) = correctB(l, e) ∧ correctB(Dom(e):: l, e′)et correctB(e) abrège correctB(<>, e). L'expression ∧

. . . doit s'interpréter 
omme la 
onjon
tion sur lesde�niens e du système.Définition X.8 (Le prédi
at correctF())Le prédi
at correctF(e) : EL × Σ 7→ Bool est une fon
tion totale qui véri�e que toutes les référen
es libresne 
orrespondent à au
un de�niens :
correctF(l, a

p) = okRefLibre(tlp(l), a)
correctF(l, ap) = true
correctF(l, { . . . , id = e, . . . }) =

∧
correctF({. . . , id, . . . }:: l, e)

correctF(l, e# e′) = correctF(l, e) ∧ correctF(l, e′)
correctF(l, e � e′) = correctF(l, e) ∧ correctF(Dom(e):: l, e′)L'expression correctF(e) abrège correctF(<>, e).On peut dé�nir à présent les termes 
orre
ts : 
e sont les éléments de Σ où les référen
es libres et liéessont 
orre
tes : 
'est-à-dire où il existe une dé�nition pour toute référen
e liée et où une référen
e libre à unevariable x n'est pas dans la portée d'une dé�nition de x.Définition X.9 (Le prédi
at correct())Le prédi
at correct(e) : Σ 7→ Bool, fon
tion totale, est la 
onjon
tion des prédi
ats de 
orre
tion destermes libres et liés :
correct(e) = correct(<>, e)
correct(l, e) = correctB(l, e) ∧ correctF(l, e)
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es dé�nitions, rappelons nous que nous avons vu dans la se
tion VIII.6.3.3 queles opérations de séle
tion et de 
on
aténation ne devaient pas permettre de liaison quand l'expression n'étaitpas 
omplète. Reprenons l'exemple de la se
tion VIII.6.3.3 après substitution de a2 en x0 :
{a = x0, b = {x = 1} � (y0

� a2)} → {a = x0, b = {x = 1} � (y0
� x0)}︸ ︷︷ ︸

AIl n'est pas possible de 
hanger x0 en x1 
ar il se peut que y0 devienne plus tard un système et dé�nisse unevaleur pour x. Nous avons aussi vu que la dé�nition d'une séle
tion 
réait un s
ope (
f. se
tion VIII.6.1).L'expression A 
i-dessus est 
orre
te, malgré la dé�nition de x dans l'expression {x = 1} 
ar elle est in-atteignable par x0 en l'état. Comme nous l'avons vu, deux 
onstantes spé
iales permettent de spé
i�er uns
ope qui n'est pas en
ore 
onnu : ⋆n et ⋆n. Une référen
e est don
 libre si elle n'apparaît pas dans un s
opeenglobant ou bien si une � barrière � matérialisée par ⋆ apparaît dans un s
ope englobant.Définition X.10 (Le langage ΣC)Le langage ΣC , sous-langage de Σ est tel que 
haque élément de ΣC est 
orre
t :
ΣC = {x | x ∈ Σ ∧ correct(x)}X.2 Le langage ΣI : Σ ave
 du su
re syntaxiqueLe langage Σ (et plus parti
ulièrement son sous-ensemble ΣC) est extrêmement 
ontraignant : on nepeut pas é
rire d'expression utilisant un identi�
ateur sans référen
e expli
ite à sa dé�nition. Par exemple,l'expression suivante :
{a = 1, b = a} (2)ne peut être dé�nie. Seule sa version dans Σ :
{a = 1, b = a0}peut être dé�nie. Cette parti
ularité de Σ ne fa
ilite pas la dé�nition d'expressions 
omplexes dans lesquelles
ertaines liaisons sont impli
ites (telles que 
elle que nous venons de dé�nir) et on veut pouvoir les é
riresans né
essairement 
onnaître dans quel s
ope la dé�nition se trouve, 
elui-
i étant spé
i�é impli
itement etsans ambiguïté par le 
ontexte.À 
ette �n, nous dé�nissons un sur-ensemble de Σ : le langage ΣI où l'utilisation des identi�
ateurs estpossible. Maintenant, l'expression (2) peut être dé�nie. La �gure 1 montre le s
héma d'in
lusion des langages

Σ, ΣC et ΣI .
ΣI

Σ

ΣCFig. 1 � Le s
héma d'in
lusion des langages ΣI, Σ, ΣC.Le langage ΣI 
orrespond en fait à l'ajout de � su
re syntaxique � au langage Σ, ave
 un identi�
ateur
x se traduisant par :� soit une référen
e liée, i.e. désignant la dé�nition la plus pro
he,
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e libre (s'il n'existe pas de dé�nition a

essible) dont l'indi
e est 0 par 
onvention.Par exemple, l'expression :
{a = 1, b = a, c = d}qui est un terme de ΣI se réé
rit en le terme de Σ :
{a = 1, b = a0, c = d0}
ar il existe une dé�nition de a mais au
une dé�nition pour d.Définition X.11 (Le langage ΣI)Formellement, le langage ΣI est dé�ni par la grammaire :Ref
p ::= idn | idn | idSys
s ::= { . . . , id = e, . . . }
ΣI

e ::= id | p | s | e# e′ | e � e′X.2.1 La liaison des expressionsLa fon
tion de liaison bind(e) e�e
tue la transformation de 
ertaines référen
es libres en référen
es liées.Définition X.12 (La fon
tion de liaison bind())La fon
tion bind() de EL × Σ dans Σ est une fon
tion totale spé
i�ée par :
bind(l, idn) ≡ idn

bind(l, idn) ≡ if(n > lg(l)) then idn
elsebindF(l, id, n)

bind(l, { . . . , id = v, . . . }) ≡ { . . . , id = bind({. . . , id, . . . }:: l, v), . . . }
bind(l, e# e′) ≡ bind(l, e)# bind(l, e′)
bind(l, e � e′) ≡ bind(l, e) � bind(Dom(e):: l, e′)La fon
tion bindF() de Σ dans Σ est dé�nie 
omme :
bindF(l, id, n) = if ι == ⋆ then idn

else idι ave
 ι = index(tln(l), id, n)Remarque Il apparaît que la stratégie de liaison privilégie les liaisons lo
ales puis globales, en a

ord ave
le 
hoix dé
rit en se
tion VIII.6.2.La liaison d'une référen
e libre idn s'e�e
tue en remontant au moins n s
opes englobants puis la liaisonest e�e
tuée ave
 la première dé�nition ayant pour nom id. Si la 
onstante ⋆ est ren
ontrée, alors 
'estqu'une liaison future reste possible et alors la référen
e doit rester libre. La liaison d'une séle
tion respe
te
e s
héma : la liaison de e � e′ e�e
tue la liaison de e′ dans les dé�nitions de Dom(e).X.2.2 Une fon
tion de tradu
tion d'un terme de ΣI en un terme de ΣCLa fon
tion trad() permet de traduire un terme de ΣI en un terme de ΣC . Les termes de ΣI peuvent setrouver dans trois 
as di�érents :1. Le terme est 
orre
tement dé�ni et 
orre
tement lié. Dans 
e 
as, la fon
tion de tradu
tion est lafon
tion identité.2. Le terme est 
orre
tement dé�ni, mais il est insu�samment lié. Dans 
e 
as, les liaisons doivent êtreétablies entre les référen
es libres et les dé�nitions qui peuvent apparaître. Par exemple, dans l'expres-sion :
{a = 1, b = {a = 2, c = a0, d = a1}}
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e libre à a0, doit être une référen
e liée, de même que pour la se
onde référen
elibre a1. La tradu
tion de l'expression pré
édente en un terme de ΣC est :
{a = 1, b = {a = 2, c = a0, d = a1}}3. Le terme est in
orre
tement dé�ni. Dans 
e 
as, la tradu
tion du terme n'est pas possible 
ar on nepeut déterminer quelles sont les liaisons 
orre
tes. Par exemple, dans le terme :
{a = 1, b = c0}où la référen
e liée c0 ne 
orrespond à au
une dé�nition. Il n'est pas souhaitable de traduire une telleréféren
e erronée en une référen
e libre 
ar un tel terme signi�e sûrement une erreur de dé�nition. Dans
e 
as, l'opération de tradu
tion du terme é
houe.PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé t

r
a
d
()

Σ

ΣI

ΣCtrad()
t
r
a
d
()

t
r
a
d
()

indé�ni indé�niFig. 2 � La tradu
tion d'un terme de ΣI : si la fon
tion de tradu
tion est indé�nie, alors la tradu
tion duterme est une erreur, sinon le terme traduit est un élément de ΣC.Si l'on reprend le s
héma d'in
lusion de la se
tion pré
édente, nous pouvons donner une représentationgraphique de la fon
tion de tradu
tion qui asso
ie à un terme de ΣI un terme de ΣC ou bien une erreur (
f.�gure 2). Un terme de Σ qui n'est pas un élément de ΣC est un terme in
orre
t par dé�nition et don
 satradu
tion doit é
houer. Un terme 
orre
t doit se traduire en lui même, don
 la fon
tion de tradu
tion est lafon
tion identité dans ΣC . Un terme de ΣI est soit traduisible 
orre
tement où alors il est in
orre
t. L'erreurde la tradu
tion ne 
orrespond pas à un terme de ΣC mais à un é
he
 de la fon
tion. En e�et, on ne désirepas évaluer les termes erronés ni les propager lors de l'évaluation (
omme 
'est le 
as dans le traitement del'évaluation du λN-
al
ul). Nous modélisons 
ela par une fon
tion partielle. Seuls les termes traduisibles enun terme 
orre
t ont une image par 
ette fon
tion.Définition X.13 (La fon
tion trad())
trad(e) ≡ bind(IdToRef(e)) si correct(bind(IdToRef(e))) = trueet indé�ni sinon.où la fon
tion IdToRef() : ΣI 7→ Σ e�e
tue la tradu
tion des identi�
ateurs id en référen
es libres id0.Définition X.14 (La fon
tion IdToRef())
IdToRef(id) ≡ id0

IdToRef(idp) ≡ idp

IdToRef(idp) ≡ idp

IdToRef({ . . . , id = e, . . . }) ≡ { . . . , id = IdToRef(e), . . . }
IdToRef(e# e′) ≡ IdToRef(e)# IdToRef(e′)
IdToRef(e � e′) ≡ IdToRef(e) � IdToRef(e′)La fon
tion IdToRef() est une fon
tion totale de ΣI dans Σ et bind() est une fon
tion totale de Σ dans Σ.La fon
tion trad() est don
 la restri
tion d'une fon
tion totale aux éléments de ΣI dont l'image est 
orre
te.Par suite, la fon
tion trad() est une fon
tion partielle de ΣI dans Σ.
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onstru
tion, trad() traduit bien un terme de ΣI en un terme de ΣC . Si le terme n'est pas traduisible,alors la tradu
tion n'est pas dé�nie. On aimerait néanmoins s'assurer que la tradu
tion d'un terme de ΣClaisse 
e terme in
hangé.Lemme X.1 (La tradu
tion est 
onservatri
e)La propriété suivante est vraie :
∀e ∈ ΣC , trad(e) ≡ eLa preuve de 
e lemme est faite page 144.X.3 Les règles de rédu
tion des termes de ΣX.3.1 Les fon
tions et prédi
ats auxiliaires de la sémantique opérationnelleDans la se
tion suivante, nous dé
rivons les fon
tions né
essaire à la dé�nition de l'évaluateur des termesdes amalgames. Puis nous spé
i�erons les règles et établirons les prin
ipales propriétés de la rédu
tion.X.3.1.1 L'environnement d'évaluationLa relation de rédu
tion sur les termes de ΣC pro
ède par substitution des de�niens aux référen
es liéeset par simpli�
ation des opération de 
on
aténation et de séle
tion. Il est né
essaire, quand on réduit unesous-expression, de 
onnaître les dé�nitions qui apparaissent dans un s
ope englobant. Pour disposer de 
etteinformation, la relation de rédu
tion utilise un environnement d'évaluation. Comme les expressions peuventêtre imbriquées, nous utilisons une stru
ture de liste pour l'environnement ; 
haque élément de 
ette liste estune fon
tion partielle qui asso
ie à un identi�
ateur son de�niens.Définition X.15 (Environnement et environnement d'évaluation)Un environnement est fon
tion partielle σ de signature Id → Σ. On note [id 7→ e] la fon
tion qui asso-
ie l'expression e à l'identi�
ateur id et qui est indé�nie pour tous les autres identi�
ateurs. Si σ est unenvironnement, alors σ′ = σ ⊎ [id′ 7→ e′] est l'environnement tel que :
σ′(id) =

{
e′ si id = id′

σ(id) sinonL'é
riture [id 7→ e, . . . , id′ 7→ e′] est une abréviation de [id 7→ e] ⊎ · · · ⊎ [id′ 7→ e′].Un environnement d'évaluation, noté ρ, est un élément de EE = List((Id→ Σ) ∪ {⋆n, ⋆
n}).L'opération de mise à jour des référen
es liées hors de leur expression est e�e
tuée par la fon
tion Lift().Rappelons que l'opération de lift des environnements permet que les dé�nitions d'un système à un niveau nsoient toujours a

essibles à un niveau supérieur (
f. se
tion VIII.6.3.1). L'opération de lift d'une expressiondoit 
hanger les référen
es dans un terme qui réfèrent à l'extérieur d'un terme, mais pas 
elles qui sont liéesdans le terme.Définition X.16 (La fon
tion Lift())On dé�nit la fon
tion totale Lift() de Σ dans Σ :

Lift(e) = Lift(0, e)où la fon
tion Lift(n, e) propage le lift sur l'expression en in
rémentant la valeur de n qui 
orrespond aunombre de s
opes ren
ontrés, 
haque fois que 
ela est né
essaire. La fon
tion Lift() de N× Σ dans Σ :
Lift(n, idm) ≡ idp ave
 p = (ifm ≥ n thenm+ 1 elsem)
Lift(n, idn) ≡ idn

Lift(n, { . . . , id = v, . . . }) ≡ { . . . , id = Lift(n+ 1, v), . . . }
Lift(n, e# e′) ≡ Lift(n, e)# Lift(n, e′)
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Lift(n, e � e′) ≡ Lift(n, e) � Lift(n+ 1, e′)Une référen
e n'est in
rémentée que si elle réfère à un s
ope qui est supérieur au nombre de s
opes traversés.On est ainsi assuré que seules les liaisons qui réfèrent une dé�nition hors de leur expression, seront mise àjour.La fon
tion Nenv(ρ, e) de 
onstru
tion d'un nouvel environnement de rédu
tion à partir de l'environne-ment existant ρ et de l'expression e est dé�nie de la façon suivante :Définition X.17 (La fon
tion Nenv())La fon
tion Nenv() de EE × Σ dans EE est dé�nie :
Nenv(ρ, { . . . , id = e, . . . }) = [. . . , id 7→ e, . . . ]:: LiftE(ρ)
Nenv(ρ, v) = Dom(v):: LiftE(ρ)

LiftE(<>) = <>
LiftE(⋆:: t) = ⋆::LiftE(t)
LiftE(h:: t) = (λx. Lift(h(x))):: LiftE(t)La liaison d'une expression né
essitera de 
onnaître les liaisons qui apparaissent dans un environnementd'évaluation. La fon
tion DomE() permet de ré
upérer les identi�
ateurs qui dé�nissent des expressions.Définition X.18 (Les fon
tions DomE() et Def())On dé�nit la fon
tion DomE() de EE dans EL et Def() de (Id 7→ Σ) 7→ P(Id) par :
DomE(<>) = <>
DomE(⋆:: t) = ⋆:: DomE(t)
DomE(σ:: t) = Def(σ):: DomE(t)

Def([id 7→ . . . , . . . , id′ 7→ . . . ]) = {id, . . . , id′}X.3.1.2 La garde de l'évaluationDéfinition X.19 (Le prédi
at C())Le prédi
at C() : EL × Σ 7→ Bool est dé�ni par indu
tion stru
turelle sur la stru
ture des termes :
C(l, idn) = false
C(l, idn) = ⋆n 6∈ tln(l)

C(l, { . . . , id = v, . . . }) =
∧

C(Dom({ . . . , id = v, . . . }):: l, v)
C(l, e# e′) = ((e 6∈ Sys) ∨ (e′ 6∈ Sys)) ∧ C(Dom(e):: l, e′)
C(l, e � e′) = (e 6∈ Sys) ∧ C(l, e) ∧ C(l, e′)Remarque Le prédi
at C(DomE(ρ), v), qui est utilisé pour la spé
i�
ation de la sémantique est vrai quandle terme v ne peut plus être réduit dans un environnement ρ. Ce résultat est démontré par le lemme (X.2).X.3.2 Spé
i�
ation de l'évaluateurLa relation ternaire ǫ ⊢ e −→ e′ de EE ×Σ×Σ exprime que e se réduit en un pas de rédu
tion en e′ dansun environnement d'évaluation ρ. On note ǫ l'environnement d'évaluation vide : <>EE . Si ǫ ⊢ e −→ e′, alorson note plus simplement e −→ e′. Nous adoptons les 
onventions suivantes :



X.3. LES RÈGLES DE RÉDUCTION DES TERMES DE Σ 137� ρ ⊢ e 6−→ e′ : représente l'impossibilité de réduire e en e′.� e ↓ ρ : est un prédi
at qui est vrai si 6 ∃e′ ∈ Σ, ρ ⊢ e −→ e′. On dit que e est un terme en ρ-forme normale
ar il n'est plus possible de le réduire dans ρ. Un terme est en forme normale s'il est en ǫ-forme normale.On abrège e ↓ ǫ par e ↓.� ρ ⊢ e −→n e′ : représente la 
omposition de n rédu
tions. Autrement dit, ρ ⊢ e −→n e′ veut dire qu'ilexiste e0, . . . , en ∈ Σ où e0 ≡ e et en ≡ e′ ave
 ρ ⊢ e0 −→ e1, . . . , ρ ⊢ en−1 −→ en. Par 
onvention,
ρ ⊢ e −→0 e

′ veut dire que e ↓ ρ et e ≡ e′.� ρ ⊢ e ։ e′ : si et seulement si ρ ⊢ e −→n e
′ et ρ ↓ e′. On abrège ǫ ⊢ e ։ e′ par e ։ e′.Les règles (1) dé�nissent une sémantique opérationnelle des amalgames dans le style SOS [Plo81, Ast91℄.L'évaluation se fait par indu
tion sur la stru
ture d'un terme. La sémantique que nous proposons est partiel-lement stri
te : un programme qui termine 
orrespond à un terme qui possède une forme normale. Certainstermes peuvent posséder une forme normale alors qu'un de leurs sous-termes n'en possèdent pas ; un telsous-terme donne lieu à une série in�nie de rédu
tions. Par exemple, 
ela peut être le 
as si le sous-terme setrouve à gau
he d'une opération de séle
tion.

Refn :
ρ ⊢ idn −→ idn ⋆n ∈ tl

n(ρ)

RefC :
u = nth(n + 1, ρ)(id) u′ = bind(DomE(ρ), u)

ρ ⊢ idn −→ u′
C(DomE(ρ), u)

Ref¬C :
u = nth(n + 1, ρ)(id)

ρ ⊢ idn −→ idn

¬ C(DomE(ρ), u)

{ . . . } :
ρ′ = Nenv(ρ, { . . . , id = u, . . . })

. . .

ρ′ ⊢ u −→n u′

ρ ⊢ { . . . , id = u, . . . } −→ { . . . , id = u′, . . . }
n ∈ {0, 1} ∧

X
n ≥ 1

#1 :
s = bind(DomE(ρ), { . . . , id = u, . . . , id′ = u′, . . . })

ρ ⊢ { . . . , id = u, . . . }# { . . . , id′ = u′, . . . } −→ s

8
><
>:

id 6= id′

C(DomE(ρ), { . . . , id = u, . . . })

C(DomE(ρ), { . . . , id′ = u′, . . . })

#2 :
ρ ⊢ u −→n u′ ρ ⊢ v −→m v′

ρ ⊢ u # v −→ u′ # v′
n, m ∈ {0, 1} ∧ n + m ≥ 1

�S1 :
ρ ⊢ { . . . , id = u, . . . } � v −→ v

C(DomE(Nenv(ρ, { . . . , id = u, . . . })), v)

�S2 :
ρ ⊢ u −→n u′ Nenv(ρ, u′) ⊢ v −→ v′

ρ ⊢ u � v −→ u′ � v′
n ∈ {0, 1} ∧ u ∈ Sys

�¬S1 :
ρ ⊢ u −→ u′ v′ = bind(DomE(Nenv(ρ, u′)), v)

ρ ⊢ u � v −→ u′ � v′
u 6∈ Sys ∧ u

′ ∈ Sys
�¬S2 :

ρ ⊢ u −→m u′
Nenv(ρ, u′) ⊢ v −→n v′

ρ ⊢ u � v −→ u′ � v′

(
u 6∈ Sys ∧ u′ 6∈ Sys
n, m ∈ {0, 1} ∧ n + m ≥ 1Règ. 1 � La sémantique opérationnelle de l'évaluateur partiellement stri
t des amalgames.



138 CHAPITRE X. UNE SÉMANTIQUE DES AMALGAMESX.4 Trois propriétés importantes de l'évaluationLa spé
i�
ation des règles de rédu
tion et des prédi
ats utilisés nous permet la démonstration de troispropriétés sur l'évaluation : les règles de rédu
tion sont déterministes, le prédi
at C(e) implique que e est enforme normale et les règles de rédu
tion préservent la 
orre
tion.X.4.1 Déterminisme de l'évaluationNous aimerions savoir si les règles de rédu
tion que nous venons de dé
rire réduisent toujours un mêmeterme en un terme identique lors de deux rédu
tions de 
e terme et 
e
i dans le 
as où la rédu
tion del'expression ne diverge pas. Ce problème est 
elui du déterminisme de la rédu
tion, qui assure que la formenormale d'un terme est unique.Théorème X.1 (Déterminisme de l'évaluation)La rédu
tion d'un terme de Σ est déterministe :
∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ, ρ ⊢ e ։ e′ ∧ ρ ⊢ e ։ e′′ ⇒ e′ ≡ e′′En parti
ulier, si e ։ e′, alors e′ est unique. La preuve de 
e théorème est faite page 145.X.4.2 Le prédi
at C() et la notion de forme normaleLe lemme suivant est important 
ar il permet d'évaluer e�
a
ement e ↓ ρ ou bien de déterminer si

p 6= 0 dans ρ ⊢ e −→p e
′ à l'aide d'un 
ritère purement syntaxique : C(). En e�et, le 
al
ul du prédi
at e ↓ ρdemande a priori la véri�
ation que ∀e′ ∈ Σ, ρ ⊢ e 6−→ e′. Évidemment, une véri�
ation exhaustive n'estpas envisageable. L'intérêt de 
e lemme est don
 de transformer une 
ondition di�
ilement 
al
ulable enun prédi
at portant sur la stru
ture d'un terme, pour les termes qui sont correct() relativement à ρ. Lethéorème de la se
tion suivante montre que quand on part d'un terme de ΣC , 
ette propriété est véri�ée pourtous les termes ren
ontrés lors de l'évaluation.Lemme X.2 (C() et forme normale)

∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ, correct(DomE(ρ), e)⇒ C(DomE(ρ), e) = e ↓ ρLa preuve de 
e lemme est faite page 146.Remarque Voi
i un exemple tel que e ↓ ρ 6= C(DomE(ρ), e) : l'expression id1 ↓ ǫ est vraie. En e�et, la fon
tion
nth(2, ǫ) n'est pas dé�nie et don
 au
une règle ne peut s'appliquer. De plus, par dé�nition, C(DomE(ρ), id1)est faux. On véri�e bien que correct(DomE(ǫ), id1) est faux.X.4.3 L'évaluation préserve la 
orre
tionL'évaluation d'un terme de ΣC a pour résultat un terme de ΣC , soit :Théorème X.2 (L'évaluation préserve la 
orre
tion)

∀e ∈ ΣC , e ։ e′ ⇒ e′ ∈ ΣCLa preuve de 
e théorème 1 est faite pages 149�156.1. Cette propriété est analogue à la subje
t redu
tion d'un type qui demande à 
e que le type d'une expression se 
onservelors des rédu
tions de l'expression. On peut d'ailleurs voir les éléments de ΣC 
omme les habitants d'un type et le prédi
at
correct() 
omme l'inféren
e de 
e type.
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ussion sur les règles de rédu
tionLes règles de rédu
tion spé
i�ées en (1) sont de trois sortes :1. le traitement des référen
es : l'opération de 
onservation d'une référen
e libre (règle (3)), les opérationsà e�e
tuer sur les identi�
ateurs liés (règles (4) et (5)), la dé�nition de liaisons des identi�
ateurs ave
le système (règle (6)),2. les opérations de rédu
tion des termes impliquant l'opérateur de 
on
aténation (règles (8) et (9)),3. les opérateurs de rédu
tion des termes impliquant l'opérateur de séle
tion (règles (10), (11), (12)et (13)).A�n de mieux saisir les règles de rédu
tion spé
i�ées pour la sémantique opérationnelle, nous les rappelonset donnons à 
haque fois un 
ommentaire quant à leur dé�nition.X.5.1 Règle de 
onservation d'une référen
e libre
Refn :

ρ ⊢ idn −→ idn ⋆n ∈ tl
n(ρ) (3)Règ. 2 � Règle de 
onservation d'une référen
e libre.Il est né
essaire de dé�nir une règle pour une référen
e libre quand il existe dans l'environnement de laréféren
e une 
onstante ⋆ qui noti�e qu'une référen
e liée apparaît dans une expression englobante. Dans
e 
as, le résultat de l'évaluation d'une référen
e libre est la même référen
e libre pour ne pas bloquerle pro
essus d'évaluation. Par 
ontre, si au
une 
onstante star n'apparaît, alors on est sûr que toutes lesexpressions englobantes sont 
omplètes, on ne doit en 
onséquen
e fournir au
une règle de rédu
tion pourune référen
e libre.X.5.2 Règle de substitution d'un de�niens

RefC :
u = nth(n + 1, ρ)(id) u′ = bind(DomE(ρ), u)

ρ ⊢ idn −→ u′
C(DomE(ρ), u) (4)

Ref¬C :
u = nth(n + 1, ρ)(id)

ρ ⊢ idn −→ idn

¬ C(DomE(ρ), u) (5)Règ. 3 � Règle de substitution d'un de�niens.La valeur d'une référen
e liée dans un environnement ρ est dé�nie dans le ne élément de ρ. Nous sommesassurés que la référen
e liée se trouve e�e
tivement dans ρ grâ
e aux phases de tradu
tion (
f. se
tion X.2.2) etde liaison (
f. se
tion X.2.1) et par le théorème (X.2) qui nous assurent qu'une référen
e libre est transforméeen une référen
e liée, seulement si une dé�nition existe. Cette règle est la règle de substitution de la sémantiquedes amalgames. Une fois que la valeur est substituée, il est né
essaire de lier le terme substitué 
ar 
e peutêtre un terme qui 
omprend une référen
e libre ayant une dé�nition dans l'environnement où elle est inje
tée.La règle (5) dé�nit la valeur d'une référen
e liée quand la dé�nition de la référen
e ne peut en
ore êtresubstituée. Dans 
e 
as, 
'est que le de�niens 
orrespondant doit en
ore être réduit avant d'être substituésans risque de 
apture indue d'identi�
ateurs. L'expression reste alors une référen
e liée.Les deux règles de substitution des référen
es liées que nous venons de dé
rire impliquent, pour que lasubstitution de la référen
e liée par son de�niens puisse avoir lieu, que la dé�nition soit C(). Cette 
ontrainte



140 CHAPITRE X. UNE SÉMANTIQUE DES AMALGAMESprovient du fait qu'un terme ne peut être substitué que si 
elui-
i a 
apturé toutes les référen
es qui étaientdans sa portée. Par exemple, si on omet la 
ondition C(), alors la rédu
tion de l'exemple suivant :
{a = {y = x0} � y0, b = {x = y} � a1}
onduit, après substitution de la référen
e liée a1 par son de�niens (
onvenablement lié) {y = x1} � y0 àl'expression suivante :
{a = {y = x0} � x0, b = {x = y0} � {y = x1} � y0}Le problème apparaît une fois 
ette substitution e�e
tuée : y0 étant liée à la dé�nition y = x1, lors de lapro
haine substitution, la référen
e liée x1 se liera ave
 la dé�nition x = y0. Nous arrivons à un 
y
le où lessubstitutions ne font que 
hanger x1 en y0 et inversement :
−→ {a = x0, b = {x = y0} � {y = x1} � x1}
−→ {a = x0, b = {x = y0} � {y = x1} � y0}
−→ {a = x0, b = {x = y0} � {y = x1} � x1}La dé�nition de la référen
e liée {y = x0} � y0 n'aurait pas dû être substituée aussi t�t. En e�et, 
e n'est quelors de la pro
haine rédu
tion que la valeur 
orre
te de a est 
onnue : x0. L'utilisation du prédi
at C() nousassure qu'une substitution n'a lieu qu'une fois que le terme ne peut plus être réduit, a�n de ne pas donnerlieu à des 
aptures non désirées de référen
es.X.5.3 Règle de rédu
tion d'un systèmeLa règle (6) dé�nit la valeur d'un système. La valeur d'un système s dans un environnement ρ impliquela rédu
tion de 
haque partie droite des dé�nitions du système. Chaque terme doit être réduit dans unenvironnement tel que toutes les dé�nitions qui apparaissent en dehors de s soient visibles ainsi que lespropres dé�nitions de s. Le lift de l'environnement ρ permet de rendre a

essible 
es dé�nitions dans s (àl'aide de la fon
tion Lift(), 
f. se
tion X.3.1.1).

{ . . . } :
ρ′ = Nenv(ρ, { . . . , id = u, . . . })

. . .

ρ′ ⊢ u −→n u′

ρ ⊢ { . . . , id = u, . . . } −→ { . . . , id = u′, . . . }
n ∈ {0, 1} ∧

X
n ≥ 1 (6)Règ. 4 � Règle de rédu
tion d'un système.Un formalisme de ma
ro-expansion est utilisé pour exprimer que la règle doit s'appliquer s'il est pos-sible qu'au moins une rédu
tion soit appli
able sur une dé�nition. En e�et, la règle suivante (qui est unemodi�
ation de la règle 
orre
te où on rempla
e la relation de rédu
tion � −→n � par la relation � −→ �) :

ρ′ = Nenv(ρ, { . . . , id = v, . . . }) ρ′ ⊢ v −→ v′

ρ ⊢ { . . . , id = v, . . . } −→ { . . . , id = v′, . . . } (7)né
essite, pour pouvoir s'appliquer, que 
ha
une des prémisses puisse être prouvée, 
'est-à-dire donner unepreuve qui termine par un axiome. Or, dans la rédu
tion d'un système, 
omme 
elui de l'exemple suivant :
{a = c0, b = a0}la première sous-expression, a = 1, ne peut pas être réduite 
ar au
une règle n'est dé�nie sur une référen
elibre, alors que la se
onde sous-expression peut (et doit) être réduite. La règle (7) ne permet pas la rédu
tiond'un tel terme. L'utilisation d'une relation de rédu
tion qui réduit un terme en 0 en 1 opération permet deréduire 
ette expression :� la première expression est réduite en 0 opération, i.e. elle ne se réduit plus,
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onde expression est réduite en 1 opération.La quantité ∑
n s'instan
ie don
 en 0 + 1 = 1 qui est supérieur ou égal à 1 : la règle peut don
 s'appliquer.Une fois 
ette expression réduite, en un pas, par la règle { . . . }, le système a pour valeur :

{a = c0, b = c0}la règle ne peut plus s'appliquer 
ar tous les de�niens sont irrédu
tibles. Ce formalisme évite la multipli
ationdes règles et la spé
i�
ation d'un ordre de rédu
tion : les rédu
tions sont e�e
tuées en parallèle, tant quel'expression n'est pas en forme normale.X.5.4 Règle de rédu
tion d'une 
on
aténation
#1 :

s = bind(DomE(ρ), { . . . , id = u, . . . , id′ = u′, . . . })

ρ ⊢ { . . . , id = u, . . . }# { . . . , id′ = u′, . . . } −→ s

8
><
>:

id 6= id′

C(DomE(ρ), { . . . , id = u, . . . })

C(DomE(ρ), { . . . , id′ = u′, . . . })

(8)Règ. 5 � Règle de rédu
tion d'une 
on
aténation.La règle (8) dé�nit la valeur de la 
on
aténation de deux systèmes. La rédu
tion de deux systèmes nepeut avoir lieu que quand 
es deux systèmes sont en forme normale. La valeur de la rédu
tion de deuxsystèmes est l'ensemble des dé�nitions de 
haque système. On supposera que deux identi�
ateurs de mêmenom n'apparaissent pas dans deux systèmes qui vont être 
on
aténés ; en 
as de 
ollisions d'identi�
ateurs,il serait né
essaire de numéroter les di�érentes o

urren
es d'un même identi�
ateur et d'établir une règlede pré
éden
e pour la liaison. Une fois les dé�nitions réunies, il est né
essaire de lier le système résultantpour permettre aux éventuelles référen
es libres de 
haque système qui auraient une dé�nition dans l'autresystème de se lier e�e
tivement (
f. se
tion VIII.6.3.4).La 
on
aténation de deux systèmes ne peut avoir lieu que quand les deux termes sont en forme normale.La raison de 
ette stratégie est de ne 
ombiner que des termes réduits, 
omme dans l'expression (1 + 2) + 3où il faut d'abord faire le 
al
ul de 1 + 2 avant de pouvoir ajouter 3.On peut se poser la question de savoir si une stratégie d'évaluation qui 
ombine les systèmes, mène aumême résultat, même quand 
eux-
i ne sont pas en forme normale. Voi
i un exemple qui montre que 
e n'estpas le 
as ; 
ependant 
et exemple est un exemple � étendu � 
ar on permet plusieurs o

urren
es du mêmeidenti�
ateur dans la dé�nition d'un système. Considérons le terme :
A ≡ {x = y0, p = {a = x1, y = 1}# {y = 2}}Ave
 la stratégie d'évaluation standard, nous obtenons les rédu
tions :
A −→ {x = y0, p = {a = y0, y = 1}# {y = 2}}
−→ {x = y0, p = {a = 1, y = 1, y = 2}}alors qu'ave
 la stratégie alternative, on obtient :

A −→ {x = y0, p = {a = y?, y = 1, y = 2}}Le terme y? est une référen
e ambiguë : quelle dé�nition de y faut-il 
hoisir ? Cette ambiguïté n'apparaîtpas ave
 la stratégie de rédu
tion 
ontrainte. Voilà pourquoi nous demandons à 
e que les systèmes d'une
on
aténation soient en forme normale avant d'êtres réduits.X.5.5 Règle de rédu
tion de deux expressions 
on
aténéesLa règle (9) dé�nit la valeur de la 
on
aténation de deux termes qui ne sont pas tous les deux en formenormale. Si les deux opérandes sont des systèmes, alors la règle s'applique jusqu'à 
e que les termes aient
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#2 :

ρ ⊢ u −→n u′ ρ ⊢ v −→m v′

ρ ⊢ u # v −→ u′ # v′
n, m ∈ {0, 1} ∧ n + m ≥ 1 (9)Règ. 6 � Règle de rédu
tion de deux expressions 
on
aténées.atteint tous deux une forme normale, a�n que la règle pré
édemment dé
rite puisse s'appliquer et 
ontra
terles deux systèmes en un système unique. Nous réutilisons i
i le système de ma
ro-expansion déjà utilisé pourla spé
i�
ation de la règle de rédu
tion du système.X.5.6 Règle de rédu
tion d'une séle
tion

�S1 :
ρ ⊢ { . . . , id = u, . . . } � v −→ v

C(DomE(Nenv(ρ, { . . . , id = u, . . . })), v) (10)Règ. 7 � Règle de rédu
tion d'une séle
tion.La règle (10) dé�nit la valeur d'une opération de séle
tion quand l'opérande droit est en forme normaleet que l'opérande gau
he est un système. Si le terme de droite est en forme normale, alors 
'est que plusau
une rédu
tion ne peut avoir lieu. Dans 
e 
as, la valeur d'une opération de séle
tion est, par dé�nition,égale au terme droit.On remarquera que si la 
ontrainte de la forme normale était levée sur le terme de droite, alors l'expressionsuivante :
{a = b0 + c0, b = 1, c = 2} � {b = 10, c = 20, k = a1}pourrait être réduite en l'expression :
{b = 10, c = 20, k = φ}ave
 φ ∈ {a1, b1 + c1, 3} suivant l'état de rédu
tion du terme gau
he avant l'évaluation de la séle
tion. Cestermes ne sont pas 
orre
ts, la valeur désirée étant bien sûr :
{b = 10, c = 20, k = 3}Si on lève la 
ontrainte que le terme gau
he d'une séle
tion soit un système, alors l'expression suivante :
{a = {b = 1}, c = a0 � b0}peut se réduire en :
{a = {b = 1}, c = b0}
ar l'expression c = a0 � b0 peut être réduite sans attendre la substitution de la référen
e liée ave
 sonde�niens. La solution attendue, dans 
e 
as, est bien sûr l'expression :
{a = {b = 1}, c = 1}où le de�niens de la référen
e liée est susbtitué puis l'opérande droit de la séle
tion lié à la dé�nition b = 1.X.5.7 Règle de rédu
tion de la séle
tion d'un système et d'une expressionLa règle (11) dé�nit la valeur d'une opération de séle
tion quand l'opérande gau
he est un système etque le terme de droite n'est pas en forme normale. Dans 
e 
as, les deux opérandes sont évalués : le système

u dans ρ si 
'est possible et l'expression v dans ρ augmenté des dé�nitions de u. La valeur de s � e est alorsla séle
tion des évaluations de u et de v.
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�S2 :

ρ ⊢ u −→n u′ Nenv(ρ, u′) ⊢ v −→ v′

ρ ⊢ u � v −→ u′ � v′
n ∈ {0, 1} ∧ u ∈ Sys (11)Règ. 8 � Règle de rédu
tion de la séle
tion d'un système et d'une expression.X.5.8 Règle de rédu
tion d'une expression qui devient un système, et d'uneexpression

�¬S1 :
ρ ⊢ u −→ u′ v′ = bind(DomE(Nenv(ρ, u′)), v)

ρ ⊢ u � v −→ u′ � v′
u 6∈ Sys ∧ u

′ ∈ Sys (12)Règ. 9 � Règle de rédu
tion d'une expression qui devient un système et d'une expression.La règle (12) dé�nit la valeur d'une opération de séle
tion quand l'opérande gau
he n'est pas un système,mais qui devient un système après une opération de rédu
tion. Dans 
e 
as, l'opérande droit est lié ave
 lesdé�nitions du système nouvellement dé�ni. La séle
tion étant maintenant de la forme s � e ave
 s ∈ Sys,seules les règles �S1 ou �S2 s'appliqueront sur 
ette expression.X.5.9 Règle de rédu
tion de la séle
tion de deux expressions quel
onques
�¬S2 :

ρ ⊢ u −→m u′
Nenv(ρ, u′) ⊢ v −→n v′

ρ ⊢ u � v −→ u′ � v′

(
u 6∈ Sys ∧ u′ 6∈ Sys
n, m ∈ {0, 1} ∧ n + m ≥ 1

(13)Règ. 10 � Règle de rédu
tion de la séle
tion de deux expressions quel
onques.En�n, la règle (13) dé�nit la valeur d'une opération de séle
tion quand l'opérande gau
he n'est pas unsystème et ne le deviendra pas après un pas de rédu
tion. Dans 
e 
as, les deux opérandes sont évalués,si 
'est possible, l'opérande gau
he dans l'environnement ρ, et l'opérande droit dans l'environnement ρ
onvenablement lifté pour tenir 
ompte de la future transformation de l'opérande gau
he en un système.X.6 Preuves du 
hapitreA�n d'alléger les é
ritures, nous 
onvenons que :Définition X.20 ∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ,

C(ρ, e) = C(DomE(ρ), e)
correct(ρ, e) = correct(DomE(ρ), e)
correctB(ρ, e) = correctB(DomE(ρ), e)
correctF(ρ, e) = correctF(DomE(ρ), e)Définition X.21 (+) ∀x, y ∈ α, ∀l, l′ ∈ List(α),

x+ y = < x, y >
x+ l = x:: l
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l + x = l@ < x >
l + l′ = l@ l′Ces dé�nitions n'introduisent au
une ambiguïté vu les domaines des arguments des prédi
ats et opéra-teurs. Remarquons que + est asso
iatif, nous omettrons don
 les parenthèses.Rappelons que si {id = u, . . . } abrège le terme {id = u, id′ = u′, id′′ = u′′} alors {id, . . .} abrège l'ensemble

{id, id′, id′′} et ∧
f(l, u), où f est un prédi
at à deux arguments l et u, représente f(l, u)∧ f(l, u′)∧ f(l, u′′).La notation (s ∈ S) dénote le prédi
at prenant la valeur vraie si s est un élément de l'ensemble S et fauxsinon. Ce prédi
at est aussi utilisé pour les listes : (s ∈ l) est vrai si s est un élément de la liste l. L'égalitédans Σ se note ave
 ≡ ; le prédi
at == est le prédi
at d'égalité sur S
ope.Beau
oup de preuves de 
e 
hapitre se font par indu
tion sur la stru
ture d'un terme de Σ. A�n desimpli�er la le
ture, nous détaillerons les 
as toujours de la même façon : les référen
es libres (
as 1), puis lesréféren
es liées (
as 2), les systèmes (
as 3), la 
on
aténation (
as 4) et en�n la séle
tion (
as 5). Les sous-
aséventuels sont distingués par une lettre (a, b . . . ) et ensuite par un 
hi�re romain (i, ii . . . ).X.6.1 Corre
tion de la tradu
tionLemme X.1 (La tradu
tion est 
onservatri
e)La propriété suivante est vraie :

∀e ∈ ΣC , trad(e) ≡ ePreuve.Nous allons montrer le résultat suivant :
∀e ∈ ΣC , bind(IdToRef(e)) ≡ eet par suite, trad(e) est dé�nit 
ar on a bien correct(e) par hypothèse, et 
ela montrera que trad(e) ≡ e.Pour montrer 
e résultat, on va d'abord montrer que :
∀e ∈ ΣC , IdToRef(e) ≡ eCe résultat est trivial au vu de la dé�nition de IdToRef(). Il su�t don
 de montrer que :
∀e ∈ ΣC , bind(e) ≡ e (14)Pour montrer 
e résultat, on va montrer plus généralement que :
∀e ∈ Σ, correctF(l, e)⇒ bind(l, e) ≡ e (15)Le résultat (14) se retrouve en prenant l =<> et en remarquant que si e ∈ ΣC , alors on a correct(e) et par
onséquen
e correctF(<>, e).La preuve de (15) se fait par indu
tion sur la stru
ture de e en supposant correctF(l, e) vrai.1. si e ≡ idn, alors on distingue deux 
as :(a) si n > lg(l), alors bind(l, idn) ≡ idn.(b) si n ≤ lg(l), alors bind(l, idn) ≡ bindF(tl

n(l), id, n). Par hypothèse, on a correctF(l, idn) et don

okRefLibre(tln(l), id) est vrai, 
'est-à-dire ⋆ == index(tln(l), id, 0). Or (⋆ == index(l′, id, p))⇔
(⋆ == index(l′, id, q)) pour tout 
ouple (p, q). Don
 bindF(tln(l), id, n) ≡ idn.2. si e ≡ idn, alors bind(l, idn) ≡ idn par dé�nition.3. si e ≡ {id = u, . . . }, alors on a correctF(l, {id = u, . . . }) =

∧
correctF({id, . . .} + l, u) et par suiteon peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à 
haque u partie droite d'une dé�nition du système ; ilvient : bind({id, . . .} + l, u) ≡ u et don
 : bind(l, {id = u, . . . }) ≡ {id = bind({id, . . .}+ l, u), . . . } ≡

{id = u, . . . }.



X.6. PREUVES DU CHAPITRE 1454. si e ≡ u# v, alors correctF(l, u# v) = correctF(l, u) ∧ correctF(l, v). On peut don
 appliquer l'hy-pothèse de ré
urren
e à u et v et on en déduit que bind(l, u) ≡ u et bind(l, v) ≡ v. En 
onséquen
e,on a : bind(l, u# v) ≡ bind(l, u)# bind(l, v) ≡ u# v.5. si e ≡ u � v, alors de l'hypothèse correctF(l, u � v), on peut déduire correctF(l, u) et correctF(Dom(u)+
l, v). On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à u ave
 l'environnement de liaison l et à vave
 l'environnement de liaison Dom(u) + l. Il vient : bind(l, u) ≡ u et bind(Dom(u) + l, v) ≡ v et don
 :
bind(l, u � v) ≡ bind(l, u) � bind(Dom(u) + l, v) ≡ u � v.X.6.2 Déterminisme de l'évaluationPour montrer le déterminisme de l'évaluation, nous avons besoin du résultat suivant :Lemme X.3 ∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ, C(ρ, e)⇒ e ↓ ρPreuve.La preuve du lemme se fait par indu
tion sur la stru
ture de e en supposant C(ρ, e) et en montrant e ↓ ρ.1. Si e ≡ idn, alors seule la règle Refn est sus
eptible de s'appliquer. Mais on a C(ρ, e) et don
 on a
⋆n 6∈ tln(ρ). Par suite, 
ette règle ne peut s'appliquer et on a bien e ↓ ρ.2. Si e ≡ idn, alors C(ρ, e) est faux par dé�nition et don
 la 
onjon
tion est for
ément vraie.3. Si e ≡ {id = u, . . . }, alors seule la règle {. . .} est sus
eptible de s'appliquer. Par hypothèse on a C(ρ, e)et don
 C({id, . . .}+DomE(ρ), u) pour tout u partie droite d'une dé�nition de e. On peut don
 appliquerl'hypothèse de ré
urren
e aux u et il vient u ↓ Nenv(ρ, e). La règle {. . .} ne peut don
 s'appliquerpuisque ∑

n = 0 et don
 e ↓ ρ.4. Si e ≡ u# v, seules les règles #1 et #2 sont sus
eptibles de s'appliquer. De l'hypothèse C(ρ, e) on tire
C(ρ, u) et C(ρ, v). On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à u et v et il vient u ↓ ρ et v ↓ ρ.Par suite la règle #2 ne peut pas s'appliquer 
ar n + m = 0. Puisqu'on a C(ρ, e), alors on a aussi
(u 6∈ Sys) ∨ (v 6∈ Sys) et don
 on ne peut pas appliquer #1 qui requiert (u ∈ Sys) ∧ (v ∈ Sys). Parsuite, au
une règle ne peut s'appliquer et don
 e ↓ ρ.5. Si e ≡ u � v, seules les quatre règles �S1 , �S2 , �¬S1 et �¬S2 sont sus
eptibles de s'appliquer. Par dé�nition,
C(ρ, e) = (u 6∈ Sys) ∧ C(ρ, u) ∧ C(Dom(u) + DomE(ρ), v) et don
 seules �¬S1 et �¬S2 sont sus
eptible, des'appliquer, les autres règles demandant (u ∈ Sys) pour pouvoir s'appliquer. Mais 
omme on a C(ρ, u),on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e et don
 u ↓ ρ et don
 la règle �¬S1 ne peut s'appliquer. Ilen va de même pour �¬S2 . En e�et, C(Dom(u)+DomE(ρ), v) = C(Nenv(ρ, u), v). En appliquant l'hypothèsede ré
urren
e, on a v ↓ Nenv(ρ, u) et don
 la quantité n + m dans 
ette règle s'instan
ie en 0. Don
au
une règle ne s'applique et on a bien e ↓ ρ.Nous pouvons à présent passer à la démonstration du théorème :Théorème X.1 (Déterminisme de l'évaluation)La rédu
tion d'un terme de Σ est déterministe :
∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ, ρ ⊢ e ։ e′ ∧ ρ ⊢ e ։ e′′ ⇒ e′ ≡ e′′Preuve.Nous montrerons 
e résultat en montrant qu'il est vrai ave
 un pas de rédu
tion.
∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ, ρ ⊢ e −→ e′ ∧ ρ ⊢ e −→ e′′ ⇒ e ≡ e′′et pour montrer 
ela, nous montrons qu'au plus une seule règle s'applique à un terme donné. La preuve estfaite par étude des termes.1. Si e ≡ idn, alors seule la règle Refn est sus
eptible de s'appliquer.2. Si e ≡ idn, alors seules les deux règles RefC et Ref¬C sont sus
eptibles de s'appliquer et elles sontmutuellement ex
lusives 
ar gardées respe
tivement par les prédi
ats C() et ¬ C().



146 CHAPITRE X. UNE SÉMANTIQUE DES AMALGAMES3. Pour e ∈ Sys: alors seule la règle { . . . } peut s'appliquer.4. Pour e ≡ u# v, alors seules les règles #1 et #2 peuvent s'appliquer et elles sont mutuellement ex
lu-sives :(a) Si la règle #1 s'applique, alors on a C(ρ, u) et C(ρ, v) et par le lemme (X.3) on a u ↓ ρ et v ↓ ρ.Don
 la règle #2 ne peut s'appliquer 
ar la quantité n+m s'instan
ie en 0.(b) Inversement, si la règle #2 s'applique, alors on on a soit ρ ⊢ u −→ u′ soit ρ ⊢ v −→ v′ (etéventuellement les deux). Supposons qu'on ait ρ ⊢ u −→ u′, alors on peut appliquer la 
ontraposéedu lemme (X.3) et on en déduit que ¬ C(ρ, u) et don
 la règle #1 ne peut s'appliquer.5. Pour e ≡ u � v, on distingue deux 
as mutuellement ex
lusifs :(a) Si u 6∈ Sys, alors seules les règles �¬S1 et �¬S2 peuvent s'appliquer et elles sont mutuellementex
lusives par le fait que u′ soit ou non un élément de Sys.(b) Si u ∈ Sys, alors seules les règles �1 et �2 peuvent s'appliquer mais elles sont mutuellementex
lusives :i. Si la règle �S1 s'applique, alors on a C(Nenv(ρ, u), v) et don
 ave
 le lemme (X.3) v ↓ Nenv(ρ, u).Par suite, ∀v′ ∈ Σ, Nenv(ρ, u) ⊢ v 6−→ v′ et don
 la règle �S2 ne peut s'appliquer.ii. Inversement, si la règle �S2 s'applique, alors on a Nenv(ρ, u) ⊢ v −→ v′ pour un 
ertain v′ etdon
 on n'a pas v ↓ Nenv(ρ, u). En appliquant la 
ontraposée du lemme (X.3), on en déduit
¬ C(Nenv(ρ, u), v). La règle �S1 ne peut don
 s'appliquer.X.6.3 Le prédi
at C() et la notion de forme normalePour montrer qu'un terme de ΣC est en forme normale quand il est C() (lemme (X.2)) nous avons besoindes trois résultats suivants.Lemme X.4 ∀ρ ∈ EE, ∀id ∈ Id, ∀n ∈ N, correct(ρ, idn)⇒ nth(n+ 1, ρ)(id) est dé�ni.Preuve.Supposons que correct(ρ, idn) est vrai. Alors, correct(ρ, idn) = okRefLiée(tln(DomE(ρ), id)) est vrai. Parsuite tln(DomE(ρ)) 6=<> : supposons tln(DomE(ρ)) = s+ l ave
 l un 
ertain environnement de liaison. Alors :

okRefLiée(tln(DomE(l)), id) = (id ∈ s) doit être vrai (don
 s 6= ⋆). En 
onséquen
e, (id ∈ nth(n+1, DomE(ρ)))est un prédi
at bien dé�ni. Or nth(n+ 1, DomE(ρ)) = Def(nth(n+ 1, ρ)), don
 id ∈ Def(nth(n+ 1, ρ)) 
e quel'on voulait démontrer.Lemme X.5 ∀ρ ∈ EE, DomE(ρ) = DomE(LiftE(ρ))Preuve.On prouve le pré
édent lemme par ré
urren
e sur la longueur de ρ.1. Si ρ =<>, alors DomE(ρ) =<> et DomE(LiftE(<>)) = DomE(<>) =<>.2. Sinon, supposons le lemme vrai pour les listes de longueur inférieure ou égale à n et 
onsidérons la liste
s+ ρ′ de longueur n+ 1.(a) Si s = ⋆,alors DomE(ρ) = DomE(⋆+ ρ′) = ⋆+ DomE(ρ

′) et DomE(LiftE(⋆+ ρ′)) = ⋆+ DomE(LiftE(ρ
′)). Il su�tdon
 d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à ρ′ pour égaler les deux termes.(b) Si s = σ ∈ Id→ Σalors DomE(σ + ρ′) = Def(σ) + DomE(ρ

′) et DomE(LiftE(σ + ρ′)) = Def(Lift(σ)) + DomE(LiftE(ρ
′))Les queues de listes sont égales par hypothèse de ré
urren
e. Il su�t don
 de montrer que :

Def(σ) = Def(Lift(σ)) 
e qui est le 
as puisque Lift() est une fon
tion totale.Lemme X.6 ∀e ∈ Σ, ∀ρ ∈ EE, Dom(e) + DomE(ρ) = DomE(Nenv(ρ, e))Preuve.On 
onsidère deux 
as :1. si e 6≡ { . . . }, alors DomE(Nenv(ρ, e)) = DomE(⋆ + LiftE(ρ)) = ⋆ + DomE(LiftE(ρ)) et on applique le



X.6. PREUVES DU CHAPITRE 147lemme (X.5) à la queue de la liste.2. si e ≡ {id = u, . . . }, alors Dom(e) = {id, . . . } et DomE(Nenv(ρ, e)) = DomE([id 7→ u, . . . ] + LiftE(ρ))
= Def([id 7→ u, . . . ]) + DomE(LiftE(ρ))
= Dom(e) + DomE(LiftE(ρ)) et on applique le lemme (X.5) à la queue de la liste.À présent, nous pouvons passer à la preuve du lemme (X.2) :Lemme X.2 (C() et forme normale)
∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ, correct(DomE(ρ), e)⇒ C(DomE(ρ), e) = e ↓ ρRemarque Ce lemme pré
ise le résultat du lemme (X.3) dans le 
as où on a correct(ρ, e).Remarque Le théorème (X.2) nous montre que si on part d'un terme 
orre
t, alors on obtient un terme
orre
t. De plus, on peut s'assurer par inspe
tion des règles de rédu
tion que si on part d'un terme 
orre
t,alors les rédu
tions induites ont lieu sur des termes 
orre
ts. Par suite, on peut appliquer (X.2) pour savoir siune prémisse ρ ⊢ e −→n e

′ dans une règle s'instan
ie ave
 n = 0 ou non. Ce
i est à la base de l'implémentationde la rédu
tion des amalgames sous Mathemati
a (
f. 
hapitre XI, page 159).Preuve.La preuve se fait par indu
tion sur la stru
ture d'un terme e ∈ Σ en supposant correct(ρ, e).1. Si e ≡ idn,alors seule Refn est sus
eptible de s'appliquer. Elle s'applique si et seulement si (⋆n ∈ tln(ρ)) mais
(⋆n ∈ tln(ρ)) = (⋆n ∈ tln(DomE(ρ))) = ¬ C(ρ, idn). Par suite, si la règle s'applique on a C(ρ, e) et e ↓ ρqui sont tous les deux faux (puisqu'on a pu appliquer une règle). Et si elle ne s'applique pas, alors ona C(ρ, e) vrai ainsi que e ↓ ρ (puisqu'au
une règle ne s'applique). On a don
 bien C(ρ, e) = e ↓ ρ.2. Si e ≡ idn,alors ∃e′ ∈ Σ tel que ρ ⊢ idn −→ e′. En e�et, on a par hypothèse correct(ρ, idn) et en appliquant lelemme (X.4), il vient que nth(n + 1, ρ)(x) est bien dé�ni. Part suite, on peut appliquer soit la règle
RefC soit la règle Ref¬C suivant la valeur de C(e′) et don
 idn ↓ ρ est faux, 
e qui est aussi le 
as pour
C(idn) par dé�nition.3. Si e ≡ {id = u, . . . },alors la règle { . . . } est la seule à pouvoir s'appliquer et s'applique si une au moins des prémissess'instan
ie ave
 n = 1. Elle ne s'applique don
 pas si toutes les prémisses s'instan
ient ave
 n = 0,
'est-à-dire si ∧

u ↓ ρ′ ave
 ρ′ = Nenv(ρ, {id = u, . . . }). Mais on a par hypothèse correct(ρ, e)
'est-à-dire correct(ρ′, u) pour tout u en partie droite d'une dé�nition de e. On peut don
 appliquerl'hypothèse de ré
urren
e et on en déduit que : C({id, . . .} + DomE(ρ), u) = u ↓ {id, . . .} + DomE(ρ). Or,
{id, . . .}+DomE(ρ) = DomE(Nenv(ρ, {id = u, . . . })) par le lemme (X.6) et don
 on a aussi C(ρ′, u) = u ↓ ρ′.Par suite :

{id = u, . . . } ↓ ρ =
∧
u ↓ Nenv(ρ, {id = u, . . . })

=
∧

C(Nenv(ρ, {id = u, . . . }), u)
= C(ρ, {id = u, . . . })
e que l'on voulait montrer.4. Si e ≡ u# v,alors les règles #1 et #2 sont seules sus
eptibles de s'appliquer. On distingue deux 
as.(a) Si (u ∈ Sys) ∧ (v ∈ Sys) ∧ C(ρ, u) ∧ C(ρ, v),alors la règle #1 peut s'appliquer 
ar bind() a une valeur dé�nie (
'est une fon
tion totale). Parsuite, u# v ↓ ρ = false. Mais C(ρ, u# v) = ((u 6∈ Sys) ∨ (v 6∈ Sys)) ∧ C(ρ, u) ∧ C(ρ, v) = false.On a don
 bien e ↓ ρ = C(ρ, e).(b) Sinon, on est dans le 
as où ¬((u ∈ Sys) ∧ (v ∈ Sys) ∧ C(ρ, u) ∧ C(ρ, v))et la règle #2 est la seule sus
eptible de s'appliquer. Par hypothèse, on a correct(ρ, u# v) et
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 on a aussi correct(ρ, u) et correct(ρ, v). On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
eet il vient que u ↓ ρ = C(ρ, u) et v ↓ ρ = C(ρ, v). Don
, C(ρ, u# v) = ((u 6∈ Sys)∨ (v 6∈ Sys)) ∧ u ↓
ρ ∧ v ↓ ρ. On envisage deux 
as :i. Si on suppose que (u ↓ ρ = false) ∨ (v ↓ ρ = false) alors la règle #2 s'applique et don


u# v ↓ ρ = false mais C(ρ, u# v) = false aussi.ii. Sinon, on est dans le 
as (u ↓ ρ = true) ∧ (v ↓ ρ = true). La règle #2 ne peut s'appliqueret don
 u# v ↓ ρ = true dans 
e 
as. Comme nous sommes dans le 
as où par hypothèse ona : ¬((u ∈ Sys) ∧ (v ∈ Sys) ∧ u ↓ ρ ∧ v ↓ ρ) et que ¬(u ↓ ρ = false) ∨ (v ↓ ρ = false) ilvient que l'on a ¬((u ∈ Sys) ∧ (v ∈ Sys)) soit (u 6∈ Sys) ∨ (v 6∈ Sys). Par suite, nous avons
C(ρ, u# v) = true.5. Si e ≡ u � v,on 
onsidère deux sous-
as suivant l'appartenan
e ou non de u à Sys.(a) Si u ∈ Sys,alors par dé�nition, C(ρ, u � v) = false. Seules les règles �S1 et �S2 sont sus
eptibles de s'appliquer.Mais une des deux règles doit s'appliquer obligatoirement.En e�et, de l'hypothèse correct(ρ, e), on tire correct(Dom(u)+DomE(ρ), v). Or Dom(u)+DomE(ρ) =

DomE(Nenv(ρ, u)) par le lemme (X.6). On a don
 correct(Nenv(ρ, u), v) et on peut appliquerl'hypothèse de ré
urren
e : C(Nenv(ρ, u), v) = v ↓ Nenv(ρ, u). Si la prémisse de �S2 ne s'instan
iepas, alors v ↓ Nenv(ρ, u) est vraie, mais alors on a C(Nenv(ρ, u), v) d'après 
e qui pré
ède et don
la règle �S1 s'applique. Et don
 on a e ↓ ρ faux puisqu'une règle a pu s'appliquer. Si la prémissede �S2 s'instan
ie, alors la règle s'applique et on a don
 en
ore e ↓ ρ à faux.(b) si u 6∈ Sys,alors seules les règles �¬S1 et �¬S2 sont sus
eptibles de s'appliquer. On 
onsidère deux 
as suivantla valeur de C(ρ, u) :i. C(ρ, u) = true.On a par hypothèse correct(ρ, u � v) et don
 en parti
ulier, on a correct(ρ, u). On peutdon
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e et il vient que u ↓ ρ. Par suite, seule la règle �¬S2 estsus
eptible de s'appliquer ave
 u′ ≡ u (la première prémisse s'instantiant ave
 ρ ⊢ u −→0 u).Par ailleurs, de correct(ρ, u � v) on en déduit correct(Dom(u) + DomE(ρ), v). Mais, par lelemme (X.6), on a Dom(u) + DomE(ρ) = DomE(Nenv(ρ, u)). On peut don
 appliquer l'hypothèsede ré
urren
e à v ave
 Nenv(ρ, u) et on distingue deux 
as :A. si C(Nenv(ρ, u), v) = false,alors il existe v′ tel que Nenv(ρ, u) ⊢ v −→ v′ et don
 u � v ↓ ρ = false 
ar la règle �¬S2peut s'appliquer. Mais C(ρ, u � v) = (u 6∈ Sys)∧ C(ρ, u)∧ C(Dom(u) + DomE(ρ), v) = false.On a don
 
e qu'il faut.B. si C(Nenv(ρ, u), v) = true,alors v ↓ Nenv(ρ, u) = true et don
 la règle �¬S2 ne peut s'appliquer 
ar la 
ondition
m+ n ≥ 1 n'est pas satisfaite. Par suite, nous avons bien u � v ↓ ρ = true = C(ρ, u � v)ii. C(ρ, u) = falseAlors on a C(ρ, u � v) = false. Par ailleurs, on a par hypothèse correct(ρ, u � v) et don
 enparti
ulier, on a correct(ρ, u). On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e et il vient

u ↓ ρ = false et par suite, il existe un u′ tel que ρ ⊢ u −→ u′. Les deux règles �¬S1 et �¬S2sont sus
eptibles de s'appliquer. Deux 
as sont possibles.A. Si u′ ∈ Sys,alors seule la règle �¬S1 peut s'appliquer. La première prémisse étant satisfaite, il su�tque bind(Dom(u′) + DomE(ρ), v) soit dé�ni, 
e qui est le 
as 
ar bind() est une fon
tiontotale. Don
 la règle �¬S1 s'applique et par suite u � v ↓ ρ = false, 
e qui était voulu.B. Si u′ 6∈ Sys,alors seule la règle �¬S2 peut s'appliquer et elle s'applique 
ar la deuxième prémisse esttoujours satis�able (elle est instan
iée ave
 m = 1). En 
onséquen
e, u � v ↓ ρ = false.



X.6. PREUVES DU CHAPITRE 149X.6.4 L'évaluation préserve la 
orre
tionX.6.4.1 Plan de la preuvePour montrer que la 
orre
tion se préserve le long de la rédu
tion, il faudra montrer entre autre quequand on substitue une référen
e liée, l'expression introduite, puis liée est une expression 
orre
te. La liaisonne transformant que des référen
es libres, il doit su�re qu'un terme soit correctB() pour que sa liaison soit
correct(). Ce résultat est formalisé par le lemme :

(X.12) : correctB(l, e)⇒ correct(l, bind(l, e))Pour montrer 
e lemme, il nous faudra un 
ertain nombre de résultats auxiliaires 
omme :
(X.8) : Dom(e) =⋆ Dom(bind(l, e))
(X.9) : correctF(l, bind(l, e))
(X.11) : correctB(l, e)⇒ correctB(l, bind(l, e))
. . .Le résultat (X.12) étant établi, il nous faudra dé�nir une notion de 
orre
tion de l'environnement d'éva-luation a�n de prouver que les expressions qu'on peut en extraire sont correctB(). C'est le propos de ladé�nition de correctE() et du lemme :
(X.16) : correctB(ρ, e) ∧ correctE(ρ)⇒ correctE(Nenv(ρ, e))Là aussi, il nous faudra un 
ertain nombre de résultats intermédiaires :
(X.14) : correctB(l + l′, e)⇒ correctB(l + s+ l′, Lift(lg(l), e))
(X.15) : correctE(l, ρ)⇒ correctE(s+ l, LiftE(ρ))
(X.13) : DomE(LiftE(ρ)) = DomE(ρ)
. . .Ces résultats étant a
quis (le s
héma des dépendan
es entre les lemmes est donné �gure 3), on pourraen�n passer à la démonstration du théorème : ∀e ∈ ΣC , e ։ e′ ⇒ e′ ∈ ΣC .

(X.7)page 150 (X.8)page 150
(X.9)page 150 (X.10)page 151

(X.11)page 151
(X.12)page 151 (X.13)page 152 (X.14)page 152

(X.15)page 153
(X.16)page 153 (X.17)page 154 (X.18)page 154

(X.19)page 155 (X.20)page 155 (X.21)page 155
(X.22)page 156

(X.2)page 156

Fig. 3 � Le s
héma des dépendan
es entre les résultats né
essaires à la démonstration du théorème (X.2).X.6.4.2 Résultats auxilliairesDéfinition X.22 (=⋆)On dé�nit =⋆ relation d'équivalen
e sur S
ope par
⋆n =⋆ ⋆n
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s = s′ ⇒ s =⋆ s

′Rappelons que ⋆ désigne indi�érement ⋆n ou ⋆n. La notation s = ⋆ se 
omprend alors 
omme s =⋆ ⋆
n (oubien s =⋆ ⋆n).Lemme X.7 ∀l ∈ EL, ∀e ∈ Σ, Dom(e) =⋆ Dom(bind(l, e))Preuve.On envisage deux 
as :1. Si e 6∈ Sys, alors bind(l, e) 6∈ Sys et don
 Dom(e) =⋆ ⋆ =⋆ bind(l, e).2. Sinon, e ∈ Sys, disons e ≡ {id = u, . . . }. Alors Dom(e) = {id, . . .} et Dom(bind(l, e)) = Dom({id =

bind({id, . . .}+ l, u), . . . }) = {id, . . .}Lemme X.8 ∀e ∈ Σ, ∀l ∈ EL, ∀s, s′ ∈ S
ope, s =⋆ s
′, alors :

bind(s+ l, e) = bind(s′ + l, e)
correct(s+ l, e) = correct(s′ + l, e)
correctB(s+ l, e) = correctB(s

′ + l, e)
correctF(s+ l, e) = correctF(s

′ + l, e)Preuve. Evidente à partir des dé�nitions.Lemme X.9 ∀l ∈ EL, ∀e ∈ Σ, correctF(l, bind(l, e))Preuve.La preuve se fait par indu
tion sur la stru
ture de e.1. e ≡ idnOn distingue deux 
as suivant la valeur de n :(a) Si n > lg(l),alors bind(l, idn) ≡ idn et correctF(l, idn) = okRefLibre(<>, id) qui est vrai par dé�nition.(b) Si n ≤ lg(l),alors on distingue deux 
as suivant la valeur de bind(l, idn).i. Si bind(l, idn) = idn, alors index(tln(l), id, n) = ⋆ et don
 :
correctF(l, id

n) = okRefLibre(tln(l), id) = (⋆ == index(tln(l), id, 0))est vrai.ii. Sinon, bind(l, idn) = idp et correctF(l, idp) est vrai par dé�nition.2. e ≡ idnOn a bind(l, idn) ≡ idn par dé�nition et correctF(l, idn) qui est vrai par dé�nition.3. e ≡ {id = u, . . . }alors correctF(l, bind(l, {id = u, . . . })) =
∧
correctF({id, . . .}+ l, bind({id, . . .}+ l, u)). On appliquel'hypothèse de ré
urren
e à 
haque u en partie droite d'une dé�nition de e ave
 l'environnement deliaison {id, . . .}+ l 
e qui prouve la 
onjon
tion.4. e ≡ u# valors correctF(l, bind(l, u# v)) = correctF(l, bind(l, u)) ∧ correctF(l, bind(l, v)). On applique l'hy-pothèse de ré
urren
e à u et v ave
 l'environnement de liaison l et on a 
e qu'il faut.5. e ≡ u � vPosons N ≡ bind(l, u � v) ≡ bind(l, u) � bind(Dom(u) + l, v). Alors :

correctF(l, N) = correctF(l, bind(l, u)) ∧ correctF(Dom(bind(l, u)) + l, bind(Dom(u) + l, v))Pour le premier terme de la 
onjon
tion, on applique l'hypothèse de ré
urren
e à u.Pour le deuxième terme, on applique les lemmes (X.7) et (X.8) 
e qui donne :
correctF(Dom(u) + l, bind(Dom(u) + l, v))On applique alors l'hypothèse de ré
urren
e à v ave
 l'environnement de liaison Dom(u) + l.
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at binaire l ≤ l′ est dé�ni par indu
tion sur la stru
ture de l et l′ :
<> ≤ l = true

s+ l′ ≤ s′ + l = (s ⊆ s′) ∧ (l′ ≤ l)
⋆+ l′ ≤ s+ l = (l′ ≤ l)
⋆+ l′ ≤ ⋆+ l = (l′ ≤ l)

≤ est une relation d'ordre partielle et l ≤ l.Lemme X.10 ∀q ∈ N, ∀l, l′ ∈ EL, l ≤ l′ (x ∈ nth(q, l))⇒ (x ∈ nth(q, l′))Preuve.Si (x ∈ nth(q, l)) est vraie, alors la liste l a un q-ème élément et 
et élément est di�érent de ⋆. Mais alors
'est aussi le 
as pour l′ 
ar l ≤ l′.Lemme X.11 ∀l, l′ ∈ EL, ∀e ∈ Σ, correctB(l, e) ∧ (l′ ≤ l)⇒ correctB(l, bind(l
′, e))Corollaire : correctB(l, e)⇒ correctB(l, bind(l, e))(il su�t de prendre le lemme ave
 l′ = l).Preuve.La preuve se fait par indu
tion sur la stru
ture de e en supposant l′ ≤ l et correctB(l, e).1. e ≡ idnOn distingue deux 
as suivant la valeur de bind(l′, idn).(a) Si bind(l′, idn) ≡ idn, alors correctB(l, idn) est vrai par dé�nition.(b) Sinon, bind(l′, idn) ≡ idp et id ∈ nth(p+ 1, l′). En appliquant le lemme (X.10), id ∈ nth(p+ 1, l)et don
 correctB(l, idp) = okRefLiée(tlp(l), id) = (id ∈ nth(p+ 1, l)) est vrai.2. e ≡ idnalors correctB(l, bind(l′, idn)) = correctB(l, idn) qui est vrai par hypothèse.3. e ≡ {id = u, . . . }Soit P ≡ bind(l′, {id = u, . . . }). Alors, par dé�nition, P ≡ {id = bind({id, . . .} + l′, u), . . . } et

correctB(l, P ) est égal à ∧
correctB({id, . . .}+ l, bind({id, . . .}+ l′, u)). De l'hypothèse on tire :

correctB({id, . . .} + l, u) et puisque {id, . . .} + l′ ≤ {id, . . .} + l, on peut appliquer l'hypothèse deré
urren
e à 
haque u en partie droite d'une dé�nition de e ave
 les environnements de liaison {id, . . .}+
l′ et setid+ l, 
e qui permet de 
on
lure à la vérité de la 
onjon
tion.4. e ≡ u# v
correctB(l, bind(l

′, u# v)) = correctB(l, bind(l
′, u))∧correctB(l, bind(l′, v)). De l'hypothèse on tire

correctB(l, u) et idem pour v, 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e et de 
on
lure.5. e ≡ u � vSoit P ≡ bind(l′, u � v), alors par dé�nition, P ≡ bind(l′, u) � bind(Dom(u) + l′, v) et don
 C =
correctB(l, P ) = correctB(l, bind(l

′, u)) ∧ correctB(Dom(bind(l
′, u)) + l, bind(Dom(u) + l′, v)). Enappliquant les lemmes (X.7) et (X.8), il vient : C = correctB(l, bind(l

′, u)) ∧ correctB(Dom(u) +
l, bind(Dom(u) + l′, v)). Or, de l'hypothèse correctB(l, e) on tire correctB(l, u) et correctB(Dom(u) +
l, v). On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à u ave
 les environnements de liaison l et l′et à v ave
 les environnements de liaison Dom(u) + l et Dom(u) + l′ (on véri�e bien que si l′ ≤ l, alors
Dom(u) + l′ ≤ Dom(u) + l).Remarque On aurait pu prouver dire
tement le 
orollaire, 
ar on ne se sert jamais de l′ ≤ l et l′ 6= l.Cependant, 
ette preuve est plus générale et la relation d'ordre entre environnements de liaison intervient sion essaie de dé�nir une notion de 
orre
tion qui s'a

ommode d'une stratégie de liaison tardive des référen
eslibres dans le traitement des expressions impliquant l'opérateur de 
on
aténation.Lemme X.12 ∀e ∈ Σ, ∀l ∈ EL, correctB(l, e)⇒ correct(l, bind(l, e))



152 CHAPITRE X. UNE SÉMANTIQUE DES AMALGAMESPreuve. Il su�t d'appliquer les lemmes (X.9) et (X.11).Lemme X.13 ∀ρ ∈ EE, DomE(LiftE(ρ)) = DomE(ρ)Preuve.La preuve se fait par indu
tion sur la stru
ture de ρ.1. Si ρ =<>,alors DomE(LiftE(<>)) = DomE(<>) = DomE(ρ).2. Si ρ = ⋆+ ρ′alors DomE(LiftE(⋆ + ρ′)) = DomE(⋆ + LiftE(ρ
′)) = ⋆ + DomE(LiftE(ρ

′)). On applique l'hypothèse deré
urren
e à la queue de liste et le terme pré
édent devient ⋆+ DomE(ρ
′) = DomE(ρ).3. Si ρ = σ + ρ′alors D = DomE(LiftE(σ + ρ′)) = Def(Lift(σ)) + DomE(LiftE(ρ

′)). Or, Def(Lift(σ)) = Def(σ) 
ar
Lift() est une fon
tion totale, et pour la queue de la liste, on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e,d'où D = Def(σ) + DomE(ρ

′) = DomE(ρ).Lemme X.14 ∀e ∈ Σ, ∀l, l′ ∈ EL, ∀s ∈ S
ope, correctB(l
′ + l, e)⇒ correctB(l

′ + s+ l, Lift(lg(l′), e))Corollaire : ∀e ∈ Σ, ∀l ∈ EL, ∀s ∈ S
ope, correctB(l, e)⇒ correctB(s+ l, Lift(e))(il su�t de prendre le lemme ave
 l′ =<>).Preuve.Posons p = lg(l′) et l′′ = l′+s+l. La démonstration se fait par indu
tion sur e en supposant correctB(l′+l, e).1. e ≡ idnalors Lift(p, idn) ≡ idn et correctB(l′′, idn) est vrai par dé�nition.2. e ≡ idnOn distingue deux 
as suivant la valeur de p.(a) Si p ≤ n,alors Lift(p, idn) ≡ idn+1 et correctB(l′′, idn+1) = okRefLiée(tln+1(l′′), id) = (id ∈ nth(n +
2, l′′)) = (id ∈ nth(n+ 2, l′ + s+ l)). Or, par hypothèse on a id ∈ nth(l′ + l, n+ 1) don
 on a bien
id ∈ nth(n+ 2, l′ + s+ l) puisque lg(l′ + s) = p+ 1 ≤ n+ 2.(b) Si p > nalors Lift(p, idn) ≡ idn et correctB(l′′, idn) = (id ∈ nth(n+1, l′+s+l)) = (id ∈ nth(n+1, l′+l))
ar lg(l′) = p ≥ n + 1. Or le dernier terme est la dé�nition de correctB(l

′ + l, idn) qui est vraipar hypothèse.3. e ≡ {id = u, . . . }On a correctB(l
′′, Lift(n, {id = u, . . . })) =

∧
correctB({id, . . .} + l′′, Lift(n + 1, u)). Or de l'hypo-thèse on tire que pour tout u en partie droite d'une dé�nition de e on a correctB({id, . . .}+ l′ + l, u).On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e aux u ave
 l'environnement de liaison {id, . . .} + l′de longueur n+ 1, 
e qui montre la 
onjon
tion.4. e ≡ u# vDe l'hypothèse on tire correctB(l

′ + l, u) et on peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e. Il enva de même pour v, 
e qui montre qu'on a correctB(l
′′, Lift(n, u))∧correctB(l′′, Lift(n, v)) or 
ettedernière expression est la dé�nition de correctB(l′′, Lift(n, u# v)).5. e ≡ u � vPar dé�nition, correctB(l′′, Lift(n, u � v)) = correctB(l

′′, Lift(n, u))∧correctB(Dom(u)+l′′, Lift(n+
1, v)).Pour le premier terme, on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e, puisqu'à partir de l'hypothèse
correctB(l

′ + l, u � v) on tire correctB(l′ + l, u).On en tire aussi correct(Dom(u) + l′ + l, v) 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à vave
 les environnements de liaison Dom(u) + l′ de longueur p+ 1 et l, 
e qui montre le deuxième termede la 
onjon
tion.
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orre
tion d'un environnement d'évaluation)Le prédi
at correctE() : EE → Bool est dé�ni par :
correctE(ρ) = correctE(DomE(ρ), ρ)et correctE() : EL × EE → Bool est dé�ni par :

correctE(l, <>) = true
correctE(l, ⋆+ ρ′) = correctE(l, ρ

′)
correctE(l, σ + ρ′) = correctE(l, σ) ∧ correctE(l, ρ′)ave
 correctE() : EL × (Id→ Σ)→ Bool dé�ni par :
correctE(l, σ) =

∧

id∈Def(σ)

correctB(l, σ(id))Remarque Un environnement d'évaluation 
orrespond aussi à un environnement de liaison qu'on obtienten lui appliquant DomE(). La dé�nition de la 
orre
tion d'un environnement d'évaluation exprime qu'un ρ est
orre
t si et seulement si toutes les expressions � sto
kées � dans ρ sont 
orre
tement liées par rapport àl'environnement de liaison que représente ρ.Lemme X.15 ∀l ∈ EL, ∀ρ ∈ EE, ∀s ∈ S
ope, correctE(l, ρ)⇒ correctE(s+ l, LiftE(ρ))Corollaire : correctE(ρ)⇒ correctE(s+ DomE(ρ), LiftE(ρ))(il su�t de prendre l = DomE(ρ) dans le lemme).Preuve.La preuve du lemme se fait par ré
urren
e sur la stru
ture de ρ en supposant correctE(l, ρ). Posons C =
correctE(s+ l, LiftE(ρ)).1. Si ρ =<>alors C = correctE(s+ l, LiftE(<>)) = correctE(s+ l, <>) qui est vrai par dé�nition.2. Si ρ = ⋆+ ρ′

C = correctE(s+l, ⋆+LiftE(ρ
′)) = correctE(s+l, LiftE(ρ

′)). Or on a correctE(s+l, ρ) par hypothèseet don
 correctE(s+ l, ρ′) 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e et de 
on
lure.3. Si ρ = σ + ρ′alors C = correctE(s+ l, Lift(σ)) ∧ correctE(s+ l, LiftE(ρ
′)).De l'hypothèse correctE(l, ρ) on tire correctE(l, ρ

′) 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse de ré
ur-ren
e et de 
on
lure à la vérité du deuxième terme de la 
onjon
tion.Pour le premier terme, il faut montrer ∧
id∈Def(Lift(σ))

correctB(s + l, Lift(σ(id))). Or, de l'hypothèseon tire correctE(l, σ), et don
 par dé�nition : ∧
id∈Def(σ)

correctB(l, σ(id)). On applique le 
orollaire dulemme (X.14) et il vient que : ∧
id∈Def(σ)

correctB(s+ l, Lift(σ(id))). On en déduit la 
onjon
tion voulue
ar, Lift() étant une fon
tion totale, Def(Lift(σ)) = Def(σ).Lemme X.16 ∀ρ ∈ EE, ∀e ∈ Σ, correctB(ρ, e) ∧ correctE(ρ)⇒ correctE(Nenv(ρ, e))Preuve.On suppose la prémisse de l'impli
ation et on montre sa 
on
lusion. Distinguons deux 
as suivant que eappartient ou non à Sys.1. Si e 6∈ Sys,alors Nenv(ρ, e) = ⋆+ LiftE(ρ) et correctE(⋆+ LiftE(ρ)) = correctE(⋆+ DomE(ρ), LiftE(ρ)). On voitalors qu'il su�t d'appliquer le 
orollaire du lemme (X.15).2. Si e ∈ Sys,alors Nenv(ρ, e) = σ+LiftE(ρ) et C = correctE(σ+LiftE(ρ)) = correctE(Def(σ)+DomE(LiftE(ρ)), σ+
LiftE(ρ)). On peut appliquer le lemme (X.13) et de plus, Def(σ) = Dom(e). Il vient alors que

C = correctE(Dom(e) + DomE(ρ), σ + LiftE(ρ))
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= correctE(Dom(e) + DomE(ρ), σ) ∧ correctE(dome+ DomE(ρ), LiftE(ρ))Le 
orollaire du résultat (X.15) permet de 
on
lure pour le deuxième terme de la 
onjon
tion, à partirde l'hypothèse correctE(ρ).Pour le premier terme, on doit 
al
uler correctE(Dom(e) + DomE(ρ), σ) =

∧
id∈Def(σ)

correctB(Dom(e) +

DomE(ρ), σ(id)). Or, e ∈ Sys, disons e ≡ {id = u, . . . } et don
 Def(σ) = Dom(e) = {id, . . .} et σ =
[id 7→ u, . . . ]. Le prédi
at pré
édent devient don
 : ∧

correctB(Dom(e) + DomE(ρ), u) où la 
onjon
tionitère sur les u parties droites des dé�nitions de e 
omme à l'a

outumé. Mais, par hypothèse, on a :
correctB(DomE(ρ), e) =

∧
correctB(Dom(e) + DomE(ρ), u) et on peut don
 
on
lure.Lemme X.17 ∀s ⊆ Id, ∀l, l′ ∈ EL, ∀e ∈ Σ, correctB(l + ⋆+ l′, e)⇒ correctB(l + s+ l′, e)Corollaire : ∀s ⊆ Id, ∀l ∈ EL, ∀e ∈ Σ, correctB(⋆ + l, e)⇒ correctB(s+ l, e).Preuve.La preuve se fait par indu
tion sur e en supposant correctB(l + ⋆+ l′, e).1. e ≡ idn

correctB(l + s+ l′, idn) est vrai par dé�nition.2. e ≡ idnDe l'hypothèse correctB(l+⋆+l′, idn) on tire n 6= lg(l) et don
 nth(n+1, l+⋆+l′) = nth(n+1, l+s+l′)et par 
onséquent correctB(l + ⋆+ l′, idn) = correctB(l + s+ l′, idn).3. e ≡ {id = u, . . . }
correctB(l+s+l

′, e) =
∧
correctB({id, . . .}+l+s+l′, u). Mais de l'hypothèse on tire correctB({id, . . .}+

l + ⋆ + l′, u) 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e ave
 les environnements de liaison
{id, . . .}+ l et l′ et de 
on
lure.4. e ≡ u# v
correctB(l + s + l′, e) = correctB(l + s + l′, u) ∧ correctB(l + s + l′, v). Mais de l'hypothèse on tire
correctB(l + ⋆ + l′, u) et correctB(l + ⋆ + l′, v) 
e qui permet d'utiliser l'hypothèse de ré
urren
e etde 
on
lure.5. e ≡ u � v
correctB(l+ s+ l′, e) = correctB(l+ s+ l′, u) ∧ correctB(Dom(u) + l+ s+ l′, v). Mais de l'hypothèseon tire correctB(l+ ⋆+ l′, u) et correctB(Dom(u)+ l+ ⋆+ l′, v) 
e qui permet d'utiliser l'hypothèse deré
urren
e sur u ave
 les environnements de liaison l et l′ et sur v ave
 les environnements de liaison
Dom(u) + l et l′. La 
on
lusion suit.Lemme X.18 ∀s, s′ ⊆ Id, ∀l, l′ ∈ EL, ∀e ∈ Σ, correctB(l + s+ l′, e)⇒ correctB(l + s ∪ s′ + l′, e)Preuve.La preuve se fait par indu
tion sur e en supposant correctB(l + s+ l′, e).1. e ≡ idn

correctB(l + s ∪ s′ + l′, idn) est vrai par dé�nition.2. e ≡ idnOn distingue deux 
as suivant la valeur de n.(a) Si n = lg(l),alors de l'hypothèse correctB(l + s + l′, e) on tire (id ∈ s) et par suite (id ∈ s ∪ s′) et don

correctB(l + s ∪ s′ + l′, idn).(b) Sinon,
nth(n, l+s∪s′+l′) = nth(n, l+s+l′) et don
 correctB(l+s∪s′+l′, idn) = correctB(l+s+l

′, idn)qui est vrai par hypothèse.3. e ≡ {id = u, . . . }
correctB(l + s ∪ s′ + l′, e) =

∧
correctB({id, . . .} + l + s ∪ s′ + l′, u). Mais, de l'hypothèse, on tire
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correctB({id, . . .}+ l+ s+ l′, u) 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse de ré
urren
e ave
 les environ-nements de liaison {id, . . .}+ l et l′ et de 
on
lure.4. e ≡ u# v
correctB(l+s∪s′ + l′, e) = correctB(l+s∪s′ + l′, u)∧correctB(l+s∪s′ + l′, v). Mais de l'hypothèseon tire correctB(l+s+ l′, u) et correctB(l+s+ l′, v) 
e qui permet d'utiliser l'hypothèse de ré
urren
eet de 
on
lure.5. e ≡ u � v
correctB(l+ s∪ s′ + l′, e) = correctB(l+ s∪ s′ + l′, u)∧ correctB(Dom(u) + l+ s∪ s′ + l′, v). Mais del'hypothèse on tire correctB(l + s + l′, u) et correctB(Dom(u) + l + s + l′, v) 
e qui permet d'utiliserl'hypothèse de ré
urren
e sur u ave
 les environnements de liaison l et l′ et sur v ave
 les environnementsde liaison Dom(u) + l et l′.Lemme X.19 ∀l ∈ EL, ∀u, . . . , u′, · · · ∈ Σ,

correctB(l, {id = u, . . . }) ∧ correctB(l, {id′ = u′, . . . })⇒ correctB(l, bind(l, {id = u, . . . , id′ = u′, . . . }))Preuve.On pose s = {id, . . .} et s′ = {id′, . . .}. Alors, P ≡ bind(l, {id = u, . . . , id′ = u′, . . . }) ≡ {id = bind(s ∪ s′ +
l, u), . . . , id′ = bind(s ∪ s′ + l, u′), . . . } d'où correctB(l, P ) =

∧
correctB(s ∪ s′ + l, bind(s ∪ s′ + l, u)) ∧∧

correctB(s∪s′ + l, bind(s∪s′ + l, u′)). Or de l'hypothèse on tire correctB(s+ l, u) et correctB(s′ + l, u′).On peut don
 appliquer le lemme (X.18) aux u et u′ pour 
on
lure.Lemme X.20 ∀e ∈ Σ, ∀l, l′ ∈ EL, ∀s ⊆ Id, correctF(l + s+ l′, e)⇒ correctF(l + l′, e)Corollaire : ∀e ∈ Σ, ∀l ∈ EL, ∀s ⊆ Id, correctF(s+ l, e)⇒ correctF(l, e)(
'est le lemme ave
 les environnements de liaison <> et l).Preuve.La démonstration se fait par indu
tion sur la stru
ture de e en supposant correctF(l + l′, e).1. e ≡ idnÀ partir de l'hypothèse on a (⋆ == index(l+ s+ l′, id, 0)) est vrai, alors (⋆ == index(l+ l′, id, 0)) estvrai aussi 
ar s 6= ⋆ et don
 on a correctF(l + l′, idn).2. e ≡ idn

correctF(l + l′, idn) est vrai par dé�nition.3. e ≡ {id = u, . . . }On a ∧
correctF({id, . . .}+ l+ s+ l′, u) et don
 on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
e ave
 leslistes {id, . . .}+ l et l′. Il vient ∧

correctF({id, . . .}+ l+ l′, u) et don
 correctF(l+ l′, {id = u, . . . }).4. e ≡ u# vOn tire de l'hypothèse correctF(l + s + l′, u) et don
 en appliquant l'hypothèse de ré
urren
e, on a
correctF(l + l′, u). Il en va de même pour v d'où correctF(l + l′, u# v).5. e ≡ u � vOn tire de l'hypothèse correctF(l+s+ l′, u) et correctF(Dom(u)+ l+s+ l′, v). On peut don
 appliquerl'hypothèse de ré
urren
e à u ave
 l et l′ et à v ave
 les environnements Dom(u) + l et l′. On a don

correctF(l + l′, u) et correctF(Dom(u) + l + l′, v) et don
 correctF(l + l′, u � v).Remarque Le lemme est faux pour s ∈ S
ope, par exemple si on prend s = ⋆n.Lemme X.21 ∀e ∈ Σ, ∀s ∈ S
ope, ∀l, l′ ∈ EL, correctB(l+ s+ l′, e)∧ C(l+ s+ l′, e)⇒ correctB(l+ l′, e)Corollaire : correctB(s+ l, e) ∧ C(s+ l, e)⇒ correctB(l, e)(
'est le lemme ave
 les environnements de liaison <> et l).Preuve. La démonstration se fait par indu
tion sur la stru
ture de e en supposant correctB(l+ s+ l′, e) et

C(l + s+ l′, e).1. e ≡ idn

correctB(l + l′, idn) est vrai par dé�nition.
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C(l + s+ l′, e) est faux par dé�nition et don
 l'impli
ation est vraie.3. e ≡ {id = u, . . . }De correctB(l+ s+ l′, {id = u, . . . }) on déduit correctB({id, . . .}+ l+ s+ l′, u) et de C(l+ s+ l′, {id =
u, . . . }) on déduit C({id, . . .} + l + s + l′, u). On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e auxexpressions u ave
 les environnements de liaison {id, . . .} + l et l′, et il vient : ∧

correctB({id, . . .} +
l + l′, u) et don
 correctB(l + l′, {id = u, . . . }).4. e ≡ u# vDe correctB(l+s+ l′, u# v) on déduit correctB(l+s+ l′, u) et de C(l+s+ l′, u) on tire C(l+s+ l′, u).On peut don
 appliquer l'hypothèse de ré
urren
e et il vient correctB(l+ l′, u). Il en va de même pour
v et don
 on a : correctB(l + l′, u# v).5. e ≡ u � vDe correctB(l + s+ l′, u � v) on déduit correctB(l + s+ l′, u) et correctB(Dom(u) + l + s+ l′, v). Etde C(l + s + l′, u � v) on déduit C(l + s + l′, u) et C(Dom(u) + l + s + l′, v). On peut don
 appliquerl'hypothèse de ré
urren
e à u ave
 les environnement de liaison l et l′ et à v ave
 les environnementsde liaison Dom(u) + l et l′. Il vient correctB(l + l′, u) et correctB(Dom(u) + l + l′, v) d'où le résultat
correctB(l + l′, u � v).Lemme X.22 ∀e ∈ Σ, ∀u, · · · ∈ Σ, ∀l ∈ EL, correct(l, {id = u, . . . } � e)∧C({id, . . .}+ l, e)⇒ correct(l, e)Preuve. En appliquant les 
orollaires des lemmes (X.20) et (X.21).X.6.4.3 Le théorème de 
orre
tion de la rédu
tionNous avons en�n les outils né
essaires à la preuve du théorème de 
orre
tion de la rédu
tion. Pourmontrer :Théorème X.2 (L'évaluation préserve la 
orre
tion)
∀e ∈ ΣC , e ։ e′ ⇒ e′ ∈ ΣCnous montrons :Théorème X.3 (La rédu
tion préserve la 
orre
tion)
∀e ∈ Σ, ∀ρ ∈ EE, correctE(ρ) ∧ correct(ρ, e) ∧ ρ ⊢ e −→ e′ ⇒ correct(ρ, e′)Preuve.La formulation du théorème ave
 ρ = ǫ permet d'établir que ∀e ∈ ΣC , e → e′ ⇒ e′ ∈ ΣC . En itérant 
erésultat, on a le théorème (X.2).La démonstration du théorème se fait par indu
tion sur la stru
ture d'une preuve de rédu
tion en inspe
-tant 
haque règle de rédu
tion. On suppose vraie les prémisses de l'impli
ation et on montre la 
on
lusion.1. Règle RefnOn a e ≡ e′ ≡ idn et don
 correctB(ρ, e′) = correctB(ρ, e) qui est vrai par hypothèse.2. Règle RefCPar hypothèse on a correctE(ρ) et on en déduit correctB(ρ, v) et don
, par le lemme (X.12), on aaussi correctB(ρ, v′).3. Règle Ref¬COn a e ≡ e′ ≡ idn et don
 correctB(ρ, e′) = correctB(ρ, e) qui est vrai par hypothèse.4. Règle { . . . }Des hypothèses on déduit ave
 le lemme (X.16) que correctE(Nenv(ρ, {id = u, . . . })). On en déduitaussi que correctB({id, . . .}+DomE(ρ), u) et en appliquant le lemme (X.6), que correctB(Nenv(ρ, e), u).On a don
 les hypothèses né
essaires pour appliquer l'hypothèse de ré
urren
e aux u ave
 l'environ-nement d'évaluation Nenv(ρ, e) et déduire que l'on a correctB(Nenv(ρ, e), u

′) pour toute partie droite
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u tel que Nenv(ρ, e) ⊢ u −→ u′. Don
 on a bien ∧

correctB(Nenv(ρ, e), u), la 
onjon
tion portant surtoutes les parties droites de e, 
'est-à-dire qu'on a correctB(ρ, e
′).5. Règle #1On a correctB(ρ, {id = u, . . . }) et correctB(ρ, {id′ = u′, . . . }) à partir de l'hypothèse correctB(ρ, e).On en déduit correctB(ρ, {id = u, . . . , id′ = u′, . . . }) à l'aide du lemme (X.19). On applique alors lelemme (X.9) pour 
on
lure qu'on a bien correct(ρ, {id = u, . . . , id′ = u′, . . . }).6. Règle #2On suppose que ρ ⊢ u −→ u′. De correctB(ρ, u# v) on tire correctB(ρ, u). On peut don
 appli-quer l'hypothèse de ré
urren
e et on déduit correct(ρ, u′). Si u ne se réduit pas, on a par hypo-thèse correct(ρ, u′). Il en va de même pour v. On a don
 correct(ρ, u′) ∧ correct(ρ, v′) 
'est-à-dire

correct(ρ, u# v).7. Règle �S1Il su�t d'appliquer le lemme (X.22) pour obtenir correct(ρ, v).8. Règle �S2De l'hypothèse correct(ρ, e) on tire correct(ρ, u) et don
, si ρ ⊢ u −→ u′, on peut appliquer l'hypothèsede ré
urren
e pour déduire correct(ρ, u′). Sinon, ρ ⊢ u −→0 u
′ ave
 u′ ≡ u et on a aussi correct(ρ, u′).Par le lemme (X.16), ave
 l'hypothèse correctE(ρ), on déduit qu'on a aussi correctE(Nenv(ρ, u′)). Del'hypothèse on tire aussi correct(Nenv(ρ, u), v) et on en déduit correct(Nenv(ρ, u′), v) 
ar

DomE(Nenv(ρ, u
′)) = Dom(u′) + DomE(LiftE(ρ)) = Dom(u) + DomE(LiftE(ρ)) = DomE(Nenv(ρ, u)) (on a

Dom(u) = Dom(u′) 
ar u ∈ Sys don
 u′ ∈ Sys).On a don
 correctE(Nenv(ρ, u
′)) et correct(Nenv(ρ, u′), v) 
e qui permet d'appliquer l'hypothèse deré
urren
e et il vient correct(Nenv(ρ, u′), v′).En 
ombinant les deux résultats, on a correct(ρ, u′)∧correct(Nenv(ρ, u′), v′) 
'est-à-dire correct(ρ, u′ �

v′).9. Règle �¬S1De l'hypothèse correct(ρ, e) on tire correct(ρ, u) et don
 on peut appliquer l'hypothèse de ré
urren
epour déduire correct(ρ, u′).De l'hypothèse on tire aussi correct(Dom(u) + DomE(ρ), v), don
 correctB(⋆ + DomE(ρ), v) puisque
u 6∈ Sys. On peut don
 appliquer le 
orollaire (X.17) pour en inférer correctB(Dom(u′) + DomE(ρ), v).Il su�t alors d'appliquer le lemme (X.12) pour déduire correct(Dom(u′) + DomE(ρ), v

′).Par 
onséquent on a correct(ρ, u′) ∧ correct(Dom(u′) + DomE(ρ), v
′) 
'est-à-dire correct(ρ, u′ � v′).10. Règle �¬S2Pour 
e qui 
on
erne u et u′, le raisonnement est le même que dans le 
as �S2 et on aboutit à

correct(ρ, u′).Puisqu'on a correct(ρ, u′), en appliquant le lemme (X.16) on a correctE(Nenv(ρ, u
′)). De plus,

u, u′ 6∈ Sys et don
 Dom(u) + DomE(ρ) = Dom(u′) + DomE(ρ) = DomE(Nenv(ρ, u
′)). Don
, à partir de

correct(Dom(u)+DomE(ρ), v) déduit de l'hypothèse, on a correct(Nenv(ρ, u′), v). Si Nenv(ρ, u′) ⊢ v −→
v′, on peut alors appliquer l'hypothèse de ré
urren
e à v et de déduire correct(Nenv(ρ, u′), v′). Si
Nenv(ρ, u′) ⊢ v −→0 v

′, alors v′ ≡ v et on a en
ore correct(Nenv(ρ, u′), v′).Par suite, on a correct(ρ, u′) ∧ correct(Nenv(ρ, u′), v′) 
e qui permet de 
on
lure correct(ρ, u′ � v′)et d'a
hever la preuve.





Chapitre XIÉléments d'implémentation et exemplesde 
al
uls sur les amalgames
XI.1 Éléments d'implémentation en Mathemati
aUn premier évaluateur des amalgames a été développé de manière autonome en Mathemati
a. Il est fondésur la sémantique opérationnelle que nous avons dé
rite dans le pré
édent 
hapitre. L'intégration du 
al
uldes amalgames en 81/2 est en 
ours d'implémentation et sera dé
rite dans la dernière partie de 
e do
ument.Nous donnons i
i quelques éléments de l'implémentation des règles de rédu
tion des amalgames en Mathe-mati
a. On trouvera dans l'annexe B l'ensemble des règlesMathemati
a permettant une évaluation des exemplesque nous donnons dans 
e 
hapitre, ex
epté pour l'exemple de la stru
turation objet d'un programme 81/2qui fait intervenir l'aspe
t stream de 81/2 (
f. se
tion XI.3.4, page 169).XI.1.1 Prin
ipe de l'implémentationLes règles de la sémantique opérationnelle 
orrespondent à la spé
i�
ation d'un évaluateur. L'évaluationd'un terme des amalgames se fait par rédu
tions su

essives, jusqu'à 
e qu'une forme normale soit atteinte,quand elle existe.Mathemati
a [Wol88℄ est un environnement de 
al
ul symbolique, 
'est-à-dire que 
'est un système deréé
riture qui manipule des arbres syntaxiques. Les règles de réé
riture spé
i�ées en se
tion X.3.2 page 137,doivent être traduites en règlesMathemati
a. À 
haque règle de réé
riture de la sémantique va 
orrespondre unerègle de réé
riture Mathemati
a qui 
onsiste à par
ourir l'arbre syntaxique d'une expression des amalgames,et à e�e
tuer un traitement en fon
tion du type du n÷ud de l'arbre traité. Nous avons montré que le systèmede réé
riture était déterministe, et en parti
ulier qu'à 
haque expression s'appliquait au plus une règle. Onpeut don
 asso
ier à 
haque règle de la sémantique une règle Mathemati
a unique. Les prémisses d'une règlede la sémantique 
orrespondent à des 
al
uls auxiliaires.Avant de pouvoir e�e
tuer un traitement sur les n÷uds de l'arbre, il est né
essaire de représenter, enMathemati
a, les deux objets prin
ipaux de la sémantique :� une expression des amalgames,� l'environnement d'évaluation ρ.Nous ne détaillerons pas i
i la dé�nition de l'environnement de liaison. Le le
teur intéressé par sa représen-tation se reportera à l'annexe B où �gure l'ensemble du 
ode Mathemati
a d'évaluation des amalgames.159



160 CHAPITRE XI. ÉLÉMENTS D'IMPLÉMENTATION ET EXEMPLESÉlément de Σ Tradu
tion en Mathemati
a
idn Up[n, id℄
idn S
ope[n, id℄id Up[0, id℄
{ . . . } SYS[ . . . ℄id = e LET[id, e℄
u# v Plus[u, v℄ ou u+v
u � v Dot[u, v℄ ou u.vTab. 1 � La tradu
tion d'expressions d'amalgames en Mathemati
a.XI.1.2 Représentation d'une expression d'amalgamesL'objet de base du langage Mathemati
a est l'expression : 
'est un objet de la forme T[ . . . ℄ où . . . re-présente une ou plusieurs sous-expressions. On appelle T la tête de l'expression. En utilisant la représentation
lassique d'une expression sous la forme d'un arbre syntaxique, ave
 les opérateurs en position nodale, on re-présente en Mathemati
a une expression d'amalgame en dé�nissant une tête di�érente pour 
haque opérateurdi�érent des amalgames. La table 1 dé
rit la tradu
tion d'expressions d'amalgames en Mathemati
a.Il apparaît que la tradu
tion d'expressions des amalgames est immédiate. Par exemple, l'expression :

{a = 1, b = {c = a1}, d = u1
� v, e = f # g} (1)est traduite en :SYS[LET[a, 1℄, LET[b, SYS[LET[
, S
ope[1, a℄℄℄℄, LET[d, Dot[Up[1, u℄, Up[0, v℄℄℄,LET[e, Plus[Up[0, f℄, Up[0, g℄℄℄℄Pour des raisons de simpli
ité, il a été dé�ni en Mathemati
a un le
teur qui e�e
tue la tradu
tion d'uneexpression entrée sous la forme Sys[id = e℄ où e est une expression de ΣI (seuls les opérateurs + et . sontutilisés en lieu et pla
e de # et � ). Par exemple, la forme externe de l'équation (1) est :Sys[a=1, b=Sys[
=S
ope[1, a℄℄, d=Up[1, u℄.v, e=f+g℄Le le
teur e�e
tue de plus une tradu
tion des expression de ΣI en expressions de ΣC (
f. se
tion X.2.2,page 133).XI.1.3 Représentation d'un environnement d'évaluation ρNous avons dé�ni un environnement d'évaluation, ρ élément de EE, 
omme une liste de fon
tions quiasso
iaient à un identi�
ateur l'expression qui lui était asso
iée. Le ne élément de ρ 
orrespond à l'ensembledes dé�nitions qui apparaissent au ne s
ope. Par exemple, dans l'expression suivante :

{a = 1, b = 2, c = {d = 1, e = 2}}au niveau du système c, l'environnement d'évaluation ρ est égal à :
ρ = < [d 7→ 1, e 7→ 2], [a 7→ 1, b 7→ 2, c 7→ {d = 1, e = 2}] >Nous utilisons le fait que Mathemati
a est un langage permettant la manipulation de règles de réé
riture pourreprésenter ρ. Les règles de réé
riture sont représentées sous la forme de listes (les listes sont représentées enMathemati
a entre a

olades, 
haque élément étant séparé par une virgule) de 
ouples l-> r où l représentele membre gau
he de la règle et r le membre droit de la règle [vL90℄. Par 
onséquent, l'environnement del'exemple 
i-dessus est représenté sous la forme d'une liste de listes de règles de réé
riture :{{d -> 1, e -> 2}, {a -> 1, b -> 2, 
 -> SYS[LET[d, 1℄, LET[e, 2℄℄}}Cette représentation permet, lors de la substitution d'une référen
e liée par sa dé�nition, d'utiliser la 
apa
itéde Mathemati
a à réé
rire une expression par l'utilisation de l'opérateur Repla
eAll.
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tion d'une règle de la sémantique opérationnelle en Mathemati
aLes règles de réé
riture de la sémantique opérationnelle sont dé�nies par inféren
e sur la stru
ture destermes de Σ. Certaines règles sont gardées par une 
ondition. La tradu
tion de 
es règles en Mathemati
a estimmédiate. Certaines règles ne peuvent s'appliquer que si leurs prémisses ont pu être déduites. Pour 
ela,on a besoin de savoir si ρ ⊢ e −→n e′ s'applique ave
 n = 0 ou n = 1. On utilise le théorème reliant C()et la notion de forme normale (
f. se
tion X.4.2, page 138) pour rempla
er 
ette prémisse par un 
al
ul duprédi
at C().On dé�nit l'évaluateur Eval[env_℄[e_℄ où env_ est un environnement d'évaluation et où e_ peut s'ins-tan
ier ave
 n'importe quelle expression qui 
orrespond à la spé
i�
ation de env ⊢ e −→ Eval[env℄[e℄. Parexemple, la règle de substitution d'une référen
e liée (
f. se
tion 3, page 139) se traduit en Mathemati
a :Eval[env_List℄[S
ope[n_, id_℄℄ := With[{e = id /. env[[n+1℄℄},If[RC[EnvToS
ope[env℄,e℄[Bind[EnvToS
ope[env℄℄[e℄, S
ope[n, id℄℄℄℄Cette règle de réé
riture né
essite deux arguments : un environnement (de type liste) et un argument de typeS
ope où les deux arguments de S
ope sont nommés n et id 1. Une variable lo
ale, e est dé�nie. Elle estégale à la valeur de id dans le ne s
ope dé�nit dans env 2. Si la substitution de e dans env est C(), alorsla valeur de l'évaluation est la liaison de e dans l'environnement 
al
ulé à partir de env, sinon l'expressionS
ope[n_, id_℄ est in
hangée.Il apparaît que le traitement de l'expression est identique à la spé
i�
ation de la règle de la sémantiqueopérationnelle pour 
e qui 
on
erne le traitement de la rédu
tion d'un élément de S
ope.XI.2 Exemple d'expressions d'amalgame pursXI.2.1 Exemple du 
al
ul de fon
tions booléennesLe 
al
ul d'une fon
tion booléenne peut être e�e
tué en utilisant uniquement les opérateurs de 
onjon
tionet de négation. Il est aussi possible de dé�nir 
es opérateurs à partir de leur tables de vérité [Aum77℄. Nousdonnons i
i un exemple de tradu
tion des opérations logiques not et and en amalgames.XI.2.1.1 La fon
tion booléenne notL'expression suivante 3 dé�nit une fon
tion booléenne not où valeur est une donnée du premier systèmedé�ni, la négation de valeur apparaissant 
omme la valeur de la se
onde expression :
NOT ≡ {valeur = vrai0,

premier = {vrai = f0, faux = v0} � valeur1,

second = {f = faux0, v = vrai0} � premier1}Le 
al
ul de la négation de valeur (qui appartient à l'ensemble {vrai, faux}) s'e�e
tue séquentiellement endeux temps :1. Deux équations sont dé�nies dans le premier système. Ces équations dé�nissent deux de�niens f et va

essibles respe
tivement par leur de�niendum vrai et faux. Si valeur est égal à vrai, alors 
'est laréféren
e f qui est séle
tionnée, v sinon.2. Une fois que le premier système s'est évalué en v ou f en fon
tion de valeur, la séle
tion de premierdans le se
ond système permet de 
onvertir la référen
e en un élément de l'ensemble des booléens
{vrai, faux}.1. Cette 
onstru
tion est similaire à la fon
tion ML : let f = fun
tion x -> x+1 où le paramètre de la fon
tion f est identi�éà la variable x.2. La notation � /. � est synonyme de Repla
eAll qui applique une liste de règles de réé
riture à un argument et a pourvaleur le membre droit de la règle qui peut s'appliquer sur 
et argument (s'il existe) ; l'expression l[[n℄℄ a pour résultat le

ne élément de la liste l.3. Qui s'inspire très librement de [Dam94
, pp 66℄.



162 CHAPITRE XI. ÉLÉMENTS D'IMPLÉMENTATION ET EXEMPLESL'algorithme utilise une 
onversion de valeur en un terme de {v, f} en asso
iant à une valeur vraie un termequi représente la valeur fausse, et inversement, puis une 
onversion en un terme 
orre
t des booléens. Nousdonnons les rédu
tions de l'expression où valeur est instan
iée ave
 vrai :
NOT −→ {V, premier = {vrai = f

0
, faux = v

0} � vrai0, second = {f = faux
0
, v = vrai

0} � premier1}

−→ {V, premier = {vrai = f
0
, faux = v

0} � f
0
, second = {f = faux

0
, v = vrai

0} � premier1}

−→ {V, premier = f
0
, second = {f = faux

0
, v = vrai

0} � premier1}

−→ {V, premier = f
0
, second = {f = faux

0
, v = vrai

0} � f0}

−→ {V, premier = f
0
, second = {f = faux

0
, v = vrai

0} � faux
0}

−→ {V, premier = f
0
, second = faux

0}où V représente l'expression valeur = vrai0.XI.2.1.2 La fon
tion booléenne andEn utilisant un s
héma de traitement similaire à 
elui adopté pour l'exemple pré
édent, nous montrons
omment utiliser les amalgames pour représenter le 
al
ul de la fon
tion logique dyadique and. L'expressionsuivante :
AND ≡ {r = { {v1 = faux,

v2 = vrai,
prem = {faux = f, vrai = autre} � v1,
et = {f = faux, autre = v2} � prem}}}}dé�nit les de�niendum v1 et v2 qui sont les paramètres de l'expression. L'expression utilise le 
odage dela fon
tion and pour e�e
tuer l'opération entre les deux valeurs : si v1 est faux alors le résultat (donné par

et) est égal a f qui est ensuite 
onverti en la valeur booléenne faux, sinon 
'est la valeur de v1 (à traversle de�niens autre) qui est séle
tionné. Nous donnons les rédu
tions pour des valeurs de (v1, v2) égales à
(faux, vrai) :

AND −→ {r = {V, prem = {faux = f
0
, vrai = autre

0} � faux0, et = {f = faux
0
, autre = vrai

0} � prem1}}

−→ {r = {V, prem = {faux = f
0
, vrai = autre

0} � f
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � prem1}}

−→ {r = {V, prem = f
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � prem1}}

−→ {r = {V, prem = f
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � f0}}

−→ {r = {V, prem = f
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � faux
0}}

−→ {r = {V, prem = f
0
, et = faux

0}}où V représente les dé�nitions v1 = faux, v2 = vrai. Pour les valeurs (vrai, vrai), nous avons :
AND −→ {r = {V, prem = {faux = f

0
, vrai = autre

0} � vrai0, et = {f = faux
0
, autre = vrai

0} � prem1}}

−→ {r = {V, prem = {faux = f
0
, vrai = autre

0} � autre
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � prem1}}

−→ {r = {V, prem = autre
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � prem1}}

−→ {r = {V, prem = autre
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � autre0}}

−→ {r = {V, prem = autre
0
, et = {f = faux

0
, autre = vrai

0} � vrai
0}}

−→ {r = {V, prem = autre
0
, et = vrai

0}}où V représente les dé�nitions v1 = vrai, v2 = vrai.XI.2.2 Codage de l'arithmétique en amalgamesNous allons illustrer le fait qu'on peut traduire les fon
tions arithmétiques ré
ursives en une expressiondes amalgames. Cela montre la puissan
e d'expression formelle du 
al
ul sur les amalgames. Cependant, nousne démontrerons pas 
e résultat de manière rigoureuse.Nous nous restreindrons à la 
lasse des fon
tions totales. En e�et, le s
héma de tradu
tion que nousproposons n'assure pas la non-terminaison du 
al
ul de l'amalgame asso
ié à l'appli
ation d'une fon
tion surdes arguments n'appartenant pas au domaine de dé�nition. Par 
ontre, rien ne permet d'a�rmer qu'il n'estpas possible de spé
i�er une autre notion de dé�nissabilité par amalgame qui permettrait de faire 
oïn
iderfon
tions � qui bou
lent � et expressions n'ayant pas de forme normale.
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ommençons par rappeler la dé�nition des fon
tions arithmétiques ré
ursives 4, puis nous dé�nironsune notion de dé�nissabilité par les amalgames et nous esquisserons le 
odage des fon
tions arithmétiquespar les amalgames. Le 
odage proposé a été implémenté sous Mathemati
a par une fon
tion qui traduit unefon
tion arithmétique ré
ursive en un terme de ΣI , lui-même traduisible en un terme de ΣC . L'exemple del'addition est détaillé. Nous détaillons dans l'annexe C le sour
e Mathemati
a du tradu
teur de l'arithmétiquedans les amalgames.XI.2.2.1 Rappel : les fon
tions arithmétiques ré
ursivesDéfinition XI.1 Une fon
tion numérique est une fon
tion (totale) ϕ : Np 7→ N.Les fon
tions numériques de base Up
i , S, Z sont dé�nies par :

Up
i (n0, . . . , np) = ni, 0 ≤ i ≤ p

S(n) = n+ 1
Z() = 0Notations : on abrège n1, . . . , np par ~n. Ave
 
ette notation, Up

i (n0, . . . , np) devient Up
i (~n).Définition XI.2 Soit A un ensemble de fon
tions numériques.

A est 
los par 
omposition si pour tout ϕ dé�ni par
ϕ(~n) = φ(ψ1(~n), . . . , ψm(~n))ave
 φ, ψi ∈ A, alors on a aussi ϕ ∈ A.
A est 
los par ré
ursion primitive si pour tout ϕ dé�ni par
ϕ(0, ~n) = φ(~n)
ϕ(x+ 1, ~n) = ψ(x, ϕ(x, ψ1(~n), . . . , ψp(~n)))ave
 φ, ψ, ψi ∈ A, alors on a aussi ϕ ∈ A.
A est 
los par minimisation si pour tout ϕ dé�ni par
ϕ(~n) = Min{x : φ(x, ~n) = 0}ave
 φ ∈ A et tel que ∀~n, ∃m,φ(m,~n) = 0, alors on a aussi ϕ ∈ A.Définition XI.3 La 
lasse R des fon
tions arithmétiques ré
ursives est le plus petit ensemble 
ontenantles fon
tions numériques de base. Il est 
los par 
omposition, ré
ursion primitive et minimisation.XI.2.2.2 Dé�nissabilité par amalgamesDéfinition XI.4 (Représentation des entiers dans Σ) Pour 
haque n ∈ N un terme pnq ∈ Σ estdé�ni de la manière suivante :
p0q ≡ {b = vrai0}
pn+ 1q ≡ {p = pnq, b = faux0}Définition XI.5 (Définissabilité par amalgames) Soit ϕ une fon
tion numérique d'arité p. On ditque ϕ est dé�nissable par amalgame, ou en
ore a-dé�nissable, si il existe un système s tel que :
∀~n, s[pn1q, . . . , pnpq] ≡ {a1 = pn1q, . . . , ap = pnpq} � s ։ {valeur = pϕ(~n)q, . . . }Les . . . dans le résultat indiquent que s doit être un système qui doit spé
i�er au moins une dé�nition pour

valeur et qui peut 
ontenir d'autres dé�nitions si 
ela est né
essaire. Les noms a1, a2... sont, par 
onventionles noms donnés aux arguments de ϕ et qui ne sont pas dé�nis par ailleurs. Le terme s peut dépendre de 
esnoms.4. La dé�nition que nous donnons di�ère dans les détails de la dé�nition usuelle mais elle est équivalente. Nous adoptons
ette dé�nition 
ar elle est plus pratique à traduire.
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odage de l'arithmétiqueLes fon
tions arithmétiques de base sont dé�nissables par amalgame : il su�t de prendre les termes
Up

iU
p
iU
p
i ≡ {valeur = ai}

SSS ≡ {valeur = {p = a1, b = faux
0}}

ZZZ ≡ {valeur = p0q}La fon
tion numérique P , telle que P (n+ 1) = n est dé�nissable par amalgame, on prend :
PPP ≡ {valeur = a1 � p}Les fon
tions dé�nissables par amalgames sont 
loses par 
omposition. En e�et, soient φ, ψ1, . . . ψp a-dé�nies par G,H1, . . . , Hm, alors
ϕ(~n) = φ(ψ1(~n), . . . , ψm(~n))est dé�nie par :
{ valeur = args � G,

args = {a1 = H1 � valeur , . . . , am = Hm � valeur} }Il est maintenant né
essaire de dé�nir une forme 
onditionnelle : λx, y, z.(si x = 0 alors y sinon z). Celase fait grâ
e au 
hamp b de la représentation d'un nombre qui nous permet d'extraire une référen
e libreservant d'aiguillage. Mais attention : il ne faut pas que 
ette référen
e libre soit 
apturée et devienne liée.Par 
onvention, le terme ifZx,y,z représente
{ codeCond = x � b

codeVrai = y,
codeFaux = z,

valIf = aiguillage0
� codeCond1 }sa
hant que aiguillage sera dé�ni plus tard 
omme :

Branchement ≡ {vrai = stop0
� codeVrai2, faux = stop0

� codeFaux 2}une fois qu'on a extrait valIf de ifZ. La référen
e libre stop a pour but d'empê
her la liaison des réfé-ren
es libres vrai0et faux 0qui apparaissent dans codeVrai et codeFaux . On s'en débarrasse en fournissant unedé�nition ino�ensive à stop, par exemple stop = {}.La méthode utilisée pour dé�nir un s
héma d'appel ré
ursif 
onsiste à 
réer une expression 
orrespondantau terme traduisant la fon
tion mais ne 
ontenant au
une référen
e liée et à fournir la liaison de 
es référen
esau moment de l'appel de la fon
tion.Les fon
tions dé�nissables par amalgames sont 
loses par ré
ursion primitive. Nous allons détailler les
héma pour une fon
tion ϕ à deux variables, en utilisant la 
onditionnelle et le s
héma ré
ursif : soit lafon
tion ϕ dé�nie par ϕ(0, y) = φ(y) et ϕ(x+ 1, y) = ψ(x, ϕ(x, ψ1(y))) ave
 φ a-dé�ni par F , ψ a-dé�ni par
G et ψ1 a-dé�ni par H . Alors ϕ est a-dé�ni par (x et y sont les noms utilisés pour les arguments de ϕ) :

{valeur = value � finalval

value = { finalval = {stop = {}} � (recval � valIf ),
fct = ifZx0, G[y0], F [x0, parameter � (call � valIf )]

recval = {call = {X = x1
� p, Y = H}, aiguillage = Branchement} �

({x = pn1q, y = pn2q, parameter = {x = X, y = Y }} � fct)}}De la façon dont nous avons présenté les 
hoses, il doit être évident au le
teur qu'il nous importe peu dedé
rémenter x ou de l'in
rémenter dans le s
héma de la ré
ursion primitive : 
ela donne lieu naturellement àl'implémentation de la minimisation.
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al
ul d'expressions arithmétiquesÀ 
ause de l'imbri
ation des dé�nitions, il est né
essaire de générer un nouveau nom pour les argumentslors de 
haque appli
ation de fon
tion, ou bien de gérer les a

ès par des exposants. Ce
i explique les numérosarbitraires derrière les noms de variables. Voi
i, à titre d'exemple, la tradu
tion de U2
1 (S(U2

1 ), S(U2
2 ))(1, 0) :

{valeur = {val21 = arg51, arg50 = {p = arg49, b = faux 0}, arg51 = {p = arg48, b = faux 0}} � val21,

arg48 = {p = {b = vrai0}, b = faux 0},
arg49 = {b = vrai0}}terme dont le résultat de l'évaluation est :
{valeur = {p = {p = {b = vrai0}, b = faux 0}, b = faux 0},
arg48 = {p = {b = vrai0}, b = faux 0},
arg49 = {b = vrai0}}
omme on s'y attendait.La dé�nition de l'addition prend la forme suivante :

add(0, n) = n
add(n+ 1,m) = add(n, S(m))d'où les fon
tions φ = U1

1 , ψ = U2
2 , ψ1 = S. La tradu
tion de

add(2, 1)donne le terme (les variables Tmpx sont des méta-variables utilisées pour a�
her le terme par mor
eaux, 
ene sont pas des identi�
ateurs de Id) :
add(2, 1) ≡ {valeur = Tmp1

arg82 = {p = {p = {b = vrai
0}, b = faux

0}, b = faux
0},

arg83 = {p = {b = vrai
0}, b = faux

0}}

Tmp1 ≡ {recval = Tmp2,

finalval = {stop6 = {}} � recval1,

fct6 = {valif = aiguillage
0

� codeCond1,

codeCond = x60
� b

0
,

codeVrai = {val36 = arg860, arg86 = y60} � val360,

codeFaux = {val37 = arg880, arg87 = x60
, arg88 = call

0
� retvalue

0} � val370

}} � finalval0

Tmp2 ≡ {call = {X6 = x61
� p

0
, Y 6 = Tmp3, retvalue = param

0
� fct60

� valif
0},

aiguillage = {vrai = stop60
� codevrai

1
, faux = stop60

� codefaux
1}}

� {x6 = arg823, y6 = arg833, param = {x6 = X60
, y6 = Y 60}} � fct62 � valif

0

Tmp3 ≡ {val34 = {comp6 = arg851, val35 = {p = comp61, b = faux
0}} � val350,

arg84 = x61
,

arg85 = y61} � val340qui s'évalue 5 en le terme attendu :
{valeur = {p = {p = {p = {b = vrai0}, b = faux 0}, b = faux 0}, b = faux0},

a82 = {p = {p = {b = vrai0}, b = faux 0}, b = faux 0},
a83 = {p = {b = vrai0}, b = faux 0}}5. L'évaluation né
essite 37 pas d'évaluation et 450 se
ondes environ sur une HP 9000/770 ave
 Mathemati
a (2.2). Évidement,
e n'est pas très e�
a
e, mais le 
odage de l'arithmétique dans les amalgames purs est surtout un exer
i
e formel.
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al
ul sur les amalgames aux types de basesLes règles que nous avons données pour la sémantique opérationnelle des amalgames dé�nissaient desrègles de rédu
tion pour les amalgames purs 
'est-à-dire uniquement l'ensemble dé�nissant le fon
tionnementdes référen
es libres, liées, l'opérateur de 
on
aténation, de séle
tion et le système. Pour rendre 
et évaluateurutilisable, il est né
essaire d'y ajouter les 
onstantes et les opérations arithmétiques de base ainsi que la
onditionnelle. Nous n'étendrons pas d'avantage la sémantique i
i, 
ar 
'est l'objet de la dernière partie de
e do
ument que d'étudier l'intégration des amalgames et des GBF dans le langage 81/2.XI.3.1 Les règles de rédu
tionNous étendons la grammaire des expressions pour prendre en 
ompte de nouvelles expressions. Le langage
ΣI devient le langage ΣI+ égal à : ΣI augmenté de la 
onditionnelle IfThenElse(eif , ethen, eelse), des opé-rations binaires +,−, ∗, / et des entiers N. Les sous-langages Σ et ΣC s'étendent naturellement aux nouvelles
onstru
tions ainsi que les fon
tions pré
édemment dé�nies.XI.3.1.1 Rédu
tion d'une opération binaire

binopCte :
ρ ⊢ c binop c′ −→ c′′

(
(c ∈ N) ∧ (c′ ∈ N)

c′′ = c binop c′
(2)

binop :
ρ ⊢ u −→n u′ ρ ⊢ v −→m v′

ρ ⊢ u binop v −→ u′ binop v′
1 ≤ n + m ≤ 2 (3)Règ. 11 � Rédu
tion d'une opération binaire entre deux 
onstantes.La règle (2) dé�nit la valeur d'une opération binaire entre deux 
onstantes. La règle (3) spé
i�e la valeurd'une opération binaire entre deux expressions. Ces deux expressions doivent être réduites pour pouvoirréellement e�e
tuer l'opération. Nous utilisons i
i le même mé
anisme de ma
ro-expansion que nous avonsdé
rit pour les pré
édentes règles de la sémantique. En e�et, la règle sur les opérateurs binaires doit s'appliquersi au moins une des deux expressions u ou v ne sont pas des 
onstantes. Plut�t que de spé
i�er un ordrede rédu
tion (de la gau
he vers la droite par exemple), nous spé
i�ons uniquement que 
ette règle peuts'appliquer si une des rédu
tions en prémisse peut s'exé
uter.XI.3.1.2 Rédu
tion de la 
onditionnelleCondd :

ρ ⊢ e −→ e′

ρ ⊢ IfThenElse(e, u, v) −→ IfThenElse(e′, u, v)
e
′ 6∈ Bool (4)Condt :

ρ ⊢ e −→ true
ρ ⊢ IfThenElse(e, u, v) −→ u

e ∈ Bool (5)Condf :
ρ ⊢ e −→ false

ρ ⊢ IfThenElse(e, u, v) −→ v
e ∈ Bool (6)Règ. 12 � Rédu
tion de la 
onditionnelle.Le traitement de la 
onditionnelle par les règles (4), (5) et (6) est 
lassique : la 
ondition est évaluéejusqu'à 
e que la 
ondition soit un élément de Bool. Tant que la 
ondition est une expression, il n'est pas
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hes vraies ou fausses : seule une des deux bran
hes doit être e�e
tivementévaluée, 
elle qui est séle
tionnée par la 
ondition. Une fois la 
ondition devenue un élément de Bool, alorsla valeur de la 
onditionnelle est la valeur de la bran
he 
orrespondante.Les opérations que nous avons dé�nies pré
édemment s'étendent naturellement au traitement de la 
ondi-tionnelle. On 
onsidère la 
onditionnelle 
omme un opérateur ternaire 
lassique. On dé�nit les extensionssur ΣI+ des fon
tions dé�nies sur les termes de Σ :
correctB(l, IfThenElse(u, v, w)) = correctB(l, u) ∧ correctB(l, v) ∧ correctB(l, w)
correctF(l, IfThenElse(u, v, w)) = correctF(l, u) ∧ correctF(l, v) ∧ correctF(l, w)
bind(l, IfThenElse(u, v, w)) ≡ IfThenElse(bind(l, u), bind(l, v), bind(l, w))
IdToRef(IfThenElse(u, v, w)) ≡ IfThenElse(IdToRef(u), IdToRef(v), IdToRef(w))
Lift(n, IfThenElse(u, v, w)) ≡ IfThenElse(Lift(n, u), Lift(n, v), Lift(n,w))
C(l, IfThenElse(u, v, w)) = C(l, u) ∧ C(l, v) ∧ C(l, w)XI.3.2 Cal
ul d'une fon
tion ré
ursiveLe 
al
ul des fon
tions ré
ursives primitives dans le formalisme des amalgames utilise la 
onditionnelleque nous avons introduit au début de 
ette se
tion. Un mé
anisme de génération ré
ursive d'arbre ave
 unedé
oration de l'arbre lors de sa 
onstru
tion permet la dé�nition de fon
tions ré
ursives. Une expression quiest � gelée � est reproduite ave
 un 
ompteur qui est dé
rémenté à 
haque répli
ation. Quand la valeur du
ompteur est nulle, alors on fournit une dé�nition qui � dégèle � l'expression et permet la rédu
tion e�e
tivede l'arbre généré. Le s
héma général de ré
ursion est expli
ité par l'expression suivante :
{parameter = {x = x1 − 1},
fct = If(x0 ≤ 0,C, F (x0, arg0

� fct0)),
value = {arg = parameter1} � ({x = 4} � fct2)}Un germe (parameter) dé�nit une 
onstante (x) qui est égale à sa valeur dans le s
ope englobant, moins un.Le de�niendum fct dé�nit une expression qui est égale à la 
onstante C si la 
onstante x du s
ope 
ourant estégale à zéro, sinon qui est égale à arg0

� fct0. En�n, nous avons un système value qui dé�nit une évaluationde fct dans un environnement où arg est lié à parameter et qui fournit une valeur à x. Ces dé�nitions
orrespondent à une équation ré
ursive dans la mesure où dans fct, arg0 est une référen
e libre qui peut selier à l'expression arg = parameter1 ainsi que x et fct. La génération de la stru
ture ré
ursive 
esse après
x � dépliages � (i
i 4) du germe. Par exemple, l'évaluation de l'expression 
i-dessus a pour résultat :

{parameter = {x = x1 − 1},
fct = If(x0 ≤ 0,C, F (x0, arg0

� fct0)),
value = F (4, F (3, F (2, F (1,C))))}où F (a, b) représente une fon
tion quel
onque de paramètre a et b.L'utilisation de 
e s
héma général de ré
ursion permet le 
al
ul de fon
tions ré
ursives 
lassiques tellesque fa
torielle, �bona

i... Nous donnons à titre d'exemple les expressions 
orrespondant au 
al
ul de lafon
tion fa
torielle :
{parameter = {x = x1 +−1},
fct = If(x0 ≤ 0, 1, (arg0

� fct0)x0),
value = {arg = parameter1} � {x = V } � fct2}et �bona

i :
{parameter = {x = x1 +−1},
fct = If(x0 ≤ 1, 1, arg0

� fct0 + arg0
� (arg0

� fct0)),
value = {arg = parameter1} � {x = V } � fct2}où V représente la donnée du 
al
ul. La �gure 1 représente le détail du 
al
ul de la fon
tion fa
torielle où

V à la valeur 6, et qui 
orrespond don
 au 
al
ul de 6!, obtenu en 28 étapes de rédu
tion. Les dé�nitionsde parameter et fct ne 
hangeant pas, on les a par 
onséquent rempla
ées par U et V pour des raisons de
on
ision.
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{U, V, value = {arg = {x = x

1
+ −1}} � {x = 6} � If(x0 ≤ 0, 1, arg1 � fct

0
x0)}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � arg1 � fct
0

x0}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = x1 + −1} � fct3}

{U, V, value = {arg = {x = x
1 + −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � If(x0 ≤ 0, 1, arg2 � fct

0
x0)}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � arg2 � fct
0

x0}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = x1 + −1} � fct4}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � If(x0 ≤ 0, 1, arg3 � fct
0

x0)}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � arg3 � fct
0

x0}

{U, V, value = {arg = {x = x
1 + −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = x1 + −1} � fct5}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � If(x0 ≤ 0, 1, arg4 � fct
0

x0)}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � arg4 � fct
0

x0}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = x1 + −1} � fct6}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � If(x0 ≤ 0, 1, arg5 � fct
0

x0)}

{U, V, value = {arg = {x = x
1 + −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � arg5 � fct

0
x0}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2 {x = x1 + −1} � fct7}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2 {x = 1} � If(x0 ≤ 0, 1, arg6 � fct
0

x0)}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2 {x = 1} � arg6 � fct
0

x0}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2 {x = 1} � {x = x1 + −1} � fct8}

{U, V, value = {arg = {x = x
1 + −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2 {x = 1} � {x = 0} � If(x0 ≤ 0, 1, arg7 � fct

0
x0)}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2 {x = 1} � {x = 0} � 1}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2 {x = 1} � 1}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 3 {x = 2} � 2}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 4 {x = 3} � 6}

{U, V, value = {arg = {x = x
1 + −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 5 {x = 4} � 24}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 6 {x = 5} � 120}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � {x = 6} � 720}

{U, V, value = {arg = {x = x
1

+ −1}} � 720}
{U, V, value = 720}Fig. 1 � Le 
al
ul 
omplet de 6! en 28 étapes. U et V représentent respe
tivement les dé�nitions de
parameter et de fct qui sont 
onstantes.XI.3.3 Exemple de simulation 
réé par programme : 
roissan
e 
ellulaire d'unera
ineL'exemple de 
ette se
tion n'a pas été 
hoisi pour sa pertinen
e biologique, mais pour montrer sur unexemple simple la 
onstru
tion 
al
ulée d'un programme. C'est un exemple de système dont l'espa
e desétats doit être 
al
ulé 
onjointement à l'évolution du système.L'exemple 
orrespond à la 
roissan
e et au fon
tionnement d'une ra
ine. On suppose qu'une ra
ine est unensemble de 
ellules organisées hiérar
hiquement en arbre (au sens informatique du terme). L'a
tivité d'une
ellule c est modélisée par une variable dont la valeur dépend des 
ellules �lles.Il y a trois type de 
ellules : les 
ellules terminales qui sont � feuilles de la ra
ine �, les 
ellules debran
hement qui ont deux 
ellules �lles, et les 
ellules normales qui ont une seule 
ellule �lle. Seules les
ellules terminales sont 
apables de 
roissan
e : à 
haque pas de temps, une 
ellule terminale se transformeen une 
ellule de bran
hement ou en une 
ellule normale.La simulation 
onsiste à 
onstruire à 
haque pas de temps l'arbre (informatique) qui représente la ra
ine,et à 
al
uler simultanément la valeur qui 
ara
térise 
haque 
ellule.Le programme 
orrespondant est é
rit entièrement dans le langage des amalgames, sans faire appel àla notion de stream 6. On émule don
 l'évolution de la ra
ine dans le temps en la 
onstruisant 
omme on
onstruit l'arbre des appels de fa
torielle :

{
Cell = {sval = Cval1 , hval = Cval3 },
BranchCell = {sval = Cval2 , hval = Cval4 },
EndCell = {sval = 1, hval = Cval3},

param = {x = x1 − 1},
Fct = if x ≤ 0 then ec6. Il est évident que dans le 
adre d'une véritable simulation, on utiliserait l'aspe
t stream de 81/2, 
e qui simpli�erait lasimulation (dans 
e 
as, il n'y aurait pas besoin de gérer la ré
ursion). Cependant, nous n'abordons l'intégration des amalgamesdans 81/2 que dans la partie suivante. Se 
ontenter des amalgames pour 
oder y 
ompris l'aspe
t temporel de la simulation,permet de présenter un exemple auto-
onsistant.
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else(if Random() then c# {next = arg � Fct}

else cb# {nextLeft = arg � Fct , nextRight = arg � Fct})

Thread = {arg = param , ec = EndCell , c = Cell , cb = BranchCell} � ({x = 3} � Fct)

RealThread = {Cval1 = 1 + next � sval ,
Cval2 = 1 + nextLeft � sval + nextRight � sval ,

Cval3 = hval1,

Cval4 = hval1/2,
loop = val} � (Thread # {hval = loop})

}La tradu
tion en amalgame asso
ie un système in
omplet à 
haque type de 
ellule. Ce système in
ompletdé
rit l'a
tivité de la 
ellule, mais les référen
es vers les �lles de la 
ellules (f, f l, fr) restent libres. On 
al
ulel'arbre de la ra
ine ave
 la variable Thread . Cet arbre étant obtenu, on fournit les dé�nitions né
essairespour instan
ier le 
al
ul de la valeur de 
haque 
ellule (à savoir, on dé�nit Cval1, Cval2, Cval3, Cval4) :
'est l'équation asso
iée à RealThread . x représente le nombre de pas d'évolution désiré. Voi
i un exemplede résultat (nous ne donnons que l'expression de RealThread) :
RealThread = {sval = 11

hval = 11/2
nextLeft = {sval = 7

hval = 11/4
nextLeft = {sval = 3

hval = 11/8
nextLeft = {sval = 1, hval = 11/8}
nextRight = {sval = 1, hval = 11/8}}

nextRight = {sval = 3
hval = 11/8
nextLeft = {sval = 1, hval = 11/8}
nextRight = {sval = 1, hval = 11/8}}}

nextRight = {sval = 3
hval = 11/2
next = {sval = 2

hval = 11/2
next = {sval = 1, hval = 11/2}}}

loop = 11}Cet exemple montre 
omment on peut 
onstruire un espa
e arbitraire : l'arbre n'est pas un arbre binairerégulier, mais le hasard intervient dans sa 
onstru
tion. Quand la ra
ine est 
onstruite, il faut � la fairefon
tionner � 
e qui 
orrespond dans notre exemple à propager l'attribut sval des 
ellules terminales àla ra
ine de l'arbre (par exemple, 
et attribut peut représenter la valeur énergétique de la sève) et à faireredes
endre l'attribut hval . Ce modèle, bien que primaire, permet par exemple de faire dépendre la 
roissan
ede la valeur des attributs (synthétisés ou hérités) et 
orrespond don
 à un mé
aniste plausible de redistributiondes ressour
es dans la plante 7.XI.3.4 Stru
turation de 
ode et programmation orientée objetsLes notions de système et de 
on
aténation de systèmes permettent la manipulation d'environnements.La 
omposition de systèmes permet de programmer des enregistrements extensibles. De plus, les valeurssymboliques et la 
apa
ité à fournir des dé�nitions manquantes vont nous permettre de dé�nir un 
omporte-ment similaire à 
eux que l'on trouve dans les langages orientés objets. Il est possible de dé�nir et 
omposerdes fragments de programmes en exhibant un 
omportement de 
lasse et d'instan
iation de 
lasse que l'on7. C. Godin, 
ommuni
ation personnelle, (CIRAD) janvier 1996.
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es langages. Nous allons montrer à travers un exemple 
omment émuler un style programmationpro
he de 
eux des langages à objets.Un système représente les notions de 
lasse et de 
onstru
teur qui sont utilisées pour 
réer une instan
ed'une 
lasse. Les arguments né
essaires au 
onstru
teur sont les référen
es libres du système. L'instan
iationd'une 
lasse 
orrespond à la 
on
aténation du système ave
 les arguments requis par le 
onstru
teur. L'ajoutde dé�nitions supplémentaires, par l'utilisation de la 
on
aténation, 
orrespond au mé
anisme d'héritage.Un système 
omplet (sans référen
es libres) 
orrespond à un objet 
omme 
'est le 
as dans les langagesà objets. Mais pour 
e qui 
on
erne 81/2, les valeurs de l'objet sont des tissus : il n'existe pas de notion demessage ni de méthodes. Le modèle objet qui 
orrespond le mieux à l'esprit de 
e qui est faisable en 81/2 estle modèle � embedding based � où toutes les informations qui 
on
ernent l'objet se trouvent dans 
elui-
i. Ilest évident que les mé
anismes évolués de prote
tion et d'en
apsulation qui sont proposés par les langages àobjets sont absents dans le modèle que nous proposons.Pour illustrer 
e style de programmation, on se propose de dé�nir en suivant un style pro
he des langagesorientés objets, une modélisation de la traje
toire d'une planète dans un mouvement 
ir
ulaire uniformeautour d'une étoile elle-même en mouvement re
tiligne uniforme. Pour 
e faire, on dé�nit une 
lasse Mobiled'objets animés d'un mouvement. La 
lasse Mobile est représentée par un système ave
 deux référen
eslibres :� initiale qui représente la position initiale de l'objet,� dp qui représente les dépla
ements élémentaires de l'objet.À l'aide de 
es référen
es libres, qui sont des ve
teurs de deux éléments 
orrespondant aux axes Ox et Oy, lesystème Mobile dé�nit une position :
Mobile = {position@0 = initiale; position = $Mobile � position+ dp};L'attribut position de Mobile est un stream qui représente la traje
toire du mobile au 
ours du temps.Une fois que Mobile est dé�ni, nous pouvons dé�nir une nouvelle 
lasse d'objets : les objets mobiles ave
une vitesse uniforme. La 
lasse U−Trajectoire attend une position initiale (requise par la 
lasse Mobiledont il hérite) et un ve
teur de vitesse pour pouvoir s'instan
ier :
U−Trajectoire = Mobile# {dp = vitesse}Le système U−Trajectoire est un système ave
 toutes les dé�nitions du systèmeMobile 
ar 
'est un systèmeétendu par les dé�nitions de dp utilisé pour 
al
uler les dépla
ements élémentaires ave
 une traje
toireuniforme (on suppose que vitesse est une 
onstante et est égale à la di�éren
e de la traje
toire uniformeentre deux éléments 
onsé
utifs du stream). L'opération de 
on
aténation rassemble 
es deux systèmes ete�e
tue les liaisons entre la référen
e libre dp qui apparaît dansMobile et la dé�nition de dp dans le systèmeanonyme 
omplétant les dé�nitions de U−Trajectoire.On poursuit ave
 
et exemple en utilisant Mobile pour représenter la traje
toire 
ir
ulaire d'une planèteen révolution autour d'une étoile (le soleil par exemple) qui se dépla
e suivant une traje
toire uniforme. La
lasse C−Trajectoire attend un rayon, un 
entre pouvant être animé d'un mouvement quel
onque, et unevitesse angulaire :
C−Trajectoire = Mobile# { initiale = {centre � 0, angle+ centre � 1},

dp = {dx, dy},
ot = $t,
t@0 = 0.0,
t = ot+ vitesse_angulaire,
dx@0 = −angle ∗ 2.0 ∗ cos(t) ∗ sin(t),
dx = −angle ∗ 2.0 ∗ cos((t+ ot)/2.0) ∗ sin((t− ot)/2.0)+

centre � 0− $centre � 0,
dy@0 = −angle ∗ 2.0 ∗ sin(t) ∗ cos(t),
dy = −angle ∗ 2.0 ∗ sin((t+ ot)/2.0) ∗ cos((t− ot)/2.0)+

centre � 1− $center � 1}
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ier les 
lasses pour dé
rire le � système solaire � :
Etoile = U−Trajectoire# {vitesse = {1.0, 1.0}, initiale = {0.0, 0.0}};
Planete = C−Trajectoire# {angle = 1.0, centre = Etoile � position}La �gure 2 illustre la traje
toire résultante de la planète, une traje
toire 
ir
ulaire se déplaçant autour d'un
entre, l'étoile, qui elle, est animée d'une translation uniforme.
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Chapitre XIIIntégration des GBF et des amalgamesdans 81/2 : l'interprète 81/2DDans la deuxième partie de 
e do
ument, nous avons 
onçu et développé une nouvelle stru
ture de donnéeset des mé
anismes dé
laratifs de dé�nition, pour la représentation des espa
es homogènes : les GBF.Nous avons dé�ni et étudié dans la troisième partie de 
e do
ument une nouvelle stru
ture de données etdes mé
anismes dé
laratifs de dé�nition, pour la représentation des espa
es hétérogènes : les amalgames.Dans 
ette quatrième partie, il est à présent temps d'étudier l'intégration de 
es deux stru
tures dedonnées dans le 
adre du langage 81/2. Cette intégration est à l'origine d'une nouvelle sémantique formellepour 81/2, qui permet de manipuler les GBF et les amalgames 
omme de nouveaux types de 
olle
tions. Cettenouvelle sémantique, appelée 81/2D, est spé
i�ée à l'aide de règles de sémantique opérationnelle et s'in
arnedans un interprète en 
ours de développement, implémenté en CAML.Stru
ture de la partie. Cette quatrième partie est 
onstituée de trois 
hapitres. Le premier 
hapitreexpose les prin
ipes de l'intégration des GBF et des amalgames dans 81/2. L'obje
tif est d'étendre la notionde tissu a�n de disposer de streams de GBF et de streams d'amalgames. Cela n'est pas possible dans le
adre de l'an
ienne sémantique des tissus à 
omportement statique, sémantique qui a été spé
i�quementorienté pour permettre la 
ompilation des programmes 81/2 sur des ar
hite
tures parallèles. Cela motivedon
 le développement d'une nouvelle sémantique qui permet d'interpréter les nouveaux programmes : 
ettenouvelle sémantique s'appelle 81/2D.Le se
ond 
hapitre (le 
hapitre XIII) dé
rit la sémantique formelle du pro
essus d'évaluation 81/2D. Nousne prouvons pas formellement que la nouvelle sémantique est une extension de la sémantique dénotationnelleproposée dans [Gia91a℄, mais nous montrons sur des exemples que 81/2D 
al
ule bien la même horloge quela sémantique dénotationnelle du 
ompilateur 81/2.En�n, le troisième 
hapitre (le 
hapitre XIV) donne des exemples de programme 81/2D pris dans troisdomaines d'appli
ation très di�érents : des stru
tures de données dynamiques pour la 
ombinatoire, desexemples de 
al
ul symbolique et la modélisation de pro
essus de 
roissan
e. Ces exemples 
omplètent lesexemples illustrant les amalgames et les GBF, et montrent l'intégration de 
es deux nouveaux 
on
epts dans81/2D. Tous les exemples du 
hapitre ont été évalués par l'interprète 81/2D dans sa version 
ourante.Stru
ture du 
hapitre. Ce 
hapitre se dé
ompose en trois se
tions. La première se
tion introduit lesprin
ipes d'intégration des GBF et des amalgames dans 81/2. Le prin
ipe de base 
onsiste à dé
oupler letraitement des streams et des 
olle
tions et d'introduire 
es nouvelles stru
tures de données 
omme desnouveaux types de 
olle
tions.La deuxième se
tion traite de l'intégration des GBF en tant que nouveau type de 
olle
tion. Nous n'avonspas eu le temps de traiter 
omplètement l'intégration des GBF : nous nous sommes don
 restreints à un sous-ensemble de 
eux-
i, 
orrespondant grossièrement à des tableaux dont la taille est dynamique.175
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tion de 
e 
hapitre traite de l'intégration des amalgames 
omme nouveau type de 
olle
-tion. Cette intégration né
essite un nouveau s
héma d'évaluation qui 
orrespond à un interprète.XII.1 Prin
ipes de l'intégration des GBF et des amalgames dans81/2Un programme 81/2 est un système d'équations qui dé�nissent des tissus. Un tissu est une stru
ture dedonnées qui 
ombine les streams et les 
olle
tions. Nous avons mentionné à la se
tion II.4 qu'un tissu estune stru
ture de données qui peut être vue soit 
omme un stream de 
olle
tions, soit 
omme une 
olle
tionde streams.A�n d'intégrer les GBF et les amalgames dans 81/2, nous allons renon
er à 
e point de vue et dé�nirun tissu 
omme un stream de 
olle
tions. Les 
olle
tions permises peuvent être de deux types : GBF ouamalgame.Le stream de GBF étend et généralise la notion de tissu homogène. Le stream d'amalgames étend etgénéralise la notion de système 81/2.Nous verrons que l'introdu
tion des GBF 
omme un type de 
olle
tion requiert une gestion dynamique dela mémoire, puisque le support de la 
olle
tion (les éléments qui ont une valeur dé�nie) peut varier d'un ti
 àl'autre. En 81/2, le 
al
ul du support de la 
olle
tion 
orrespond à l'inféren
e de la géométrie à la 
ompilation.Dorénavant, il est né
essaire de 
al
uler la géométrie d'un tissu à 
haque ti
.Par ailleurs, l'introdu
tion des amalgames 
omme un type de 
olle
tion né
essite qu'un programme,
orrespondant à l'arbre syntaxique d'une expression, puisse être une valeur de premier ordre. Cette valeurest 
al
ulée 
omme le résultat d'une opération sur les amalgames, et une fois 
lose, 
ette valeur peut s'évaluer
omme une programme 81/2 
lassique.La 
onséquen
e immédiate de l'intégration des amalgames dans un langage 
ompilé est que le 
ode générépar un 
ompilateur doit in
lure un évaluateur. Cela est rendu né
essaire par la phase dynamique d'évalua-tion qui intervient dans le traitement des amalgames. L'exé
ution du 
ode aura un 
omportement hybridené
essitant des phases d'exé
ution de 
ode 
ompilé entre
oupées de phases d'interprétation de termes (non
ompilés). Cela ne 
onstitue pas un problème 
ar, en adoptant le point de vue des langages ré�exifs [Smi84℄,on peut estimer que l'exé
ution d'un programme 
orrespond, en réalité, à une évaluation dans une tourré�exive où 
haque niveau évalue le niveau supérieur.Nous sommes extrêmement 
on�ants dans 
ette appro
he de 
ompilation hybride [CP97, Ple96℄ où laséparation entre phase de 
ompilation et phase d'exé
ution n'est plus aussi nette que dans les langages
ompilés 
lassiques (Pas
al, C). On trouvera un exemple d'appro
he similaire d'exé
ution hybride dans [BL84b,pp 290℄ où la séparation entre exé
ution et évaluation 
ommen
e à être gommée.Cependant, 
ette appro
he né
essite une refonte trop grande du s
héma de 
ompilation a
tuel. En e�et,la sémantique dénotationnelle dé�nie dans [Gia91a℄ restreint les programmes 81/2 traités à 
eux qui exhibentun 
omportement statique.Aussi, pour l'intégration des GBF et des amalgames dans 81/2, nous préférons développer une nouvellesémantique, 81/2D, qui 
orrespond à une appro
he totalement interprétée du pro
essus d'évaluation.Avant de passer aux détails de l'intégration des GBF et des amalgames 
omme nouveaux types de 
ol-le
tion, nous allons expliquer pourquoi le s
héma statique de 
ompilation 
orrespondant à [Gia91a℄ est in-adapté. Un programme a un 
omportement statique quand les paramètres de l'exé
ution sont 
onnus dès la
ompilation. Par exemple, il est né
essaire, en 81/2 statique, de 
onnaître, au moment de la 
ompilation, l'es-pa
e mémoire qu'o

upera une 
olle
tion, 
et espa
e mémoire étant �xe durant l'exé
ution. Autre exemple,l'ordonnan
ement des 
al
uls d'un programme 81/2 doit être automatiquement inféré au moment de la 
om-pilation du programme. Cela implique le rejet de 
ertains programmes ayant un 
y
le dans le graphe desdépendan
es syntaxiques, mais pas dans le graphe des dépendan
es sémantiques. Par exemple, le programmesuivant :
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b = . . . (1)
c = . . . (2)
x = if b then y else c (3)
y = if¬b thenx else c (4)dé�nit quatre équations b, c, x et y exhibant une dépendan
e 
ir
ulaire entre x et y, à travers les deuxopérateurs if. Si on regarde plus pré
isément le graphe des dépendan
es des expressions (
f. �gure 1) ilapparaît qu'il est toujours possible de résoudre les dépendan
es entre les expressions x et y. En e�et, ladépendan
e de x vers y apparaît à travers la bran
he vraie de la dé�nition de x alors que la dépendan
ede y vers x apparaît à travers la bran
he vraie de la dé�nition de y. Les gardes b de x et ¬b de y assurentqu'il n'existe au
une dépendan
e entre x et y. Cette résolution a né
essité une 
onnaissan
e de la sémantiquede l'opérateur if alors qu'un ordonnan
ement statique né
essite une absen
e de dépendan
e entre les deuxbran
hes de la 
onditionnelle.

x

b c

y

if¬b

if b

if b

if¬b

Fig. 1 � Graphe des dépendan
es des équations (1) à (4).Ce type de 
ontrainte est né
essaire si on veut déterminer à la 
ompilation la distribution des don-nées [Mah96℄ et les s
hémas de 
ommuni
ation qui en résultent [DG93, GDC94℄ sur une ar
hite
ture parallèleà mémoire distribuée.Cependant, 
e type de 
ontrainte n'est plus a

eptable quand il s'agit de développer des stru
tures dedonnées de très haut-niveau : on est prêt à payer le prix d'une gestion dynamique des données quand elleseule peut répondre aux besoins 
ru
iaux en expressivité.XII.2 Intégration des GBF dans 81/2Le temps nous a manqué pour traiter 
omplètement l'intégration du 
al
ul sur les GBF dans 81/2 ; 
'estpourquoi nous nous sommes restreint à l'intégration d'une 
lasse très parti
ulière de GBF. Les restri
tionssur les GBF utilisables sont les suivantes :� le GBF doit être un GBF abélien libre ;� le support du GBF (les éléments ayant une valeur di�érente de nil) doit être une région dé
rite parun élément de [0 . . . n1]× · · · × [0 . . . nd] ;� les valeurs d'un GBF doivent être de type simple : entier, �ottant... Ce ne peut être ni des imbri
ationsde GBF, ni des amalgames.Dans la suite, nous appellerons tableau dynamique ou plus simplement tableau 
ette restri
tion des GBF. Cenom se justi�e 
ar à 
haque ti
 de l'horloge, un tel GBF 
orrespond à un tableau, mais 
e tableau peut avoirune géométrie di�érente à 
haque ti
 (rappelons que la géométrie d'un tableau est le nombre de dimensionset le nombre d'éléments dans 
haque dimension du tableau).Cette 
lasse de GBF est su�samment générale pour démontrer la faisabilité de l'intégration des GBFquel
onques à valeur simple. En e�et :� Pour traiter les supports arbitraires bornés dans un GBF abélien libre, il su�t de gérer des unions de
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haque ti
, plut�t qu'un tableau unique.L'extension est simple dans son prin
ipe, mais la gestion e�
a
e de grandes unions de régions hyper-
ubiques de Zn, né
essaire quand on veut manipuler des régions 
omplexes, est déli
ate. Une étudedétaillée est en 
ours [Sem93, Vit96℄.� Le traitement des GBF abéliens non-libres se dé
ompose par l'isomorphisme fondamental en un traite-ment sur un groupe abélien libre (et on est renvoyé au problème pré
édent) et aux modules de torsion.Il � su�t � don
 d'étendre les 
al
uls d'index né
essaires à la gestion des GBF abéliens libres par un
al
ul d'index modulo le rang du module de torsion.Les algorithmes en algèbres modulaires sont bien 
onnus [NQ92, Coh93℄ et 
ette extension ne devraitdon
 pas poser de problème de prin
ipe.� Si on peut intégrer les GBF abéliens 
omme un nouveau type de 
olle
tion, alors l'intégration defamilles de GBF quel
onques dans 81/2D ne pose pas de problèmes supplémentaires.Ces restri
tions sont motivées par le fait qu'il est ainsi possible, à peu de frais, de réutiliser la ma
hinevirtuelle existante, et que dans un premier temps, il n'est pas né
essaire d'augmenter beau
oup la syntaxedu langage.XII.2.1 Nouveaux opérateurs pour la manipulation des tableaux dynamiquesNous ne permettons pas toutes les expressions sur les GBF dé
rites dans la se
tion V.5 pour deux raisons :� Le résultat de 
ertaines opérations sur des tableaux dynamiques n'est pas un tableau dynamique. C'estle 
as par exemple pour l'union de GBF, ou la translation.� Le temps nous a manqué pour implémenter l'ensemble des opérations dé�nies.Nous avons don
 
hoisi de nous restreindre à un sous-ensemble signi�
atif et fa
ilement implémentable au-dessus de la ma
hine virtuelle existante, ou ne né
essitant pas de grosses extensions de 
ette ma
hine virtuelle.Nous allons présenter 
es opérations.XII.2.1.1 Opérateur #d> : union et translation d'un GBF dynamiqueL'opération de 
on
aténation, � #n �, dé�ni dans le langage 81/2 (
f. se
tion II.3.3.5, page 15) permetd'e�e
tuer la 
on
aténation de deux 
olle
tions suivant la ne dimension. Comme nous l'avons vu dans lase
onde partie (
f. se
tion V.5.2, page 58), l'opération de 
on
aténation ainsi dé�nie ne 
orrespond plus à la
on
aténation des GBF. L'opération dé�nie sur les GBF est de plus bas niveau.Les programmes que l'on désire implémenter né
essitent 
ependant l'utilisation d'une 
on
aténation, ausens des tableaux. On dé�nit par 
onséquent l'opérateur #d> de 81/2D, 
orrespondant à la 
on
aténationde GBF. Cet opérateur e�e
tue les deux opérations d'union et de translation de GBF, où d 
orrespond à ladimension suivant laquelle la translation doit avoir lieu. Si le support de A est [n1, . . . , nd] alors :
A#p> B ≡ A#B.gnp

poù gi est le ie générateur de la forme de A.Pour des raisons de simpli
ité, dans le reste du do
ument, on établit les 
orrespondan
es suivantes :
#1> ≡ #
#2> ≡ #̂et on utilisera les seuls symboles � # � et � #̂ �.XII.2.1.2 Un opérateur 
onditionnel sans α-extensionLa dé�nition de tableaux dynamiques né
essite de pouvoir 
omparer deux tableaux de taille di�érente.L'unique opérateur 
onditionnel existant en 81/2 est la 
onditionnelle qui 
orrespond à la version data-parallèle de l'opérateur if. Une expression de la forme s ≡ if c then t else f impose aux trois tableaux c,
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t et f d'avoir une géométrie et un type s
alaire identique. Les éléments du tableau s 
orrespondent auxéléments de t pour les éléments de c vrais et 
eux de f pour les éléments de c faux.Cet opérateur n'a plus de sens quand ses arguments sont des tableaux de tailles di�érentes. Nous proposonsla dé�nition d'un nouvel opérateur 81/2D, l'opérateur switch qui permet la séle
tion du tableau t ou dutableau f en fon
tion de la 
ondition s
alaire c.XII.2.1.3 Coupure et extension d'un tableau dynamiqueL'opération de 
oupure-extension d'une 
olle
tion suivant une géométrie parti
ulière est essentiellementutilisée lors de la dé�nition d'expressions impliquant un mé
anisme de ré
ursion spatiale (
f. se
tion III.4,page 24). Cependant, 
et opérateur implique un argument 
onstant. La dé�nition de tableaux dont lesdimensions varient au 
ours du temps, né
essitent la dé�nition d'un opérateur qui permette une expressiondynamique 
omme argument de la 
oupure-extension.Nous étendons la spé
i�
ation de l'opérateur e:[
℄ de 81/2 (
 étant une liste de 
onstantes entières)en permettant l'utilisation d'un argument résultant d'un 
al
ul et dynamique pour la spé
i�
ation de lagéométrie d'une 
olle
tion. L'expression e:f permet de 
oer
er la géométrie de e par le ve
teur f qui spé
i�ele rang du résultat (i.e. le nombre d'éléments dans 
haque dimension). Par exemple :

1 : {1, 2, 3} ⇒













1
1
1



 ,





1
1
1











(f est égal à {1, 2, 3}). Cet opérateur doit s'interpréter 
omme une version spé
ialisée de l'opérateur derestri
tion expli
ite introduit dans la se
tion V.5 :

e : {n1, . . . , nd} ≡ e on gi1
1 . . . . .g

id

d where0 ≤ i1 < n1, . . . , 0 ≤ id < ndPar ailleurs, nous permettons la dé�nition d'un tableau par énumération de ses éléments (
'est une versionbridée de la dé�nition quanti�ée de GBF) :
{ . . . , ei, . . . }
orrespond à un tableau dont la valeur du ie élément est ei, et
.XII.2.1.4 Rang d'un tableau dynamiqueNous avons présenté dans la se
tion pré
édente l'opérateur de 
oer
ion d'une 
olle
tion. Nous aimerionsaussi être 
apable de déterminer la taille d'une 
olle
tion a�n de pouvoir e�e
tuer des opérations sur 
elle-
ien fon
tion de sa taille (
f. se
tion XIV.4.3, page 219). Nous dé�nissons par 
onséquent l'opérateur |e|, dontla valeur est un ve
teur d'entiers qui 
orrespond au rang (
f. se
tion II.3.2, page 12) de l'expression e.XII.2.2 Réutilisation de la ma
hine virtuelle de gestion des tableauxNous disposons déjà d'une ma
hine virtuelle permettant de 
al
uler sur des tableaux. En e�et, le 
ompi-lateur statique du langage est 
apable de générer un 
ode 
ible C ou bien un 
ode pour une ma
hine virtuellede manipulation de tableaux.Cette ma
hine virtuelle est de type SIMD : elle permet la manipulation de tableaux 
omme des touts àtravers un ensemble restreint d'instru
tions élémentaires portant sur des tableaux. Les instru
tions se divisenten deux 
lasses :1. les instru
tions d'allo
ation de tableaux,2. les instru
tions de 
al
uls qui sont de type 
ode trois adresses.
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hine est aisément portable sur une ar
hite
ture matérielle ve
torielle ou SIMD. Une version é
riteen C, qui traite les éléments des tableaux séquentiellement, existe et est utilisable à partir un autre langage(
omme par exemple le langage CAML), à travers une interfa
e fon
tionnelle. L'implémentation repose surune représentation par une imbri
ation de ve
teurs.Bien que la détermination de la dimension des tableaux ait lieu au moment de la 
ompilation, les ins-tru
tions d'allo
ation de tableaux de la ma
hine virtuelle peuvent être utilisées à tout moment : on peutdon
 faire de l'allo
ation dynamique. L'extension de 
ette ma
hine virtuelle pour traiter quelques opérateurssupplémentaires né
essaires sur les tableaux dynamiques (
omme la restri
tion) s'est révélée su�samentsimple.Par 
onséquent, nous réutilisons dans un premier temps 
ette ma
hine virtuelle existante pour le déve-loppement d'un interprète (d'un sous-ensemble de) 81/2D, avant de 
on
evoir et de développer une nouvellema
hine virtuelle 
apable de traiter l'ensemble des GBF abéliens.XII.3 Intégration des amalgames dans 81/2Pour intégrer les amalgames dans 81/2, nous les 
onsidérons 
omme un nouveau type de 
olle
tion : unamalgame est don
 une valeur d'un type nouveau. Mais un amalgame est aussi un fragment de programme81/2. Il se pose don
 un premier problème qui est 
elui de la notation des 
onstantes de type amalgames.Nous verrons ensuite quelle horloge il faut asso
ier à une 
onstante de type amalgame.XII.3.1 Dénotation d'un amalgame 
omme valeur immédiateUn amalgame est à la fois une valeur et un fragment de programme 81/2. Cela pose un problème : dansle texte d'un programme, 
omment distinguer la dénotation immédiate d'une 
onstante de type amalgameet une expression à évaluer?Par exemple, 1234 est la dénotation immédiate d'un entier et 1234 + 5678 est un programme qu'il faut
al
uler. La distin
tion entre 
es deux types d'objet est simple 
ar la syntaxe permet de les distinguer. Par
ontre, quand la 
onstante qu'il faut dénoter peut s'interpréter aussi 
omme un programme à évaluer, il y aambiguïté. Par exemple :
{a = 1 + 2, b = x0}représente t-il une 
onstante du langage (de type amalgame) ou bien un programme dont l'évaluation asso
ie3 à a et un amalgame x0 à b?Dans un langage 
omme Lisp 1 où les valeurs peuvent aussi être des programmes, 
e problème est résoluen introduisant un mé
anisme expli
ite de quotation. Par exemple :
(setq s ‘(cons , (+ 1 2) l))a�e
te à s une valeur de type s-expression qui représente un fragment de programme Lisp. L'opérateur dequotation � ‘ � indique que la liste qui suit ne fait pas partie du programme à évaluer mais doit être 
onsidérée
omme une 
onstante. La 
onstru
tion d'une 
onstante représentant une s-expression fait souvent intervenirdes valeurs 
al
ulées et don
 on rajoute un mé
anisme de � déquotation � : 
'est le but de la virgule avantl'expression (+ 1 2). La s-expression 
onstruite 
orrespond au programme Lisp qui 
on
atène la valeur 3 ausymbole l.Contrairement à Lisp, nous ne voulons pas introduire de mé
anisme de quotation expli
ite, tout au moinsdans un premier temps. En e�et, l'étude de l'évaluation des expressions qui impliquent des amalgamesmontre qu'on peut reposer sur des règles impli
ites simples pour dé
ider de l'amalgame dénoté. Par exemple,l'expression :
1 + x01. on a en tête i
i un Lisp dynamique, 
omme par exemple Frantz Lisp.



XII.3. INTÉGRATION DES AMALGAMES DANS 81/2 181dénote obligatoirement un amalgame. En e�et, puisqu'on n'a pas de dé�nition pour la référen
e x0, on nepeut pas évaluer 1 + x0. Par suite, le programme :
{a = 1 + x0}est un système qui asso
ie une 
onstante de type amalgame à a, de la même façon exa
tement que :
{a = 1}est un système qui asso
ie une 
onstante entière à a. Par 
ontre, que faut-il penser de l'expression :
(1 + 2) + x0Il est 
lair que 
ette expression dénote une 
onstante de type amalgame, 
ar on ne peut pas l'évaluer 
ommeune 
onstante arithmétique, puisqu'on ignore la dé�nition de x. Mais on pourrait évaluer (1 + 2) avant de
onstruire la 
onstante immédiate. En expli
itant les quotations à la Lisp, il faut dé
ider si (1+2)+x0 dénote

‘((1 + 2) + x0) ou bien ‘(, (1 + 2) + x0).L'évaluation d'une expression mixte qui 
ombine amalgame et tableau peut se faire en suivant deuxstratégies :� La rédu
tion des expressions impliquant des tableaux a lieu au plus tard : on attend qu'une expression
omposée devienne une expression n'impliquant que des tableaux pour e�e
tuer les opérations sur lestableaux. Dans 
e 
as, l'expression que nous venons de voir n'e�e
tuera l'opération (1 + 2) qu'une foisla référen
e libre x substituée par une expression de tableaux. Si 
e n'est jamais le 
as, alors 
etteopération n'aura jamais lieu. On parle de stratégie tardive.� La rédu
tion des expressions impliquant des tableaux a lieu au plus t�t : dès qu'une opération impliquedeux tableaux, alors la rédu
tion de la sous-expression a lieu. Pour l'expression 
i-dessus, l'amalgamedénoté est 3 + x0 Cette stratégie ne présuppose rien quant à la référen
e libre x. On quali�e 
ettestratégie de hâtive.La stratégie hâtive est 
hoisie a�n d'e�e
tuer au plus t�t les 
al
uls, 
e qui permet de simpli�er les expres-sions le plus rapidement possible, et d'obtenir la valeur la plus 
omplète pour une expression qui impliquedes référen
es libres. Cette évaluation au plus t�t permet la dé�nition de fragments de programmes partiel-lement évalués, alors la première stratégie délègue l'évaluation à l'exé
ution �nale, 
elle qui fournit toutesles dé�nitions aux référen
es libres.Remarquons que 
ontrairement à Lisp et aux langages impératifs, une référen
e liée ne peut être liéequ'à une seule dé�nition. Par suite, il importe peu d'évaluer hâtivement ou tardivement une expression : le
al
ul résultera toujours en la même valeur. La seule di�éren
e est le moment de l'évaluation. Par exemple,il importe peu que :
{a = 1, b = a0 + x0}dénote :
{a = 1, b = ‘(a0 + x0)}ou bien :
{a = 1, b = 1 + ‘x0}puisque la référen
e à a dans l'expression de dé�nition de b est liée � pour toujours � à la même dé�nition.Ce
i justi�e le 
hoix d'une appro
he impli
ite de la dénotation d'un amalgame.D'une façon similaire, on peut passer en revue le traitement de toutes les 
onstru
tions du langage,y 
ompris 
elles portant sur l'aspe
t stream d'un tissu. Par exemple, pour le traitement de l'opérateurd'é
hantillonnage :
1 when b0
orrespond à ‘(1 when b0). En e�et, nous savons que le 
al
ul de l'horloge d'une expression u whenv né
essitele 
al
ul de l'horloge de v. La référen
e b0 étant libre, on ne peut pas 
al
uler de valeur asso
iée et don
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1 when b0 doit être 
ompris 
omme la notation d'un amalgame (
'est-à-dire une valeur d'un type spé
ial) etnon 
omme un fragment de programme à évaluer. Par 
ontre, l'expression

b0 whenClockest une expression évaluable et sa valeur est l'amalgame b0.Les règles permettant de désambigüer la dénotation immédiate d'un amalgame sont spé
i�ées par leprédi
at Code () qui prend la valeur vrai si l'expression argument n'est pas un amalgame :
Code({ . . . }) = C({ . . . })
Code(e1 # e2) = Code(e1) ∧ Code(e2)
Code(e1 � e2) = Code(e1) ∧ (e2 ∈ Id)
Code($e) = Code(e)
Code(e1 when e2) = Code(e2)
Code(e1 + e2) = Code(e1) ∧ Code(e2)

. . .XII.3.2 Horloge d'une 
onstante amalgameDe la même façon que la 
onstante s
alaire 1 dénote un stream d'entier, une 
onstante de type 
olle
tiondénote un stream de 
olle
tion.La question de la valeur de l'horloge d'une 
onstante amalgame se pose don
. On peut dé
ider d'attribuerà un amalgame une horloge identique à 
elle qui est dé�nie pour les 
onstantes arithmétiques : le domainede 1 est dé�ni pour tous les ti
s et seul le premier ti
 est un top.Cette solution n'est 
ependant pas satisfaisante. En e�et, dans 
e 
as une expression d'amalgame ne serajamais réévaluée après le premier ti
 : une expression dépendant d'un amalgame ne peut alors pas progresser.On 
hoisit par 
onséquent d'attribuer aux amalgames la même horloge que la 
onstante Clock, dont ledomaine de dé�nition est vrai pour tous les ti
s et dont tous les ti
s sont des tops.Cette horloge permet d'é
rire simplement des 
onstantes de type amalgame, sans faire intervenir un mé-
anisme de quotation parti
ulier, tout en s'assurant de la progression des streams impliquant des amalgames.L'appro
he que nous avons 
hoisi est impli
ite et simple. Il se peut qu'elle se révèle à l'usage trop grossièreen empê
hant de dénoter très pré
isément l'amalgame désiré et de 
ontr�ler �nement les instants d'évaluation.Il faudra alors introduire un mé
anisme de quotation a�n de permettre l'expression expli
ite d'une 
onstanteamalgame et spé
i�er un 
al
ul d'horloge sur les amalgames permettant de minimiser les évaluations àe�e
tuer.



Chapitre XIIIUne sémantique pour 81/2DDans 
e 
hapitre nous dé�nissons une sémantique formelle du pro
essus d'évaluation 81/2D. Nous neprouvons pas formellement que la nouvelle sémantique est une extension de la sémantique dénotationnelleproposée dans [Gia91a℄, mais nous montrons sur des exemples 
ara
téristiques que 81/2D 
al
ule bien lamême horloge que la sémantique dénotationnelle du 
ompilateur 81/2.XIII.1 Syntaxe des expressionsNous nous intéressons à un sous-ensemble de 81/2D, le langage L. La syntaxe abstraite de L est donnéepar :
EXP ::= c les 
onstantes, de type tableau ou amalgame

| id les identi�
ateurs,
| id = e la dé�nition de tissu,
| e � id la séle
tion par un identi�
ateur,
| e � n la séle
tion par un entier,
| e1 # e2 la 
on
aténation de deux expressions (amalgame ou tableaux),
| { . . . , e, . . . } la dé�nition de tableaux,
| { . . . , id = e, . . . } la dé�nition de systèmes,
| e1 binop e2 les opérations binaires arithmétiques et logiques,
| unop(e) les opérations unaires,
| if e1 then e2 else e3 l'opération 
onditionnelle,
| Clockn l'horloge,
| $e le délai,
| e1 fby e2 la trans
ription des quanti�
ations,
| e1 when e2 l'é
hantillonnage,
| e : [c] la 
oer
ion spatiale.ave
 N le domaine des entiers (n ∈ N), Id le domaine des identi�
ateurs de tissus (id ∈ Id), Unop le domainedes opérateurs monadiques du langage (unop ∈ Unop) et Binop le domaine des opérateurs dyadiques dulangage (binop ∈ Binop).Comme le dé
rit la syntaxe des expressions de L, tous les opérateurs de 81/2 dé�nis dans [Gia91a℄ neseront pas dé
rits dans 
e 
hapitre. En e�et, 
eux-
i n'ont pas un traitement parti
ulier justi�ant leurdes
ription dans 
e do
ument. Par exemple, les opérateurs temporels until, after... peuvent être traduitsgrâ
e à l'utilisation de l'opérateur d'é
hantillonnage when. Nous n'expli
iterons pas non plus le traitementdes opérations géométriques de s
an et de β-rédu
tion dans la mesure où leur 
al
ul est immédiat et n'estpas essentiel à la dé�nition de la notion de rédu
tion des expressions.183
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tion des quanti�
ations temporellesNous avons vu dans le premier 
hapitre (
f. se
tion II.2.3.3, page 11) que la spé
i�
ation de la valeur d'untissu à des instants distin
ts se faisait à l'aide d'équations quanti�ées. Pour des raisons de simpli�
ation desexpressions, on transforme une expression quanti�ée en une expression utilisant l'opérateur fby, opérateursimilaire à 
elui de même nom dé�ni dans Lu
id. Par exemple, l'expression :
T@0 = 0;
T = $T + 2;est transformée en son équivalent dans L :
T = 0 fby$T + 2Une expression sans quanti�
ation ne 
hange pas ; la tradu
tion d'équations qui ont plus d'un quanti�
ateur,ou un quanti�
ateur autre que @0, né
essite une opération de transformation plus 
omplexe. Pour des raisonsde simpli
ité, on restreint don
 L aux seules expressions ayant au plus une quanti�
ation de la forme @0 enplus de la quanti�
ation universelle.XIII.1.2 Tradu
tion des quanti�
ations spatialesLa dé�nition des GBF permet une quanti�
ation suivant un 
oset (
f. se
tion V.6.2, page 61). Pour desraisons de simpli
ité, on ne permet pas les quanti�
ations spatiales en 81/2D. Autrement dit, on ne traite pasles GBF ré
ursifs.XIII.2 Prin
ipes de la sémantiqueLa sémantique d'une expression est dé�nie par trois grandeurs qui 
orrespondent aux :1. 
al
ul de l'horloge d'un tissu (spé
i�é par deux relations de rédu
tion, 
f. se
tion suivante),2. 
al
ul de la géométrie pour déterminer le type d'une expression,3. 
al
ul de la valeur d'une expression de L.Ces grandeurs sont 
al
ulées pour 
haque ti
 t (t ∈ N) de l'exé
ution du programme. Le 
al
ul de l'horloge,la géométrie et la valeur d'une expression e dépendent du ti
 
ourant ainsi que des sous-expressions de e.L'environnement de dé�nition EE est une fon
tion partielle dont la signature est Id→ L. Notons [id 7→ e]la fon
tion qui asso
ie l'expression e à l'identi�
ateur id et qui est indé�nie pour tous les autres identi�
ateurs.Si ρ est un environnement, alors ρ′ = ρ ⊎ [id′ 7→ e′] et ρ′′ = ρr id′ sont les environnements tels que :
ρ′(id) =

{
e′ si id = id′

ρ(id) sinonet
ρ′′(id) =

{
ρ(id) si id 6= id′indé�ni sinonL'é
riture [id1 7→ e1, . . . , idn 7→ en] est une abréviation de [id1 7→ e1]⊎ · · · ⊎ [idn 7→ en]. Les opérateurs � ⊎ �et � r � représentent respe
tivement l'augmentation et l'appauvrissement d'un environnement. La fon
tion

Dom() appliquée à un environnement a pour valeur l'ensemble des identi�
ateurs auxquels sont asso
iés unedé�nition. Par exemple :
Dom([id1 7→ . . . , id2 7→ . . . , id2 7→ . . . ]) = {id1, id2, id3}
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tion pour 
al
uler la valeur d'un tissuQuatre relations de rédu
tion sur une expression e à un instant t dans un environnement ρ sont dé�-nies pour 
al
uler la valeur de e. Ces quatre relations de rédu
tion permettent de 
al
uler les informationsné
essaires au 
al
ul de la valeur, soit :1. le 
al
ul du dom d'une expression,2. le 
al
ul du top d'une expression,3. le 
al
ul de la géométrie d'une expression,4. le 
al
ul de la valeur d'une expression.Les 
al
ul du dom et du top d'une expression permettent le 
al
ul de l'horloge d'une expression. Nous verronsdans la se
tion suivante les raisons de la séparation de l'horloge d'une expression en deux 
al
uls. Le 
al
ulde la géométrie d'une expression permet de déterminer ses dimensions (si 
'est un tableau). En�n, on peuten 
al
uler la valeur e�e
tive instantanée à partir du 
al
ul de son horloge et de sa géométrie.XIII.2.2 Séparation de l'horloge d'une expression en deux 
al
ulsL'horloge d'un stream est un prédi
at temporel qui assure que la valeur du stream doit être re-
al
ulée àl'instant 
ourant. Soit hor(e) la fon
tion qui dé�nit l'horloge du stream e. La fon
tion hor(e) est une fon
tionqui à un ti
 t, a pour valeur un booléen. En première approximation, on peut dire que hor(e)(t) est vraie sila valeur de e 
hange à l'instant t, sinon elle est fausse.Dans les dé�nitions des horloges de stream que l'on trouve dans [Pla88, Jen95℄, la dé�nition de l'horloged'un stream est faiblement 
ouplée ave
 la valeur du stream dans le sens suivant : un ti
 peut être dansl'horloge d'un stream alors que la valeur 
ourante du stream est indé�nie. L'exemple le plus simple d'un telstream est l'expression retardée $e qui partage la même horloge ave
 e mais dont la valeur est indé�nie aupremier ti
 de hor(e). Nous aimerions au 
ontraire avoir la propriété suivante :
hor(e)(t) ⇒ V al(e)(t) 6= nil (1)(V al(e)(t) désigne la valeur asso
iée à e à l'instant t) mais 
ette propriété ne peut pas être obtenue immé-diatement. Regardons l'exemple suivant. Soit le stream dé�ni par :
A@0 = 0 (2)
A = ($A+ 1) whenClock (3)qui devrait 
orrespondre à un 
ompteur dont la valeur est in
rémentée à 
haque ti
. Or 
e n'est pas le 
assi on suppose la propriété (1) vraie. Si on suppose 
ette propriété vraie, les équations (2) et (3) dé�nissentalors un stream identique à la 
onstante 0. En e�et, l'équation (2) for
e le stream A à avoir pour valeur 0au premier top de la 
onstante 0 (
'est-à-dire au ti
 0). La valeur de $A est indé�nie au ti
 0. Si on assumela propriété (1) ou plut�t sa 
ontraposée :
V al(e)(t) = nil ⇒ ¬hor(e)(t)il est né
essaire que l'horloge de $A soit fausse au ti
 0. Par 
onséquen
e nous avons hor($A)(0) = false.Par ailleurs, l'horloge de M whenClock est vraie au ti
 t, à partir du moment où M possède une valeurdé�nie ; si 
e n'est pas le 
as, on viole la propriété (1). Or M a une valeur dé�nie s'il a déjà eu un top au ti


t. Par 
onséquen
e, l'horloge de A, pour t > 0, est dé�nie par :
hor(A)(t) = OK($A+ 1, t) t > 0

= OK($A, t)où OK(e, t) est un prédi
at qui est vrai si e a déjà un top à un ti
 ≤ t. Or l'horloge de A et de $A 
oïn
identpour tous les ti
s ultérieurs au premier top. Nous avons don
 aussi :
hor($A)(t) = OK($A, t) t > 0Cette équation admet plusieurs solutions. Par exemple, OK($A, t) = false pour tout t est une solutionvalide, de même que OK($A, t) = true pour t > 0. Il est usuel, quand il est né
essaire de 
hoisir une



186 CHAPITRE XIII. UNE SÉMANTIQUE POUR 81/2Dsolution parmi un ensemble d'éléments ordonnés, de prendre la plus petite solution. La relation d'ordre surles suites prise habituellement est la relation d'ordre pré�xe. La solution � naturelle � i
i 
orrespond à :
h0 = true
hn = falseLe le
teur désirant trouver un développement plus formel à 
e problème se référera à [Gia91a, DV96℄.L'� e�ondrement � de l'horloge est dû à la 
onfusion de deux prédi
ats : � avoir une valeur dé�nie auti
 t � et � 
hanger (possiblement) de valeur au ti
 t �. Pour éviter l'e�ondrement des horloges lors de ladé�nition ré
ursive de streams, nous séparons l'horloge d'un stream A en deux prédi
ats, dom() et top() ;nous donnons une interprétation intuitive de 
es deux prédi
ats :� le prédi
at dom(A), que l'on appelle par abus de langage le domaine de A, indique quand la valeur de
A est a

essible (i.e. di�érente de nil),� le prédi
at top(A), que l'on appelle par abus de langage l'horloge de A, indique quand il est né
essaired'e�e
tuer des 
al
uls pour maintenir les relations dé�nies entre les expressions.On trouvera dans [Gia91a, pp 76,77℄ une dis
ussion plus détaillée sur 
ette problématique.XIII.3 Les domaines sémantiquesXIII.3.1 La rédu
tion D−→Comme nous l'avons vu, le 
al
ul de l'horloge d'une expression est e�e
tué par le 
al
ul de deux prédi
ats.Ces prédi
ats sont dé�nis sous la forme de règles de rédu
tion. La règle de rédu
tion du domaine d'uneexpression à pour domaine N × EE × L 7→ Bool ∪ (Id → Bool) et se note t, ρ ⊢ e D−→dom pour exprimerque, au ti
 t, dans l'environnement ρ, le dom de e est égal à dom.XIII.3.2 La rédu
tion T−→D'une façon similaire, le domaine de la règle de rédu
tion dé�nie pour 
al
uler l'horloge d'une expressionest N × EE × L 7→ Bool ∪ (Id → Bool) et se note t, ρ ⊢ e

T−→ top pour exprimer que, au ti
 t, dansl'environnement ρ, l'horloge de e est égale à top.XIII.3.3 La rédu
tion G−→Le typage de la géométrie des tissus permet de véri�er des propriétés sur la géométrie des tissus, parexemple avoir pour valeur un système ou un tableau, et de 
al
uler la dimension des 
olle
tions. La géométried'un tissu dépend de la géométrie de ses sous-expressions. Nous asso
ions aux expressions de L un type, quipeut être :� indé�ni, 
'est le 
as de la géométrie d'un tissu avant son premier top vrai. Nous faisons la di�éren
eentre un 
al
ul qui ne termine pas et un 
al
ul qui n'a pas de valeur dé�nie, typiquement un tissu quin'a jamais de top. Cette géométrie est notée UndefGEO.� un tableau : dans 
e 
as on spé
i�e la géométrie du tissu par un type s
alaire (int, bool ou float) qui
orrespond au type s
alaire de ses éléments, ainsi que par le rang du tableau (représenté par une listed'entiers).� un système : la géométrie asso
iée à un système est dans 
e 
as une fon
tion qui asso
ie à 
haqueidenti�
ateur la géométrie de l'expression qu'il réfère.� un amalgame : la géométrie d'un amalgame est égale à AmalGeo.En 
onséquen
e, le domaine de la géométrie d'un tissu est :Geo = {UndefGEO, AmalGeo} ∪ {int, bool, . . . } × int list ∪ (Id→ Geo)



XIII.4. CONVENTIONS 187Le 
al
ul de la géométrie d'une expression est e�e
tué par la notion de rédu
tion : t, ρ ⊢ e G−→ g pour exprimerque e a pour géométrie g au ti
 t dans l'environnement ρ.XIII.3.4 La rédu
tion V−→La valeur d'une expression dépend de la valeur de ses sous-expressions. La valeur d'une expression de Lpeut être :� indé�nie : 
'est le 
as de l'expression {x = $x} qui n'a jamais de top. On note la valeur indé�nie Undef.� un tableau : la valeur est dans 
e 
as une imbri
ation de ve
teurs qui 
orrespond à la valeur de seséléments.� un système : la valeur asso
iée est une fon
tion qui, à 
haque identi�
ateur, asso
ie la valeur de sadé�nition.� un amalgame : la valeur asso
iée est une expression de L.Les tableaux sont représentés par des imbri
ations de ve
teurs homogènes. Si on note S le domaine desvaleurs s
alaires, alors le domaine des tableaux est : Array(S). Le domaine des valeurs est :Val = {Undef} ∪Array(S) ∪ (Id→ Val) ∪ LNous ferons référen
e, dans la spé
i�
ation de la sémantique, à une relation de rédu
tion � A−→ �. Cetterelation de rédu
tion n'est pas spé
i�ée dans 
e 
hapitre mais 
orrespond à la relation que nous avons dé�niedans la troisième partie (
f. se
tion X.3.2, page 136). Par 
onséquent, on identi�e :
t, ρ ⊢ e A−→ e′ ≡ ρ ⊢ e −→ e′dans la mesure où l'aspe
t temporel des tissus (matérialisé par t, qui représente le ti
 
ourant) n'est pasimportant dans le 
adre de la rédu
tion des amalgames, la perte de l'information du ti
 
ourant n'estpas signi�
atif. La stru
ture de l'environnement ρ n'est pas exa
tement la même dans les deux relationsde rédu
tion, mais on peut aisément 
onvertir l'environnement dans les deux domaines. En e�et, a�n desimpli�er la présentation, on ne traite pas des opérateurs d'é
happement idn et on suppose qu'il n'y apas de redé�nition d'un identi�
ateur. Par ailleurs, on augmente le 
al
ul sur les amalgames par une règlepermettant de propager le 
al
ul à travers des opérateurs étrangers (
omme le délai, l'é
hantilloneur) :
ρ ⊢ a −→ a′ ρ ⊢ b −→ b′ . . .

ρ ⊢ op(a, b, . . . ) −→ op(a′, b′, . . . )XIII.4 ConventionsDans 
e qui suit, a�n d'alléger les notations, nous adoptons les 
onventions suivantes :� t ∈ N désigne le ti
 
ourant ;� les variables dom et top, éléments de Bool, désignent le domaine et l'horloge d'un tissu ;� les variables e, g, ts, v désignent respe
tivement un terme de L, une géométrie, un type s
alaire (élémentde {int, bool, . . . }) et une valeur (élément de Val) ; id désigne un identi�
ateur ;� ρ désigne un environnement, i.e. une fon
tion de Id→ L ;� [| v1; v2, v3 |℄ est un élément de Val, un ve
teur de trois éléments ;� unop et binop représentent respe
tivement des opérateurs arithmétiques unaires et binaires de 81/2D ;� ite(cond, vtrue, vfalse) est une fon
tion ayant pour résultat vtrue si la 
ondition cond est vraie, vfalse sielle est fausse ; on note � == � le prédi
at d'égalité entre deux entiers ; l'opérateur � % � représentele reste de la division entière.



188 CHAPITRE XIII. UNE SÉMANTIQUE POUR 81/2DXIII.5 Les règles de la sémantique opérationnelle de 81/2DXIII.5.1 Le prédi
at auxiliaire OK(t, ρ, e)Nous dé�nissons le prédi
at OK(t, ρ, e) qui est vrai, si, dans un environnement ρ à un ti
 t, l'expression
e a déjà eu un ti
 qui était un top. La fon
tion OK(t, ρ, e) est dé�nie ré
ursivement et par 
as :1. au ti
 0, si le ti
 est un top alors le prédi
at est vrai, et faux sinon,2. si à un ti
 t (t > 0), le ti
 est un top, alors le prédi
at est vrai ; si le ti
 n'est pas un top alors la valeurest égale à OK(t− 1, ρ, e), 
'est-à-dire la valeur est vraie si e à eu un top au ti
 t− 1.

OK0 :
0, ρ ⊢ e

T
−→ top

OK(0, ρ, e) = top

OKt :
t, ρ ⊢ e

T
−→ true

OK(t, ρ, e) = true t 6= 0
t, ρ ⊢ e

T
−→ false OK(t − 1, ρ, e) = p

OK(t, ρ, e) = p
t 6= 0Règ. 13 � Cal
ul de OK(t, ρ, e)XIII.5.2 Les règles par défautLors de la dé�nition de 
haque règle, nous omettrons toujours les règles qui 
orrespondent aux 
as � pardéfaut �. Par exemple, pour 
e qui 
on
erne le 
al
ul de la valeur (
'est aussi vrai pour le 
al
ul de lagéométrie), les règles de rédu
tion ne doivent être appliquées que si le tissu doit être re-
al
ulé, 
'est-à-diresi le ti
 
ourant est un top pour le tissu. Cette 
ondition est exprimée par la garde t, ρ ⊢ M T−→ true, quiapparaît dans la rédu
tion de tous les termes de L, où M est le terme qui est dé
rit dans la règle. Si le ti
n'est pas un top, la valeur du tissu est 
elle du tissu au pré
édent top vrai, Undef si le tissu n'a jamais eu detop (nous utilisons à 
et e�et le prédi
at OK(t, ρ, e) que l'on vient de dé
rire).Les règles par défaut ne s'appliquent pas pour le 
al
ul du délai $e. La traitement du délai est parti
ulier
omme nous le verrons (voir la règle (18)) . Par 
onséquent, pour les règles suivantes, le terme M représenteune expression quel
onque de L qui n'est pas un délai (expression di�érente de $e).

¬dom⇒ ¬top :
t, ρ ⊢ M

D−→false
t, ρ ⊢ M

T
−→ false

Défautg :
0, ρ ⊢ M

T
−→ false

0, ρ ⊢ M
G
−→ UndefGEO t, ρ ⊢ M

T
−→ false t − 1, ρ ⊢ M

G
−→ g

t, ρ ⊢ M
G
−→ g

t 6= 0

Défautv :
0, ρ ⊢ M

T
−→ false

0, ρ ⊢ M
V
−→ Undef t, ρ ⊢ M

T
−→ false t − 1, ρ ⊢ M

V
−→ v

t, ρ ⊢ M
V
−→ v

t 6= 0Règ. 14 � Les règles par défautLa règle ¬dom⇒ ¬top indique qu'une expression ne peut pas avoir de top quand son domaine n'estpas vrai. La règle Défautg indique que la géométrie d'une expression qui n'a pas de top à l'instant 0 estUndefGEO. Dans le 
as 
ontraire, si à un instant t > 0 l'horloge est fausse, alors la géométrie est égale à lagéométrie de l'expression au pré
édent top. Il en est de même pour la valeur.
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onstantesXIII.5.3.1 Les 
onstantes arithmétiques
Cted :

t, ρ ⊢ c
D−→true c ∈ {true, false, 1, 2, . . . }

Ctet :
t, ρ ⊢ c

D−→true
t, ρ ⊢ c

T
−→ (t == 0)

c ∈ {true, false, 1, 2, . . . }

Cteg :
t, ρ ⊢ c

T
−→ true

t, ρ ⊢ true G
−→ bool [1]

t, ρ ⊢ c
T
−→ true

t, ρ ⊢ false G
−→ bool [1]

t, ρ ⊢ c
T
−→ true

t, ρ ⊢ c
G
−→ int [1]

Ctev :
t, ρ ⊢ c

T
−→ true

t, ρ ⊢ c
V
−→ [| 
 |℄ c ∈ {true, false, 1, 2, . . . }Règ. 15 � Les 
onstantes arithmétiquesDans L, deux 
lasses de 
onstantes sont dé�nies : les 
onstantes booléennes, true et false, et les
onstantes numériques, entière et �ottante.Une 
onstante possède un domaine qui est toujours vrai et possède un top uniquement au premier ti
. Lagéométrie est de type s
alaire entier pour les 
onstantes numériques et de type booléen pour les 
onstantesbooléennes. La valeur d'une 
onstante est le ve
teur dont l'unique élément est égal à la 
onstante.Remarque Pour la spé
i�
ation de la règle � Ctev �, on note 
 la valeur sémantique asso
iée à la 
onstante c.XIII.5.3.2 Le tissu Clo
k nLe tissu Clock n est un tissu de booléens toujours vrai. Son domaine est toujours vrai (sauf pour le 
as

n = 0 où le domaine n'est alors jamais dé�ni) ; l'horloge est vraie tous les n ti
s ; sa géométrie est un ve
teurde booléen de taille 1 et sa valeur est un booléen égal à true.
Clock nd :

t, ρ ⊢ Clockn
D−→(n 6= 0)

Clock nt :
t, ρ ⊢ Clockn

D−→true
t, ρ ⊢ Clockn

T
−→ ((t%n) == 0)

Clock ng :
t, ρ ⊢ Clockn

T
−→ true

t, ρ ⊢ Clockn
G
−→ bool [1]

Clock nv :
t, ρ ⊢ Clockn

T
−→ true

t, ρ ⊢ Clockn
V
−→ [| true |℄Règ. 16 � Le tissu Clo
k nXIII.5.4 Les identi�
ateursLe 
al
ul du domaine, de l'horloge, de la géométrie et de la valeur d'un identi�
ateur 
orrespond au 
al
uldu domaine, de l'horloge, de la géométrie et de la valeur de l'expression asso
iée, dans l'environnement qui
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Idd :

id 6∈ Dom(ρ)

t, ρ ⊢ id
D−→false t, ρ r id ⊢ ρ(id)

D−→d

t, ρ ⊢ id
D−→d

Idt :
id 6∈ Dom(ρ)

t, ρ ⊢ id
T
−→ false t, ρ r id ⊢ ρ(id)

D−→true t, ρ r id ⊢ ρ(id)
T
−→ top

t, ρ ⊢ id
T
−→ top

Idg :
id 6∈ Dom(ρ)

t, ρ ⊢ id
G
−→ UndefGEO t, ρ r id ⊢ ρ(id)

T
−→ true t, ρ r id ⊢ ρ(id)

G
−→ g

t, ρ ⊢ id
G
−→ g

Idv :
id 6∈ Dom(ρ)

t, ρ ⊢ id
V
−→ Undef t, ρ r id ⊢ ρ(id)

T
−→ true t, ρ r id ⊢ ρ(id)

V
−→ v

t, ρ ⊢ id
V
−→ vRèg. 17 � Les identi�
ateursne 
ontient plus la liaison asso
iée à l'identi�
ateur. En e�et, il est né
essaire de retirer la liaison d'un identi-�
ateur pour gérer 
orre
tement les expressions ré
ursives (
f. se
tion XIII.6.3). La valeur d'un identi�
ateur

id dépend de l'appartenan
e de id à l'environnement ρ :� si id appartient à ρ, alors sa valeur 
orrespond à la valeur de l'expression asso
iée ;� si id n'appartient pas à ρ, alors l'horloge est fausse, la géométrie est égale à UndefGEO et la valeur estégale à Undef.XIII.5.5 Les opérateurs temporelsXIII.5.5.1 L'opérateur de délai
Delayd :

0, ρ ⊢ $e
D−→false t − 1, ρ ⊢ e

D−→d

t, ρ ⊢ $e
D−→d

t 6= 0

Delayt :
0, ρ ⊢ $e

T
−→ false t, ρ ⊢ $e

D−→true t, ρ ⊢ e
T
−→ top OK(t − 1, ρ, e)

t, ρ ⊢ $e
T
−→ top

t 6= 0

Delaygt :
0, ρ ⊢ $e

G
−→ UndefGEO t, ρ ⊢ $e

D−→true OK(t, ρ, $e) = false t, ρ ⊢ e
G
−→ g

t, ρ ⊢ $e
G
−→ g

Delaygd :
t, ρ ⊢ $e

T
−→ true t − 1, ρ ⊢ e

G
−→ g

t, ρ ⊢ $e
G
−→ g

t, ρ ⊢ $e
T
−→ false t − 1, ρ ⊢ $e

G
−→ g

t, ρ ⊢ $e
G
−→ g

Delayvt :
0, ρ ⊢ $e

V
−→ Undef t, ρ ⊢ $e

D−→true OK(t, ρ, $e) = false t, ρ ⊢ e
V
−→ v

t, ρ ⊢ $e
V
−→ v

Delayvd :
t, ρ ⊢ $e

T
−→ true t − 1, ρ ⊢ e

V
−→ v

t, ρ ⊢ $e
V
−→ v

t, ρ ⊢ $e
T
−→ false t − 1, ρ ⊢ $e

V
−→ v

t, ρ ⊢ $e
V
−→ vRèg. 18 � L'opérateur de délai $Le délai est l'opérateur qui permet le dé
alage d'un stream dans le temps : il permet l'a

ès à la valeurd'un tissu au pré
édent top. Le domaine de $e est faux au premier ti
 et égal, à un ti
 t, au domaine de e au
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 t− 1. Nous avons dit pré
édemment que l'horloge d'un délai $e était la même que 
elle de l'expression esauf pour le premier top. Ce n'est pas tout à fait exa
t.
3 5 7 9 2 41

1 31 5 7 9 2

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amée
$eFig. 1 � Cal
ul de la valeur de $e. Les 
er
les représentent les tops de l'expression ; les barres verti
ales
orrespondent aux ti
s ; les parties grisées représentent le domaine de l'expression.Si le domaine du tissu e a pour valeur true, et que $e n'a pas en
ore eu de top, alors plut�t que de donnerune géométrie et une valeur indé�nie à $e, on préfère lui donner la géométrie et la valeur de e. La �gure 1détaille le 
al
ul de l'horloge d'une expression impliquant un délai. En 
onséquen
e, les règles de 
al
ul pardéfaut (règles (14)) ne s'appliquent pas pour le 
al
ul des valeurs du délai.XIII.5.5.2 L'opérateur fby

e1

e2

e1 fby e2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 2 � Cal
ul de l'horloge de e1 fby e2. L'expression e1 possède un top tous les ti
 à partir du premier ti
et l'expression e2 possède un top tous les trois ti
s à partir du 3e ti
. L'horloge de l'expression fby est 
ellede e1 jusqu'au premier top de e1 puis est égale à 
elle de e2.Nous avons vu que l'opérateur fby était une 
onstru
tion qui permettait la tradu
tion des équationsquanti�ées en une équation unique. Une expression s ≡ e1 fby e2 se 
omporte 
omme e1 jusqu'au premiertop de e1 in
lus, puis se 
omporte ensuite 
omme e2. Le domaine de s est 
elui de e1. Le top de s est 
elui de
e1 jusqu'au premier top de e1 puis est égal aux tops de e2 ; il en est de même pour le 
al
ul de la géométrieet de la valeur. La �gure 2 est un exemple du 
al
ul d'une expression e1 fby e2 où e1 et e2 sont des tissusmunis d'une horloge di�érente.
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Fbyd :

t, ρ ⊢ e1

D−→d1

t, ρ ⊢ e1 fby e2

D−→d1

Fbyt :
0, ρ ⊢ e1

T
−→ top1

0, ρ ⊢ e1 fby e2
T
−→ top1

t, ρ ⊢ e1 fby e2

D−→true t, ρ ⊢ e1
T
−→ top1 t, ρ ⊢ e2

T
−→ top2

t, ρ ⊢ e1 fby e2
T
−→ ite(OK(t − 1, ρ, e1), top2, top1)

Fbyg0 :
0, ρ ⊢ e1 fby e2

T
−→ true 0, ρ ⊢ e1

G
−→ g1

0, ρ ⊢ e1 fby e2
G
−→ g1

FbygFirst :
t, ρ ⊢ e1 fby e2

T
−→ true OK(t − 1, ρ, e1) = false t, ρ ⊢ e1

G
−→ g1

t, ρ ⊢ e1 fby e2
G
−→ g1

FbygNext :
t, ρ ⊢ e1 fby e2

T
−→ true OK(t − 1, ρ, e1) = true t, ρ ⊢ e2

G
−→ g2

t, ρ ⊢ e1 fby e2
G
−→ g2

Fbyv0 :
0, ρ,⊢ e1 fby e2

T
−→ true 0, ρ ⊢ e1

V
−→ v1

0, ρ ⊢ e1 fby e2
V
−→ v1

FbyvFirst :
t, ρ ⊢ e1 fby e2

T
−→ true OK(t − 1, ρ, e1) = false t, ρ ⊢ e1

V
−→ v1

t, ρ ⊢ e1 fby e2
V
−→ v1

FbyvNext :
t, ρ ⊢ e1 fby e2

T
−→ true OK(t − 1, ρ, e1) = true t, ρ ⊢ e2

V
−→ v2

t, ρ ⊢ e1 fby e2
V
−→ v2Règ. 19 � L'opérateur fbyXIII.5.5.3 L'opérateur when

Whend0 :
0, ρ ⊢ e1

D−→d1 0, ρ ⊢ e2

D−→d2 0, ρ ⊢ e2
V
−→ v2

0, ρ ⊢ e1 when e2

D−→d1 ∧ d2 ∧ v2

Whendt :
t − 1, ρ ⊢ e1 when e2

D−→d t, ρ ⊢ e1

D−→d1 t, ρ ⊢ e2

D−→d2 t, ρ ⊢ e2
V
−→ v2

t, ρ ⊢ e1 when e2

D−→(d1 ∧ d2 ∧ v2) ∨ d

t 6= 0

Whent :
t, ρ ⊢ e1 when e2

D−→true t, ρ ⊢ e2
T
−→ top2 t, ρ ⊢ e2

V
−→ v2

t, ρ ⊢ e1 when e2
T
−→ (top2 ∧ v2)

Wheng :
t, ρ ⊢ e1 when e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

G
−→ g t, ρ ⊢ e2

G
−→ bool [1]

t, ρ ⊢ e1 when e2
G
−→ g

Whenv :
t, ρ ⊢ e1 when e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

V
−→ v

t, ρ ⊢ e1 when e2
V
−→ vRèg. 20 � L'opérateur whenL'opérateur when est un opérateur d'é
hantillonnage, analogue temporel de l'opérateur if . . . then . . .else. Il permet la séle
tion des valeurs d'un tissu aux instants où un autre tissu de booléens a pour valeurtrue.Une fois que le domaine d'une expression s ≡ e1 when e2 est devenu vrai, il reste toujours vrai. Le domaineest vrai à partir du moment où le domaine des deux expression est vrai et où e2 possède une valeur vraie.
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ul de la valeur de e1 when e2. Le domaine de l'expression est vrai à partir de l'instant où lesdomaines de e1 et e2 sont vrais et où e2 a une valeur. L'expression possède un top pour 
haque top de e2 où
e2 est vrai, la valeur étant alors 
elle de e1.Une expression s possède un top aux instants où e2 possède un top et prend la valeur vraie. La géométrie etla valeur d'une expression s sont 
elles de e1.XIII.5.6 Les deux formes de 
onditionnelleXIII.5.6.1 L'opérateur if data-parallèle

Condd :
t, ρ ⊢ si

D−→d1 t, ρ ⊢ alors
D−→d2 t, ρ ⊢ sinon

D−→d3

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
D−→d1 ∧ d2 ∧ d3

Condt :

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
D−→true t, ρ ⊢ si

T
−→ top1

t, ρ ⊢ alors
T
−→ top2

t, ρ ⊢ sinon
T
−→ top3

t, ρ ⊢ if sithen alors else sinon
T
−→

W
topi

i ∈ [1, 3]

Condg :

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
T
−→ true t, ρ ⊢ si

G
−→ bool l

t, ρ ⊢ alors
G
−→ ts l

t, ρ ⊢ sinon
G
−→ ts l

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
G
−→ ts l

Cond :

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
T
−→ true

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
G
−→ g

t, ρ ⊢ si
V
−→ vsi

t, ρ ⊢ alors
V
−→ valors

t, ρ ⊢ sinon
V
−→ vsinon

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
V
−→ iteg×g×g→g(vsi, valors, vsinon)Règ. 21 � L'opérateur 
onditionnel if data-parallèleL'opérateur 
onditionnel if de 81/2 et 81/2D est un opérateur de séle
tion data-parallèle. Il permet la
ombinaison des éléments de deux 
olle
tions de géométries et de types s
alaires identiques suivant unetroisième 
olle
tion de type booléen qui joue le r�le de �ltre : suivant les valeurs true ou false du tableaude booléens, les valeurs sont séle
tionnées parmi le deuxième ou le troisième argument du if. Par exemple,l'expression :

if {true, true, false, true} then{1, 2, 20, 4}else{10, 11, 3, 13} ⇒ {1, 2, 3, 4}est un exemple d'utilisation de l'opérateur if. Les valeurs sont séle
tionnées point-à-point par les valeurs dupremier argument de l'opérateur.



194 CHAPITRE XIII. UNE SÉMANTIQUE POUR 81/2DLes dom d'une expression s ≡ if c then e1 else e2 sont égaux à la 
onjon
tion des dom de e1 et de e2 ; lestops de s sont égaux à la disjon
tion des tops de e1 et e2. Les arguments e1 et e2 doivent avoir une géométrieidentique et la valeur de s est égale à la séle
tion point-à-point des éléments de e1 et de e2 suivant c.XIII.5.6.2 L'opérateur 
onditionnel dynamique switch

Switchd0 :
OK(t, ρ, si) = false

t, ρ ⊢ switch si then alors else sinon
D−→false

Switchd1 :

0, ρ ⊢ si
T
−→ true 0, ρ ⊢ si

V
−→ v

0, ρ ⊢ alors
D−→dalors

0, ρ ⊢ sinon
D−→dsinon

0, ρ ⊢ switch si then alors else sinon
D−→ite(v, dalors, dsinon)

Switchd2 :

t, ρ ⊢ si
T
−→ true t, ρ ⊢ si

V
−→ v

t, ρ ⊢ alors
D−→dalors

t, ρ ⊢ sinon
D−→dsinon

t − 1, ρ ⊢ switch sithen alors else sinon
D−→d

t, ρ ⊢ switch si then alors else sinon
D−→ite(v, dalors, dsinon) ∨ d

Switcht :

t, ρ ⊢ switch si then alors else sinon
D−→true t, ρ ⊢ si

V
−→ v

t, ρ ⊢ si
T
−→ top

t, ρ ⊢ alors
T
−→ top1

t, ρ ⊢ sinon
T
−→ top2

t, ρ ⊢ switch sithen alors else sinon
T
−→ ite(v, top1, top2) ∨ (top ∧ OK(t, ρ, ite(v, alors, sinon)))

Switchg :

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
T
−→ true t, ρ ⊢ si

V
−→ b

t, ρ ⊢ si
G
−→ bool [1]

t, ρ ⊢ alors
G
−→ g1

t, ρ ⊢ sinon
G
−→ g2

t, ρ ⊢ if si then alors else sinon
G
−→ ite(b, g1, g2)

Switchv :

t, ρ ⊢ switch si then alors else sinon
T
−→ true

t, ρ ⊢ switch si then alors else sinon
G
−→ g

t, ρ ⊢ si
V
−→ vsi

t, ρ ⊢ alors
V
−→ valors

t, ρ ⊢ sinon
V
−→ vsinon

t, ρ ⊢ si
G
−→ gsi

t, ρ ⊢ alors
G
−→ galors

t, ρ ⊢ sinon
G
−→ gsinon

t, ρ ⊢ switch si then alors else sinon
V
−→ Swit
hgsi×galors×gsinon→g(vsi, valors, vsinon)Règ. 22 � L'opérateur 
onditionnel dynamique swit
hLe 
omportement temporel de l'opérateur switch est di�érent de son homologue data-parallèle. Le do-maine d'une expression s ≡ switch c then e1 else e2 dépend du domaine de c et de la bran
he qui estséle
tionnée par la valeur de c. Si c n'a jamais eu de top, où que la bran
he séle
tionnée n'a pas son domainevrai, alors le domaine de s est faux. Si c a déjà eu un top, alors le domaine de s est le domaine de l'argumentséle
tionné par la valeur de c (
f. �gure 4). Une fois le domaine devenu vrai, il le reste. Une expression spossède un top à 
haque fois que c ou que la bran
he séle
tionnée possède un top. Le 
al
ul de la géométriede s ne 
ontraint pas les trois opérandes à avoir les mêmes dimensions, la géométrie de s dépendant de lagéométrie de la bran
he séle
tionnée ; la valeur de s est égale à la valeur de la bran
he séle
tionnée par c.
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ul de la valeur de l'expression switche1 then e2 else e3. Le domaine de l'expression switch estvrai à partir du moment où les domaines de la 
ondition et de la bran
he séle
tionnée sont vrais. L'expression
switch possède un top quand la 
ondition ou la bran
he séle
tionnée possèdent un top. La valeur de switchétant la valeur de la bran
he séle
tionnée par la 
ondition.XIII.5.7 Le 
al
ul d'expressionsXIII.5.7.1 Les opérateurs unaires généraux
Unaired :

t, ρ ⊢ e
D−→d

t, ρ ⊢ unop e
D−→d

unop ∈ {sin, cos, tan, e : [], . . . }

Unairet :
t, ρ ⊢ unop e

D−→true t, ρ ⊢ e
T
−→ top

t, ρ ⊢ unop e
T
−→ top

unop ∈ {sin, cos, tan, e : [], . . . }

e : []g :
t, ρ ⊢ e : [. . . , ni, . . . ]

T
−→ true t, ρ ⊢ e

G
−→ ts l

t, ρ ⊢ e : [. . . , ni, . . . ]
G
−→ ts [ . . . , ni, . . . ℄

Unaireg :
t, ρ ⊢ unop e

T
−→ true t, ρ ⊢ e

G
−→ float l

t, ρ ⊢ unop e
G
−→ float l

unop ∈ {sin, cos, tan, . . . }

e : []v :
t, ρ ⊢ e : [. . . , ni, . . . ]

T
−→ true t, ρ ⊢ e

V
−→ v t, ρ ⊢ e

G
−→ ge t, ρ ⊢ e : [. . . , ni, . . . ]

G
−→ g

t, ρ ⊢ e : [. . . , ni, . . . ]
V
−→ Shrinkge→g(e)

Unairev :
t, ρ ⊢ unop e

T
−→ true t, ρ ⊢ e

V
−→ v t, ρ ⊢ e

G
−→ ge t, ρ ⊢ unop e

G
−→ g

t, ρ ⊢ unop e
V
−→ unopge→g(v)

unop ∈ {sin, cos, tan, . . . }Règ. 23 � Les opérateurs unairesL'horloge d'une opération unaire 
orrespond à l'horloge de son argument. Les règles des opérateurs unaires
omportent deux 
lasses d'opérateurs.Les opérateurs 
lassiques de la logique et de l'arithmétique 
ontraignent la géométrie de leur argument àêtre du type s
alaire requis (booléen pour une opération logique et �ottant pour une opération trigonomé-trique par exemple), la dimension étant quel
onque, la valeur de l'expression unaire est naturellement une
α-extension 1 de l'opérateur s
alaire à l'argument.L'opérateur de tron
ature-extension d'un tableau à une dimension quel
onque spé
i�ée par une listed'entiers étend une valeur de géométrie g à une valeur de géométrie g′. Le type s
alaire ne 
hange pas. De1. L'α-extension dont il est question i
i est bien évidemment l'extension point-à-point d'un opérateur s
alaire à un tableaud'une dimension quel
onque (
f. se
tion II.3.3.1, page 14).
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ation du motif dé�ni par la valeur initiale jusqu'à atteindreles bornes de la géométrie spé
i�ée en argument. Par exemple, l'extension du tableau {{1, 2}, {3, 4}} degéométrie [2, 2] à une géométrie [3, 3] est égale au tableau {{1, 2, 1}, {3, 4, 3}, {1, 2, 1}}.XIII.5.7.2 Coupure et extension dynamique de la géométrie d'une 
olle
tion
e1 : e2d :

t, ρ ⊢ e1

D−→d1 t, ρ ⊢ e2

D−→d2

t, ρ ⊢ e1 : e2

D−→d1 ∧ d2

e1 : e2t :
t, ρ ⊢ e1 : e2

D−→true t, ρ ⊢ e
T
−→ top1 t, ρ ⊢ e2

T
−→ top2

t, ρ ⊢ e1 : e2
T
−→ (top1 ∨ top2)

e1 : e2g :
t, ρ ⊢ e : e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e

G
−→ ts l t, ρ ⊢ e2

G
−→ int [n] t, ρ ⊢ e2

V
−→ v

t, ρ ⊢ e1 : e2
G
−→ ts v

e1 : e2v :
t, ρ ⊢ e1 : e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e

V
−→ v t, ρ ⊢ e : f

G
−→ g

t, ρ ⊢ e1 : e2
V
−→ Shrinkge→g(v)Règ. 24 � L'opérateur dynamique de 
oer
ion de la géométrie d'une 
olle
tionLa sémantique de la 
oer
ion spatiale dynamique est identique à la 
oer
ion statique (
f. se
tion II.3.3.4,page 15) à la di�éren
e que, utilisant un tissu pour spé
i�er le se
ond argument de l'opérateur, il est né
essairede 
al
uler 
elui-
i et de véri�er que 
'est bien un ve
teur, avant de pouvoir e�e
tuer la 
oer
ion.XIII.5.7.3 Rang d'une 
olle
tion dynamique

|e|d :
t, ρ ⊢ e

D−→d

t, ρ ⊢ |e|
D−→d

|e|t :
t, ρ ⊢ |e|

D−→true t, ρ ⊢ e
T
−→ top

t, ρ ⊢ |e|
T
−→ top

|e|g :
t, ρ ⊢ |e|

T
−→ true t, ρ ⊢ e

G
−→ ts l

t, ρ ⊢ |e|
G
−→ int [| length(l) |℄

|e|v :
t, ρ ⊢ |e|

T
−→ true t, ρ ⊢ e

G
−→ ts l

t, ρ ⊢ |e|
V
−→ [| nth(l, 1) ; . . . ; nth(l, lg(l)) |℄Règ. 25 � L'opérateur dynamique de 
al
ul de la géométrie d'une 
olle
tionLa sémantique de l'opérateur || est très pro
he de 
elle d'un opérateur unaire général. Le 
al
ul de ladimension d'un tissu 
orrespond au 
al
ul de la géométrie du tissu, la valeur étant égale à un tableau ayantpour ie valeur la ie valeur de la géométrie du tissu.XIII.5.7.4 Les opérateurs binairesLe domaine des opérateurs binaires 
orrespond à la 
onjon
tion des domaines des arguments et le topà la disjon
tion des tops des arguments. La géométrie et le type s
alaire doivent être homogènes pour les
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Binaired :

t, ρ ⊢ e1

D−→d1 t, ρ ⊢ e2

D−→d2

t, ρ ⊢ e1 binop e2

D−→d1 ∧ d2

binop ∈ {+,−,∧,∨, . . . }

Binairet :
t, ρ ⊢ e1 binop e2

D−→true t, ρ ⊢ e1
T
−→ top1 t, ρ ⊢ e2

T
−→ top2

t, ρ ⊢ e1 binop e2
T
−→ top1 ∨ top2

binop ∈ {+,−,∧,∨, . . . }

Binaireg :
t, ρ ⊢ e1 binop e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

G
−→ ts l t, ρ ⊢ e2

G
−→ ts l

t, ρ ⊢ e1 binop e2
G
−→ int l

binop ∈ {+,−,∧,∨, . . . }

Binairev :

t, ρ ⊢ e1 binop e2
T
−→ true

t, ρ ⊢ e1 binop e2
G
−→ g

t, ρ ⊢ e1
V
−→ v1

t, ρ ⊢ e2
V
−→ v2

t, ρ ⊢ e1
G
−→ g1

t, ρ ⊢ e2
G
−→ g2

t, ρ ⊢ e1 binop e2
V
−→ Bopg1×g2→g(v1, v2)

binop ∈ {+,−,∧,∨, . . . }Règ. 26 � Les opérateurs binairesdeux arguments. De façon similaire aux opérateur unaires, l'opération binaire est naturellement α-étendue àla géométrie de ses arguments. La valeur du résultat 
orrespond à l'appli
ation point-à-point de l'opérateurbinaire à ses arguments.XIII.5.8 Traitement des systèmes, des amalgames et des tableauxLa dé�nition du domaine sémantique de la géométrie distingue les systèmes, les amalgames et les tableaux.Il est 
ependant possible, 
omme nous l'avons évoqué dans le 
hapitre pré
édent, de dé�nir des expressionsimpliquant des systèmes, des amalgames et des tableaux. Les opérateurs dé�nis parti
ulièrement sur 
esobjets sont les opérateurs de dé�nition, de 
on
aténation et de séle
tion.
Geo# :

t, ρ ⊢ u
G
−→ gu t, ρ ⊢ v

G
−→ gv

t, ρ ⊢ u, v #
G
−→ Comb(#, gu, gv)

Geo� :
t, ρ ⊢ u

G
−→ gu t, ρ ⊢ v

G
−→ gv

t, ρ ⊢ u, v �
G
−→ Comb(�, gu, gv)Règ. 27 � Cal
ul de la géométrie des opérations de 
on
aténation et de séle
tion pour des opérandes système,amalgame, et tableau.Les règles (27) dé�nissent le 
al
ul du type de la géométrie d'une opération de 
on
aténation et de séle
tionpour des opérandes de type système, tableau et amalgame. Nous avons de plus intégré la géométrie indé�nie.La valeur de la géométrie est spé
i�ée par la fon
tion Comb(#, gu, gv) dont les valeurs sont spé
i�ées dansla table 1.Le détail de la valeur de la géométrie apparaît dans les se
tions suivantes qui dé
rivent la sémantique dessystèmes et des tableaux ; de même, nous ne nous o

upons pas i
i de l'opération de dé�nition, 
elle-
i étantspé
i�ée dans les se
tions suivantes.Pour 
e qui 
on
erne le 
al
ul de la valeur de 
es expressions, les se
tions suivantes dé�nissent la séman-tique pour des opérations entre opérandes de type 
orre
t, 
'est-à-dire qu'une opération de séle
tion par unidenti�
ateur n'a lieu que lorsque l'opérande gau
he de la séle
tion est un système.Remarque Pour le 
al
ul de la valeur d'expression impliquant des objets de type géométrique di�érent, etpour lequel le type géométrique n'est pas erroné, il est né
essaire de 
oer
er la valeur d'un des opérandes. Parexemple, lors d'une opération de 
on
aténation d'un objet de type système et d'un objet de type amalgame, il
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# Système Tableau AmalGeo UndefGEOSystème Système erreur ! AmalGeo UndefGEOTableau erreur ! Tableau erreur ! UndefGEOAmalGeo AmalGeo erreur ! AmalGeo UndefGEOUndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEO
� Système Tableau AmalGeo UndefGEOSystème AmalGeo erreur ! AmalGeo UndefGEOTableau erreur ! Tableau AmalGeo UndefGEOAmalGeo AmalGeo Tableau AmalGeo UndefGEOUndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEOTab. 1 � Type de la géométrie des opérations de 
on
aténation et de séle
tion entre des systèmes, desamalgames et des tableaux. Tableau et Système 
orrespondent à des 
al
uls de géométrie à partir de lagéométrie des arguments. Par exemple, [2, 3] # [4, 3] = [6, 3].est né
essaire de 
oer
er le système en amalgame a�n de pouvoir e�e
tuer le 
al
ul entre les deux opérandes.La table 1 que nous venons de spé
i�er dé�nit les 
oer
ions né
essaires, 
oer
ions que nous ne ferons pasapparaître dans les règles de la sémantique a�n de ne pas les sur
harger.XIII.5.9 Traitement des systèmesComme nous venons de le voir, nous supposons qu'une expression est 
orre
tement typée lors de l'exé
u-tion d'une de 
es trois opérations, 
'est-à-dire qu'une opération dé�nie sur des arguments de type géométriquesystème ne peut être e�e
tuée que si ses arguments sont e�e
tivement de type géométrique système.XIII.5.9.1 La dé�nition de systèmesL'horloge, la géométrie et la valeur d'un système sont des fon
tions qui asso
ient aux identi�
ateurs dusystème les horloges, les géométries et les valeurs de leurs dé�nitions. Les règles de notre sémantique 
al
ulent
es valeurs et retournent la fon
tion qui asso
ie à 
haque identi�
ateur la valeur de son de�niens. Le 
al
ulde 
es valeurs se fait alors dans l'environnement augmenté des dé�nitions apparaissant dans le système : parexemple, le système 2 {a = b0, b = 1} a besoin de 
onnaître la dé�nition de b pour résoudre le 
al
ul de a.
{sys}d :

ρ′ = ρ ⊎ [. . . , idi 7→ ei, . . . ] t, ρ′ ⊢ ei
D−→di

t, ρ ⊢ { . . . , idi = ei, . . . }
D−→[. . . , idi 7→ di, . . . ]

i ∈ [1, n]

{sys}t :
ρ′ = ρ ⊎ [. . . , idi 7→ ei, . . . ] t, ρ′ ⊢ ei

D−→true t, ρ′ ⊢ ei
T
−→ topi

t, ρ ⊢ { . . . , idi = ei, . . . }
T
−→ [. . . , idi 7→ topi, . . . ]

i ∈ [1, n]

{sys}g :
ρ′ = ρ ⊎ [. . . , idi 7→ ei, . . . ] t, ρ′ ⊢ ei

T
−→ true t, ρ′ ⊢ ei

G
−→ gi

t, ρ ⊢ { . . . , idi = ei, . . . }
G
−→ [. . . , idi 7→ gi, . . . ]

i ∈ [1, n]

{sys}v :
ρ′ = ρ ⊎ [. . . , idi 7→ ei, . . . ] t, ρ′ ⊢ ei

T
−→ true t, ρ′ ⊢ ei

V
−→ vi

t, ρ ⊢ { . . . , idi = ei, . . . }
V
−→ [. . . , idi 7→ vi, . . . ]

i ∈ [1, n]Règ. 28 � L'opérateur de dé�nition de systèmes2. Cette expression 
orrespond bien à un système. En e�et, elle ne 
omporte au
une référen
e libre. Toutes les référen
esétant liées, il est uniquement né
essaire de propager les valeurs des dé�nitions.
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elle dé�nie dans [Gia91a℄ assure qu'uneexpression de la forme {a = a} ne bou
le pas (
f. se
tion XIII.6.1, preuve (1)).XIII.5.9.2 La séle
tion par un identi�
ateur
�d :

t, ρ ⊢ e1

D−→d

t, ρ ⊢ e1 � id
D−→d(id)

�t :
t, ρ ⊢ e1 � id

D−→true t, ρ ⊢ e1
T
−→ top

t, ρ ⊢ e1 � id
T
−→ top(id)

�g :
t, ρ ⊢ e1 � id

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

G
−→ g

t, ρ ⊢ e1 � id
G
−→ g(id)

�v :
t, ρ ⊢ e1 � id

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

V
−→ v

t, ρ ⊢ e1 � id
V
−→ v(id)Règ. 29 � L'opérateur de séle
tion par un identi�
ateurNous supposons que l'expression de séle
tion par un identi�
ateur est 
orre
tement typée, 
'est-à-direqu'une opération de séle
tion par un label n'apparaît qu'ave
 un système en partie gau
he du point. Lesdom et top sont don
 des fon
tions de Id → Bool, la géométrie une fon
tion de Id → Geo et la valeurune fon
tion de Id → Val. Les dom, top, géométrie et valeur 
orrespondent à l'appli
ation de la fon
tion
orrespondante à la valeur du label dans l'environnement ρ.XIII.5.9.3 La 
on
aténation de systèmesNous supposons, lors de la 
on
aténation de deux systèmes qu'il n'y a pas de 
ollision de noms : l'interse
-tion des identi�
ateurs dé�nis par 
haque système est vide. Les opérandes d'une opération de 
on
aténationétant supposées bien typées, les deux arguments de la 
on
aténation sont bien des systèmes : il est don
valide de 
al
uler le dom, le top la géométrie et la valeur de la 
on
aténation en termes de 
omposition desfon
tions de ses arguments.

#d :
t, ρ ⊢ e1

D−→d1 t, ρ ⊢ e2

D−→d2

t, ρ ⊢ e1 # e2

D−→d1 ⊎ d2

#t :
t, ρ ⊢ e1 # e2

D−→true t, ρ ⊢ e1
T
−→ top1 t, ρ ⊢ e2

T
−→ top2

t, ρ ⊢ e1 # e2
T
−→ top1 ⊎ top2

#g :
t, ρ ⊢ e1 # e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

G
−→ g1 t, ρ ⊢ e2

G
−→ g2

t, ρ ⊢ e1 #e2

G
−→ g1 ⊎ g2

#v :
t, ρ ⊢ e1 # e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

V
−→ v1 t, ρ ⊢ e2

V
−→ v2

t, ρ ⊢ e1 # e2
V
−→ v1 ⊎ v2Règ. 30 � L'opérateur de 
on
aténation de systèmes



200 CHAPITRE XIII. UNE SÉMANTIQUE POUR 81/2DXIII.5.10 Traitement des amalgames
Ld :

t, ρ ⊢ c
D−→true Code(c)

Lt :
t, ρ ⊢ c

T
−→ true Code(c)

Lg :
t, ρ ⊢ c

G
−→ AmalGeo Code(c)

Lv :
t, ρ ⊢ c

A
−→ v

t, ρ ⊢ c
V
−→ v

Code(c)Règ. 31 � Cal
ul d'une expression d'amalgame.Le 
al
ul sur des expressions d'amalgame est entièrement réalisé par la sémantique que nous avons spé
i�éedans le pré
édent 
hapitre. Par 
onséquent, il n'est pas né
essaire de reproduire i
i les règles 
orrespondantau 
al
ul des opérations de 
on
aténation et de séle
tion.XIII.5.11 Le traitement des tableauxXIII.5.11.1 La dé�nition de tableaux
{tab}d :

t, ρ ⊢ ei
D−→di

t, ρ ⊢ { . . . , ei, . . . }
D−→V

di

i ∈ [1, n]

{tab}t :
t, ρ ⊢ { . . . , ei, . . . }

D−→true t, ρ ⊢ ei
T
−→ topi

t, ρ ⊢ { . . . , ei, . . . }
T
−→

W
topi

i ∈ [1, n]

{tab}g :
t, ρ ⊢ { . . . , ei, . . . }

T
−→ true t, ρ ⊢ ei

G
−→ ts l

t, ρ ⊢ { . . . , ei, . . . }
G
−→ ts n:: l

i ∈ [1, n]

{tab}v :
t, ρ ⊢ { . . . , ei, . . . }

T
−→ true t, ρ ⊢ ei

V
−→ vi

t, ρ ⊢ { . . . , ei, . . . }
V
−→ [| . . . , vi, . . . |℄ i ∈ [1, n]Règ. 32 � L'opérateur de dé�nition de tableauxLe 
al
ul de l'horloge d'un tableau détermine la façon dont on pourra a

éder à ses éléments. Plusieurs
hoix, pour la dé�nition de l'horloge d'un tableau, sont possibles :1. Tous les éléments du tableau ont la même horloge et l'horloge du tableau 
orrespond à l'horloge de seséléments. Tous les éléments ayant la même horloge, il n'est pas possible de dé�nir des tableaux partielsni des tableaux dont les élément 
hangent à des rythmes di�érents.2. L'horloge des éléments du tableau est quel
onque. L'horloge du tableau est dé�nie 
omme l'union deshorloges de ses éléments mais on demande néanmoins à 
e que tous les éléments aient leur domainevrai. Dans 
e 
as, les tableaux dont les éléments évoluent à leur propre rythme sont permis alors queles tableaux partiels sont rejetés.3. L'horloge des éléments du tableau est quel
onque et l'horloge du tableau est l'union des horloges deses éléments, sans restri
tion. Dans 
e 
as, les tableaux partiels sont admis, i.e. les tableaux dont ledomaine de 
ertains de leurs éléments est faux alors que le domaine d'autres éléments est vrai.
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hoisissons pour le moment la se
onde possibilité qui nous permet de dé�nir des tableaux où 
haqueélément peut avoir une horloge di�érente mais où tous les éléments sont dé�nis. Le domaine d'un tableauest don
 la 
onjon
tion des domaines de ses éléments, le top étant la disjon
tion des tops des éléments dutableau. La géométrie des tableaux né
essite que les éléments du tableau aient tous la même géométrie (i.e.les tableaux sont homogènes). La valeur d'un tableau 
orrespond à la valeur de l'agrégation de la valeur deses éléments.XIII.5.11.2 La séle
tion par un entier
�d :

t, ρ ⊢ e1

D−→d

t, ρ ⊢ e1 � n
D−→d

�t :
t, ρ ⊢ e1 � n

D−→true t, ρ ⊢ e1
T
−→ top

t, ρ ⊢ e1 � n
T
−→ top

�g :
t, ρ ⊢ e1 � n

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

G
−→ ts h:: l 0 ≤ n < h

t, ρ ⊢ e1 � n
G
−→ ts l

�v :

t, ρ ⊢ e1 � n
T
−→ true t, ρ ⊢ e1

V
−→ v

t, ρ ⊢ e1
G
−→ g1

t, ρ ⊢ e1 � n
G
−→ g2

t, ρ ⊢ e1 � n
V
−→ SelIntg1→g2(v, n)Règ. 33 � L'opérateur de séle
tion par un entierL'horloge d'une séle
tion d'un tableau par un entier est l'horloge du tableau 
onsidéré. La géométrie de laséle
tion d'un tableau à n dimensions par un entier est un tableau à n− 1 dimensions de même type s
alaireque le tableau initial ; la valeur de la séle
tion d'un tableau est le ne ve
teur du tableau initial.XIII.5.11.3 La 
on
aténation de tableaux

#d :
t, ρ ⊢ e1

D−→d1 t, ρ ⊢ e2

D−→d2

t, ρ ⊢ e1 # e2

D−→d1 ∧ d2

#t :
t, ρ ⊢ e1 # e2

D−→true t, ρ ⊢ e1
T
−→ top1 t, ρ ⊢ e2

T
−→ top2

t, ρ ⊢ e1 # e2
T
−→ top1 ∨ top2

#g :
t, ρ ⊢ e1 #n e2

T
−→ true t, ρ ⊢ e1

G
−→ ts l @(h1:: l

′) t, ρ ⊢ e2
G
−→ ts l @ (h2:: l

′) length(l) == n

t, ρ ⊢ e1 #n e2
G
−→ ts l @ (h1:: h2):: l

′

#v :

t, ρ ⊢ e1 # e2
T
−→ true t, ρ ⊢ e1 #n e2

G
−→ g

t, ρ ⊢ e1
G
−→ g1

t, ρ ⊢ e2
G
−→ g2

t, ρ ⊢ e1
V
−→ v1

t, ρ ⊢ e2
V
−→ v2

t, ρ ⊢ e1 #n e2
V
−→ #g1×g2→g(v1, v2, n)Règ. 34 � L'opérateur de 
on
aténation de tableauxLa 
on
aténation de tableaux se 
omporte de la même façon que la dé�nition de tableaux pour le 
al
ulde l'horloge. Le dom est la 
onjon
tion des domaines de ses arguments et le top, la disjon
tion des tops.
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on
aténation permet la 
on
aténation de tableaux suivant une dimension parti
ulière : parexemple, dans le 
as d'un tableau bi-dimensionnel, la 
on
aténation suivant la première dimension est une
on
aténation � à droite �, suivant la se
onde dimension, 
'est une 
on
aténation � vers le bas � (
f. se
-tion II.3.3.5, page 15). Si on 
on
atène un tableau à n dimensions suivant la dimension n′, alors les géométriesdes n− n′ − 1 premières et des n− n′ dernières dimensions doivent être identiques.XIII.6 Preuves d'évaluation de programmes 81/2DDans 
ette se
tion nous allons dérouler � à la main � la sémantique formelle a�n de 
al
uler l'horlogede quelques expressions 
ara
téristiques. Nous verrons ainsi que l'horloge 
al
ulée par 81/2D est la mêmeque l'horloge 
al
ulée par la sémantique dénotationnelle initiale de 81/2. Le but n'est pas de prouver que lanouvelle sémantique est une extension 
ompatible de l'an
ienne, 
e n'est pas le but de 
ette thèse, mais dese 
onvain
re que grosso modo, on 
al
ule la même 
hose.Les expressions 
ara
téristique du 
al
ul d'horloge 81/2 sont les suivantes :� {a = a} dé�nit (sans bou
ler) un stream dont le domaine n'est jamais vrai.� $a+ 1 dé�nit (sans bou
ler) un stream dont le domaine n'est jamais vrai.� {a = 0 fby($a+ 1)} dé�nit un stream ave
 un seul top en t = 0.� {a = 0 fby($a+ 1 whenClock)} dé�nit un 
ompteur qui progresse au rythme de Clock.� sx = x fby(x+ $sx) possède la même horloge que 
elle de x.Ces expressions sont 
ara
téristiques du 
al
ul d'horloge 81/2 : par exemple, les expressions analogues enLustre ou bien Signal ne présenteraient pas les mêmes horloges.XIII.6.1 Cal
ul de la valeur d'une expression ré
ursive simpleNous montrons dans 
ette se
tion que le 
al
ul de la valeur d'une expression ré
ursive simple termine eta pour résultat Undef.Preuve 1 (Valeur de {a = a} au ti
 t)Le 
al
ul de la valeur de {a = a} termine. En e�et, l'utilisation de la règle {sys}v pour le 
al
ul del'expression né
essite que le domaine et l'horloge des expressions prémisses soit vrai. Or le domaine del'expression pré
édente est faux 
ar :
id 6∈ Dom(∅)

t, ∅ ⊢ ρ′(a) = a
D−→false Idd

t, ∅ ⊢ ρ′(a) = a
T
−→?

t, ρ′ ⊢ a
T
−→ false Idt

t, ρ′ ⊢ a
V
−→?

t, ∅ ⊢ {a = a}
V
−→?

{sys}voù ρ′ = [a 7→ a]. Par 
onséquent, la règle par défaut Défautv est utilisée de façon à 
al
uler la valeur del'expression :
t, ∅ ⊢ M

T
−→ false 0, ∅ ⊢ M

T
−→ false

0, ∅ ⊢ M
V
−→ Undef Défautv.... Défautv

t − 1, ∅ ⊢ M
V
−→ VM = Undef

t, ∅ ⊢ M
V
−→ VM = Undef DéfautvLe résultat obtenu est bien 
elui qui était attendu : Undef. 2
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ul de la valeur d'un délaiNous allons montrer que le 
al
ul de la valeur d'une expression simple impliquant un délai termine et apour résultat Undef.Preuve 2 (Cal
ul du domaine de $a+ 1 au ti
 t)D'une façon similaire, le 
al
ul d'une expression {a = $a + 1} ne bou
le pas non plus. En e�et, la règle
Delayd assure que le domaine de $a+ 1 à un instant t quel
onque est faux :

0, ρ′ ⊢ $a
D−→ = false.... Bopd, $d, Cted

t − 1, ∅ ⊢ ρ′(a) = $a + 1
D−→d1 = false

t − 1, ρ′ ⊢ a
D−→d1 = false Idd

t, ρ′ ⊢ $a
D−→d1 = false $d

t, ρ′ ⊢ 1
D−→true

t, ρ′ ⊢ 1
D−→d2 = true Cted

t, ρ′ ⊢ $a + 1
D−→(d1 = false) ∧ (d2 = true) = false Bopdoù ρ′ = [a → $a + 1]. Le dom et le top de l'élément d'un système doivent être vrais pour que la valeur del'élément puisse être 
al
ulée. Ceux-
i étant faux, la règle sysv ne peut don
 pas s'appliquer :

t, ρ′ ⊢ $a + 1
D−→false t, ρ′ ⊢ $a

T
−→ top1 t, ρ′ ⊢ 1

T
−→ top2

t, ρ′ ⊢ $a + 1
T
−→ top1 ∨ top2

Bopt

t, ρ′ ⊢ $a + 1
V
−→?

t, ∅ ⊢ {a = $a + 1}
V
−→?

{sys}vLa règle par défaut Défautv est utilisée pour obtenir, 
omme valeur de la rédu
tion de l'expression, Undef(
f. preuve (1)). 2XIII.6.3 Cal
ul de {a = 0 fby($a + 1)}XIII.6.3.1 Ti
 t = 0Cal
ulons la valeur de l'expression A = {a = 0 fby($a + 1)} au ti
 0. Pour que 
ette expression ait unevaleur au ti
 0, il est né
essaire qu'elle ait un top vrai. Si 
'est le 
as, la valeur de A sera le résultat del'appli
ation de la rédu
tion : 0, ∅ ⊢ A V−→ v. Véri�ons que A à bien un top en 0 :Preuve 3 (Cal
ul du top de A au ti
 0)
0, ρ′ ⊢ 0

D−→true
0, ρ′ ⊢ 0

D−→true Cted

0, ρ′ ⊢ 0
T
−→ (0 == 0) ≡ true Ctet

0, ρ′ ⊢ 0 fby $a + 1
T
−→ true Fbytoù ρ′ = [a 7→ 0 fby($a+ 1)]. Nous pouvons maintenant 
al
uler la valeur de A au top 0. 2Preuve 4 (Cal
ul de la valeur de 0 fby$a+ 1 au ti
 0)
f. la règle 
i-dessus.... Fbyt

0, ρ′ ⊢ 0 fby $a + 1
T
−→ true 0, ρ′ ⊢ 0

D−→true
0, ρ′ ⊢ 0

D−→true Cted

0, ρ′ ⊢ 0
T
−→ (0 == 0) ≡ true Ctet

0, ρ′ ⊢ 0
V
−→ [| 0 |℄ Ctev

0, ρ′ ⊢ 0 fby $a + 1
V
−→ [| 0 |℄ FbyvPar 
onséquent, au ti
 0, la valeur de A est [| 0 |℄. 2
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ul de la valeur de {a = A})
f. (3).... Fbyt

0, ρ′ ⊢ 0 fby($a + 1)
T
−→ true 
f. (4).... Fbyv

0, ρ′ ⊢ 0 fby($a + 1)
V
−→ [| 0 |℄

0, ∅ ⊢ A
V
−→ [| 0 |℄ {sys}v

2XIII.6.3.2 Ti
 t = 1Cal
ulons maintenant la valeur de A au ti
 1 a�n de véri�er que le stream progresse. Nous pro
édonspour 
ela de manière analogue à 
e qui a été réalisé pré
édemment : on 
al
ule la valeur de l'horloge de Aa�n de s'assurer que 
elle-
i est égale à true :Preuve 6 (Horloge de 0 fby$a+ 1 au ti
 1)
1, ρ′ ⊢ 0

D−→true
1, ρ′ ⊢ 0

D−→true Cted

1, ρ′ ⊢ 0 fby $a + 1
D−→true Fbyd


f. remarque
i-dessous.... Ctet

1, ρ′ ⊢ 0
T
−→ true 
f. (7).... Binairet

1, ρ′ ⊢ $a + 1
T
−→ false ∨ false ≡ false

1, ρ′ ⊢ 0 fby $a + 1
T
−→ iteOK(t − 1, ρ′, 0), t2, t1 = t2

FbytIl n'est pas né
essaire de 
al
uler la valeur du top de la 
onstante 0. En e�et, OK(0, ρ′, 0) ayant pour valeurtrue, 
e sera le top de $a+ 1 qui sera séle
tionné. En e�et :
0, ρ′ ⊢ 0

D−→true
0, ρ′ ⊢ 0

D−→true Cted

0, ρ′ ⊢ 0
T
−→ (0 == 0) ≡ true Ctet

OK(0, ρ′, 0) = true Ok0

2Preuve 7 (Cal
ul du top de $a+ 1 au ti
 1)
f. ti
 0.... Idd

0, ρ′ ⊢ a
D−→true

1, ρ′ ⊢ $a
D−→true Delayd

1, ρ′ ⊢ $a + 1
D−→true Binaired


f. (8).... Delayt

1, ρ′ ⊢ $a
T
−→ false 1, ρ′ ⊢ 1

D−→true
1, ρ′ ⊢ 1

D−→true Cted

1, ρ′ ⊢ 1
T
−→ (1 == 0) ≡ false Ctet

1, ρ′ ⊢ $a + 1
T
−→ false ∨ false ≡ false Binairet

2Preuve 8 (Cal
ul de l'horloge de $a au ti
 1)
f. ti
 0.... Fbyd, . . .

0, ∅ ⊢ ρ′(a) = 0 fby($a + 1)
D−→true

0, ρ′ ⊢ a
D−→true Idd

1, ρ′ ⊢ $a
D−→true Delayd


f. ti
 0.... Fbyd

1, ∅ ⊢ ρ′(a)
D−→true a 6∈ Dom(∅)

1, ∅ ⊢ a
T
−→ false Idt.... Fbyt, . . .

1, ∅ ⊢ ρ′(a)
T
−→ false

1, ρ′ ⊢ a
T
−→ false Idt


f. ti
 0.... Idt

0, ρ′ ⊢ a
T
−→ true

OK(0, ρ, a) = true OK0

1, ρ′ ⊢ $a
T
−→ false Delayt

2



XIII.6. PREUVES D'ÉVALUATION DE PROGRAMMES 81/2D 205XIII.6.3.3 Le système {a = 0 fby($a+ 1)} dé�nit un stream qui ne progresse pasPar 
onséquent, l'horloge de A étant fausse au ti
 1, le stream ne progresse pas. Il n'est pas né
essaired'e�e
tuer le 
al
ul aux ti
s suivants 
ar la preuve que nous venons de produire pour le ti
 0 est utilisablepour tous les ti
s t tels que t ≥ 0.XIII.6.4 Cal
ul de {a = 0 fby($a + 1 when Clock)}Cal
ulons la valeur de l'expression A = {a = 0 fby($a+ 1 whenClock)} pour montrer que 
ette équationdé�nit un stream qui progresse dans le temps (
ontrairement à l'expression pré
édente) et dont la valeur estin
rémentée à 
haque ti
.XIII.6.4.1 Ti
 t = 0Au ti
 0, l'équation A possède un top, 
ar l'horloge de fby est identique à l'horloge que l'on vient de
al
uler pour l'expression pré
édente. De la même façon, sa valeur est égale à [| 0 |℄.XIII.6.4.2 Ti
 t = 1Au ti
 1, on 
al
ule la valeur de A, sans détailler 
haque étape. Nous séparons le 
al
ul des preuves quand
elles-
i apparaissent dans le 
al
ul d'autre preuves ou quand il n'est pas possible de les dé�nir en une seulefois (pour des raisons de pla
e). La valeur au ti
 1 de A est dé�nie par la preuve (9).Preuve 9 (Valeur de a au ti
 1) 
f. preuve (10).... Fbyt

1, ρ′ ⊢ A
T
−→ true 
f. preuve (17).... Fbyv

1, ρ′ ⊢ A
V
−→ [| 1 |℄

1, ∅ ⊢ {a = 0 fby($a + 1 when Clock)}
V
−→ [| 1 |℄ {sys}voù ρ′ = [a 7→ 0 fby($a+ 1) whenClock]. 2Preuve 10 (Horloge de A au ti
 1)

1, ρ′ ⊢ 0
D−→true

1, ρ′ ⊢ 0
D−→true Cted

1, ρ′ ⊢ A
D−→true Fbyd

Cette bran
he n'est passéle
tionnée.... Ctet

1, ρ′ ⊢ 0
T
−→?


f. preuve (11).... Whent

1, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
T
−→ true

1, ρ′ ⊢ 0 fby $a + 1 when Clock
T
−→ ite(OK(0, ρ′, 0), true, ?) = true FbytIl n'est pas né
essaire de 
al
uler la valeur de l'horloge de la 
onstante 0 au ti
 1 (preuve de 1, ρ′ ⊢ 0

T−→?) 
arla bran
he séle
tionnée par OK(()0, ρ′, 0) 
orrespond à la preuve du 
al
ul de l'horloge de $a+ 1 whenClockau ti
 1. 2Preuve 11 (Horloge de $a+ 1 whenClock au ti
 1)
f. (12).... Whend

0, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
D−→false 
f. (13).... Clockt

1, ρ′ ⊢ Clock
T
−→ true 
f. (14).... Clockv

1, ρ′ ⊢ Clock
V
−→ true

1, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
T
−→ true ∧ true ≡ true Whent

2Preuve 12 (Domaine de $a+ 1 whenClock au ti
 1)
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f. (15).... Clockt

0, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
D−→false 
f. (16).... Delayd

1, ρ′ ⊢ $a + 1
D−→true 
f. (13).... Clockd

1, ρ′ ⊢ Clock
D−→true 
f. (14).... Clockv

1, ρ′ ⊢ Clock
V
−→ true

0, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
D−→false Whend

2Preuve 13 (Top de Clock1 au ti
 1)
1, ρ′ ⊢ Clock 1

D−→true(1 6= 0) ≡ true
1, ρ′ ⊢ Clock 1

D−→true Clockd

1, ρ′ ⊢ Clock 1
T
−→ ((1%1) == 0) ≡ true Clockt

2Preuve 14 (Valeur de Clock1 au ti
 1) 
f. (13).... Clockt

1, ρ′ ⊢ Clock 1
T
−→ true

1, ρ′ ⊢ Clock 1
V
−→ [| true |℄ Clockv

2Preuve 15 (Domaine de $a+ 1 whenClock au ti
 1)
0, ρ′ ⊢ $a

D−→false Delayd

0, ρ′ ⊢ 1
D−→true Cted

0, ρ′ ⊢ $a = 1
D−→(false ∧ true) ≡ false Binaired


f. (13).... Clockd

0, ρ′ ⊢ Clock 1
D−→true 
f. (14).... Clockv

0, ρ′ ⊢ Clock 1
V
−→ true

0, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
D−→(false ∧ true ∧ true) ≡ false Whend0

2Preuve 16 (Domaine de $a+ 1 au ti
 1)
f. ti
 0.... Idd

0, ρ′ ⊢ a
D−→true

1, ρ′ ⊢ $a
D−→true Delayd

1, ρ′ ⊢ 1
D−→true Cted

1, ρ′ ⊢ $a + 1
D−→(true ∧ true) ≡ true Binaired

2Preuve 17 (Valeur de A au ti
 1)
f. (10).... Fbyt

1, ρ′ ⊢ A
T
−→ true 
f. ti
 0.... OK0

OK(0, ρ′, 0) = true 
f. (10).... Whent

1, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
T
−→ true 
f. (18).... Binairev

1, ρ′ ⊢ $a + 1
V
−→ +([| 0 |℄, [| 1 |℄) ≡ [| 1 |℄

1, ρ′ ⊢ $a + 1 when Clock
V
−→ [| 1 |℄ Whenv

1, ρ′ ⊢ 0 fby $a + 1 when Clock
V
−→ [| 1 |℄ FbyvNext

2Preuve 18 (Valeur de $a+ 1 au ti
 1)
f. (19).... Binairet

1, ρ′ ⊢ $a + 1
T
−→ true 
f. (21).... Delayv

1, ρ′ ⊢ $a + 1
V
−→ [| 0 |℄ 
f. (22).... Defautv

1, ρ′ ⊢ 1
V
−→ [| 1 |℄

1, ρ′ ⊢ $a + 1
V
−→ +([| 0 |℄, [| 1 |℄) ≡ [| 1 |℄ Binairev
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2Preuve 19 (Horloge de $a+ 1 au ti
 1)
f. (16).... Binaired

1, ρ′ ⊢ $a + 1
D−→true 
f. (20).... Delayt

1, ρ′ ⊢ $a
T
−→ true 1, ρ′ ⊢ 1

T
−→

Cted

1, ρ′ ⊢ 1
T
−→ (1 == 0) ≡ false Ctet

1, ρ′ ⊢ $a + 1
T
−→ (true ∨ false) ≡ true Binairet

2Preuve 20 (Horloge de $a au ti
 1)
f. (16).... Delayd

1, ρ′ ⊢ $a
D−→true 
f. ti
 0.... OK0

OK(0, ρ′, a) = true 
f. ti
 0.... Idt

1, ρ′ ⊢ a
T
−→ true

1, ρ′ ⊢ $a
T
−→ true Delayt

2Preuve 21 (Valeur de $a au ti
 1)
f. (19).... Delayt

1, ρ′ ⊢ $a
T
−→ true 
f. ti
 0.... Fbyt

0, ∅ ⊢ ρ′(a)
T
−→ true 
f. ti
 0.... Fbyv

0, ∅ ⊢ ρ′(a)
V
−→ [| 0 |℄

0, ρ′ ⊢ a
V
−→ [| 0 |℄ Idv

1, ρ′ ⊢ $a
V
−→ [| 0 |℄ Delayv

2Preuve 22 (Valeur de la 
onstante 1 au ti
 1)
1, ρ′ ⊢ 1

D−→true Cted

1, ρ′ ⊢ 1
T
−→ (1 6= 0) ≡ false Ctet

0, ρ′ ⊢ 1
D−→true Cted

0, ρ′ ⊢ 1
T
−→ (0 == 0) ≡ true Ctet

0, ρ′ ⊢ 1
V
−→ [| 1 |℄ Ctev

1, ρ′ ⊢ 1
V
−→ [| 1 |℄ Defautv

2XIII.6.4.3 Le système {a = 0 fby($a+ 1) whenClock} dé�nit un stream qui progressePar 
onséquent, l'horloge de A étant vraie au ti
 1, du fait de la quanti�
ation par Clock, le streamprogresse au rythme de Clock et a pour valeur 1. De la même façon que pour l'exemple pré
édent, il n'estpas né
essaire d'e�e
tuer le 
al
ul aux ti
s suivants 
ar la preuve que l'on vient de produire pour le ti
 0 estutilisable pour tous les ti
s t tels que t > 0 où seule la valeur de $a 
hange et est égale à la valeur du streamau ti
 t− 1.XIII.6.5 L'horloge de sx ave
 sx = x fby(x + $sx) est la même que 
elle de xL'horloge de l'expression :
sx = x fby(x+ $sx)est la même que 
elle de x :1. pour les ti
s avant le premier top, et 
elui-
i in
lus : nous avons vu que l'horloge de l'expression sx étaitl'horloge de l'argument gau
he de fby (
f. la règle Fbyt et les deux exemples 
i-dessus).
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s : l'horloge de sx est la disjon
tion des horloges de x et $sx. Elle in
luedon
 l'horloge de x et se réduit à 
elle-
i 
ar l'horloge de sx est liée à false lors de son 
al
ul dansl'environnement dû à la liaison sx = . . . .



Chapitre XIVÉléments d'implémentation et exemplesDans 
e 
hapitre nous esquissons des éléments de l'implémentation en CAML de la sémantique présentée au
hapitre pré
édent. Nous donnons ensuite des exemples pris dans trois domaines d'appli
ation très di�érents :� stru
ture de données dynamiques pour la 
ombinatoire,� 
al
ul symbolique,� modélisation de pro
essus de 
roissan
e.Ces exemples 
omplètent les exemples illustrant les amalgames et les GBF, et montrent l'intégration de 
esdeux nouveaux 
on
epts dans 81/2D. Tous les exemples de 
e 
hapitre ont été évalués par la version présentéede l'interprète.XIV.1 Éléments d'implémentationNous donnons quelques éléments de l'implémentation des règles d'évaluation de 81/2D en CAML. Cetteimplémentation est en 
ours. Tous les exemples de 
e 
hapitre ont été évalués par le prototype dans son étata
tuel.XIV.1.1 Prin
ipe de l'implémentation CAMLUne règle de rédu
tion de la forme :
t, ρ ⊢ e X−→ vse traduit en une fon
tion ré
ursive de la forme :let re
 fX(t, ρ, e) = vLa fon
tion fX est dé�nie par indu
tion sur la stru
ture de l'arbre syntaxique des expressions en CAML.L'évaluation de l'expression pro
ède par dé
orations su

essives de l'arbre, 
e qui nous permet de :� supprimer ρ par une passe 
onsé
utive à la 
réation de l'arbre qui asso
ie à 
haque o

urren
e d'unidenti�
ateur dans une expression sa dé�nition. Cette phase de liaison intervient après la 
réation del'arbre et avant l'évaluation de l'expression.� mémoïser [LT95℄ fX en dé
orant l'arbre ave
 les valeurs de fX pour le ti
 t 
ourant et pour t − 1 (quiapparaît parfois dans le 
al
ul de v).� 
al
uler et de mémoïser 
ertains autres prédi
ats (
omme OK(), . . . ).XIV.1.2 Le jeu d'instru
tion de la ma
hine virtuelleLes prin
ipales 
ara
téristiques de la ma
hine virtuelle sont :� un jeu d'instru
tions extrêmement réduit (8 instru
tions),209



210 CHAPITRE XIV. ÉLÉMENTS D'IMPLÉMENTATION ET EXEMPLES� elle est générique : en e�et, les fon
tions sont paramétrées par la signature (la géométrie) de l'opération.L'opération notée unopge→g(v) 
orrespond en fait à la fon
tion unop(op, ge, g, v).� elle est fa
ilement SIMD-isable ou ve
torisableNous donnons à titre indi
atif l'ensemble des opérations de la ma
hine virtuelle tableau ave
 leur équivalent :
e1 � n : SelIntg1→g2(v, n)
e1 #n e2 : #g1×g2→g(v1, v2, n)
if si thenalors else sinon : iteg×g×g→g(vsi, valors, vsinon)
e : [n] : Shrinkge→g(e)
unop(e) : unopge→g(v)
e1 binop e2 : Bopg1×g2→g(v1, v2)
switchsi thenalors else sinon : Swit
hgsi×galors×gsinon→g(vsi, valors, vsinon)
e : f : Shrinkge→g(v)L'opérateur de 
al
ul de rang d'une 
olle
tion n'apparaît pas 
ar il 
orrespond à un traitement en CAML dela géométrie d'une expression.XIV.2 Stru
tures de données dynamiques pour la 
ombinatoireXIV.2.1 Les � tableaux 
hinois �Nous dé
rivons dans 
ette se
tion une méthode originale utilisée pour 
al
uler quelques suites 
lassiques.Le mathémati
ien 
hinois Li Shanlan a dé�ni une méthode pour 
al
uler des suites de nombres defaçon � quasi automatique �. Sa méthode est similaire à la méthode utilisée pour le 
al
ul du triangle dePas
al : une série de nombres est représentée sous une forme pyramidale où 
haque élément est 
al
ulé parune fon
tion simple de ses voisins et prédé
esseurs. Nous ne détaillerons pas i
i la méthode utilisée pourdé�nir 
es stru
tures, le le
teur intéressé se reportera à [Mar94, pp 96�106℄. Nous donnons dans la �gure 1un exemple d'appli
ation de la méthode de Shanlan pour le 
al
ul des nombres de Stirling et d'Euler.Nous dé
rivons dans les se
tions suivantes une implémentation dire
te en 81/2D de 
es 
al
uls.XIV.2.1.1 Cal
ul des 
oe�
ients binomiaux par la méthode du triangle de Pas
alLes 
oe�
ients binomiaux Cp

n peuvent être 
al
ulés de façon ré
ursive : la valeur du point (ligne, col)dans le triangle est la somme des points du triangle d'indi
e (line−1, col) et (line−1, col−1). On représentele triangle de Pas
al en prenant pour les lignes l'aspe
t stream d'un tissu (les lignes du triangle de Pas
alseront 
al
ulées dans le temps), les 
olonnes étant représentées par l'aspe
t 
olle
tion du tissu. Le nombre de
olonnes augmentant dans le temps, il est né
essaire d'avoir des tissus où la 
olle
tion peut varier de tailleà l'exé
ution. Chaque valeur du triangle de Pas
al est dé�nie par les relations de ré
urren
es suivantes :
P (0, 0) = 1 (1)
P (i, i) = 1 (2)
P (i, j) = P (i− 1, j) + P (i− 1, j − 1) (3)Remarquons que la ligne l (telle que l > 0) est la somme de la ligne (l − 1) 
on
aténée à droite ave
 0 etde 0 
on
aténé à gau
he ave
 la ligne (l − 1). Il nous est don
 possible de dé�nir une version du triangle dePas
al à l'aide des seuls opérateurs de 
on
aténation et de délai. Le programme 81/2D 
orrespondant est :t�0 = 1;t = ($t # 0) + (0 # $t) when Clo
k;L'initialisation de la 
olle
tion à la valeur 1 à l'instant 0 provient de (1) et (2) ; l'équation universellementquanti�ée exprime quant à elle la relation dé�nie par (3). Les 5 premières valeurs du triangle de Pas
alsont : Top : 0 : { 1 } : int[1℄Top : 1 : { 1, 1 } : int[2℄
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé (b) Les 4 premières étapes du
al
ul des nombres d'Euler.Fig. 1 � Cal
ul des suites ré
urrentes par la méthode de Li Shanlan. Exemple du 
al
ul des nombres deStirling et d'Euler.Top : 2 : { 1, 2, 1 } : int[3℄Top : 3 : { 1, 3, 3, 1 } : int[4℄Top : 4 : { 1, 4, 6, 4, 1 } : int[5℄XIV.2.1.2 Les nombres de StirlingLes nombres de Stirling de première espè
e, S(n,m), ont été dé�nis par J. Stirling et permettent,entre autre, le 
al
ul les 
oe�
ients du développement du polyn�me :

f(x) = x(x + 1) . . . (x+ n− 1)Les nombres de Stirling ont de nombreuses appli
ations en mathématiques ; ils servent par exemple dans
ertains algorithmes de multipli
ation en multipré
ision, ils sont liés aux � nombres harmoniques � et ils ontdes interprétations 
ombinatoires (partitions d'ensembles). La suite des nombres de Stirling est dé�nie parles équations ré
urrentes suivantes :
S(0, 0) = 1 (4)
S(n, 0) = 0 n 6= 0 (5)
S(0,m) = 1 m 6= 0 (6)
S(n,m) = (n− 1)S(n− 1,m) + S(n− 1,m− 1) n,m 6= 0 (7)Le 
al
ul des nombres de Stirling en 81/2D peut être réalisé en 
al
ulant n dans le temps et en asso
iant le
al
ul de m à un ve
teur. La �gure 1 détaille la méthode de 
al
ul des nombres de Stirling. Le programme81/2D 
orrespondant est :
s@0 = 0; /* de (4) */
s@1 = 1 whenClock; /* de (4) */
s = (|$f | ∗ $f) + ($s#0); /* de (7) */
f@0 = 1; /* de (6) */
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f = 1#s; /* de (6) */L'opérateur |x| 
al
ule le rang du tissu x, 
'est-à-dire un ve
teur où l'élément i 
orrespond au nombred'éléments de la ie dimension de x. Par 
onséquent, l'expression |$f | se 
omporte 
omme un 
ompteur et
orrespond au 
oe�
ient (n−1) utilisé pour multiplier 
haque ligne pré
édente a�n d'obtenir la ligne 
ourante.Les 5 premières lignes du triangle de Stirling sont :Top: 0 : { 1 } : int[1℄Top: 1 : { 1, 1 } : int[2℄Top: 2 : { 1, 3, 2 } : int[3℄Top: 3 : { 1, 6, 11, 6 } : int[4℄Top: 4 : { 1, 10, 35, 50, 24 } : int[5℄XIV.2.1.3 Les nombres d'EulerLes nombres d'Euler, E(n, k), ont été dé�nis par L. Euler. Ils permettent de 
al
uler le nombre depermutations à n éléments se dé
omposant en p tran
hes dé
roissantes de longueur maximale. Par exemple,pour l'ensemble des six permutations de trois éléments {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)},il existe exa
tement quatre permutations qui sont formées de deux tran
hes dé
roissantes : (1/3, 2), (4, 1/3),

(2/3, 1), (3/2, 1). Par 
onséquent, E(3, 2) = 4. La suite des nombres d'Euler est dé�nie par les équationsré
urrentes suivantes :
E(0, 1) = 1 (8)
E(0, k) = 0 n 6= 0 (9)
E(n, k) = k E(n− 1, k) + (n− k + 1)E(n− 1, k − 1) n,m 6= 0 (10)L'implémentation du 
al
ul des nombres d'Euler en 81/2D suit le s
héma que l'on a dé�ni pour lesnombres de Stirling : on e�e
tue le 
al
ul de n dans le temps et on asso
ie au 
al
ul de k un ve
teur. La�gure 1 détaille la méthode de 
al
ul des nombres d'Euler. Le programme 81/2D 
orrespondant est :
iota = ($iota#(|$iota| + 1)) whenClock; /* 
al
ul de k pour (10) */
iota@0 = 1;

riota = ((|$riota| + 1)#$riota) whenClock; /* 
al
ul de (n − k + 1) pour (10) */
riota@0 = 1;

e = (0 # ($riota ∗ $e)) + (($iota ∗ $e)#0); /* de (10) */
e@0 = 1; /* de (8) & (9) */La valeur de iota au ti
 n est le ve
teur dont les éléments sont 1 . . . (n− 1). L'expression riota est la version� retournée � de iota (un ve
teur de valeurs (n − 1) . . . 1). En�n, l'expression e représente le ve
teur desnombres d'Euler. Les 5 premières valeurs du triangle d'Euler sont :Top: 0 : { 1 } : int[1℄Top: 1 : { 1, 1 } : int[2℄Top: 2 : { 1, 4, 1 } : int[3℄Top: 3 : { 1, 11, 11, 1 } : int[4℄Top: 4 : { 1, 26, 66, 26, 1 } : int[5℄XIV.2.2 Le triangle de Pas
al modulo 2Nous revenons dans 
ette se
tion sur le triangle de Pas
al. On peut s'intéresser à la parité des nombresqui �gurent dans le triangle : on obtient ainsi un triangle de 0 et de 1, le triangle de Pas
al modulo 2. Cetriangle possède une stru
ture ré
ursive dé
rite par la �gure 2.a. Si T est un triangle de Pas
al modulo 2,alors le triangle obtenu en 
on
aténant deux fois T à lui même de la manière dé
rite 
i-après est en
ore untriangle de Pas
al modulo 2. La 
onstru
tion du nouveau triangle s'obtient en 
on
aténant T une premièrefois en alignant le 
oin supérieur gau
he de T sous le 
oin inférieur gau
he, et en 
on
aténant T une se
ondefois au résultat en alignant le 
oin supérieur gau
he de T sous le 
oin inférieur droit.



XIV.3. CALCUL SYMBOLIQUE EN 81/2D 213De manière plus générale, le triangle de Pas
al modulo n présente la même stru
ture ré
ursive si n estun nombre premier. Cette méthode de 
onstru
tion est intéressante 
ar en n étapes on obtient un trianglede 2n lignes.Le programme 81/2D 
orrespondant manipule le 
arré qui englobe un triangle (en e�et, on s'est restreint àne manipuler que des régions re
tangulaires). Le programme est très simple et traduit exa
tement le pro
essusde 
onstru
tion :p = (($p # 0:|$p|) #^ ($p # $p)) when Clo
k;p�0 = 1:[1, 1℄;
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé (b) Résultat des 7 premières étapes du 
al
ul du trianglede Pas
al modulo 2. L'a�
hage utilise l'interfa
e ave
Gnuplot que nous avons développé.Fig. 2 � Le 
al
ul du triangle de Pas
al modulo 2. Détail et résultat de l'exé
ution du programme 81/2D.L'évaluation de 
e programme pour les 3 premiers ti
s a pour résultat :Top: 0 : { { 1 } } : int[1, 1℄Top: 1 : { { 1, 0 }, { 1, 1 } } : int[2, 2℄Top: 2 :{ { 1, 0, 0, 0 },{ 1, 1, 0, 0 },{ 1, 0, 1, 0 },{ 1, 1, 1, 1 } } : int[4, 4℄Top: 3 : { { 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 },{ 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 },{ 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 },{ 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0 },{ 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0 },{ 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0 },{ 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0 },{ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 } } : int[8, 8℄XIV.3 Cal
ul symbolique en 81/2DL'utilisation 
onjointe des amalgames et des streams 81/2D va permettre d'e�e
tuer des opérations de
al
ul symbolique en 81/2. En e�et, une expression ouverte 
orrespond à un mor
eau d'arbre syntaxiquesoit en
ore à une expression symbolique. Les trois se
tions suivantes illustrent l'utilisation d'expressionssymboliques en 81/2D.



214 CHAPITRE XIV. ÉLÉMENTS D'IMPLÉMENTATION ET EXEMPLESXIV.3.1 Cal
ul par développement limitéUn grand nombre de suites mathématiques né
essitent le 
al
ul symbolique d'une première suite de valeurs(par exemple, un développement limité suivant la méthode des développements en séries de Taylor) puisl'instan
iation de 
ette suite ave
 des valeurs numériques fournissant des valeurs initiales, a�n d'obtenir lasuite désirée. Nous reproduisons 
ette appro
he i
i à travers le 
al
ul formel du développement limité del'exponentielle :
ex =

∞∑

k=0

xk

k!

= 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+
x6

6!
+ . . .Chaque terme de la somme 
orrespond au terme pré
édent multiplié par x et divisé par un entier 
roissant.Nous utilisons 
e s
héma pour 
al
uler la suite des sommes partielles : à un instant i on dispose d'uneapproximation 
orrespondant à la somme des n premiers termes. A 
haque itération, on ajoute un terme àla suite : le terme qui est ajouté est le dernier terme multiplié par x et divisé par la fa
torielle du numérod'itération 
ourant.Le 
odage en 81/2D utilise la dimension stream du tissu pour représenter les génération su

essives destermes et utilise les amalgames pour représenter les termes. On dé�nit une expression fact qui 
al
ule n!où n est le numéro de la génération. L'expression terme représente le terme en x et est égal, à 
haquegénération au terme de la génération pré
édente multiplié par x. En�n, l'expression exp représente le 
al
ulde l'exponentielle qui est égal au terme de la génération pré
édente plus le terme 
ourant divisé par lafa
torielle 
ourante. Le programme 81/2D est :

n@0 = 0.0; n = $n+ 1.0 whenClock;
fact@0 = 1.0; fact = n ∗ $factwhen Clock;
terme@0 = 1.0; terme = ($terme ∗ x) whenClock;
exp@0 = 1.0; exp = ($exp+ terme/fact) whenClock;La référen
e x reste symbolique 
ar au
un de�niendum de nom x n'existe. Les 4 premières valeurs de la suitesont :{ 1 } : float[1℄{ 1 } + (({ 1 } * x) / { 1 })({ 1 } + (({ 1 } * x) / { 1 })) + ((({ 1 } * x) * x) / { 2 })(({ 1 } + (({ 1 } * x) / { 1 })) + ((({ 1 } * x) * x) / { 2 })) + (((({ 1 } * x) * x) * x) / { 6 })En dé�nissant une expression qui fournit une valeur à la référen
e libre x : v = {x = 1.0, r = exp} on obtientla rédu
tion de l'expression symbolique :{ 1 } : float[1℄{ 1, 1 } : float[2℄{ 1, 2 } : float[2℄{ 1, 2.5 } : float[2℄{ 1, 2.66667 } : float[2℄{ 1, 2.70833 } : float[2℄{ 1, 2.71667 } : float[2℄{ 1, 2.71806 } : float[2℄{ 1, 2.71825 } : float[2℄{ 1, 2.71828 } : float[2℄On trouvera dans [GG91℄ un ensemble de 
al
uls symboliques utilisant le formalisme des L systèmes et quisont dire
tement implémentables en 81/2D en utilisant le formalisme des amalgames.XIV.3.2 Stru
tures de données régulières et 
al
ul de fon
tions ré
ursives pri-mitivesNous souhaitons 
al
uler au temps t, les t premières valeurs d'une fon
tion ré
ursive primitive. Rappelonsqu'une fon
tion f est dite ré
ursive primitive si la valeur de f pour l'entier n dépend de la valeur de f pourdes entiers n′ tels que n′ < n.
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i-après utilise l'opérateur de 
oer
ion, pour implémenter la séle
tion du ne élément d'unve
teur. Quand la taille de la 
olle
tion est supérieure à la valeur de la 
oer
ion, alors une tron
ature este�e
tuée. Si l'argument est négatif, 
ette tron
ature 
ommen
e par la �n de la 
olle
tion 1. La fon
tion sel apour valeur le 10e élément (en partant de la �n) de la 
olle
tion passée en argument. Le stream fibo est unstream, dont le nombre d'éléments augmente à 
haque top, et dont la valeur 
on
aténée est égale à la sommedes dernières et avant dernières valeurs de la 
olle
tion. Le stream fibo 
orrespond à l'implémentation du
al
ul de la suite de Fibona

i. Le programme 81/2D est :
functionsel(a, idx) = (a : { − idx− 1}).0;

fibo@0 = {1, 1}; fibo = $fibo# { sel($fibo, 0) + sel($fibo, 1)} whenClock;Les 5 premières valeurs de la suite 
al
ulée par fibo sont :Top: 0 : { 1, 1 } : int[2℄Top: 1 : { 1, 1, 2 } : int[3℄Top: 2 : { 1, 1, 2, 3 } : int[4℄Top: 3 : { 1, 1, 2, 3, 5 } : int[5℄Top: 4 : { 1, 1, 2, 3, 5, 8 } : int[6℄Remarque Une variante du programme pré
édant utilisant deux pas de ré
ursion dans le temps poura

éder aux deux dernières valeurs du tissu fibo, est :
fibo@0 = {1};
fibo@1 = $fibo#$fibowhenClock;
fibo = $fibo# {sel($fibo, 0) + sel($$fibo, 0)} whenClock;XIV.3.3 Fa
torisation d'un 
al
ul par une expression symbolique et instan
ia-tion multiple de 
ette expressionL'exemple de la se
tion XIV.3.1 utilisait les amalgames pour permettre une dé�nition symbolique d'unesérie mathématique puis l'instan
iation de 
ette suite pour obtenir la valeur du 
al
ul.On peut aussi vouloir instan
ier plusieurs fois une suite formelle ave
 des valeurs initiales di�érentespour montrer, par exemple, que la valeur de la suite n'est pas sensible aux 
onditions initiales. Prenonspar exemple la suite de �bonna
i dont le rapport entre le (n + 1)e et le ne terme tend vers le nombre d'or

(1 +
√

5)/2, soit approximativement 1.618. Nous pouvons véri�er 
ette propriété de la suite en dé�nissantune expression symbolique représentant les (n+ 1)e et ne termes de la suite et 
al
uler leur rapport pour desvaleurs initiales di�érentes. Pour 
e faire, on dé�ni le programme 81/2D suivant :
fib = $fib+ $$fibwhenClock;
fib@0 = f0;
fib@1 = f1 whenClock;où les référen
es libres f0 et f1 vont permettre un 
al
ul symbolique des termes de la suite. La valeur du

ne 
al
ul de fib sera égal au ne terme de la suite. Nous donnons les 7 premières valeurs de la suite :s0s1s1 + s0(s1 + s0) + s1((s1 + s0) + s1) + (s1 + s0)(((s1 + s0) + s1) + (s1 + s0)) + ((s1 + s0) + s1)((((s1 + s0) + s1) + (s1 + s0)) + ((s1 + s0) + s1)) + (((s1 + s0) + s1) + (s1 + s0))On remarquera que les valeurs 
al
ulées pour 
haque instant représentent l'arbre de 
al
ul de la suite. Pour
al
uler la valeur du rapport fib(n+ 1)/fib(n) pour n = 9, on dé�nit l'expression suivante :
fibo = {f = fib/$fib;

v1 = {s0 = 1.0; s1 = 1.0} � f,1. Ce fon
tionnement de la tron
ature n'est pas pris en 
ompte par la sémantique que nous avons proposé. Son intégrationest 
ependant immédiate et ne présente au
une di�
ulté majeure.
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v2 = {s0 = 2.0; s1 = 3.0} � f} whenClock10;dont l'horloge when Clock10 ne possède un top que tous les 10 ti
s. On instan
ie la suite fib ave
 deuxvaleurs di�érentes dans deux systèmes di�érents : la suite n'est 
al
ulée qu'une seule fois mais elle est réduiteave
 des valeurs initiales di�érentes. Le résultat au 2e top (
orrespondant au 10e ti
) est :{ . . . , 1.61818, 1.61806 }Cette méthode fa
torise les 
al
ul d'un arbre de 
al
uls fon
tionnels et elle peut être utilisée dans ungrand nombre de 
al
uls du même type. Par exemple, pour le pré
édent 
al
ul de fib, une fois que le 
al
ulinitial de l'� arbre des 
al
uls � est e�e
tué, il est possible d'obtenir de nombreux résultats par rédu
tionssu

essives, dans di�érents environnements, de l'expression symbolique. En utilisant la forme symbolique dela série qui 
al
ule l'exponentielle, on peut 
al
uler l'exponentielle d'arguments di�érents.Remarquons qu'il est possible d'e�e
tuer des évaluations partielles d'expressions en ne fournissant qu'un
ertain nombre de dé�nitions pour les référen
es libres. Suivant la stratégie d'évaluation des expressions
omposées que nous avons adoptée, la rédu
tion des expressions impliquant des tableaux se fait au plust�t (
f. se
tion XII.3.1, page 181).XIV.4 Exemples de modélisations et de simulations de stru
tures
roissantesXIV.4.1 Le 
rible d'EratosthenesLe 
rible d'Eratosthenes est un exemple paradigmatique de programmation par l'utilisation de tâ
hesdynamiques dans le 
adre de programmation 
on
urrente. Une tâ
he est asso
iée à 
haque nouveau nombrepremier généré et est 
onne
tée aux tâ
hes pré
édemment dé�nies. Ces tâ
he jouent le r�le d'un �ltre. À
haque génération d'un nombre, 
elui 
i traverse le �ltre ainsi 
réé et s'il arrive e�e
tivement en queue de la�le, 
'est que 
'est un nombre premier.Nous dé
rivons une solution alternative, dans un style plus � data-parallèle �, en utilisant des tableauxdynamiques. Le programme que nous dé�nissons 
onsiste en un générateur de nombres 
roissants et en untableau de nombres premiers. À l'initialisation, le tableau des nombres premiers est initialisé ave
 la seulevaleur 2. Lors de la génération d'un nombre, s'il n'est divisible par au
un des nombres premiers 
'est qu'ilest lui-même un nombre premier, et on le 
on
atène dans 
e 
as au tableau des nombres premiers. Cette
roissan
e du tableau résultat permet une évolution dynamique du tableau des nombres premiers, en fon
tiond'un 
al
ul.La table 1 détaille les 6 premiers instants de l'exé
ution du programme 81/2D suivant :

generateur@0 = 2; generateur = $generateur + 1 whenClock;
extension = generateur : |$crible|;
modulo = extension % $crible;
zero = (modulo == (0 : |modulo|));
reduit = or\zero;
crible@0 = generateur; crible = $crible# generateur when(not reduit);Le tissu entier 
roissant generateur est étendu à la même taille que le tableau crible 
ontenant les nombrespremiers déjà 
al
ulés. Le tissu modulo 
orrespond au reste de la division du nombre généré par tous lesnombres premiers. Les éléments du tissu booléen zero sont vrais quand le nombre généré est divisible par undes nombres premiers déjà 
onnus. En�n, le tissu reduit est égal à la β-rédu
tion du tissu booléen : si reduitest faux, alors 
'est que le nombre généré n'est divisible par au
un des nombres premiers 
onnus. Dans 
e
as, le nombre généré est 
on
aténé au tableau des nombres premiers.
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generateur {2} {3} {4} {5} {6} {7}
extension {3} {4, 4} {5, 5} {6, 6, 6} {7, 7, 7}
modulo {1} {0, 1} {1, 2} {0, 0, 1} {1, 1, 2}
zero {0} {1, 0} {0, 0} {1, 1, 0} {0, 0, 0}
reduit {0} {1} {0} {1} {0}
crible {2} {2, 3} {2, 3} {2, 3, 5} {2, 3, 5} {2, 3, 5, 7}Tab. 1 � Les 6 premières étapes du 
al
ul des nombres premiers par la méthode du 
rible d'Eratosthenes.XIV.4.2 Un modèle de 
roissan
e, les D0L systèmesXIV.4.2.1 Présentation des L systèmesLes L systèmes sont un formalisme de réé
riture parallèle développé par A. Lindenmayer en 1968 [Lin68℄.Ce système de réé
riture est parallèle, 
ar 
ontrairement aux systèmes de réé
riture 
lassiques où un seulterme est réé
rit lors d'une étape de réé
riture, tous les termes pour lesquels il existe une règle de produ
tionsont réé
rits. Depuis sa dé�nition, 
e formalisme a été l'objet d'une étude intensive et a été utilisé dans desdomaines aussi variés que la des
ription d'intera
tions 
ellulaires [Lin68℄ ou la spé
i�
ation d'un modèle de
al
uls parallèles [PH92℄.Un L système est un triplet G = (Σ, h, ω) où Σ est un alphabet, h une substitution �nie de Σ (surl'ensemble des sous-ensembles de Σ∗) et ω, appelé l'axiome du système, est un élément de Σ+. Le pro
essusde dérivation parallèle utilisé dans les L systèmes permet la des
ription de phénomènes évoluant simultané-ment dans le temps et dans l'espa
e (pro
essus de 
roissan
e, des
ription et simulation du développement deplantes, 
réation dynamique de graphes [Boe95℄, et
.). Les L systèmes, depuis leur dé�nition pour la spé
i�-
ation de pro
essus de 
roissan
e [Lin68℄, ont montré qu'ils étaient un paradigme e�
a
e pour la des
riptionde nombreux systèmes dynamiques (par exemple, dans le domaine des images de synthèse [PLH+90℄, le
al
ul symbolique [GG91℄, la modélisation du développement 
ellulaire [dBFP92℄...). La puissan
e du forma-lisme des L systèmes provient de sa généri
ité : les L systèmes sont un formalisme de réé
riture de termes.L'interprétation des termes générés lors des dérivations de l'axiome dépend de la nature du pro
essus quel'on désire modéliser. Chaque sémantique di�érente asso
iée aux éléments de Σ permet de dé
rire l'évolutiondans le temps (l'espa
e des dérivations de l'axiome) et dans l'espa
e (l'espa
e du terme dérivé) d'un systèmedynamique.Nous allons nous restreindre à la forme la plus simple des L systèmes : les D0L systèmes. La lettre� D � signi�e que le système de réé
riture est déterministe, 
'est-à-dire qu'il n'existe au plus qu'une règle deprodu
tion pour 
haque élément de Σ. Nous sommes ainsi assurés que la séquen
e de dérivation est unique,alors que dans les L systèmes non déterministes, où il est possible d'appliquer à 
haque étape de dérivationplus d'une règle, il existe plus d'une séquen
e de dérivation. L'argument numérique du L système spé
i�e lenombre d'intera
tions dans le pro
essus de réé
riture ; i
i, les 0L systèmes sont � 
ontext free �.Nous allons montrer que le formalisme des D0L systèmes peut être fa
ilement implémenté en 81/2D.XIV.4.2.2 Une tradu
tion des D0L systèmes en 81/2DNous sommes intéressés par la des
ription du pro
essus de dérivation en 81/2D [Mi
96b℄ des D0L systèmes.La dérivation H(w) d'un mot w ∈ Σ∗ est dé�nie de la façon suivante :

H(a) = h(a) pour a ∈ Σ
H(u � v) = H(u) �H(v) pour u, v ∈ Σ+où H est l'homomorphisme étendant h. Une tradu
tion d'un D0L système en 81/2D est basée sur le prin
ipesuivant :� un mot est un ve
teur d'éléments de Σ,� un tissu W est asso
ié à l'axiome ω et la valeur W (t) de W au temps t est Ht(ω).
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e mé
anisme en 81/2D, 
haque règle dé�nissant h est traduite en deux équations 81/2Dsuivant la règle de tradu
tion suivante :
a→ a1 . . . an se traduit en {

A@0 = ′a ′

A = ($A1 # . . . #$An) whenClock
(11)et un mot w = b1 . . . bn se traduit en W = B1 # . . . #Bn.Nous montrons que pour 
haque mot w, W (t) = Ht(w). Montrons d'abord par ré
urren
e sur t que

A(t) = Ht(a). Cette propriété est vraie pour t = 0. Supposons la propriété vraie pour t′ < t. Alors,
A(t) = ($A1)(t)# . . . #($An)(t)(par la propriété de $) = A1(t− 1)# . . . #An(t− 1)(par hypothèse) = Ht−1(a1) � . . . � Ht−1(an)(H homomorphisme) = Ht−1(a1 . . . an)

= Ht−1(H(a))
= Ht(a)De plus,

W (t) = B1(t)# . . . #Bn(t)
= Ht(b1) � . . . � Ht(bn)
= Ht(b1 . . . bn)
= Ht(w)Il est don
 possible, par la seule utilisation de l'opérateur de 
on
aténation et de délai, d'implémenteren 81/2D toute la 
lasse des D0L systèmes, en 
onsidérant 
haque règle de transition 
omme étant uneéquation ré
ursive 81/2D. Nous dé
rivons dans la se
tion suivante, un exemple 
lassique de L système, et satrans
ription en 81/2D.XIV.4.2.3 Un exemple de D0L système : le développement d'un organisme uni-dimensionnelNous donnons i
i un exemple paradigmatique de formalisation d'un pro
essus de 
roissan
e en L système.Nous dé
rivons les états du développement d'un organisme uni-dimensionnel : un organisme �lamentaire, àtravers la dé�nition d'un D0L système. Chaque étape de dérivation du système de réé
riture, représenteraun état de développement de l'organisme. Les règles de produ
tion permettent aux 
ellules de l'organisme,de rester dans le même état, de 
hanger d'état, de se diviser en plusieurs 
ellules ou bien de disparaître.Pour 
haque 
ellule, deux états, a et b sont possibles. L'état a 
orrespond à une division 
ellulaire, alorsque l'état b, 
orrespond à un état d'attente, durant une étape de division. Les règles de produ
tion et les 5premières dérivations sont :

ω : br t0 : br
p1 : ar → al br t1 : ar

p2 : al → bl ar t2 : al br
p3 : br → ar t3 : bl ar ar

p4 : bl → al t4 : al al br al brLa polarité des 
ellules est donnée par les su�xes l et r. Un arbre de dérivation du pro
essus de 
roissan
eest illustré par la �gure 3 (emprunté partiellement à [LJ92℄). Les règles de 
hangement de polarité de 
etexemple sont très pro
hes de 
elles de la ba
térie bleue-verte Anabaena 
atenula [MW72, KL87℄.Une implémentation des règles de produ
tion en 81/2D est immédiate. En suivant les règles donnéesen (11), le présent système peut être traduit en 81/2D par :
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 3 � Les 5 premières dérivations du pro
essus de 
roissan
e de la ba
térie Anaeba 
atenula modélisépar un D0L système (la polarité des 
ellules est indiquée ave
 une �è
he).w = ar;ar�0 = 'ar'; ar = $al # $br when Clo
k;al�0 = 'al'; al = $al # $br when Clo
k;br�0 = 'br'; br = $ar when Clo
k;bl�0 = 'bl'; bl = $al when Clo
k;Les 5 premiers pas de l'exé
ution du programme 
i-dessus sont :Top: 0 : { br } : 
har[1℄Top: 1 : { ar } : 
har[1℄Top: 2 : { al, br } : 
har[2℄Top: 3 : { bl, ar, ar } : 
har[3℄Top: 4 : { al, al, br, al, br } : 
har[5℄Remarquons que le nombre de 
ellules à la ne génération est égal à la ne valeur de la suite de Fibo-na

i [Fib57℄.XIV.4.3 Un autre modèle de 
roissan
e : la 
roissan
e de l'ammoniteNous reprenons l'exemple de la 
roissan
e de l'ammonite que nous avons déjà abordé dans la premièrepartie (
f. se
tion III.3, page 22) mais en utilisant 
ette fois la 
apa
ité de 81/2D à implémenter dynamiquementle pro
essus.Le pro
essus de 
roissan
e est 
ette fois dé
rit par 
on
aténation su

essive d'un tissu de la bonne dimen-sion et au bon endroit. La modélisation du phénomène de 
roissan
e reste identique à 
elui que nous avonsdé
rit dans la première partie, seule la programmation du modèle di�ère.Un tissu entier cpt est utilisé 
omme 
ompteur, puis utilisé par le tissu entier dir pour indiquer suivantlaquelle des 4 dire
tions l'ammonite est a
tuellement en train de se développer. Tout le pro
essus de 
roissan
eest modélisé par le tissu gnomon. Suivant la valeur de dir qui est un 
ompteur modulo 4, le tissu gnomon
on
atène le tissu t à la bonne taille (par l'utilisation de l'opérateur :| |) et à la bonne position. La
on
aténation utilise les opérateurs #0 et #1 pour permettre, respe
tivement, une 
on
aténation horizontaleet verti
ale. Ces opérateurs sont notés # et #̂ respe
tivement, dans le 
ode 81/2D. Pour pouvoir interprétergraphiquement le résultat du 
al
ul, nous utilisons le tissu u qui 
ontient le numéro de génération. Leprogramme 81/2D est :
cpt@0 = 1; cpt = $cpt+ 1 whenClock;
dir = (cpt%4);
gnomon = cpt : |$t|;
t@0 = {{1, 1}};
t = switch(dir == 1) then($t)#̂gnomon elseswitch(dir == 2) then(($t)# gnomon)

elseswitch(dir == 3) then gnomon#̂($t) else gnomon#($t);On remarque que 
e programme est parti
ulièrement 
on
is. Les 7 premières générations de l'ammonite sontillustrées par la �gure 4.
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 4 � Les 7 premières étapes de la 
roissan
e de l'ammonite. Les 
ellules générées au même instant setrouvent à la même hauteur.







Con
lusion
Résumé des travauxNous avons dé�ni dans 
e travail deux nouvelles stru
tures de données les GBF et les amalgames. Cesstru
tures de données permettent la représentation dynamique de l'espa
e dans un langage dé
laratif desimulation, le langage 81/2.Plus pré
isément, nous avons tout d'abord dé�ni la notion de forme. Une forme 
orrespond à un typedé�nissant un ensemble de dépla
ements possibles dans une stru
ture de données. Cette forme dé�nit latopologie des dépla
ements autorisés. Elle repose sur la présentation �nie d'une stru
ture de groupe et dé�nitpar 
onséquent une notion de voisinage régulier. Nous avons dé�ni un ensemble d'opérations (produit libre,produit 
artésien...) sur les formes qui permettent la 
onstru
tion de formes 
omplexes, à partir de formesplus simples. La forme représente le type de base de la notion de GBF. Un GBF est une fon
tion partiellequi asso
ie une valeur à un élément de la forme. Cette nouvelle stru
ture de données permet la dé�nitiond'espa
es plus 
omplexes que les seules régions re
tangulaires permises par les tableaux 
lassiques. Nousavons proposé une implémentation des GBF abéliens. En�n, nous avons illustré par des exemples 
lassiquesde simulation de systèmes dynamiques l'expressivité de la nouvelle stru
ture de données.Les GBF permettent de spé
i�er de façon extrêmement 
ompa
te une notion de voisinage régulier. Par
ontre, la représentation d'espa
es irréguliers né
essite la dé�nition de l'ensemble des points de l'espa
e ainsique des 
hemins permettant de se dépla
er d'un point à son voisin. Un tel graphe représente, par exemple,la stru
ture des relations liant les variables d'un SD. Autrement dit, 
et espa
e 
orrespond au graphe desdépendan
es des équations qui modélisent le SD. Nous avons dé�ni une nouvelle stru
ture de données, lesamalgames, permettant la 
onstru
tion dynamiques de DFG. Le formalisme des amalgames est 
omposé detrois opérateurs, l'amalgamation � { . . . } �, la séle
tion � � � et la 
on
aténation � # �. Les amalgamespermettent la dé�nition d'expressions ouvertes, et la dé�nition d'un mé
anisme de 
l�ture des expressions par
apture de nom rend possible la programmation in
rémentielle. Nous avons dé�ni une sémantique formelledes amalgames et nous avons dé
rit un évaluateur implémenté enMathemati
a. Nous avons illustré la puissan
ed'expressivité du formalisme par des exemples. On remarquera en parti
ulier un 
odage de l'arithmétiquedans les amalgames.En�n, après avoir étudié 
es stru
tures de données pour elles mêmes, nous avons introduit les GBF et lesamalgames dans le langage 81/2. La 
ohabitation des streams, des GBF et des amalgame n'est pas simple.Nous nous sommes volontairement restreints à un sous-
as des GBF, les GBF abéliens libres de supportdé
rivant une région de [0 . . . n1] × · · · × [0 . . . nd]. Les deux nouveaux types de données sont 
onsidérés
omme des 
olle
tions de types di�érents. Les tissus 81/2 deviennent des streams de GBF ou bien des streamsd'amalgames. Nous avons dé�ni une sémantique opérationnelle d'un évaluateur et une implémentation enCAML est en 
ours. Des exemples montrent que 
es restri
tions permettent tout de même la dé�nition deprogrammes signi�
atifs pour le domaine visé.Tous les exemples spé
i�és dans 
e do
ument ont été exé
utés à l'aide des sémantiques dé�nies et implé-mentées. Bien que les implémentations ne soient pas entièrement �nalisées, elles sont su�samment robustespour permettre l'exé
ution des exemples dé
rits dans 
e do
ument. De façon similaire, les sorties graphiquesde 
e do
ument ont toutes été réalisées par l'environnement que nous avons développé.
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224 CONCLUSIONPoursuite des travauxLes travaux que nous avons dé
rit dans 
e do
ument 
omportent de nombreuses la
unes. En e�et, pourdes raisons de temps, un 
ertain nombre de problèmes n'ont pas trouvé de réponse entièrement satisfaisante.Les GBFLe travail e�e
tué sur les GBF ne 
on
erne qu'un sous-ensemble des GBF, les GBF abéliens. Nous avonsdonné dans la deuxième partie un s
héma d'implémentation général pour les GBF. Nous avons en parti
ulierdétaillé 
ette implémentation pour les GBF abéliens (
f. 
hapitre VI, page 69). Mais nous n'avons pasdéveloppé l'implémentation d'une famille intéressante de GBF non-abélien, 
omme par exemple les groupeslibres (qui permettent la représentation de stru
tures d'arbres) et nous n'avons pas pu étudier l'intégrationde 
es deux types de formes.Si l'on dispose des mé
anismes né
essaires à l'implémentation des GBF (
f. se
tion V.7, page 64) le pro-blème d'intégration réside uniquement dans la détermination des mé
anismes 
orrespondant à une 
onstru
-tion de forme. Par exemple, si l'on dispose d'un mé
anisme pour tester l'appartenan
e à un 
oset dans uneforme F et dans une forme G, dispose-t-on du mé
anisme pour tester l'appartenan
e à un 
oset de F ×G?Ce type de question est résolu dans le 
as des formes abéliennes, 
ar à 
haque 
onstru
tion on sait asso
ierune présentation du résultat, et tous les mé
anismes né
essaires sont dérivables de la présentation. Il se peutque 
ela ne soit pas le 
as pour une forme quel
onque ; 
ela dépendra don
 de propriétés supplémentairesspé
i�ques à la forme. Un travail est don
 à faire pour 
haque famille de formes non-abéliennes qu'on désirepermettre dans le langage.Par ailleurs, nous avons évoqué la stratégie d'évaluation data-driven. Cette stratégie pose de nombreuxproblèmes qu'il faut étudier plus attentivement. En parti
ulier, il serait très intéressant de disposer d'unedes
ription du domaine de dé�nition d'une dé�nition ré
ursive de GBF. Dans le 
as général, même abélien,
'est sans doute hors de portée. Mais en dimension 2 ou 3 (groupe abélien à deux ou trois générateurs),les outils de la géométrie dis
rète sont peut-être utilisables pour résoudre 
e problème. On sait par exempledé
rire l'ensemble qui résulte de l'interse
tion de deux droites dis
rètes dans Z2.Les amalgamesIl existe d'autres opérations intéressantes de 
ombinaison des amalgames. Par exemple, une autre versionde la séle
tion peut être envisagée, qui ne se réduit que si l'opérande droit ne 
omporte plus au
une référen
elibre. Cet opérateur 
orrespond à une évaluation � ave
 mémoire des environnements ren
ontrés �. Un autreexemple est donné par une version de la 
on
aténation permettant une liaison tardive des référen
es. Parexemple, l'expression {a = 1, b = {c = a0} #̃ {a = 9}} se réduirait en {a = 1, b = {c = 9, a = 9}}. Cemé
anisme peut 
orrespondre à un mé
anisme de délégation.L'intégration des amalgames et des GBF dans le langage dé
laratif 81/2 pose de très nombreux problèmesqui n'ont pu qu'être mentionnés. Par exemple, il reste à dé�nir un véritable 
al
ul d'horloge sur les streamsd'amalgames. Attribuer l'horloge de Clock à un amalgame n'est pas satisfaisant, 
ar 
ela implique uneévaluation pour 
haque ti
 de l'amalgame.Les mé
anisme de 
omplétion des expressions ouvertes des amalgames repose sur la notion de nom. La
apture de nom permet 
omme nous l'avons dit une 
omplétion dynamique des expressions. L'intégration desamalgames dans 81/2 représente plus généralement l'introdu
tion dans un langage dé
laratif de la 
apture denom. Toutes les impli
ations de 
ette introdu
tion n'ont pas été explorées. En parti
ulier, il serait intéressantd'étudier les intera
tions ave
 la notion de fon
tion, absente de 81/2.Nous n'avons dé�ni au
un système de type pour les amalgames. Si l'on voulait établir une 
omparaison,on pourrait dire que les amalgames, dans leur dé�nition a
tuelle, 
orrespondent au λ-
al
ul non typé. Ilserait né
essaire de dé�nir un système de type pour les amalgames a�n de rejeter autant que possible, avantleur rédu
tion, la 
lasse des expressions qui divergent. Cependant, 
ette dé�nition ne semble pas simple. Laprésen
e de référen
es libres 
ompliquant la tâ
he.



CONCLUSION 225Les amalgames représentent des objets en soi : 
e sont des 
al
uls qui doivent se 
ompléter. Il est don
dé
evant de ne disposer que d'une sémantique opérationnelle. Dans un premier temps, nous aimerions dé-velopper une sémantique dénotationnelle. Cependant, le domaine à asso
ier à un système n'est pas immé-diatement apparent (
e n'est en tout 
as pas un environnement). Dans un deuxième temps, nous aimerionsdévelopper une sémantique équationnelle qui ferait des amalgames un objet � de plein droit �.Perspe
tivesEn�n, les travaux menés dans 
e do
ument ouvrent de très larges horizons quant aux évolutions des
on
epts que nous avons dé�ni.Vers une uni�
ation des amalgames et des GBFOn aimerait uni�er les notions d'amalgame et de GBF a�n de les englober dans une théorie 
ommunequi soit plus générale et plus puissante que les deux formalismes qui existent a
tuellement de manière indé-pendante. En e�et, un amalgame 
orrespond à une 
olle
tion d'éléments hétérogènes, dont les dépendan
essont irrégulières et ad ho
, alors qu'un GBF est une 
olle
tion d'éléments homogènes dont les dépendan
essont régulières. Hormis 
ette distin
tion, les autres di�éren
es entre 
es deux notions peuvent s'estomper,mais il faudrait :� Un traitement symétrique des amalgames et des GBF : on peut dé�nir en 81/2 un amalgame dont leséléments sont des GBF. Mais on aimerait pouvoir aussi dé�nir des GBF d'amalgames. Par exemple,une 
olle
tion de wlumfs. Bien que 
ela soit théoriquement possible, 81/2D ne traite pas 
e type de
onstru
tion 
ar les amalgames et les GBF ne sont pas en
ore gérés de façon symétrique.� A

ès par un identi�
ateur ou par un label : en 81/2 et en 81/2D, 
haque élément d'un amalgame esta

essible à la fois par sa position et par son nom 2. Cela permet de 
onsidérer des amalgames ave
 demultiples dé�nitions du même identi�
ateur. La position de la dé�nition permet de lever l'ambiguïtéde la référen
e.En fait, une fois 
e s
héma de nommage adopté, il est très tentant de l'étendre aux GBF en le gé-néralisant 
omme [Gar94℄ : une référen
e serait alors 
onstituée d'un label (le nom) et d'un index(la position). Un GBF 
orrespondrait à des éléments indexés ave
 un label et une position vide. Unamalgame 
orrespondrait à des éléments a

édés par un nom et une position vide.Ces éléments sont en faveur d'un rappro
hement des notions de GBF et d'amalgame. Il existe un lien fortentre la notion d'amalgame, ou de 
hamp de données, et de fon
tion. En e�et, amalgames et 
hamps sontdes 
olle
tions dont les éléments sont a

essibles par un nom ou un index. On peut don
 
onsidérer 
esstru
tures de données 
omme des fon
tions (des noms ou des index vers les valeurs). Traditionnellement,il existe deux point de vue pour 
on
evoir les fon
tions : le point de vue intensionnel et le point de vueextensionnel (
f. se
tion IV.2.3, page 35). Selon 
es distin
tions, il est 
lair que les amalgames et les 
hampssont des stru
tures de données extensionnelles et non pas des objets intensionnels. Néanmoins, il faut serappeler que la prin
ipale 
ara
téristique d'une 
olle
tion est d'être manipulée 
omme un tout : les opérationspermises sur les 
hamps ne font pas référen
e aux 
onstituants du 
hamp et on 
onstruit des amalgames par
on
aténation d'amalgames. Autrement dit, 
es stru
tures de données sont manipulées intensionnellementmême si elles sont implémentées extensionnellement. Les tableaux 1 et 2, dans l'annexe E, 
omparent lesnotions de fon
tion, d'enregistrement, de tableau, d'amalgame et de 
hamp.Tout 
ela montre qu'il existe une stru
ture 
ommune entre 
es diverses notions qui reste à mettre enéviden
e et à étudier.2. Nous n'avons pas développé 
e point dans 
e do
ument, mais dans l'interprète 81/2D , il est possible d'a

éder aux élémentsd'un amalgame par une position.



226 CONCLUSIONAmalgame, GBF et représentations topologiquesLes GBF sont utilisés pour dé
rire des espa
es homogènes. Les amalgames permettent la des
riptiond'espa
es ad ho
. Pour dé
rire un objet physique quel
onque, un 
�ne par exemple, on ne peut utiliser unGBF 
ar le sommet du 
�ne n'aura pas le même nombre de voisins qu'un autre point du 
�ne. D'autrepart, l'utilisation d'un amalgame né
essite d'expli
iter tous les voisinages. Entre 
es deux formalismes, il ya 
ertainement la pla
e pour une stru
ture de données permettant des des
riptions � raisonnables �. Entopologie, la notion d'atlas permet de � ra

ommoder � des 
artes, 
ha
une dé
rivant un espa
e lo
alementhomogène di�érent. La notion a
tuelle d'amalgame de GBF est rudimentaire 
ar on ne peut à travers unamalgame que 
ombiner des GBF de même type. Notre espoir est don
 de développer une notion plus �ned'amalgame de GBF qui jouerait 
e r�le d'atlas.Par ailleurs, un GBF 
orrespond à un objet topologique bien 
onnu : un groupe de dépla
ement. Enrevan
he, à quel objet 
orrespond un amalgame? La �gure 9, page 107 représente un amalgame sous la formed'un graphe de graphes, 
e qui va plus loin qu'un DFG qui n'est qu'un graphe à un seul niveau hiérar
hique.Il est alors tentant de se représenter un amalgame 
omme un 
omplexe simpli
iel. Les 
omplexes simpli
iaux
orrespondent à une stru
ture ri
he qu'on sait 
ara
tériser. Notre intuition est que 
ette 
ara
térisation peutservir à typer les amalgames (déterminer si une expression possède une forme normale par exemple).Amalgames, GBF et pro
essus de morphogénèsesAmalgames et GBF peuvent être 
onsidérés 
omme des outils préliminaires mais indispensables pourla simulation de pro
essus de morphogénèse. En e�et, les enri
hissements qu'ils apportent à la notion de
olle
tion, permettent trois 
hoses :� La notion d'amalgame permet de 
onstruire un programme 81/2 
omme résultat d'un 
al
ul. Ave
 
emé
anisme, on peut envisager des programmes dont la stru
ture à l'instant t dépend fondamentalementde l'évaluation du programme à l'instant t− 1.� La notion de groupe permet de dé�nir expli
itement la notion de voisinage et de dé
rire des topologiesplus ri
hes que 
elles a

essibles à travers la notion de tableau. Il devient don
 possible de dé
rire ou de
onstruire des formes plus 
omplexes. Par ailleurs, la notion de voisinage devenant expli
ite, il devientpossible de formaliser pré
isément 
e qu'est un 
al
ul lo
al.� La gestion paresseuse et la partialité des GBF permet la dé�nition de géométries plus 
ompliquéesque 
elle des tableaux. En e�et, un tableau 
orrespond à une zone re
tangulaire de Z2, parallépipé-dique de Z3, et
. Quand on 
on
atène des tableaux, le résultat est astreint à être un tableau. Ave
des 
olle
tions paresseuses, 
onçues 
omme des fon
tions à support borné dans Zn, la 
on
aténationn'est plus restreinte à s'appliquer à des tableaux 
onformes, et on peut manipuler des régions bornéesquel
onques.En regard des pro
essus réels de morphogénèse, et des mé
anismes mis en jeu, les stru
tures de donnéesévoquées 
i-dessus sont peut-être en
ore trop simples. L'étude d'appli
ations permettra de pré
iser 
e point.Par ailleurs, nous espérons que les 
on
epts développés pour l'étude de la morphogénèse pourront êtreimportés utilement en informatique et enri
hir les 
on
epts de programmation.PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé







Annexe ACode sour
e du 
al
ul de l'équation dedi�usion�réa
tionCe sour
e C est une ré-é
riture du 
ode de Greg Turk [Tur91℄ (greg.turk�

.gate
h.edu), é
rit en1991, suite à [BL74℄. Il est donné à titre de 
omparaison ave
 le programme 81/2 de la première partie (
f.se
tion III.2, page 20). Nous rappelons à l'issue du programme C le programme 81/2 équivalent.A.1 Le programme Cextern double drand48();#define SIZE 60 /* Nombre de 
ellules dans la ligne */double x_init = 4.0; /* Con
entration initiale de "x" */double y_init = 4.0; /* Con
entration initiale de "y" */double x[SIZE℄; /* Con
entration 
himique "x" */double y[SIZE℄; /* Con
entration 
himique "y" */double dx[SIZE℄; /* 
hangements pour "x" */double dy[SIZE℄; /* 
hangements pour "y" */double diff1 = 0.25; /* Taux de diffusion pour "x" */double diff2 = 0.0625; /* Taux de diffusion pour "y" */long right[SIZE℄;long left[SIZE℄;double beta[SIZE℄; /* Le substrat aléatoire */double beta_init = 12.0; /* Valeur initiale du substrat */double beta_rand = 0.05; /* Distribution du substrat */double rea
t_speed = 1.0 /* Vitesse de réa
tion (par rapport à la diffusion) */main (int arg
, 
har* argv[℄){ unsigned long t, end_date;unsigned long i;double xdiff, ydiff;double rsp;end_date = (arg
 <= 1 ? 0 : atol(argv[1℄));rsp = rea
t_speed / 16.0;for (i = 0; i < SIZE; i++){ x[i℄ = x_init; 229



230 ANNEXE A. CODE SOURCE DU CALCUL DE L'ÉQUATION DE DIFFUSION�RÉACTIONy[i℄ = y_init;beta[i℄ = beta_init + drand48() * 2.0 * beta_rand - beta_rand;right[i℄ = (i + SIZE - 1) % SIZE;left[i℄ = (i + 1) % SIZE;}for (t = 0; t <= end_date; t++){ if (t){ for (i = 0; i < SIZE; i++){ y[i℄ += dy[i℄;if (y[i℄ < 0.0){ y[i℄ = 0.0;}x[i℄ += dx[i℄;}}for (i = 0; i < SIZE; i++){ ydiff = y[right[i℄℄ + y[left[i℄℄ - 2 * y[i℄;dy[i℄ = rsp * (x[i℄ * y[i℄ - y[i℄ - beta[i℄) + ydiff * diff2;xdiff = x[right[i℄℄ + x[left[i℄℄ - 2 * x[i℄;dx[i℄ = rsp * (16.0 - x[i℄ * y[i℄) + xdiff * diff1;}}return 0;}A.2 Le programme 81/2
iota = ′60;
droite = if(iota == 0) then59 else(iota− 1);
gauche = if(iota == 59) then0 else(iota+ 1);

rsp = 1.0/16.0;
diff1 = 0.25;
diff2 = 0.0625;

x = $x+ $dx whenClock; x@0 = 4.0;
y = max(0.0, $y + $dy) whenClock; y@0 = 4.0;

beta = 12.0 + rand(0.05 ∗ 2.0)− 0.05;

xdiff = x(droite) + x(gauche)− 2.0 ∗ x;
ydiff = y(droite) + y(gauche)− 2.0 ∗ y;
dx = rsp ∗ (16.0− x ∗ y) + xdiff ∗ diff1;
dy = rsp ∗ (x ∗ y − y − beta) + ydiff ∗ diff2;



Annexe BImplémentation du 
al
ul des amalgamesen Mathemati
a
B.1 Les termes des amalgames, leur é
rivain 81/2 et LATEXOn dé�nit i
i les têtes des termes représentant un amalgame en Mathemati
a. Ces termes ont deux formesexternes 
orrespondant à une sortie formatée à la 81/2 et à la LATEX.Les expressions suivantes dé
rivent les têtes des termes :Unprote
t[Dot℄;ClearAttributes[Dot, OneIdentity℄;ClearAttributes[Dot, Flat℄;Unprote
t[Plus℄;ClearAttributes[Plus, Orderless℄;SetAttributes[Sys, HoldAll℄;Sys[defs___℄ := ReleaseHold[SYS [Hold[defs℄ //. Set -> Let℄℄Let[l_, r_℄ := LET[l, r℄Up[x_Symbol℄ := Up[1, x℄S
ope[x_Symbol℄ := S
ope[0, x℄S
ope[S
ope[n_, x_Symbol℄℄ := S
ope[n+1, x℄S
ope/: S
ope[x_, z_℄ < S
ope[y_, z_℄ := x < yLes expressions suivantes dé�nissent les sorties formatées à la 81/2 :Format[SYS[℄℄ := "{}"Format[SYS[x__℄℄ := If[{} === Cases[{x}, SYS[___℄, Infinity℄,Sequen
eForm[{x}℄,Sequen
eForm["{", ColumnForm[{x}℄, "}"℄℄Format[LET[x_, y_℄℄ := HoldForm[x = y℄Format[S
ope[n_, x_℄℄ := Sequen
eForm[x, Subs
ript[n℄℄Format[Up[n_, x_℄℄ := Sequen
eForm[x, Supers
ript[n℄℄Format[Dot[x_Dot, y_Dot℄℄ := Sequen
eForm["(", x, ") . (", y, ")"℄Format[Dot[x_, y_Dot℄℄ := Sequen
eForm[x, ". (", y, ")"℄Format[Dot[x_Dot, y_℄℄ := Sequen
eForm["(", x, ") .", y℄Les expressions suivantes dé�nissent les sorties formatées à la LATEX:Unprote
t[Plus℄;Format[S
ope[n_, x_℄, TeXForm℄ := StringForm["‘{`}{�}", n, ToString[x℄℄Format[Up[n_, x_℄, TeXForm℄ := StringForm["‘{`}{�}", n, ToString[x℄℄Format[LET[x_, y_℄, TeXForm℄ := StringForm["{= ‘ `}{�}", ToString[x℄, y℄Format[SYSO[℄, TeXForm℄ := "systeme{}\\\\"Format[SYSO[l___℄, TeXForm℄ := Sequen
eForm["{{}", Format[TexList[l℄, TeXForm℄, "}\\\\"℄Format[SYS[℄, TeXForm℄ := "{{}}"Format[SYS[l__℄, TeXForm℄ := Sequen
eForm["{{}", Format[TexList[l℄, TeXForm℄, "}"℄Format[TexList[l_℄, TeXForm℄ := Format[l, TeXForm℄231



232 ANNEXE B. IMPLÉMENTATION DU CALCUL DES AMALGAMES EN MATHEMATICAFormat[TexList[l__, ld_℄, TeXForm℄ := Sequen
eForm[Format[TexList[l℄, TeXForm℄, ", ", Format[ld, TeXForm℄℄Format[Dot[x_, y_℄, TeXForm℄ := Sequen
eForm["{ �”, Format[x, TeXForm℄, "}{", Format[y, TeXForm℄, "}"℄Format[Plus[a_, b_℄, TeXForm℄ := If[Mat
hQ[a, _Integer℄ || Mat
hQ[b, _Integer℄,Sequen
eForm[Format[a, TeXForm℄, " + ", Format[b, TeXForm℄℄,Sequen
eForm["{ #”, Format[a, TeXForm℄, "}{", Format[b, TeXForm℄, "}"℄℄B.2 La liaison des expressionsPréalablement à la dé�nition de la liaison, nous devons dé�nir les fon
tion Comb(), Dom(), index() et
Lift() :Comb[UnknownP, _℄ := UnknownPComb[_ , UnknownP℄ := UnknownPComb[_SYS, _SYS℄ := UnknownPComb[_, _℄ := UnknownDom[s_SYS℄ := Cases[s, LET[id_, _℄ -> id℄Dom[_S
ope℄ := UnknownPDom[_Up℄ := UnknownDom[l_ + r_℄ := Comb[Dom[l℄, Dom[r℄℄Dom[l_ . r_℄ := Dom[r℄Dom[_℄ := UnknownPIndex[{}, id_, n_℄ := UnknownIndex[{Unknown, l___}, id_, n_℄ := UnknownIndex[{UnknownP, l___}, id_, n_℄ := UnknownIndex[{s_, l___}, id_, n_℄ := If[MemberQ[s, id℄, n, Index[{l}, id, n+1℄℄Lift[s_SYS℄ := Lift[0℄[s℄Lift[n_Integer℄[S
ope[p_, id_℄℄ := If[n <= p, S
ope[p+1, id℄, S
ope[p, id℄℄Lift[n_Integer℄[x_Up℄ := xLift[n_In℄[x_ ? AtomQ℄ := xLift[n_Integer℄[s_SYS℄ := Map[Lift[n+1℄, s℄Lift[n_Integer℄[LET[id_, e_℄℄ := LET[id, Lift[n℄[e℄℄Lift[n_Integer℄[x_ . y_℄ := Lift[n℄[x℄ . Lift[n+1℄[y℄Lift[n_Integer℄[x_ + y_℄ := Lift[n℄[x℄ + Lift[n℄[y℄Lift[n_Integer℄[x_℄ := x[[0℄℄��Map[Lift[n℄, List��x℄Puis nous pouvons dé�nir la fon
tion de liaison des expressions :Bind[s_SYS℄ := Bind[{}℄[s℄Bind[l_List℄[x:Up[n_, id_℄℄ := If[n > Length[l℄, x,With[{index = Index[Drop[l, n℄, id, n℄},If[index === Unknown, x, S
ope[index, id℄℄℄℄Bind[l_List℄[x_S
ope℄ := xBind[l_List℄[x_ ? AtomQ℄ := xBind[l_List℄[s_SYS℄ := Map[Bind[Prepend[l, Dom[s℄℄℄, s℄Bind[l_List℄[LET[x_, e_℄℄ := LET[x, Bind[l℄[e℄℄Bind[l_List℄[x_ . y_℄ := Bind[l℄[x℄ . Bind[Prepend[l, Dom[x℄℄℄[y℄Bind[l_List℄[x_ + y_℄ := Bind[l℄[x℄ + Bind[l℄[y℄Bind[l_List℄[x_℄ := x[[0℄℄��Map[Bind[l℄, List��x℄B.3 La tradu
tion de ΣI en ΣCNous dé�nissons les notions de 
orre
tions des référen
e liées, puis des référen
es libres :
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orre
tB[l_List℄[_Up℄ := True
orre
tB[l_List℄[S
ope[n_, id_℄℄ := (n+1 <= Length[l℄) && MemberQ[l[[n+1℄℄, id℄
orre
tB[l_List℄[_ ? AtomQ℄ := True
orre
tB[l_List℄[LET[_, x_℄℄ := 
orre
tB[l℄[x℄
orre
tB[l_List℄[s_SYS℄ := LazyAnd[
orre
tB[Prepend[l, Dom[s℄℄℄, s℄
orre
tB[l_List℄[x_ . y_℄ := 
orre
tB[l℄[x℄ && 
orre
tB[Prepend[l, Dom[x℄℄℄[y℄
orre
tB[l_List℄[x_ + y_℄ := 
orre
tB[l℄[x℄ && 
orre
tB[l℄[y℄
orre
tB[l_List℄[x_℄ := LazyAnd[
orre
tB[l℄, x℄
orre
tF[l_List℄[Up[n_, id_℄℄ := (n >= Length[l℄) || (Unknown === Index[Drop[l, n℄, id, 0℄)
orre
tF[l_List℄[_S
ope℄ := True
orre
tF[l_List℄[_ ? AtomQ℄ := True
orre
tF[l_List℄[LET[_, x_℄℄ := 
orre
tF[l℄[x℄
orre
tF[l_List℄[s_SYS℄ := LazyAnd[
orre
tF[Prepend[l, Dom[s℄℄℄, s℄
orre
tF[l_List℄[x_ . y_℄ := 
orre
tF[l℄[x℄ && 
orre
tF[Prepend[l, Dom[x℄℄℄[y℄
orre
tF[l_List℄[x_ + y_℄ := 
orre
tF[l℄[x℄ && 
orre
tF[l℄[y℄
orre
tF[l_List℄[x_℄ := LazyAnd[
orre
tF[l℄, x℄et en�n la notion de 
orre
tion des termes de ΣC :Corre
t[l_List℄[x_℄ := 
orre
tB[l℄[x℄ && 
orre
tF[l℄[x℄Corre
t[x_℄ := 
orre
tB[{}℄[x℄ && 
orre
tF[{}℄[x℄Nous pouvons alors dé�nir la fon
tion de tradu
tion d'un terme de ΣI en un terme de ΣC si la liaison est
correct() :IsVar[x_Symbol℄ := ! MemberQ[Attributes[x℄, (Lo
ked | Prote
ted)℄IsVar[_℄ := FalseId2Ref[s_SYS℄ := Map[Id2Ref, s℄Id2Ref[LET[l_, r_℄℄ := LET[l, Id2Ref[r℄℄Id2Ref[x_Up℄ := xId2Ref[x_S
ope℄ := xId2Ref[x_ ? IsVar℄ := Up[0, x℄Id2Ref[x_ ? AtomQ℄ := xId2Ref[x_℄ := x[[0℄℄��Map[Id2Ref, List��x℄Trad[exp_℄ := With[{
exp = Bind[Id2Ref[exp℄℄},If[Corre
t[
exp℄, 
exp,If[
orre
tB[{}℄[
exp℄,"Erreur (???) : terme de ΣI non traduisible (pb. av
 les Refs LIBRES)","Erreur: terme de ΣI non traduisible (pb. av
 les Refs LIEES)"℄℄℄B.4 Le prédi
ats C() et les fon
tions annexesNous dé�nissons les prédi
ats C() et les fon
tions de manipulation d'environnements.RC[l_List℄[_S
ope℄ := FalseRC[l_List℄[Up[n_, _℄℄ := (n >= Length[l℄) || !MemberQ[Drop[l, n℄, UnknownP℄RC[l_List℄[e_ ? AtomQ℄ := TrueRC[l_List℄[LET[_, r_℄℄ := RC[l℄[r℄RC[l_List℄[e1_ + e2_℄ := !(Mat
hQ[e1, _SYS℄ && Mat
hQ[e2, _SYS℄) && RC[l℄[e1℄ && RC[l℄[e2℄RC[l_List℄[e1_ . e2_℄ := !Mat
hQ[e1, _SYS℄ && RC[l℄[e1℄ && RC[Prepend[l, Dom[e1℄℄℄[e2℄RC[l_List℄[e_SYS℄ := LazyAnd[RC[Prepend[l, Dom[e℄℄℄, e℄RC[l_List℄[e_℄ := LazyAnd[RC[l℄, e℄NewEnv[env_List, s_SYS℄ := Prepend[LiftEnv[env℄, Cases[s, LET[id_, e_℄ :> Rule[id, e℄℄℄NewEnv[env_List, x_℄ := Prepend[LiftEnv[env℄, Dom[x℄℄LiftEnv[env_List℄ := Map[LiEn, env℄LiEn[Unknown℄ := UnknownLiEn[UnknownP℄ := UnknownPLiEn[l_List℄ := Cases[l, Rule[id_, e_℄ :> Rule[id, Lift[0℄[e℄℄℄EnvToS
ope[l_List℄ := Map[EToS, l℄EToS[Unknown℄ := UnknownEToS[UnknownP℄ := UnknownPEToS[l_List℄ := Cases[l, Rule[id_, e_℄ -> id℄



234 ANNEXE B. IMPLÉMENTATION DU CALCUL DES AMALGAMES EN MATHEMATICASetAttributes[LazyAnd, HoldRest℄LazyAnd[f_, l_℄ := ReleaseHold[And��Map[f, Hold��l℄℄B.5 L'interprète proprement ditNous disposons maintenant de toutes les fon
tions né
essaires à la dé�nition de l'interprète des amalgames.Celui-
i 
onsiste en une fon
tion d'évaluation qui e�e
tue une opération de rédu
tion sur une expression.Nous utilisons l'opérateur de point-�xe de Mathemati
a, gardé par le prédi
at C() pour dé�nir la relation derédu
tion � ։ � (
f. se
tion X.3.2, page 136).EvalT[e_℄ := FixedPoint[Eval[{}℄,e, RC℄Eval[s_SYS℄ := (saveCurrentExp = s; Eval[{}℄[s℄)Eval[env_List℄[LET[l_, r_℄℄ := LET[l, Eval[env℄[r℄℄Eval[env_List℄[s_SYS℄ := Map[Eval[NewEnv[env, s℄℄, s℄Eval[env_List℄[e_Up℄ := eEval[env_List℄[S
ope[n_, id_℄℄ := With[{e = id /. env[[n+1℄℄},If[RC[EnvToS
ope[env℄,e℄[Bind[EnvToS
ope[env℄℄[e℄, S
ope[n, id℄℄℄℄Eval[env_List℄[e_ ? AtomQ℄ := eEval[env_List℄[SYS[s1___℄ + SYS[s2___℄℄ := Bind[EnvToS
ope[env℄℄[SYS[s1, s2℄℄Eval[env_List℄[l_ + r_℄ := Eval[env℄[l℄ + Eval[env℄[r℄Eval[env_List℄[Dot[s_SYS, r_℄℄ := If[RC[EnvToS
ope[env℄℄[r℄, r,With[{ns = Eval[env℄[s℄}, Dot[ns, Eval[NewEnv[env, ns℄℄[r℄℄℄℄Eval[env_List℄[l_ . r_℄ := With[{ll = Eval[env℄[l℄},If[Mat
hQ[ll, _SYS℄,With[{nr = Bind[Prepend[EnvToS
ope[env℄, Dom[ll℄℄℄[r℄},ll.nr℄,ll . Eval[NewEnv[env, ll℄℄[r℄℄℄Eval[env_List℄[If[
_, v_, f_℄℄ := With[{
ond = Eval[env℄[
℄}, If[
ond, v, f℄℄Eval[env_List℄[e_℄ := e[[0℄℄��Map[Eval[env℄, List��e℄B.6 Exemple de session Mathemati
aNous reproduisons dans la �gure 1 page suivante un exemple de session Mathemati
a où nous évaluons uneexpression des amalgames. L'expression 
orrespond à un 
al
ul de négation logique de l'argument spé
i�épar val.
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améFig. 1 � Exemple de session sous Mathemati
a. L'expression r 
orrespondant à un système de trois élémentest dé�ni. Une fois l'expression de ΣI entrée sous Mathemati
a, elle s'a�
he sous la forme 81/2. Nous donnonsle résultat de la fon
tion de tradu
tion de l'expression de ΣI en ΣC . Puis nous évaluons l'expression qui seréduit en 5 étape en le résultat es
ompté.





Annexe CLe 
odage de l'arithmétique enamalgamesNous détaillons i
i le sour
e Mathemati
a du tradu
teur de l'arithmétique dans les amalgames :Amar[x_℄ := Amar[0, {}, x℄Amar[i_Integer, l_List, NoAmar[x_℄℄ := xAmar[i_Integer, l_List, Zero℄ := Sys[b = vrai℄Amar[i_Integer, l_List, n_Integer℄ := Int[n℄Amar[i_Integer, l_List, Su
[x_℄℄ := Sys[p = Amar[i+1, l, x℄, b = faux℄Amar[i_Integer, l_List, Pre[x_℄℄ := Amar[i, l, x℄.pAmar[i_Integer, l_List, ZeroQ[x_℄℄ := Amar[i, l, x℄.bAmar[i_Integer, l_List, Rond[f_, g_℄℄ := With[{
omp = Unique["
omp"℄, val = Unique["val"℄},With[{tmp = Amar[i+1, l, g℄, suite = Amar[i+1, {
omp}, f℄},Sys[
omp = tmp, val = suite℄ . val℄℄Amar[i_Integer, l_List, Rond[f__, g_, h_℄℄ := With[{
omp = Unique["
omp"℄, val = Unique["val"℄},With[{tmp = Amar[i+1, l, h℄,suite = Amar[i+1, {
omp}, Rond[f, g℄℄},Sys[
omp = tmp, val = suite℄ . val℄℄Amar[i_Integer, l_List, Re
Prim[
_, g_, h_℄℄ :=With[{x = Unique["x"℄, y = Unique["y"℄, X = Unique["X"℄, Y = Unique["Y"℄,f
t = Unique["f
t"℄, start=Unique["start"℄, stop=Unique["stop"℄},With[{ny = Amar[i, {Up[x℄, Up[y℄}, h[U1, U2℄℄,body = Amar[i, {Up[0, x℄, Up[0, y℄, 
all.retvalue},IfZeroSymbo[U1, 
[U2℄, g[U1, U3℄℄℄},Sys[re
val = Sys[
all = Sys[X=Up[x℄.p, Y = ny, retvalue=param.(f
t.valif)℄,aiguillage = Sys[vrai=stop.Up[
odeVrai℄, faux=stop.Up[
odeFaux℄℄℄.(Sys[x=Up[2, l[[1℄℄℄, y=Up[2, l[[2℄℄℄, param=Sys[x = X, y = Y℄℄.(Up[2,f
t℄.valif)),finalval = Sys[stop=Sys[℄℄.re
val,f
t = body℄.finalval℄℄Amar[i_Integer, l_List, IfZeroSymbo[arg
_, argv_, argf_℄℄ :=With[{targ
 = Amar[i+1, l, arg
℄, targv = Amar[i+1, l, argv℄, targf = Amar[i+1, l, argf℄},Sys[valif = aiguillage.Up[
odeCond℄,
odeCond = targ
.b,
odeVrai = targv,
odeFaux = targf℄ ℄Amar[i_Integer, l_List, f_[param___Integer℄℄ :=With[{args = Table[Unique["arg"℄, {Length[{param}℄}℄},SYS��Prepend[MapThread[LET[#1, Amar[i+1, l, #2℄℄&, {args, {param}}℄,LET[Reponse, Amar[i+1, args, f℄℄℄℄237



238 ANNEXE C. LE CODAGE DE L'ARITHMÉTIQUE EN AMALGAMESAmar[i_Integer, l_List, f_[param___℄℄ :=With[{val = Unique["val"℄, args = Table[Unique["arg"℄, {Length[{param}℄}℄},SYS��Prepend[MapThread[LET[#1, Amar[i+1, l, #2℄℄&, {args, {param}}℄,LET[val, Amar[i+1, args, f℄℄℄.val℄



Annexe D8,5D : un environnement pour 81/2DNous présentons brièvement dans 
ette annexe l'environnement de développement 8,5D pour le langage81/2D. Nous présentons uniquement la liaison ave
 le logi
iel de tra
é graphique Gnuplot [WKC+90℄. Pourune des
ription 
omplète de 81/2, le le
teur se reportera à [Gia91a℄ et les extensions spé
i�ques à 81/2D sontdé
rites dans la quatrième partie de 
e do
ument.D.1 L'environnement 8,5DUne 
ommande, dans l'environnement 8,5D 
ommen
e toujours par le point d'ex
lamation � ! �. Une
ommande peut apparaître après le signe d'invite 1 (le symbole � => � de début de ligne, qui invite l'utilisateurà entrer une expression) ou bien après le délimiteur de �n d'expression � ; �. La table 1 ré
apitule les mots-
lés de 8,5D qui se rapportent plus parti
ulièrement aux opérations graphiques.!g
 !kill !killf !kills !laser !list !load !output!plot !dplot !print !replot !reset !rot !send !set!show !spin Tab. 1 � Les 
ommandes de l'environnement 8,5D.D.2 Prin
ipe de l'intégrationL'environnement 8,5D permet de visualiser le résultat d'un programme sous forme graphique, 
e au 
oursdu temps (on parle dans 
e 
as de visualisation � temps réel � d'un programme) ou bien à la �n de l'évaluationdu programme (on parle alors de visualisation � post-mortem � d'un programme). Pour permettre 
ela, 8,5Dfournit à l'utilisateur des 
ontextes graphiques (gc) qui dé�nissent l'état de sortie graphique d'une expression81/2D. Ces 
ontextes graphiques s'inspirent de la philosophie de X11 : on attribue un g
 à une expression81/2D. Ce sont les attributs du g
 atta
hé à l'équation qui spé
i�ent le mode de tra
é de l'expression. Ainsi,il n'existe qu'une unique fon
tion de tra
é d'une expression, seules les valeurs des g
 
hangent.L'intera
tion ave
 8,5D est réalisé à travers le dé
oupage de l'opération de tra
é en trois phases :1. Une phase initiale intervenant avant l'évaluation d'un tissu. Cette phase, le prélude, 
orrespond à lavéri�
ation de la 
ohéren
e des requêtes de tra
é asso
ié à un tissu et l'initialisation de Gnuplot.2. Une phase d'interlude qui est exé
utée pour 
haque ti
 de l'évaluation d'un tissu et qui 
orrespond autraitement de la valeur du tissu en fon
tion du tra
é qui doit être e�e
tué. En parti
ulier, si on désirevisualiser pour 
haque ti
 la valeur d'un tissu, il est né
essaire de rafraî
hir le 
ontenu de la fenêtre devisualisation.1. Ou prompt en anglais 239



240 ANNEXE D. 8,5D : UN ENVIRONNEMENT POUR 81/2D3. Une phase terminale, qui intervient à l'issue de l'évaluation d'un tissu. Cette phase de postlude 
orres-pond à la terminaison du pro
essus de tra
é. Si le tissu n'est visualisé qu'a l'issue de l'exé
ution, il estalors né
essaire d'e�e
tuer le tra
é.La dé�nition des 
ara
téristiques du tra
é se fait par uniquement par l'intermédiaire de 
ontextes graphiquesqui sont � atta
hés � aux tissu que l'on désire visualiser. Par 
onséquent, le tra
é des tissus est totalementtransparent pour le programmeur, qui dé
ide à l'issue de la programmation les tissus qu'il désire visualiser.D.3 Les 
ontextes graphiques 8,5DLes 
ontextes graphiques sont des objets de l'environnement 8,5 qui permettent de dé�nir les 
ara
té-ristiques du tra
é de tissus 81/2 lors de l'exé
ution d'un programme 8,5. Il est né
essaire de dé�nir un g
pour spé
i�er les attributs du tra
é. Un g
 peut être partagé par plusieurs tissus : dans 
e 
as, tous les tissuspartageant un même g
 seront tra
és sur la même fenêtre graphique, ave
 les même attributs. Un g
 est unsystème 81/2, de type GC. Un g
 existe par défaut :GC default = {
olor = 1; linestyle = lines; title = "Web output"; refresh; ti
k; memory;norealtime; noparametri
; window = 0; geometry = none}Des fon
tions de manipulation de g
 ont été dé�nies et permettent la 
réation, la dupli
ation, la mise àjour et l'atta
hement et le déta
hement d'un g
 à un tissu. La 
ommande !g
 nom = defs dé�nit un g
 nommunis des attributs defs. Il n'est pas né
essaire de dé�nir l'ensemble des attributs de nom. Si on n'en spé
i�equ'un 
ertain nombre, les attributs non spé
i�és auront une valeur par défaut : la valeur 
orrespondante dug
 default. La 
opie d'un g
 se fait grâ
e à la fon
tion !g
 nom1 = nom2 où nom1 et nom2 représententtout deux des noms de g
.Une fois un g
 dé�ni, il est né
essaire de l'atta
her à un tissu. Cette opération se fait par l'intermédiairede la 
ommande !set g
 nomtissu = nomgc où nomtissu est le nom d'un tissu dé�ni dans l'environnement8,5D et nomgc est un nom de g
 pré
édemment dé�ni. L'atta
hement d'un g
 à un tissu su�t pour e�e
tuerla sortie graphique des valeurs du tissu. Dans 
e 
as, l'exé
ution du tissu doit se faire par l'intermédiairedes instru
tions !plot (pour un s
héma d'évaluation statique) et !dplot (pour un s
héma d'évaluationdynamique).Remarque Si on atta
he un g
 à un tissu qui n'est pas évalué dire
tement mais qui se trouve dans legraphe des dépendan
es de l'expression évaluée, alors le tra
é du tissu est automatiquement e�e
tué. Par
onséquent, si l'on désire tra
er un ensemble de tissus, il su�t de 
réer une dépendan
e entre les divers tissus,par l'intermédiaire d'un système par exemple.Remarque La dernière dé�nition des g
 ne permet que l'atta
hement d'un g
 à une équation quanti�éeuniversellement. En e�et, dans un s
héma d'évaluation dynamique, le traitement des équations multiplementquanti�ées ne permet pas une gestion simple des g
. Il est 
ependant toujours possible de se ramener a 
e
as par la dé�nition de nouvelles équations.D.4 Sémantique des attributs d'un 
ontexte graphiqueNous allons détailler la sémantique des attributs d'un g
. Nous pouvons répartir les attributs d'un 
ontextegraphique en dix 
atégories :� ti
k/noti
k : opération de séle
tion de ti
/top,� memory/nomemory : opération de prise en 
ompte du temps lors du tra
é,� realtime/norealtime : opération de séle
tion de tra
é en temps réel,� parametri
/noparametri
/order : opérations de séle
tion du type de tra
é,� linestyle : opération de séle
tion de style de ligne du tra
é,� window : opération de séle
tion de fenêtre résultat,� 
olor : opération de séle
tion de la 
ouleur du tra
é,� title : opération de séle
tion du nom de la fenêtre,
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omposent en deux 
lasses prin
ipales :1. les attributs qui permettent la dé�nition d'un mode parti
ulier de tra
é,2. les attributs qui permettent de donner une information sur la façon dont doit être e�e
tué la sortie.Les attributs de la première 
atégorie sont organisés par paires : memory et nomemory, realtime et norealtime...Les attributs de la se
onde 
atégorie né
essitent un argument : linestyle né
essite en plus de donner uneinformation d'attribut sur le format du point utilisé pour le tra
é...Nous allons dé
rire 
ha
une des 
atégories, en donnant à 
haque fois un exemple de l'utilisation. Pourdétailler les 
ommandes ; nous donnerons à 
haque fois que 
e sera né
essaire des exemples mettant enéviden
e les 
ara
téristiques des attributs des g
. Nous 
ommençons par la des
ription des attributs de lapremière 
atégorie puis détaillerons les attributs de la se
onde 
atégorie.D.4.1 Attribut ti
k, noti
kPour 
haque ti
 n de la simulation, un tissu t a une valeur. Cependant, si 
e ti
 n'est pas un top, alorsla valeur du tissu t au ti
 n est identique à la valeur de 
e même tissu au ti
 n− 1.L'utilisation de l'attribut ti
k et noti
k permet de 
hoisir s'il est né
essaire d'e�e
tuer une sortie gra-phique pour tous les ti
s d'un tissu, ou uniquement pour les ti
s qui 
orrespondent à des tops.D.4.2 Attribut memory, nomemoryLors du tra
é d'un tissu 81/2, il est possible de 
onsidérer le tissu à une date n ou bien la su

essiondes valeurs du tissu jusqu'à n. C'est dans 
e 
as, l'histoire, ou la traje
toire des éléments du tissu quinous intéresse. Ces deux modes de tra
é sont possibles par l'utilisation des attributs nomemory et memoryrespe
tivement.Par exemple, la �gure 1 dé�nit un programme résolvant le problème de la di�usion de la 
haleur dansune barre de métal (
f. se
tion VII.2, page 74). Les �gure 1.b et 1.
 illustrent le tra
é sans ou ave
 l'attributmemory.D.4.3 Attribut realtime = n, norealtimeL'attribut realtime = n permet de 
hoisir entre un tra
é en temps réel, 
'est-à-dire un tra
é suivantlequel le graphique est rafraî
hi tous les n ti
s. La spé
i�
ation de l'attribut norealtime permet la seule miseà jour du graphique à l'issue de l'exé
ution du programme. On parle de tra
é en temps réel ou post-mortem.
Equation de la chaleur
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Equation de la chaleur en 2D
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ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé (e) Ti
 4.Fig. 2 � Tra
é d'équations en temps réel.Nous reprenons l'exemple du 
al
ul de la di�usion de la 
haleur dans une barre de métal de la se
tionpré
édente, mais 
al
ulons 
ette fois la di�usion dans un tore. Les �gure 2.a à 2.e dé�nissent l'évolution dela température dans la surfa
e, au 
ours des 5 premiers tops ; 
ette exé
ution 
orrespond à l'utilisation del'attribut realtime = 1.D.4.4 Attribut parametri
, noparametri
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ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�amé (b) Attribut parametri
 en 3 dimensions : attra
-teur de Lorentz.Fig. 3 � Tra
é d'équations ave
 spé
i�
ation expli
ite des 
oordonnées x, y et z.Jusqu'à présent, nous n'avons rien dit sur la façon dont étaient tra
é les tissu 81/2. En e�et, les exemplesque nous avons vu représentaient graphiquement les tissus ve
toriels et de dimensions 2 en utilisant le temps
omme dimension supplémentaire. Ces représentation graphiques sont impli
ites : la première dimension
olle
tion des tissus est représentée suivant l'axe des X , la se
onde dimension suivant l'axe des Y .Il est 
ependant parfois né
essaire d'utiliser deux ou trois tissus s
alaires pour spé
i�er la 
oordonnéed'un point. Cela est possible grâ
e à l'utilisation de l'attribut parametri
 ave
 une spé
i�
ation d'un axe X ,
Y ou Z par l'attribut order = o où o a pour valeur x, y ou z . Par exemple, si l'on désire tra
er la 
ourbe
orrespondant aux attra
teurs de Hénon, dont le programme 81/2 est :

x@0 = 0; x = 1 + $y − (a ∗ $x ∗ $x) whenClock;
y@0 = −0.2; y = b ∗ $x whenClock;ou de Lorentz :
x@0 = 2; x = $x+ ((−1 ∗ a) ∗ $x ∗ dt) + (a ∗ $y ∗ dt) whenClock;
y@0 = 3; y = $y + (b ∗ $x ∗ dt)− ($y ∗ dt)− ($z ∗ $x ∗ dt) when Clock;
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z@0 = 1; z = $z + ((−1 ∗ c) ∗ $z ∗ dt) + ($x ∗ $y ∗ dt) when Clock;il est né
essaire de dé�nir les g
 suivant :!g
 x={parametri
; order=x; title="Henon attra
tor"};!g
 y={parametri
; order=y; title="Henon attra
tor"};ou :!g
 x={parametri
; order=x; title="Lorentz attra
tor"};!g
 y={parametri
; order=y; title="Lorentz attra
tor"};!g
 z={parametri
; order=z; title="Lorentz attra
tor"};La �gure 3 illustre l' utilisation des attributs parametri
 pour tra
er une 
ourbe paramétrique en 2 et 3dimensions.D.4.5 Attribut linestyleAttribut Représentation graphiquelines les points sont liés par des segmentspoints les points sont a�
hés par des 
roixlinespoint les points sont liés par des points plus grosimpulses les points liés par des pointillésdots les points sont a�
hés par des points �nsboxes les points sont représentés par des re
tanglessteps les points sont représentés par des mar
hes
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PSfrag repla
ementsJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améJe mangeGly
émieNourriture dans le voisinageJe suis a�améTab. 2 � Les attributs de liaison de points Gnuplot a

essibles par un g
.L'attribut linestyle permet de 
hanger le mode de liaison de deux points su

essifs. Les di�érents modeso�erts sont 
eux de Gnuplot. La table 2 dé
rit et illustre par un exemple les di�érents mode o�erts.D.4.6 Les attributs 
olor, window et titleL'attribut 
olor permet de dé�nir la 
ouleur du tra
é. L'attribut window dé�nit sur quelle fenêtre X11 serae�e
tué le tra
é. Il est possible de tra
er des tissus sur un maximum de 10 fenêtres di�érentes. L'utilisationdes g
 permet de tra
er un même tissu sur plusieurs fenêtres ; plusieurs tissus peuvent être tra
és sur unemême fenêtre, si leurs dimensions sont identiques (il faut que les tissus soient tous deux des s
alaires ou desve
teurs). Cette 
apa
ité à tra
er plusieurs tissus sur une même fenêtre permet la 
omparaison immédiatedes éléments des tissus. En�n, l'attribut title permet de donner un nom à une fenêtre de traçage.Toutes les sorties graphiques in
luses dans 
e do
ument ont été e�e
tuées en utilisant le système que l'onvient de dé�nir.





Annexe EComparaison des notions de fon
tions,enregistrements, tableaux, amalgames et
hamps
Enregistrement Amalgame Fon
tion Champ Tableaudomainelabel ∈Identi�
ateurs terme ∈ Langage élémentquel
onque point ∈ Groupe index ∈ [0..n1]×

· · · × [0..nd]
odomainevaleur quel
onque valeur quel
onque valeur quel
onque valeur quel
onque valeur quel
onquedé�nition partielle/totalef
t partielle (unenregistrement nedé�nit de valeur quepour ses slots) f
t totale (unamalgame est unenvironnement quipermet d'évaluern'importe quelleexpression) f
t partielle outotale f
t partielle (un
hamp n'a de valeurque pour 
ertain deses points) f
t totale (la valeurd'un tableau estdé�nie pour 
ha
unde ses index)stri
ti
ité des 
onstru
teursstri
t (sauf enHaskell) non (si on 
onsidèreune expressionouverte 
omme unevaleur indé�nie) non (les fon
tionsd'ordre supérieure nesont pasné
essairementstri
tes) non (la 
ompositionde 
hamps n'est pasné
essairementstri
te) stri
t (sauf enHaskell )évaluation paresseuse ou gloutonnegloutonne (maisévaluation paresseusedes 
onstru
teursd'un produit enHaskell) paresseuse (dans
ertain 
as, onn'évalue pas A lorsde l'évaluation de
A � B) les deux existent(appel par nom oupar valeur) paresseuse gloutonne (maisévaluation paresseuseen langageHaskell )dé�nition ré
ursivenon oui oui oui non (sauf pour lestableaux systoliques,en Crystal ou Alphapar exemple)Tab. 1 � Comparaison des notions de fon
tions, enregistrements, tableaux, amalgames et 
hamps, 1re partie.245



246 ANNEXE E. COMPARAISON DES NOTIONS ABORDÉES DANS CE DOCUMENTEnregistrement Amalgame Fon
tion Champ Tableauopération extensionelle (séle
tion d'un éléments)valeur d'un slot évaluation d'unterme dansl'environnementfourni parl'amalgame appli
ation valeur d'un point valeur asso
iée àun indexopération extensionelle (dé�nition d'un élément)dé�nition d'unenregistrement enextension dé�nition par
{ . . . }

dé�nition enextension (parexemple les mapen SETL) dé�nitionquanti�ée (mais le
as où une équation
orrespond à laspé
i�
ation de lavaleur d'un seul pointest un 
as dégénéré) dé�nition enextension (à la C),ou par une bou
led'itération foropération intensionelle (
omposition)non appli
able(un label ne peutêtre une valeur) imbri
ation des � 
omposition f ◦ g non appli
able (lavaleur en un pointn'est pas un élémentd'un groupe) gatheropération intensionelle (appli
ation d'une fon
tion aux éléments)non appli
able(type des élémentsnon-homogène) non appli
able(type des élémentsnon-homogène) α-extension : (
esont les fon
tionsd'ordre supérieur) oui ouiopération intensionelle (β-rédu
tion de la stru
ture)non appli
able(type des élémentsnon-homogène) non appli
able(type des élémentsnon-homogène) β-rédu
tion :généralement non(le domaine d'unefon
tion estusuellement in�ni),oui en SETL (pourles map qui ont undomaine �ni) β-rédu
tionsuivant un 
osetarbitraire β-rédu
tionsuivant un axed'un tableau (enAPL)Tab. 2 � Comparaison des notions de fon
tions, enregistrements, tableaux, amalgames et 
hamps, 2e partie.
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RésuméLes travaux de re
her
he e�e
tués dans 
ette thèse s'ins
rivent dans le 
adre du projet 81/2 qui développedes stru
tures de données et de 
ontr�le expressives et e�
a
es pour la simulation de systèmes dynamiques.L'obje
tif de 
e travail est de 
on
evoir, étudier et développer des représentations dynamiques de l'espa
edans un 
adre dé
laratif.Nos travaux ont 
onsisté à introduire dans 81/2 deux nouvelles stru
tures de données, les GBF et lesamalgames, en proposant une formalisation et en étudiant leur implémentation. Les GBF permettent dereprésenter des espa
es réguliers et homogènes, tandis que les amalgames permettent de 
onstruire, par
al
ul, des espa
es hétérogènes et ad-ho
. Ces deux nouvelles notions trouvent dire
tement leur appli
ationdans le domaine de la simulation des systèmes hautement dynamiques (
omme par exemple les pro
essus de
roissan
e en biologie). Elles trouvent aussi une appli
ation dire
te en informatique 
lassique, en fournissantun nouveau 
adre théorique pour 1) la spé
i�
ation, l'analyse et l'implémentation de données ré
ursives (lesGBF permettent en parti
ulier de 
onsidérer les arbres et les tableaux dans le même 
adre théorique) ; 2) la
on
eption et la formalisation des nouveaux mé
anismes de programmation in
rémentielle qui 
ommen
ent àapparaître dans des langages tels que Java (les amalgames permettent en parti
ulier de 
onjuguer à la fois unmé
anisme d'instan
iation par 
apture impli
ite et d'extension des programmes). GBF et amalgames sontd'abord étudiés pour eux-mêmes puis sont introduits et intégrés au langage dé
laratif 81/2 pour donner lieuà la dé�nition du langage 81/2D.Nous avons montré, par de nombreux exemples signi�
atifs, la pertinen
e des 
hoix e�e
tués. Ceux-
i mettent en éviden
e le gain en expressivité apporté par l'enri
hissement de la notion d'espa
e, et desprimitives permettant la dé�nition d'objets sur 
es espa
es. Les notions de GBF et d'amalgame permettentla dé�nition, de façon extrêmement 
on
ise, de stru
tures de données régulières et irrégulière, dans un
adre dé
laratif, et ouvrent de nouvelles voies pour la paramétrisation et la 
onstru
tion in
rémentielle deprogrammes. Abstra
tThe work presented in this thesis is part of the 81/2 proje
t that develops expressive and e�
ient dataand 
ontrol 
onstru
ts for the simulation of dynami
al systems. The aim of this work is to de�ne, study anddevelop dynami
al representations of spa
e within a de
larative framework.We have introdu
ed two new data stru
tures in 81/2, the GBF and the amalgams, by proposing aformalization and studying their implementation. GBF allow the de�nition of regular and homogeneousspa
es, while the amalgams allow the 
onstru
tion, through some 
omputations, of heterogeneous and ad-ho
 spa
es. These two new notions have dire
t appli
ations in the domain of simulation of highly dynami
alsystems (as for example growing pro
esses in biology). They also �nd a dire
t appli
ation in 
omputers
ien
e by de�ning a new framework for 1) the de�nition, analysis and implementation of re
ursive data(the GBF de�ne for example a uni�ed framework for the notion of array and tree); 2) the de�nition andformalization of new in
remental programming me
hanisms that are arising in re
ent languages like Java(amalgams allow the formalization of an instantiation me
hanism by impli
it name 
apture, and programextension). GBF and amalgams are �rst studied on their own and are afterwards introdu
ed and integratedinto the de
larative framework of the language 81/2 to de�ne the language 81/2D.We have shown, through numerous and signi�
ant examples, the pertinen
e of our 
hoi
es. They put intoeviden
e the gain of expressivity brought by the improvement of the notion of spa
e, and by the primitivesallowing the de�nition of obje
ts onto those spa
es. The notions of GBF and Amalgam allow the de�nition,in a very 
on
ise manner, of regular and irregular data stru
tures, within a de
larative framework, and opensome new perspe
tives for the parameterization and the in
remental 
onstru
tion of programs.


