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Introduction

L’objectif de ce travail est de concevoir et d’étudier des représentations dynamiques de l'espace dans le
cadre d’un langage déclaratif. Le but est d’intégrer dans un langage informatique des structures de données
proches des objets mathématiques utilisés dans la modélisation des systémes dynamiques (SD), afin de
simplifier I’expression des algorithmes et les programmes.

Ce travail a pour cadre le projet 81/2. Issu de 'équipe Architectures Paralléles du LRI, I'ambition initiale
du projet était de développer un langage paralléle pour la simulation des SD. Ce type d’applications représente
la grande majorité des programmes exploités sur les super-ordinateurs.

Cela a conduit & développer des structures de données dédiées a la simulation des SD: le stream et la
collection 81/2, et surtout, a étudier la compilation efficace des programmes déclaratifs définissant de telles
structures de données. Cet objectif a été en partie atteint, avec le développement d’un compilateur et I’étude
de la distribution automatique des calculs.

Une constatation est alors venue réorienter les directions de recherche du projet 81/2: I’expressivité d’un
langage de simulation est au moins aussi importante que son efficacité. En effet, les objets modélisés par
les simulations actuelles sont de plus en plus complexes et leurs interactions compliquées. Les algorithmes
de simulation deviennent de plus en plus sophistiqués. Le peu d’expressivité d’un langage constitue alors un
obstacle a la mise en ceuvre de ces nouvelles simulations. Avec la montée en puissance des microprocesseurs,
et la standardisation des logiciels de base permettant de travailler sur des réseaux hétérogénes de stations
de travail, le nouveau challenge n’est plus seulement celui de la puissance de calcul mais aussi celui de la
programmation des modéles.

Le probléme posé au départ était d’étendre la notion de collection en 81/2 afin de pouvoir programmer la
simulation de processus de croissance. L’exemple type visé est la simulation des L systémes, un formalisme
de réécriture paralléle utilisé dans la modélisation de la croissance des plantes. La simulation des L systémes
conduit & représenter un arbre dynamique et a évaluer des attributs sur cet arbre.

Cela m’a amené directement a la nécessité de manipuler des fragment de code, sous forme de termes
ouverts. La systématisation de cette idée et sa formalisation a donné lieu & la notion d’amalgame. Les
amalgames constituent un mécanisme puissant pour structurer et paramétrer les programmes déclaratifs
sous la forme de « paquet d’équations ». Il est possible d’adopter plusieurs points de vue sur les amalgames:
le point de vue qui nous intéresse plus particuliérement est le point de vue spatial. Un amalgame définit
une notion d’espace irrégulier. En effet, pour raisonner sur les amalgames, il est commode de les représenter
sous la forme d’un graphe data-flow : toutes les opérations de construction d’amalgames admettent alors une
représentation graphique simple en termes de construction de graphe.

Dans le méme temps, une autre partie de I’équipe 81/2 développait les concepts nécessaire a la compilation
de définitions récursives de concaténation de tableaux. Ce probléme nécessite de décrire de maniére compacte
le graphe data-flow des calculs entre les éléments du tableau. Nous nous sommes alors rendus compte que
dans les deux cas on raisonnait sur le méme objet, un graphe des dépendances, mais que dans un cas c’était
un objet qui présentait une grande régularité (définition récursive de concaténation de tableaux) et que dans
Pautre cas, il n’en présentait pas (les amalgames).

L’étude des régularités d’un graphe de dépendances d’une définition récursive de tableau a montré qu’on
pouvait décrire ce graphe par la présentation d’un groupe mathématique, ce qui permet d’unifier le traitement
d’autres structures de données récursives, comme par exemple les arbres. Par ailleurs, "analogie avec les
amalgames m’a convaincu de la nécessité de représenter des tableaux partiels, c’est-a-dire des tableaux dont
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tous les éléments n’ont pas une valeur définie. Cela donne lieu & la notion de chamyp de données basé sur une
structure de groupe ou GBF. Les GBF permettent la représentation d’espaces réguliers, ou chaque point de
I’espace a la méme structure de voisinage. Cette représentation permet la définition de structures spatiales
complexes exprimant en plus une information de type.

Si on revient & présent aux problémes de simulation des SD, on voit que les GBF et les amalgames
permettent de représenter deux sortes d’espaces (continu et discret) qui interviennent dans la description
d’un SD. Les GBF sont particuliérement aptes & représenter la discrétisation d’une portion d’espace, comme
on le fait par exemple pour la résolution numérique d’une équation aux dérivées partielles. Et les amalgames
sont particuliérement aptes & représenter les relations structurelles entre les variables qui décrivent un SD.
Mais ces nouveaux types de données dépassent leur motivation initiale : les amalgames sont utilisables dans
le domaine de la programmation incrémentielle et les GBF s’inscrivent dans la ligne des travaux autour des
types de données algébriques.

Organisation du document

Ce document se structure en quatre parties.

La premiére partie décrit le langage 81,2 . Les notions de stream, de collection et leur intégration dans
un langage déclaratif sont présentées. En particulier, les opérations sur les streams et les collections sont
briévement décrites, afin de permettre au lecteur de comprendre les exemples donnés. Nous rappelons &
cette occasion 'approche intensionnelle du langage 81/2. Le dernier chapitre de la premiére partie donne des
exemples de SD. Ces exemples mettent en évidence 'adéquation du langage & la simulation des SD et nous
donnons, tout au long du document, des exemples illustrant notre propos. Nous espérons qu’ils aideront a la
compréhension des concepts décrits et des problématiques abordées.

La seconde partie de ce document définit et étudie la notion de GBF. Elle commence par la critique de
la notion classique de tableau que I’on rencontre dans les langages évolués. Cette notion de tableau est trop
pauvre pour la description de structures spatiales plus complexes que la grille euclidienne. Nous proposons
d’étendre la notion de tableau en considérant un tableau comme une fonction partielle de ’ensemble de ses
index vers un ensemble de valeurs. On munit cet index d’une structure de groupe. Cette structure définit les
GBF. Nous détaillons dans cette partie les opérations sur les GBF et illustrons notre propos par de nombreux
exemples pris dans des domaines aussi divers que un calcul de gaz sur un réseau, un processus de croissance
ou un calcul de relaxation. Un schéma général d’implémentation des GBF est donné et détaillé dans le cas
abélien. Les mécanismes décrits et les exemples donnés sont validés par des programmes en Mathematica.

La troisiéme partie de ce document est consacrée aux amalgames. Nous mettons en évidence que la
structure d’espace d’'un GBF, décrite par la présentation d’un groupe, correspond aussi au graphe des dé-
pendances d’un systéme 81/2, mais que ce graphe n’est pas forcément homogéne. Un systéme 81/2 est une
collection d’équations et nous nous posons la question de construire ces objets comme résultat d’un calcul.
Pour cela, nous nous appuyons sur des systémes ouverts, c’est-a-dire des systémes impliquant des identifica-
teurs auxquels ne correspond aucune définition. La définition des expressions ouvertes et d’'un mécanisme de
cloture des expressions par capture de nom donne lieu a la définition des amalgames. Trois opérateurs seule-
ment permettent de construire des amalgames. Ces trois opérateurs ont une interprétation simple en termes
de mécanismes de programmation. Une sémantique formelle des amalgames est ensuite développée dans le
chapitre X. Cette sémantique, exprimée dans le style SOS, donne lieu & une implémentation en Mathematica
d’un interpréte du calcul sur les amalgames. Le chapitre suivant illustre par des exemples l'utilisation des
amalgames. Nous montrons en particulier la puissance expressive du formalisme & I'occasion du codage de
I’arithmétique. Nous utilisons les amalgames pour la modélisation d’un processus de croissance.

Enfin, la derniére partie du document se propose d’intégrer les deux nouvelles structures de données dans
le langage 81/2. Nous proposons une solution qui consiste & développer des streams d’amalgames de GBF.
Nous n’intégrons pas ’ensemble des GBF, mais nous nous restreignons & un sous-cas correspondant & des
tableaux dynamiques. Cela nous oblige & définir une nouvelle sémantique 81/2p, dans le style opérationnel,
car la sémantique initiale de 81/2 ne supporte pas les extensions dynamiques. Une implémentation en CAML
est actuellement en cours. Malgré toutes ces restrictions, nous donnons dans le dernier chapitre des exemples
significatifs de programmes 81/2p, et en particulier, la simulation d’une classe de L systémes.
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L'espace est une représentation nécessaire a priori qui sert de fondement a toutes les intuitions extérieures. On
ne peut jamais se représenter qu'il n'y ait pas d'espace, quoique |I'on puisse bien penser qu'il n'y ait pas d'objets
dans I'espace. Il est considéré comme la condition de la possibilité des phénoménes, et non pas comme une
détermination qui en dépende, et il est une représentation a priori qui sert de fondement, d’'une maniére
nécessaire, aux phénomeénes extérieurs.

Emmanuel KANT

(in Critique de la raison pure)
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Premiére partie

La simulation et les langages déclaratifs






Chapitre 1

Simulation des systémes dynamiques et
langages déclaratifs : I’approche 81,2

Dans cette premiére partie nous défendons 1’idée d’un langage de programmation de haut-niveau pour la
simulation des systémes dynamiques. Les systémes dynamiques sont un cadre trés général pour modéliser des
phénomeénes décrits dans ’espace et qui évoluent dans le temps. L’étude de ces modéles, qui se retrouvent
dans tous les domaines, passe trés souvent par la simulation.

Le langage 81/2 a développé des structures de données adaptées & la représentation de ’état d’un systéme
et & la représentation de sa trajectoire (la suite des états dans le temps). Ces structures de données sont
intégrées dans un cadre déclaratif, ce qui rapproche le programme des formalismes mathématiques utilisés
naturellement dans les modéles.

Cependant, les structures de données offertes par 81/2 sont encore trop rudimentaires, surtout lorsqu’il
s’agit de traiter les aspects dynamiques de la représentation spatiale d’un systéme. Ces aspects interviennent
quand il faut simuler des processus de morphogénése ou bien quand il faut calculer 'espace des états conjoin-
tement a 1’évolution du systéme.

L’objet de ce travail est de développer de nouvelles représentations informatiques de I'espace, aptes a
répondre a ces problémes.

Structure de la partie. Cette partie est composée de trois chapitres. Dans le premier chapitre nous
examinons la problématique d’un langage de programmation pour la simulation, qui doit répondre & la fois
A des problémes d’efficacité et d’expressivité.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons succinctement le langage 81/2. En particulier, les opérations
sur les streams et les collections sont briévement décrites, afin de permettre au lecteur de comprendre les
exemples donnés tout au long de ce document. Un stream est la représentation informatique d’une trajectoire,
et une collection correspond a la représentation informatique d’'un domaine de ’espace.

Le troisiéme chapitre illustre les notions introduites a travers des exemples. Deux exemples serviront de
« fil rouge » tout au long de ce document: il s’agit de la modélisation du comportement d’une créature
artificielle rudimentaire, le wlumf, et de la simulation grossiére de la croissance d’un coquillage, I’ammonite.

Structure du chapitre. Ce chapitre commence par introduire la notion de systéme dynamique, puis com-
pare les objectifs d’efficacité et d’expressivité d’un langage de programmation dédié & la simulation des
systémes dynamiques. Le cadre général du projet 81/2 est ensuite présenté.
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I.1 Les systémes dynamiques

La description des phénomeénes dynamiques fait appel & la notion de systéme et d’état d’'un systéme.
Un systéme est un ensemble d’entités telles qu'on ne peut définir la fonction ou les variations de 1’'une,
indépendamment de celles des autres.

Nous donnous le nom général de systéme dynamique (ou SD) aux modéles qui décrivent dans ’espace un
état qui évolue dans le temps. La modélisation et la simulation des SD représente un domaine d’application
trés important. En effet, les besoins en simulation de SD se retrouvent par exemple dans tous les domaines
ou on peut difficilement effectuer une expérimentation :

soufflerie numeérique,
simulations nucléaires,
— résistance des matériaux,
— évolution des éco-systémes,
— modélisation des semi-conducteurs et des supra-conducteurs,
chromo-dynamique quantique,
dynamique moléculaire et réactions chimiques,
croissance de cristaux et problémes de morphogénése,

— et finalement toutes les applications de « réalité virtuelle » correspondant & la simulation de phénoménes
dans un monde abstrait.

Les entités constituant le systéme sont caractérisées par des grandeurs appelées variables dont la valeur évolue
au cours du temps. L’ensemble des variables qui décrit le systéme forme 1’état du systéme. Les variations
dans le temps de cet état composent la trajectoire du systéme et constituent le phénoméne que ’on veut
modéliser. L’espace dans lequel se déroule le phénoméne correspond a ’ensemble des variables.

Il existe de nombreux formalismes différents pour décrire un SD. Par exemple, les physiciens classent
traditionnellement les modéles de systémes dynamiques suivant le type continu ou discret de 1’état, du
temps et de ’espace. La table 1 donne des exemples de formalismes utilisés pour décrire ces SD.

Initialement application de 'informatique, la simulation devient elle-méme un paradigme de programma-
tion et, de ce fait, un langage de haut-niveau pour la simulation développe un nouveau modéle de program-
mation. En effet, les phénoménes du monde physique constituent, sous une forme idéalisée, les objets d’un
nouveau calcul. On peut identifier les relations qui existent entre les étapes de modélisation et de simulation
d’un SD et les étapes de construction d’un programme :

description d’un monde
parameétres de la description
phénomeénes dans le monde décrit

programme informatique
données du programme
résultats du calcul

Equati - . Ré
C: continu quzjm .101,1 Equation . fzsezi.u Automate
. ’ aux dérivées ors . d’itérations .
D: discret. . différentielle ] cellulaire
partielles couplées
Espace C D D D
Temps C C D D
Etat C C C D

TAB. 1 — Divers formalismes utilisés pour la modélisation de SD et leur caractérisation (continu, discret) par
rapport a l’espace, le temps et I’état. Le seul moyen de décrire et d’étudier le comportement de ces formalismes
passe souvent par la simulation. Celle-ci étant faite sur un ordinateur digital, il est nécessaire de discrétiser
le temps, Uespace et les valeurs décrivant I’état. Cependant, le programme a écrire pour la résolution d’une
équation aux dérivées partielles est trés éloigné du programme d’un automate cellulaire : le nombre d’états
en jeu dépasse de plusieurs centaines d’ordres de grandeur l’espace des états d’un automate cellulaire et un
flottant IEEE est une bonne approximation d’une variable réelle. Mais il existe un cadre commun d tous ces
formalismes, et que doit prendre en compte un langage dédié a ce type de simulation, c’est la représentation
du temps et de ’espace.
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Ce point de vue fertile est a l'origine de 'invention de nouveaux algorithmes (comme par exemple les
procédures de recuit-simulé, les algorithmes évolutionnistes, les réseaux neuro-mimétiques...), et participe
plus généralement d’'un domaine de recherche nouveau, identifié sous le nom « Parallel Problem Solving from
Nature » [SM91].

I.2 Langages expressifs ou efficaces pour la simulation des systémes
dynamiques

Les applications de simulation des SD nécessitent de grandes puissances de calcul. Elles représentent
d’ailleurs la majorité des applications des super-ordinateurs actuels. L’initiative du « Grand Challenge » [NSF91]
qui a pour but le développement de I'infrastructure matérielle et logicielle pour atteindre le tera-ops, rappelle
que l'expérience numérique, devenue indispensable dans toutes les disciplines scientifiques, n’est envisageable
que si on dispose des ressources de calcul nécessaires. Cela est vrai surtout dans le domaine de la prédiction
par simulation. Par exemple, les premiéres simulations, en 1950 par VON NEUMANN, d’un modéle de cir-
culation atmosphérique barotrope (c’est-a-dire négligeant les variations de température le long des surfaces
isobares), effectuée sur 'E.N.I.A.C., ont permis de calculer I’évolution météorologique sur une durée de 24
heures dans une région donnée [CFVN61]. Hélas, la simulation avait nécessité 24 heures de calculs!

Un langage de programmation ne peut avoir aucun impact sur l'efficacité du modéle. Il peut par contre
permettre une utilisation optimale des ressources fournies par ’architecture sur laquelle est exécuté le pro-
gramme. Cependant, un langage pour la simulation se doit aussi d’étre expressif.

La notion d’expressivité correspond aussi & un critére d’efficacité, mais cette fois-ci elle concerne la
tache de programmation. En effet, la simulation correspond & une méthode ot 'on extrait un modéle d’un
phénomeéne que ’on désire étudier, afin de pouvoir effectuer des expériences a partir de ce modéle, et étudier
son comportement dans des situations diverses. Un modéle est toujours une représentation simplifiée du
phénomeéne que 'on désire simuler, mais il doit en conserver les caractéristiques principales, afin que les
conclusions de la simulation soient en rapport avec le systéme étudié. Pour pouvoir définir efficacement un
modeéle, il est nécessaire de définir un formalisme qui soit le plus proche possible de la classe d’applications
que l'on désire modéliser. Si on essaye de formaliser un SD a ’aide d’un langage impératif classique, il est
évident que la majeure partie du temps sera consacré a la résolution de problémes d’intendance tels que:

la représentation des entités de la simulation,
— la gestion de la mémoire,
la représentation du temps logique et sa gestion,
— la gestion du séquencement des activités des entités de la simulation.

Un langage pour la simulation des SD doit donc offrir des concepts de haut-niveau pour faciliter la pro-
grammation des applications. Cet objectif n’est pas nécessairement antinomique avec un objectif d’efficacité.
En effet :

— Il est rappelé dans [NSF91] que 'augmentation de la taille des problémes traités est due en parts égales
a:
1. Paugmentation des performances du matériel,
2. la sophistication des algorithmes.

Par conséquent, en permettant d’exprimer des algorithmes plus sophistiqués, on améliore aussi Ueffica-
cité de la simulation. Par ailleurs, il faut prendre conscience [FKB96, Zim92, GG96, Can91, MGS94]
que 'utilisation de langages rudimentaires comme Fortran77 empéche le développement de nouveaux
algorithmes (cf. le développement des nouveaux solveurs et des nouvelles librairies scientifiques en
C++ [BLQ92, KB94, ASS95, HMST94, PQ93, PQ94, LQ92)).
Un langage de haut-niveau, puisqu’il est indépendant d’un architecture matérielle particuliére, conduit
de facto au développement de programmes plus portables puisqu’ils ne sont pas liés & une implémen-
tation particuliére, et sont donc plus aptes & profiter des évolutions technologiques.

— Un langage de haut-niveau peut se compiler efficacement, tout au moins pour la partie du langage qui
peut s’implémenter efficacement ! Si les concepts offerts par un langage de haut-niveau sont proches
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d’une application, mais que ces concepts s’implémentent mal sur une architecture donnée, alors la
probabilité est grande que cette application sera inhéremment inefficace, quel que soit le langage utilisé
pour la coder.

I.3 81/2: un langage expressif pour la simulation

Le but poursuivi par le projet 81/2 est ’étude et le développement de structures de données et de controle
permettant une programmation expressive des applications de SD. L’implémentation efficace de ces structures
est aussi étudiée, et donne lieu au développement d’un langage expérimental nommé 81 /2.

Le langage 81/2 a adopté un style déclaratif de programmation. En effet, 'utilisation d’un style déclaratif
permet de considérer que les lois d’évolution du SD, exprimées sous la forme de relations fonctionnelles entre
variables, constituent un programme.

Nous avons vu que la simulation d’un SD nécessite 'expression de I’évolution des variables d’un systéme
dans deux dimensions particuliéres : I’espace et le temps. La variation, en 81,2, d’une valeur dans le temps est
rendue par une structure de données adaptée: la série ou stream. La représentation de I’état d’'un domaine
de I’espace conduit au concept de collection : un ensemble structuré de valeurs qui est manipulé comme un
tout homogéne. La combinaison de ces deux structures de données est appelée un tissu: un tissu représente
la trajectoire, dans le repére (temps, espace, valeur) d’un SD (voir la figure 1).

Valeurss

les Streams
%)
/5
&
<
I
o | Y
\q‘;) 1 4
Temps

les Structures Dynamiques

Espace

FiGc. 1 — Un tissu spécifié par une équation 81/2 est un objet dans le repére (temps, espace, valeur). Un
stream est une valeur variant dans le temps; une collection représentant la variation d’une valeur dans
l’espace. La variation de l'espace dans le temps détermine une structure dynamique.

Objectif de ma thése

C’est dans cette perspective que s’inscrit le travail de cette thése. L’objectif du travail que nous présentons
dans ce document est de concevoir et d’étudier des représentations dynamiques de ’espace dans un cadre
déclaratif. En effet, 'intégration de modéles de données proches des objets mathématiques utilisés, doit
permettre de réduire d’avantage le fossé entre modéles et langages de programmation, afin de simplifier les
algorithmes et les programmes.

Notre motivation principale est de pouvoir développer facilement :

e la simulation des phénoménes hautement dynamiques, comme les phénoménes de morphogénése ;

e la simulation de SD pour lesquels 'espace des états n’est pas connu a priori, mais doit étre calculé
conjointement avec 1’évolution temporelle du systéme.
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La suite de cette partie est consacrée & la présentation du langage 81/2 tel qu’il existe et est défini
dans [Gia91a, GS93]. Les concepts que nous développons sont motivés et illustrés par des exemples de taille
restreinte en lignes de code, mais néanmoins représentatifs des problémes que ’on rencontre en simulation.
Nous les illustrons aussi par des exemples purement informatiques, car les concepts étudiés dépassent le
champ d’application de la simulation de SD et présentent un intérét « pour eux-mémes ».

La deuxiéme partie de ce document étudie la représentation d’un espace homogéne a I’aide d’une nouvelle
structure de donnée déclarative: le champ basé sur un groupe.

La troisiéme partie étudie la représentation d’un espace hétérogéne a travers le concept d’amalgame.

Enfin, la quatriéme partie intégre ces deux nouvelles structures de données dans le langage 81/2, définissant
le langage 81/2p .






Chapitre 11

Le langage déclaratif 81,2

II.1 Description du langage déclaratif 81,2

Le langage 81/2 est un langage déclaratif: un programme est un ensemble d’équations qui définissent des
tissus. Un tissu est la combinaison de la notion de stream et de collection. La dimension « stream » d’un
tissu permet de représenter la trajectoire d’'un SD; la dimension « collection » permet de représenter son
état.

Une équation 81/2 est de la forme:
id = expr

ou id est un identificateur et expr une expression pouvant faire référence & d’autres identificateurs de tissus.
On dit que id est le definiendum et expr le definiens. Cette équation peut se lire comme une définition
(celle de id) mais aussi comme une relation qui doit étre maintenue vraie entre le tissu id et les tissus qui
apparaissent dans expr.

Pour des raisons de simplicité, nous allons d’abord présenter la notion de stream, puis celle de collection.
Les opérations définies sur un stream s’appliquent & un tissu, en considérant la dimension stream du tissu.
Il en va de méme pour les opérations agissant sur les collections.

11.2 La notion de stream

Pour simplifier le traitement formel des programmes, TESLER et ENEA [TEG8] ont défini la notion de
langage a assignation unique. Afin de prendre en compte les structures de controle itératives, une variable
ne pouvait alors plus dénoter une valeur unique, mais devait étre étendue pour pouvoir dénoter une suite
(éventuellement infinie) de valeurs. De telles suites infinies de valeurs, appelées streams, peuvent étre ma-
nipulées intensionnellement, c’est-a-dire comme des touts sans faire explicitement référence aux éléments la
constituant.

La notion de stream permet, de représenter les itérations d’une maniére « mathématiquement respectable »
pour citer [WAB85] et méme [Wat91]: « les expressions sur les suites infinies de valeurs sont aux boucles ce
que la programmation structurée est aux gotos ».

Cette approche a donné lieu au développement du paradigme data-flow sous des formes trés diverses et
dans des domaines d’applications variés. Dans un modéle data-flow, ou plus généralement dans les langages
de programmation déclaratifs, les données sont spécifiées par des équations (dans un langage data-flow, ce
sont les streams qui sont spécifiés par des équations). Depuis le langage Lucid [WAT6], bien des langages
s’inspirant du modéle data-flow ont été proposés: Lustre [CPHP87] et Signal [GBBG86] dans le domaine de
la programmation temps-réel, Crystal [Che86] pour la conception et le développement d’algorithmes systo-
liques, Palasm [SG84] pour la programmation des PLDs, Daisy [Joh83] pour la conception des circuits VLSI,
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81/2 [Gia91b, MDVS96] pour la simulation paralléle, Unity [CM89] pour la spécification abstraite des pro-
grammes paralléles, etc. De plus, la définition déclarative de streams est un sous-produit naturel de ’analyse
de dépendances d’un langage impératif conventionnel comme Fortran (dans ce cas, un stream correspond aux
valeurs successives prises par une variable dans une boucle).

I1.2.1 Les streams synchrones

Les streams synchrones ont été proposés dans les langages Lustre et Signal comme un outil pour la pro-
grammation des systémes réactifs temps-réels. Dans ces deux langages, la succession des éléments dans un
stream est fortement liée & la notion du temps: 'ordre de calcul des éléments dans le stream est le méme
que l’ordre de succession de ses éléments [PKL93].

Cette propriété n’est pas vraie en Lucid : le calcul de I’élément ¢ du stream A peut nécessiter le calcul de la
valeur de I’élément i + 1 de A. Par ailleurs, le calcul de I’élément ¢ du stream A n’est pas synchronisé avec le
calcul de I’élément ¢ d’un stream B. A I'opposé, la synchronisation des calculs est un contrainte fondamentale
en Lustre ou en Signal!. Par exemple, I'expression

A+ B

ot A et B sont des streams (le résultat est un stream dont le 7€ élément a pour valeur la somme des 7€ éléments
des streams A et B), n’est permise que si le calcul des éléments de A et de B prend place au méme instant.

Ce type de contrainte requiert que les streams A, B et A+ B partagent une référence temporelle commune :
I’horloge du stream. De plus, on restreint les expressions de streams de telle maniére que le calcul d’un élément
du stream ne fasse référence qu’a un ensemble statiquement limité de valeurs précédentes du stream [Cas92].
De cette maniére, on peut identifier la succession des éléments dans un stream avec le passage du temps dans
le programme.

I1.2.2 Les streams 81/2

Les streams du langage 81/2 partagent avec I’approche précédente 1’'idée de comparer 'ordre d’occurrence
d’un élément dans des streams différents, mais il est toujours possible de composer deux streams. Ainsi, le
stream A + B est toujours défini. Pour que cette expression ait un sens bien défini, il est nécessaire que tous
les streams partagent une référence temporelle commune : un temps global partagé. Les instants de ce temps
global partagé sont appelés tics. L’ensemble des instants pour lesquels un élément du stream A est évalué
est appelé horloge de A et correspond aux tops? du stream. Les valeurs d’un stream étant « égrenées » dans
le temps, nous appellerons valeur instantanée d’un stream la valeur de 1’élément, correspondant & I'instant
courant.

L’horloge d’un stream correspond & l’ensemble des instants sur lesquels on doit déclencher un calcul afin
de continuer a satisfaire la définition du stream. Par exemple, I’horloge de A + B est constituée de I'union
des horloges de A et de B puisque la valeur instantanée de A+ B est susceptible de changer quand la valeur
instantanée de A ou de B change, c’est-a-dire si l'instant courant appartient & ’horloge de A ou de B. La
valeur d’un stream est cependant observable & tout instant et sa valeur instantanée est la valeur calculée au
premier tic précédent dans son horloge.

On peut dire que le concept de stream en Lustre ou Signal correspond & une logique de signal instantané
tandis que le stream 81/2 correspond & une logique de niveau. La notion d’horloge en 81/2 correspond donc
plutot & la spécification des instants o ces valeurs doivent étre produites plutot qu’aux instants ou elles
doivent étre consommeées. De plus, la valeur courante d’'un stream est toujours utilisable. Cela ne permet
donc pas & 81/2 d’exprimer des contraintes temps-réel (comme par exemple d’exprimer que ’horloge de deux
streams doit étre la méme, comme le permet la primitive synchro du langage Signal). En revanche, il est
plus facile de composer arbitrairement des streams, ce qui est nécessaire par exemple pour I'expression des
trajectoires d’un systéme dynamique [MGS94].

1. Elle permet de spécifier par exemple qu’une action doit avoir lieu & une heure fixe, midi pile par exemple, un genre de
contrainte qu’on veut usuellement exprimer dans les applications temps-réel, cf. [BB91, Hal93] pour une introduction générale
a la programmation temps-réelle synchrone.

2. La dénomination « tic » et « top » provient de ’analogie avec une horloge : entre deux « tops » se produisent des « tics ».
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11.2.3 Les opérations sur les streams

Dans cette section, nous allons présenter succinctement un certain nombre d’opérateurs qui agissent sur
les streams. Nous utiliserons la notation suivante:

<1;2;2;2;3;4;... <

pour désigner un stream dont le premier élément vaut 1, le deuxiéme 2, etc. Les tics faisant partie de
I’horloge du stream sont représentés par des valeurs soulignées. Dans I’exemple précédent, les tics 0, 1, et 4
(la numérotation des éléments d’un stream commence & 0) sont des tics de 'horloge mais aussi des tops.

I1.2.3.1 Les constantes

Une constante n dénote le stream :

<n,nn,nn... <

La constante Clock 0 dénote le stream :

< true;true;true; true; true; . .. <

Plus généralement, la constante Clockn (avec n > 1) dénote le stream de booléens vrais ayant un top tous

les n tics ; pour une valeur négative de n, le stream de booléens ayant un top tous les tics avec une probabilité
de 1/n.

I1.2.3.2 Le retard ou délai

L’opérateur de retard permet de référencer la valeur d’un stream au top précédent. Un stream A retardé
se note $A. Nous donnons dans la table 1 un exemple de stream retardé.

Numérodetic | 0 | 1 |2 | 3|4 |5 |6
A 1122 3134
$A nil |1 |1]1]2]|2]3

TAB. 1 — Exemple de stream retardé

L’horloge d’un tissu A retardé est identique a I’horloge de A au premier top prés. La valeur de $A est
définie a partir du tic consécutif au premier tic de A.

11.2.3.3 La quantification des équations

Il est parfois nécessaire de spécifier une valeur & un top donné (par exemple pour spécifier une valeur
initiale). Pour ce faire, on utilise la quantification des équations. La définition :

SQ0 = A;

permet d’indiquer que la valeur du premier top de S est donnée par la valeur du premier top de A. L’opérateur
@ (at) limite la portée d’une équation a un top donné: celui de son argument, qui est obligatoirement une
constante entiére.

Le programme suivant :

S@0 = A;
S = B;

définit la valeur de S comme étant celle de A sur le premier top et celle de B aprés. L’équation S = B n’est
pas quantifiée et s’applique quand aucune équation quantifiée ne peut s’appliquer. Par exemple, si:

A = <0;0;0;0;0...<
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B = <3;4;4;4;5;...<
alors:
S =<0;4;4;4;5;... <

Le signe = se lit: « s’évalue en ». Il est possible de définir autant de quantifications que nécessaire sur un
stream.

11.2.3.4 L’échantillonneur

Dans I’équation :

S = Awhen B;

le stream B doit étre un stream de valeurs booléennes. L’horloge du stream résultat est constituée des tops
de B sur lesquels B est vrai. La valeur du stream résultat est la valeur du tissu A sur les tops de la nouvelle
horloge.

L’opération d’échantillonnage est une opération de controéle: elle peut étre considérée comme une vanne
permettant de faire (ou de ne pas faire) passer le flot des valeurs de A. C’est pourquoi cet opérateur est
appelé un échantillonneur, cf. table 2.

Numéro de tic | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
A 1|2 2 3 4 4 5 6 6

B nil | nil | false | true | false | true | true | false | false
Avwhen B nil | nil nil 3 3 4 5 5 5

TAB. 2 — Exzemple de stream échantillonné par l’opérateur when

En 81/2, il existe d’autres opérations d’échantillonnage sur les streams (until, after, at) que nous ne
présenterons pas ici. Le lecteur se reportera a [Gia91a] pour une définition des variantes existantes.

I1.3 La notion de collection en 81/2

I1.3.1 Collections et opérations intensionnelles

Une collection est un agrégat d’éléments qu’on peut manipuler comme un tout. Par exemple, les tableaux
en APL [FI73] sont des collections. Par contre, les tableaux en Pascal ne sont pas des collections car la
principale opération permise sur un tableau est ’accés a un seul élément : par conséquent il n’est pas possible
de les manipuler globalement (par une opération d’addition de deux tableaux par exemple).

La structure de collection est présente dans de nombreux langages de programmation. Nous citerons,
par exemple, l'ensemble (SETL [SDDS86]), le multi-ensemble (GAMMA [BCMSS]), le vecteur (*LISP [Thi86]),
I'imbrication de vecteurs (NESL [Ble93], 81/2 [Gia91a]) et bien siir le tableau multidimensionnel (APL [Ive87],
HPF [Ric93], MOA [HMO1], indexical Lucid [AFJW95], etc.)

I1.3.2 Les collections en 81,2

Les éléments d’une collection se notent entre accolades { ..., ...}, chaque élément étant séparé par une
virgule ou un point-virgule. En 81,2, il y a deux types de collections. Le premier type de collection correspond
a des imbrications homogénes de vecteurs, et le deuxiéme type & un ensemble labellé de valeurs quelconques
(elle peuvent donc aussi étre imbriquées).

La figure 1 donne un exemple de représentation arborescente d’une imbrication de collection. Les nceuds
internes de 'arbre sont des collections et les feuilles de cet arbre correspondent aux éléments scalaires de la
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ieme cardinal T={{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}} collection

e

3 = T.0 T.1 T.2
| /\ /\ /\ ¢
2 =< T.0.0 T.0.1 T.1.0 T.1.1 T20 T.21

niveau d'imbrication croissant

\L 1 2 3 4 5 6

valeurs scalaires
de la collection T.2

la geometrie de T est int[3][2]

FiGc. 1 — La géométrie des collections imbriquées homogénes en 81/2

collection. Cette représentation permet de définir la dimension d’une collection dont la valeur est égale a la
profondeur de 'arbre qui lui est associé, moins un. On appelle rang d’une collection, la liste des nombres de
fils d’un neceud & chaque niveau. Par exemple, la collection :

{{1,2},{3,4},{5,6}}

a une dimension égale & 2 (il y a deux niveaux d’imbrication) et le rang est égal a {3,2} (le premier niveau
comporte 3 éléments, le second niveau en comporte 2).

I1.3.3 Les collections homogénes

Une collection est dite homogéne si toutes les régions de l'espace définies par ses imbrications sont
semblables. Autrement dit, les éléments d’une collection homogéne ont tous la méme dimension; si 'on
considére la collection homogéne comme un arbre, le nombre de fils d'un nceud de ’arbre est le méme pour
tous les fréres du noeud. La figure 2 est un exemple de collection homogéne et de collection non-homogéne
(une collection non-homogeéne est dite hétérogéne). Pour simplifier, on considére qu’une collection homogéne
correspond a un tableau (a la C).

Le type d’une collection homogene en 81/2 consiste en la définition du type scalaire de ses éléments (collec-
tions feuilles) ainsi que de la géométrie de la collection. Le type scalaire est un élément de {Int,Bool,...};
la géométrie est une liste d’entiers positifs ot la n€valeur représente le nombre d’éléments du n€niveau
d’imbrication. Le nombre d’éléments dans la géométrie est le cardinal de la collection.

collection A vue comme un arbre

W

collection homogene A

000

oo\

collection heterogene B OADOANO

uolsuawip

collection B vue comme un arbre

Fi1Gc. 2 — Imbrication homogéne et hétérogéne de collections. La collection A est homogéne car tous les
éléments de A ont la méme dimension et chaque élément de A a le méme nombre de fréres dans la structure.
On peut considérer que A est un tableau. Ce n’est pas le cas de la collection B : les éléments de B n’ont pas
tous la méme dimension et le nombre de fréres d’un élément, a un niveau donné, n’est pas constant.
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Le typage des équations 81/2 est implicite : on ne spécifie pas (ou au minimum) les informations de type et
de géomeétrie sur les collections. Toute constante scalaire peut se transformer implicitement en une collection
constante. Par exemple, la constante 5 correspond & une collection homogéne, de géométrie quelconque, dont,
la valeur en tout point est égale & 5. La géométrie d’une (collection) constante est automatiquement inférée par
le compilateur quand c’est possible, c’est-a-dire quand le programme fournit suffisamment d’informations sur
les géométries. Une constante scalaire permet donc de dénoter de maniére uniforme plusieurs tissus constants
de géométries différentes.

Dans la suite de cette section, nous allons présenter un certain nombre d’opérateurs permettant de
construire des expressions. Ces opérateurs, sauf mention contraire explicite, s’appliquent uniquement a des
tableaux.

11.3.3.1 L’a-extension des opérateurs scalaires

L’a-extension, notée « " » , est un opérateur qui permet d’étendre une opération scalaire sur des éléments
de type S en une opération sur des collections d’éléments de type S. L’a-extension se fait par ’application de
la fonction élément par élément. Par exemple, ’expression suivante applique 'opérateur d’addition scalaire
+ aux deux collections en argument :

+ M1,2,34{4,5,6} = {5,7,9}

En 81/2, Pa-extension est implicite pour tous les opérateurs arithmétiques (+, *...), les opérateurs rela-
tionnels (<, >...), les opérateurs logiques (A, ||...), et la conditionnelle if ...then...else.... La notation
infixe usuelle est utilisée pour les opérateurs standards. L’a-extension de ’addition des collections précédentes
s’écrit alors simplement :

{1,2,3} + {4,5,6}

Les opérateurs implicitement a-étendus sont naturellement surchargés pour permettre une application a des
expressions, qu’elles soient scalaires ou de géométrie quelconque.

11.3.3.2 La (-réduction

La -réduction®, notée « \ », est un opérateur qui transforme une fonction f de deux variables scalaires
en une fonction sur les collections. La fonction f est utilisée pour combiner tous les éléments d’une collection.
Par exemple, dans I'expression suivante :

+\{1,2,3} =1+4+(2+3) = 6
max\{1,2,3} = max(l,max(2,3)) = 3

I'utilisation de la B-réduction avec des opérateurs + ou max permet de sommer les éléments d’une collection
et respectivement d’en sélectionner le plus grand élément.

L’ordre de réduction n’étant pas précisé, la fonction f doit étre associative si l’'on veut un résultat déter-

ministe. En 81/2, cet ordre est dépendant de "implémentation et il est de la responsabilité du programmeur

de n’utiliser que des fonctions associatives?.

Si la collection est imbriquée, la (-réduction s’applique aux éléments de la premiére dimension. Par
exemple :

max\ {{7,12,14,8},{16,10,11,10}} = {16,12, 14,10}
La (-réduction de chacun des éléments du vecteur se fera & ’aide de I’a-extension :

(max \)"{{7,12,14,8},{16,10,11,10}} = {14,16}

3. La (-réduction du data-parallélisme qui nous concerne ici ne doit pas étre confondue avec la 3-réduction du A-calcul.
4. On laisse au lecteur le soin d’imaginer les différents résultats de la S-réduction d’une collection par un opérateur de division.
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11.3.3.3 L’opération de balayage ou scan

La (-réduction se généralise grace a opérateur de balayage noté « \\ » : cet opérateur permet de calculer
une collection dont le i€ élément a pour valeur la réduction des i®S premiers éléments de la collection. Par
exemple, sur des collections de dimension 1 (des vecteurs) :

A\ {1,1,1,1} = {1,2,3,4}
max\\ {1,3,2,4}) = {1,3,3,4}

et, sur une collection de dimension 2:

{7 12, 14, 8} {7, 12, 14, 8}
maz\\{ {16, 10, 11, 10} » = { {16, 12, 14, 10}
{1, 2 3 20} {16, 12, 14, 20}

11.3.3.4 Coupure et extension d’une collection

L’opérateur de coupure et d’extension « : [] » permet d’étendre et de restreindre les dimensions d’une
collection. L’expression e : [¢1, . .., ¢,] permet de modifier le nombre d’éléments dans chacune des dimensions,
par troncature ou réplication. Le terme [c,. .., ¢,] représente le rang du résultat. Par exemple:

A = {1,2,3,4}

B = {{1,2},{3,4},{5,6}}
alors:

A:[2] = {1,2}

B:[2,3] = {{1,2,1},{3,4,3}}

11.3.3.5 La concaténation des collections
L’opérateur de concaténation, noté « #,, » permet de concaténer deux collections en les mettant « bout

a bout » suivant la n€ dimension (on abrége les opérateurs « #o » et « #1 » respectivement par « # » et
« #  ». Par exemple, la concaténation des expressions A et B suivantes:

A

Il
—N

B

Il
—N
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11.3.3.6 La sélection

11 est possible d’accéder a la valeur d’un point d’une collection (homogéne ou hétérogene) grace a I’opéra-
teur de sélection qui se note « €. n » ol e est une collection et n un entier positif. L’indexation des collections
commence & 0. Par exemple, pour A = {{1,2},{3,4}}:

A.0 = {1,2}

A.l = {3,4}

A.2 = opération invalide car elle correspond & un accés « en dehors des bornes »
A.0.1 = 2

11.3.3.7 La permutation généralisée

L’opérateur de permutation permet de ré-ordonner les éléments d’une collection suivant les indices d’une
autre collection. Soit A = {1, 2, 3,4, 5,6} une collection et I = {0, 0, 2,1} la collection des indices des éléments
a sélectionner dans A. Alors:

A = {1,1,3,2}

et Vi € [0,5],A(I) + i =A . (I . ). La permutation se note avec des parenthéses. Voici un autre exemple ou
les éléments de I ne sélectionnent pas des scalaires, mais des collections. Si B = {{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}},
alors

B(I) = {{1,2,3},{1,2,3},{7,8,9},{4,5,6}}

L’opération de permutation en 81/2 est plus générale: la collection des indices peut étre une collection
imbriquée. Par exemple:

= {{07 1}a {27 O}}
AlJ) = {{1.2},{3.1}}
= {{{1,2,3},{4,5,6}},{{7,8,9},{1,2,3}}}

11.3.3.8 L’opérateur iota

L’opérateur iota® est noté « ’ » en 81/2. Si I'opérateur iota a pour argument un entier, alors le résultat
d’une expression ‘n est la collection des 0 & n — 1 premiers entiers. Dans le cas ol on applique cet opérateur
a une collection (on parle alors de l'opérateur iota généralisé), celui-ci retourne la collection des indices
correspondant a la géométrie de I’argument. Si on parle en termes de coordonnées d’un point pour désigner
la suite des indices permettant d’accéder & un point, alors 'opérateur iota permet de construire la collection
des coordonnées.

L’utilisation conjointe des opérateurs iota et de permutation permet d’effectuer le décalage des éléments
d’une collection. Par exemple, ' A+{{{1,0}}} est une collection qui indice les voisins nord de A, en considérant
la direction nord comme la direction ot l'indice ¢ d’un élément de position (i,j) est décrémentée. Une
sélection de A suivant cette collection permet, de décaler la collection A dans le sens des lignes décroissante
(correspondant a un décalage vers le « nord » dans un voisinage NEWS), c¢’est-a-dire de construire la collection
ou tous les éléments occupent une position au « nord » de leur position initiale dans A.

I1.3.4 Les collections hétérogénes: les systémes

Un systéme est une collection d’éléments nommés. Par exemple, ’expression suivante :
A = {a=1,b=1{2,2}}
définit une collection de deux éléments, dont le premier élément a pour valeur la collection constante 1 et

le second élément a pour valeur la collection {2,2}. On peut maintenant accéder aux éléments de cette
collection, de facon classique, par une position :

A.0 = 1

5. L’opérateur iota provient du langage APL.
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A.1 = {2,2}
mais aussi par l'identificateur qui est attaché & la définition :

A.a = 1
A.b = {2,2}

Par ailleurs, on assimile une collection hétérogéne & un systéme en utilisant un mécanisme de nommage
implicite : chaque élément d’une collection hétérogéne est identifié par sa position. Ainsi, I’expression :

{1,{2,2}}

est une collection qui n’est pas un tableau car ses éléments sont de types différents. Cette collection est un
systéme, l'identificateur du premier élément étant le label numérique 0, I'identificateur du second élément
étant le label 1. On surcharge naturellement les opérateurs de concaténation, de définition (les accolades) et
de sélection, afin de faciliter I’écriture d’expressions impliquant les systémes et les tableaux.

Le nommage des éléments d’un systéme ressemble & une équation en 81/2: en fait, c’est une équation
81/2. Par exemple, le systéme:

{a=1,b={a+1,a+1}}
s’évalue en:
{a=1,b=1{2,2}}

Un systéme correspond donc a un paquet d’équations et permet de structurer le code 81/2.

II.4 Combinaison de collections et de streams: le tissu 81/2

La programmation en 81/2 se fait & travers une structure de données unique, le tissu. Un tissu est :

soit un stream dont la valeur instantanée est une collection homogéne, dont la géométrie est indépen-
dante de l'instant considéré,

— soit un systéme dont les éléments sont des streams.
Ces deux aspects étaient plus ou moins confondus dans [Gia91a]. En effet, on peut remarquer que:

un stream de collections homogeénes peut se voir comme une collection de streams (un stream par
élément) qui ont tous la méme horloge,
une collection homogéne est un cas particulier de collection hétérogeéne (grace au schéma de nommage
implicite).
Pour le moment, nous maintiendrons une claire distinction entre les notions de tableau et de systéme.
Dans le chapitre suivant, nous décrivons quelques exemples d’expressions 81/2.






Chapitre 111

Exemples d’expressions 81/2

Dans le chapitre précédent nous avons décrit rapidement le langage déclaratif 81/2. Nous décrivons dans
ce chapitre des exemples de programmes 81/2 naturellement orientés vers des applications de simulation et
par conséquent la manipulation d’espaces. Le plan de ce chapitre est le suivant :

— Le premier exemple (cf. section III.1) décrit la simulation d’un systéme réactif dont les niveaux internes
varient au cours du temps.

— Le second exemple (cf. section II1.2) correspond & une implémentation en 81,2 d’équations différentielles
couplées sur un réseau : le modeéle chimique de diffusion réaction d’A. TURING développé initialement
pour tenter d’expliquer la formation de motifs dans un substrat homogéne.

Nous modélisons ensuite un phénomeéne de croissance simple, celui de la coquille d’un mollusque (cf. sec-
tion I11.3). Ce phénoméne de croissance, discrétisé dans ’espace et dans le temps, utilise une collection
support de dimension suffisante pour représenter les étapes successives de la simulation.

— Enfin, nous montrons la capacité du langage 81/2 & définir récursivement des structures de données (cf.
section II1.4).

Tous les exemples décrit dans ce chapitre ont été implémentés et exécutés dans un environnement 81/2
permettant la compilation des équations [MGS94, Mic96a]. Nous avons intégré a I'environnement d’exécution
des programmes 81,2 une liaison avec un outil de tracé graphique, le logiciel Gnuplot [WKC190|. Cette interface
est décrite dans ’annexe D.

IT11.1 Le wlumf

Nous souhaitons décrire un systéme réactif particulier, un « wlumf » [Leg91]: c’est une créature artificielle
dont le comportement, qui consiste principalement & manger, est régulé par le niveau de certains états internes
(on se référera & [Mae91] pour un tel modeéle dans le cadre de la simulation en éthologie).

Plus précisément, un wlumf est affamé quand sa glycémie est inférieure & une valeur limg;, . D’autre part,
il peut manger s’il dispose de nourriture dans son environnement (les valeurs des variables de I’environnement
changent de fagon aléatoire). Le métabolisme du wlumf est tel que quand il mange, sa glycémie atteint la
valeur limgs,,, puis décroit jusqu’a zéro & une vitesse de decg par unité de temps. Au début de la simulation,
le wlumf a une glycémie égale & initg. Toutes les variables décrivant le comportement du wlumf sont scalaires.
Essentiellement, le wlumf est constitué de compteurs et de bascules qui sont déclenchés et ré-initialisés a des
vitesses différentes. La définition du wlumf consiste en deux définitions; un environnement, ou sont définis
un tissu entier cpt qui représente un compteur, incrémenté avec une probabilité de 0.5 et un tissu booléen
nourriture qui & une valeur vraie quand cpt est un multiple de 2:

19
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env = {
cpt = S$cpt + 1when(Clock —2); ¢pt@0 = 0;
boolean nourriture = 0== (cpt%2);}

Ces définitions sont utilisées par la définition du wlumf:

wlumf ={
af fame = (glucose < 3);
af fame@Q0 = false;
glucose = if mangethen10else max(0, $glucose — 1) whenClock;
glucose@0) = 6;
mange = Saffame && env . nourriture;
mange@0 = false;}

ou le systéme wlum f définit : le tissu booléen af fame qui a une valeur vraie quand la valeur du tissu glucose
passe en dessous d’un seuil limite ; le tissu entier glucose qui a pour valeur la glycémie du wlumf & un instant
donné et enfin le tissu booléen mange qui a une valeur vraie quand le wlumf est affamé et que de la nourriture
se trouve dans son environnement (cf. figure 1).

14 T T 14 T T
Je mange —— Je mange ——
Glycémie Glycémie

12 - Nourriture dans le voisinage —— - 12 Nourriture dans le voisinage —— -

Je snis affamé Je suis affamé

o o |
. \( ( [ ] | J\ J\ ]
zﬂﬂuﬂ\’ﬂﬂ HHH\HHH\H HH\, ) HVH\JH\JM\ L HH[HH\JH\H\JH\JH\HHH,

A Y A A

60 80 100 120 140 160 0 60 80 100 120 140 160

(a) Une premiére évaluation (b) Une évaluation avec des initialisations différentes

Fic. 1 — Comportement d’un systéme dynamique hybride. Simulation du comportement d’un « wlumf »
dans des environnements ot les valeurs initiales sont différentes.

IT1.2 L’équation de diffusion—réaction d’A. TURING

Nous donnons ici un exemple d’équations différentielles couplées sur un réseau, exemple correspondant &
la deuxiéme colonne dans la classification donnée table 1 de la page 4.

Le mathématicien A. TURING souhaitait savoir si la forme des taches sur un pelage d’animal pouvaient
avoir une origine autre que génétique. Son modéle montre que des taches réalistes peuvent étre produites
comme le résultat d’un processus ne faisant pas intervenir de matériel génétique. Il a proposé un modéle de
réaction chimique pour expliquer la formation de motifs, comme le résultat de concentrations de certaines
substances chimiques, dans un milieu initialement homogéne. TURING appelle ces agents chimiques des
morphogénes [Tur52] et le modéle de réaction chimique, le modéle de diffusion-réaction. La forme générale
des équations de TURING est [Tur91]:
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4.15 T T 9 T T
Concentration— Concentration—

4.1 r B

4.05 ]

3.95 b

39+ b

3.85 . . . . .
0 10 20 30 40 50 60

40 50 60

(a) Etat du systéme aprés 100 pas de simulation (b) Etat du systéme aprés 1000 pas de simulation

Fic. 2 - Equation de diffusion-réaction dans un tore, d’aprés A. Turing. Le résultat de la simulation
est représenté aprés 100 pas de temps élémentaires (figure (a)), et aprés 1000 pas de temps, alors que le
phénomeéne décrit par le systéme dynamique est stabilisé (figure (b)). La variation constatée peut correspondre
a une quantité de colorant et le résultat peut s’interpréter comme des taches périodiqguement disposées le long
du tore.

ox 9
% _ G(z,y) + DyV?y
ot ’ Y

ou les équations définissent que le changement de concentration pour un morphogéne x & un instant ¢t dépend
d’une fonction F' des concentrations locales des morphogénes z et y et d’un processus de diffusion de z. La
constante D, exprime la vitesse de diffusion du morphogéne x et V2x est une mesure de la variation de la
concentration de x par rapport & ses voisins. Depuis l'introduction de ces idées, de nombreux systémes ont
été étudiés afin de mettre en évidence 'action de morphogénes dans un processus de diffusion réaction lors
de ’apparition de motifs.

Par exemple, le systéme différentiel de départ [BL74] qui gouverne ’état de la cellule r est:

Az, 1
7 = 1_6(16 - xryr) + (xr-i-l - 2xr + xr—l) (1)
Ay, 1

dt = E(xryr —Yr — 6) + (errl =2y, + yrfl) (2)

ol z et y représentent deux espéces chimiques en réaction, diffusant sur un tore de cellules indexées par r.
Dans ce modéle, le temps de la réaction chimique est continu alors que I’espace de la diffusion correspond
a l'espace discret des cellules. La programmation en 81/2 de ce modéle utilise bien str ’aspect stream d’un
tissu pour représenter le temps et I’aspect collection pour représenter 'espace des cellules. Le programme
81/2 est le suivant :

iota = '60;

droite = 1if(iota == 0)thenb59else(iota — 1);
gauche = 1if(iota == 59)then0else(iota + 1);
TSp = 1.0/16.0;

diffl. = 0.25

diff2 = 0.0625;
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T = $2 + $drwhenClock; z@Q0 = 4.0;

Yy = max(0.0, 3y + $dy) whenClock; y@Q0 = 4.0;
beta = 12.0 4 rand(0.05 % 2.0) — 0.05;

xdif f = x(droite) + z(gauche) — 2.0 * ;

ydif f = y(droite) + y(gauche) — 2.0 * y;

dx = rsp*x(16.0 —x x y)+xdif f = dif f1;

dy = rspx(x x y—y—beta)+ydiff = dif f2;

Dans le programme écrit en 81/2, on retrouve exactement les deux mémes équations (1) et (2) sous la forme
des tissus dx et dy, les autres équations correspondant & des calculs intermédiaires xdif f..., au calcul de la
condition initiale beta ou & I'accés aux voisins par une opération data-paralléle de gather : a(droite)... Une
simulation est illustrée par la figure 2.

A titre de comparaison, nous avons reproduit en annexe A le programme C effectuant les méme calculs
que le programme 81/2 que nous venons de décrire. La puissance expressive de 81/2 est évidente:

1. le programme 81/2 refléte exactement la décomposition du probléme et les équations (1) et (2) sont
directement traduites en 81/2 dans les équations dx et dy,

2. 70 lignes C sont nécessaires a ’expression du probléme en C contre 13 en 81/2.

L’efficacité du code 81/2 est excellente car le ratio du temps d’exécution 81/2 par rapport au temps d’exécution
en C n’est que de 1.72; en faveur de C [DV96, pp 21].

II1.3 Modélisation et simulation d’un processus de croissance simple
I’ammonite

Nous décrivons dans cette section la modélisation et la simulation d’un processus de croissance simple :
celui de 'ammonite. Nous détaillons les étapes de la modélisation, qui extrait d’'un processus complexe
une description informatique simple, puis nous donnons une version 81/2 du programme correspondant a la
simulation et enfin nous donnons le résultat de la simulation.

I11.3.1 Modélisation du processus de croissance

La spirale logarithmique est le modéle paradigmatique de la croissance d’un mollusque fossile : I’ammonite,
un membre du groupe des céphalopodes éteint au crétacé. On s’intéresse uniquement a la modélisation de la
croissance de la coquille du mollusque.

Nous présentons ici une version stylisée du modéle, ot la coquille est représentée sous la forme d’un carré
dans un espace discret, et ou les développements successifs se font suivant un des cotés du carré. On discrétise
le temps suivant lequel la croissance va se dérouler: on considére qu’a chaque étape de la simulation, une
transformation de la coquille a lieu. Le coté ou cette transformation s’opére est différent & chaque étape et
se déroule suivant un sens anti-horaire. Par exemple, si on choisit un maillage rectangulaire de ’espace muni
d’un voisinage de VON NEUMANN, la premiére étape de développement ayant lieu suivant le coté sud de la
coquille, la seconde étape aura lieu suivant le coté est, la troisiéme suivant le c6té nord, etc. De plus, & une
étape n du développement, la nouvelle portion de la coquille a une surface égale & la surface de la coquille &
I’étape n — 1. La figure 3 illustre la modélisation du processus de croissance que nous venons de décrire.

I11.3.2 Expression du processus de croissance en 81/2

Le domaine de croissance de 'ammonite est représenté sous la forme d’un tableau dont la taille borne
supérieurement toutes les générations au cours de la simulation. Ce tableau représente le support de la
simulation. Cependant tous ses éléments ne sont pas significatifs : les valeurs différentes de 0 « représentent »
I’objet modélisé. Le programme 81/2 correspondant & cette simulation est le suivant :
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N

4¢€ étape

1T€ étape I:I

(a) Une ammonite. (b) Représentation des quatre premiéres étapes du pro-
cessus de développement de la coquille de I'ammonite.

FiGc. 3 — Modélisation du processus de croissance de la coquille de I’ammonite.

cpt = $cpt + 1whenClock; c¢pt@0 = 0;
dir = cpt%4;
w@o = {{{2,0}}} : [32,32,2};

w[32,32,2] = switch(dir == 1) then $w else switch(dir == 2) then $w + $w else
switch(dir == 3) then $w else $w + $w;

1@ = {{{0,2}}}:[32,32,2];

1[[32,32,2] = switch(dir == 1)then$l + $/elseswitch(dir == 2) then$lelse
switch(dir == 3) then $l + $l else $i;

AQQ = (0:[15,32]#(0:[2,15]# 1:[2,2]# 0:[2,15]) #0 : [15, 32];

A[32,32] = if$Athen$A + lelseif($A) . depthen 1 else(whenClock;

North = if north > 31 then3l else if north < 0then0else north;

West = if west > 31 then31else if west < 0then(else west;

FEast = 1ifeast > 31then3lelseif east < 0then0elseeast;

South = if south > 31then31elseif south < 0then(else south;

north = 'A—S%w; east='A—$l; south='A+S$w; west="A+$I;

dep = switch(dir == 1) then Fast else switch(dir == 2) then South else

)
switch(dir == 3) then West else North;

Le tissu entier cpt implémente un compteur qui va représenter le numéro de génération de la coquille.
Le tissu entier dir spécifie suivant quelle direction il est nécessaire de faire croitre la coquille: c’est un tissu
qui est égal au reste de la division entiére de cpt par 4. Les tissus w et [ représentent la taille de 'ammonite
suivant un axe est ouest ou un axe nord sud. En fonction du coté suivant lequel la croissance doit avoir lieu,
le tissu dep est égal a la portion croissance de 'ammonite. Enfin, le tissu A spécifie la collection support
de la croissance de 'ammonite ou les valeurs différentes de 0 représentent les générations successives de la
croissance. Les générations les plus anciennes correspondent & des points de la collection support dont la
valeur est la plus élevée.

Le programme 81/2 n’est pas immédiat, pour deux raisons:
1. il est nécessaire de construire explicitement les permutations qui correspondent & un déplacement

suivant les quatres directions ;

2. il faut gérer explicitement les éléments définis et indéfinis de la représentation de 'ammonite dans le
tableau.
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Ces deux problémes seront résolus par l'introduction des GBF dans la partie suivante. On comparera avec
le programme équivalent proposé dans la quatriéme partie (cf. section XIV.4.3, page 219).

I11.3.3 Simulation du processus de croissance

La figure 4 illustre le résultat aprés 7 pas de simulations. Il apparait que la taille de la région, utilisée
pour représenter les 7 premiéres générations, est inférieure & la taille du tableau. En effet, dans la mesure ou
on ne connait pas la taille du domaine de I’espace qui représente la coquille & I’issue de la simulation, il est
nécessaire d’utiliser un tableau dont les dimensions excédent les besoins de la représentation du phénomeéne.

Croissance de I'ammonite (statique)—

Collection support
(éléments égaux a 0)

Fic. 4 — Simulation du processus de croissance de I’ammonite. Les cellules correspondant a une génération
de la coquille se situent a la méme hauteur.

IT11.4 Deéfinition récursive de tableaux

Le langage 81/2 permet la définition récursive de structures de données. Par exemple, le programme iota
suivant :

iota = 0 (1 +iota: [4]); (3)

définit une équation récursive. Il s’agit d’une forme particuliére de récursion, la récursion spatiale car la
référence récursive jota n’apparait pas comme opérande d’un opérateur de délai $ (voir le compteur ¢pt dans
le programme du processus de croissance de ’ammonite pour un exemple de récursion temporelle classique).

Oublions 'aspect stream des tissus et expliquons pourquoi 1’équation (3) a pour solution la collection
{0,1,2,3,4}. L’équation est valide pour chaque élément de la collection et on peut par conséquent affirmer
que:

iota « i = (0#1+dota:[4]) .1

pour 0 < i < 5 (c’est U'inférence de la géomeétrie des tissus qui permet de définir les bornes de 4, on verra a
ce sujet [Gia91a]). On obtient, grace aux propriétés de la concaténation :

tota .0 = 0
iota « i = 1+iota . (i—1) 1<i<h

et par conséquent :

tota 1 = 14iota.0=14+0=1
ota . 2 = 14iota.1=14+1=2
ota « 3 = 14iota.2=14+2=3

iota 4 = 14iota.3=14+3=4
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Remarquons que pour calculer la valeur de la collection iota . 7, il est nécessaire de connaitre la valeur de
iota « (i—1). Nous exprimons cette contrainte par le fait que les éléments i et i — 1 sont voisins '. De ce point
de vue, les voisins d’un élément, P sont les éléments accédés pour calculer la valeur de P. Dans I’équation (3),
les voisins sont définis implicitement par I’action de la concaténation de 0 & gauche, qui décale la collection
vers la droite, créant ainsi un ordre linéaire entre les éléments. La figure 5 illustre la progression des calculs.

Nous ne désirons pas réduire le concept de tableau (récursif) & celui de fonction. Ainsi, on ne permet que
les équations récursives dont le schéma de calcul correspond & une progression dans le calcul des valeurs,
d’un point & un point voisin: le calcul doit se propager le long d’un déplacement (pour un indice donné,
le calcul se fait soit sur les indices croissants soit sur les indices décroissants). Pour les tableaux 81/2, cette
contrainte a pour conséquence d’interdire les expressions récursives qui impliquent une permutation, et de
n’admettre que les expressions impliquant une concaténation et/ou une opération de coupure-extension. La
théorie associée est présentée dans [Gia91la, GS93|.

take

iota:[4]

iota = addition

0 # (iota:[4] + 1)

concatenation iota:[4]+1

Fic. 5 — Calcul de iotal5] par une méthode de récursion spatiale. L’indice correspond au numéro de géné-
ration de la valeur de la collection iota : a Uinitialisation, seule la valeur de iota . 0 est connue; ensuite, par
propagation du calcul vers la droite, l’ensemble des valeurs de la collection est calculé.

1. Cette terminologie est motivée par le postulat fondamental que, en physique, les actions sont locales dans 'espace (pas
d’actions instantanées a distance) et dans le temps (causalité). Cela signifie que I’état d’un point dépend uniquement de ’état
de ses voisins spatio-temporel. En conséquence, si la valeur en un point est nécessaire pour calculer la valeur en un autre point,
ces deux points sont forcément voisins dans un certain espace, I’espace (peut-étre abstrait) dans lequel le phénomeéne a lieu.
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Chapitre IV

Tableaux et représentation des espaces
homogeénes

La deuxiéme partie de ce document est consacrée a la représentation d’un espace homogéne. De telles
structures de données se rencontrent quand on discrétise de maniére réguliére un domaine de ’espace phy-
sique, par exemple pour la résolution numérique d’une équation aux dérivées partielles.

Le tableau est habituellement utilisé pour la représentation informatique des espaces homogénes. Mais il
présente de nombreux défauts: la topologie n’est pas explicite et elle reste trop simple, il ne permet pas la
représentation de formes arbitraires, etc.

Notre idée est de se concentrer sur la notion de voisinage d'un point et sur les déplacements permis
dans I'espace homogéne. Un voisinage peut alors se coder par la présentation d’un groupe. Cela constitue le
fondement de la notion de forme. Du point de vue informatique, une forme correspond au type d’un tableau.
Mais ce type est beaucoup plus riche que les types habituels.

Représenter un tableau comme une fonction sur Z" est 'approche des champs de données. Cette vision
permet au programmeur de manipuler les tableaux en intension. Dans cette lignée, nous étendons alors le
concept de tableau a celui de fonction partielle sur une forme. Le résultat est un champ de données basé sur
une structure de groupe ou GBF (en anglais).

Bien que motivé initialement par des applications concreétes, la riche structure dont sont munis les GBF
ouvre des perspectives trés intéressantes dans le domaine du typage et de la définition récursive des données.
En particulier, ils permettent d’unifier les concepts de tableau et d’arbre.

Structure de la partie. Cette deuxiéme partie se compose de quatre chapitres. Le premier chapitre com-
mence par préciser la notion d’espace a laquelle nous faisons référence. Nous poursuivons par la critique de
la notion de tableau, du point de vue de son utilisation dans la simulation des SD. Le chapitre se termine
par un état de ’art.

Le chapitre suivant est consacré a la notion de forme et de GBF, puis aux problémes de la définition
récursives de GBF. On ne permet que les schémas récursifs qui « respectent la notion de voisinage » spécifiée
par la forme du GBF. Nous abordons ensuite le probléme de l'implémentation des GBF. Un algorithme
général est proposé, qui repose sur l’existence de quelques mécanismes de base. Ces mécanismes de base
n’existent pas pour tous les groupes (il faut par exemple savoir résoudre le probléme du mot).

Le troisiéme chapitre détaille les mécanismes de base dans le cas des GBF correspondant a un groupe
abélien. Ces mécanismes ont été implémentés sous ’environnement de calcul symbolique Mathematica et ils
montrent la validité de I'approche adoptée.

Le dernier chapitre de la partie propose plusieurs exemples d’utilisation des GBF. En particulier, nous
montrons I’apport des GBF dans le codage d’une méthode de relaxation, dans un probléme de gaz sur réseaux
et pour la simulation de la croissance d’'une ammonite sur un maillage hexagonal.
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Structure du chapitre. Nous commencons par préciser la notion d’espace auquelle nous faisons référence :
c’est un ensemble de points, mais chaque point & des voisins. Cette notion n’apparait pas que dans les
applications de physique et nous faisons le paralléle avec la notion de graphe des dépendances des calculs.

Nous poursuivons par la critique de la notion de tableau, suivant trois point de vue: la représentation de
la topologie, la représentation d’une forme arbitraire, et les définitions récursives.

Enfin, nous passons en revue quelques formalismes qui ont été proposés pour modéliser la notion de
tableau. Nous examinons aussi le concept de tableau offert dans deux langages de haut-niveau. Et nous
finissons par un rapide examen de nouvelles bibliothéques de manipulation data-paralléle de tableaux.

IV.1 La représentation de ’espace dans un langage pour la simula-
tion des SD

Nous avons déja mentionné qu'un langage dédié & la simulation des SD devait offrir des structures de
données permettant la représentation de l'espace. Le chapitre précédent fournit des exemples d’espaces que
I’on veut représenter: un tore de cellules pour la simulation de 1’équation de TURING, un plan pour la
croissance simplifiée de I’ammonite, etc.

Quand nous parlons d’espace, nous faisons par conséquent référence a la représentation d’un concept qui
intervient dans la simulation des SD. Quand ces SD modélisent un phénoméne naturel, il s’agit souvent de
notre espace usuel.

En 81/2, la représentation de l'espace se fait & travers le concept de collection: une collection est un
ensemble de données qu’on manipule comme un tout. Cette propriété est importante car elle rend compte:

du caractére homogéne de l’espace: en premiére approximation, les mémes lois s’appliquent en tout
point de ’espace. La représentation informatique doit donc permettre d’appliquer le méme calcul en
tout point de cet espace. Ceci est une approximation car le traitement aux frontiéres peut différer.

de la simultanéité : c’est I'espace qui rend possible 'existence de phénomeénes simultanés (ils ont lieu
en méme temps, mais en des lieux différents). La représentation informatique de I’espace doit donc
permettre ’expression, méme implicite, de cette simultanéité.

Cependant, pour le modélisateur, un espace ne se réduit pas & un ensemble de points: il s’intéresse
aux voisinages de ces points et aux mouvements possibles dans cet espace. C’est pourquoi, en accord avec
le postulat fondamental en physique que les actions sont locales dans 'espace (pas d’actions instantanées

a distance), les expressions récursives de collections sont restreintes a celles qui peuvent se calculer en
propageant les valeurs connues de proche en proche (cf. 'exemple de iota dans la section II1.4).

Hélas, la représentation de l'espace en 81/2 présente des insuffisances que nous allons détailler. Mais,
avant de critiquer la notion de tableau en 81,2, nous voulons faire apparaitre un point de vue fertile pour
I'informaticien : l’ensemble des données d’un programme constitue aussi un espace, indépendamment du fait
que ces données représentent ou non une partie d’'un domaine spatio-temporel d’une simulation physique.

En effet, pour un programmeur, il existe une notion de wvoisinage logique des données. Par exemple,
dans un arbre, un noeud pére est voisin de ses fils, car on peut accéder, a partir du pére, & un de ses fils.
Dans une matrice, a partir de ’élément d’index (i,j) on accéde souvent aux éléments d’index (i — 1, ),
(i+1,7), (4,5 —1), (i,7 + 1) et on les considére comme étant voisins: ce schéma d’accés se nomme d’ailleurs
« voisinage de VON NEUMANN ». Dans une liste simplement chainée, on passe séquentiellement de la téte
de liste a la queue de la liste. Dans un enregistrement, les différents champs sont logiquement regroupés
et ce regroupement a une existence tangible, puisqu’on peut le désigner par un identificateur. Les exemples
peuvent se multiplier pour nous convaincre que la notion de voisinage logique est essentielle dans la définition
des structures de données.

Cette notion de voisinage n’est pas une notion, purement logique, ayant un sens seulement pour le
programmeur, mais invisible & I’exécution. En effet, le traitement dans un programme respecte la notion
de voisinage logique qui apparait dans les structures de données, le calcul se propageant généralement de
proche en proche. Par exemple, si on considére la définition récursive d’une fonction map sur les listes, on
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s’apercoit que le traitement se propage de la téte vers la queue de la liste. Plus généralement, les traitements
récursifs respectent les voisinages induits par une structure de données au point qu’il apparait nécessaire et
possible de définir automatiquement des schémas de récursion naturellement liés a la structure de données :
c’est Pobjet des catamorphismes [FS96, NO94|.

Cela signifie qu’un calcul sur une structure de données respecte une propriété de localité : le calcul associé
& un élément dans une structure de données (par exemple le calcul de la valeur d’un attribut dans un arbre)
dépend uniquement du calcul sur les voisins. On peut renverser cette proposition pour affirmer que si un
calcul est nécessaire a un autre calcul, alors ces deux calculs sont forcément voisins dans un certain espace. Cet
espace du calcul peut étre abstrait, mais il est souvent matérialisé par la structure de données. Remarquons
que ce point de vue n’est pas nouveau puisque 1’étude de la notion de voisinage dans un ensemble de calculs
constitue le fondement de I'approche de la sémantique dénotationelle [Vic88, vL90].

Nous reviendrons dans la partie suivante sur cette fagon de voir ’ensemble des données et des calculs d’un
programme comme un espace. Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la représentation d’espaces qui
se révélent nécessaires pour les applications de simulation de SD. De ce point de vue, la notion de tableau,
méme manipulé comme un tout, est insuffisante. Une propriété caractéristique des espaces auxquels nous
nous intéressons dans cette partie, est qu’ils sont homogénes, c’est-a-dire qu’ils présentent des propriétés
de régularité. Le probléme auquel nous nous intéressons consiste donc en la description concise d’espaces
homogeénes les plus variés possibles.

Nous commencgons par critiquer dans la section suivante la notion de tableau. Puis nous présentons
diverses tentatives menées pour remédier & ces critiques. Le prochain chapitre présente notre solution et des
éléments d’implémentation. Ces éléments d’implémentation sont détaillés pour un cas particulier, puis nous
donnons des exemples.

IV.2 Une notion de tableau insuffisante

Nous établissons la critique de la notion de tableau du point de vue des applications de simulation :

Une structure de tableau est généralement utilisée pour la discrétisation d’une région de ’espace dans
le cadre de la simulation d’un SD. Or, un tableau est une représentation trop pauvre de ’espace.

— Un tableau est une structure de données dont la géométrie est contraignante: il est difficile de repré-
senter des formes arbitraires avec un tableau, ou des formes dynamiques excédant les bornes.
La description des phénoménes & simuler conduit naturellement & spécifier des définitions récursives de
tableaux. Mais le traitement de celles-ci en 81/2 n’est pas satisfaisant.

— Enfin, le tableau est une structure de données mal adaptée au parallélisme.

IV.2.1 Tableau et représentation de I’espace

Du point de vue des applications de simulation, les collections sont essentiellement utilisées pour modéliser
la discrétisation d’une portion d’espace: on utilise, par exemple, un vecteur pour enregistrer la variation de la
température aux points de discrétisation d’une barre dans le cadre d’une résolution numérique d’un probléme
de diffusion de chaleur. Les collections, manipulées comme des touts, sont particuliérement adaptées a la
simulation de phénoménes physiques, car les mémes lois s’appliquent en chaque point de l’espace. Cette
propriété se traduit par des calculs pouvant étre exprimés globalement sur des collections .

La structure de tableau, est sans doute une des structures de données parmi les plus expressives pour
représenter la discrétisation d’'un morceau d’espace, car elle correspond naturellement & une discrétisation
en grille euclidienne. Mais elle présente plusieurs inconvénients: par exemple une opération naturelle dans
un espace, qui est d’aller d’un point & un de ses points voisins, doit étre codée en termes de manipulations
d’index ; d’autre part, la topologie de 'espace discrétisé n’est pas explicite et la représentation de topologies
plus générales que la grille euclidienne est loin d’étre évidente ; de plus, un tableau correspond & une région
connexe de 'espace dont les bornes doivent étre fixées & ’avance ; etc.

1. Le lecteur intéressé par des exemples de langages utilisant la notion de collection se référera a la section I1.3.1, page 12.
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Intéressons nous aux problémes de topologie. Dans ’exemple de la simulation d’un processus de diffu-
sion/réaction (cf. section II1.2, page 20), le tore des cellules est représenté par un vecteur dont un élément
correspond & une cellule (plus exactement, un élément du vecteur correspond a une variable décrivant une
des cellules). La loi d’évolution nécessite ’accés a I’état des cellules voisines. Les cellules voisines dans le tore
sont « presque voisines » dans le vecteur. En effet, excepté pour les cellules d’index 0 et N qui se trouvent
aux extrémités du vecteur, des cellules voisines correspondent & des données contigués dans le vecteur (cf.
figure 1).

a b c e

0 1 2 N

F1G. 1 — Représentation d’une structure torique par un vecteur

Examinons de plus prés cette notion de contiguité : ce n’est pas d’une contiguité physique dans la mémoire
(RAM) qu'il s’agit, car la mémoire est obligatoirement une structure a4 une dimension, alors qu’un tableau
peut étre & deux ou plusieurs dimensions. Dans ce cas, deux éléments (i,7) et (i + 1,7) que l'on considére
naturellement comme contigus ne sont pas contigus dans la mémoire, si le tableau est rangé par ligne. On
est donc enclin & qualifier deux éléments de voising dans un tableau, si on passe de 'index de I'un, & 'index
de autre, par une manipulation simple d’indices, comme par exemple I'incrémentation de I’'un des indices.

Dans le cas de ’exemple du tore, il apparait que la numérotation des cellules se fait par un entier, et que
I’accés & partir d'une cellule a une de ses cellules voisines, se fait par I'incrémentation ou la décrémentation
modulo N de l'entier numérotant la cellule. Cette représentation est artificielle: en effet, 'indexation des
cellules, est un artifice de codage qui n’est absolument pas nécessaire. La seule opération qui soit réellement
nécessaire consiste a pouvoir désigner, a partir d’une cellule I’'une ou l'autre de ses voisines.

Cependant D'artifice d’implémentation, qui consiste a affecter un index & chaque point de 'espace et a
calculer le point voisin est un « artifice universel » dans le sens suivant :

On ne représente que des portions finies d’espaces discrétisés: il est par conséquent toujours possible
de numéroter les points de I’espace que l'on souhaite représenter et manipuler.

— le cott d’accés aux éléments d’un tableau est uniforme: il n’est pas plus cotteux? d’accéder a ’élément
(i,7) qu’a l'élément (k,1). Par conséquent, si on néglige le coit du calcul de l'index du voisin (k =
fl,9),1 = g(i,7)) a partir de I'index (4,5) du point courant, on est capable d’émuler, sans sur-cort,
n’importe quelle topologie avec un tableau.

La représentation de ’espace par un tableau, consiste donc & coder la topologie de I'espace & deux niveaux :

1. dans un systéme de numérotation des points,
2. dans les fonctions de calcul des indices des voisins.
Dans le cas le plus extréme, il n’est méme pas nécessaire que la dimension de 'espace & représenter soit en

adéquation avec la dimension du tableau : dans ce cas, le codage du voisinage est totalement arbitraire. C’est
le cas pour les méthodes d’éléments finis: I'espace est discrétisé en éléments et I’ensemble des éléments est

2. Cette assertion est correcte en premiére approximation. En effet, sur une machine séquentielle ’accés a la mémoire est
présenté comme uniforme, mais I’existence de hiérarchie mémoire remet en cause ce résultat. De plus, sur une architecture a
mémoire distribuée, les accés distants sont bien évidemment plus cotiteux que les accés locaux.
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manipulé comme un vecteur ; le calcul des voisins, se réduit au stockage explicite, dans une liste, des voisins
pour chaque élément [Bai90] (cf. figure 2).

Nous désirons malgré tout rendre la topologie de I’espace explicite dans la structure de données. En effet :

— C’est une information sémantique de haut-niveau, connue du programmeur et qu’il est nécessaire de
transmettre & un lecteur éventuel du programme.

Cette information est utilisable par un compilateur, ou un interpréte. En effet, la topologie utilisée
conditionne l'accés aux données et permet de choisir une représentation optimale des éléments en
mémoire. L’extraction des schémas d’accés, a partir des opérations sur les indices, nécessite des analyses
sémantiques difficiles et parfois totalement infructueuses.

— La codage de la topologie dans les index est une opération complexe. Par exemple, quel schéma le
programmeur doit-il adopter pour une discrétisation hexagonale de ’espace? La représentation avec
des tableaux n’est naturelle que pour les discrétisations correspondant & des grilles euclidiennes multi-
dimensionelles.

— La manipulation explicite des indices s’oppose a I’approche intensionnelle des tableaux, ot on veut les
manipuler comme des touts. Faire apparaitre les indices, méme a travers une opération globale comme
la permutation, laisse transparaitre le point de vue extensionel du tableau.

Il est possible d’expliciter simplement la topologie, quand celle-ci est réguliére (ou encore homogeéne).

Beaucoup d’opérations sont paramétrées par la topologie (par exemple, en APL, ’opération de réduction
est paramétrée par l'axe, qui permet de spécifier suivant quelle dimension une opération de réduction
doit avoir lieu) ou peuvent étre naturellement étendues si on les paramétrise par la topologie.

La solution que nous proposons pour rendre explicite la topologie sous-jacente & une collection, est de
considérer explicitement 1’ensemble des déplacements. Un déplacement élémentaire consiste & passer d’un
point & un des points voisins. Si le voisinage est régulier, on peut appliquer un déplacement élémentaire
a4 n’importe quel point et on peut donc 'appliquer globalement au tableau par a-extension. Il est naturel
d’ajouter un déplacement nul permettant de « rester sur place » ; de composer des déplacements élémentaires
et d’inverser un déplacement. Autrement dit, on peut munir ’ensemble des déplacements d’une structure de
groupe et 'application d'un déplacement a un tableau correspond & I’action du groupe.

Donnons un exemple. On peut décrire un groupe par une présentation qui consiste en I’énumération
des générateurs (les éléments qui correspondent aux déplacements élémentaires) et une série d’équations
contraignant les compositions de déplacements. Un élément du groupe est un mot composé de générateurs.
Pour le tore de cellules que nous avons décrit précédemment, la présentation qui définit le groupe des
déplacements possibles est :

oll e note le déplacement nul et ot v représente I'accés & un voisin. Le mot v.v ou v? représente 'accés &
un 2-voisin, tandis que v~ représente 'accés au « voisin opposé » au voisin v. La figure 3 illustre l'effet de
I'action de v, v=! et v? sur un tableau.

1 1] 2| 3] |4
2 » 1 5 X
> 3 4 3 » 1 5 X
4 » 1 5 X
5 » 1 3 4
> points voisinage

Fi1G. 2 — Représentation de type éléments finis d’'une région de lespace : la structure de la figure de gauche
peut étre codée en utilisant des vecteurs suivant la représentation de la figure de droite.
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2 2
N-1 1 Nt 1
N 0 N 0

T T.v Tvl T.V2

FiG. 3 — Exemple de laction du groupe (v; v™ = e) sur un tableau

IV.2.2 Tableau et représentation des formes

Dans le chapitre précédent nous avons développé une simulation du processus (simplifié) de croissance
de 'ammonite. L’appartenance d’un point & ’ammonite doit étre explicitement codée par une valeur parti-
culiére du tableau. Cette représentation rend possible la représentation de formes arbitraires sur le fond du
tableau, (voir la figure 4), mais nécessite une gestion explicite. Par ailleurs, le codage des déplacements est

particuliérement pénible car il faut calculer explicitement la permutation correspondante des index.

0

Fi1G. 4 — Représentation d’une forme arbitraire dans un tableau. On ne peut pas représenter cette forme
par un tableau, car elle ne correspond pas une région rectangulaire, il faut la représenter dans un tableau par
codage.

Pour rendre facilement utilisable le codage d’une forme comme « région » dans un tableau, il faudrait :

— gérer implicitement la distinction forme/fond,
simplifier la gestion des déplacements.

La représentation explicite des déplacements, introduite & la section précédente, répond en partie au second
point.

Pour le premier point, on peut remarquer que le codage du fond comme valeur spéciale 0 d'un élément,
est un codage arbitraire. La seule chose que ’on doit pouvoir exprimer, est I’appartenance d’un point a la
forme (et éventuellement lui spécifier une valeur) ou alors I’appartenance d’un point au fond, et il n’y a dans
ce cas aucune valeur a représenter. De cette constatation provient I'idée de considérer le tableau comme une
structure de données partielle, c’est-a-dire une structure de données dont certains éléments peuvent avoir une
valeur indéfinie.

On est donc amené a I'idée que le concept de tableau peut étre étendu au concept de champ de données.
Un tableau est considéré comme une fonction stricte de [ny...m1] X -+ X [ng...mg| et un champ de données
est une fonction (partielle) d’un ensemble d’index.
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Nous demandons a ce qu’un groupe agisse sur I’ensemble d’index : ce groupe s’interpréte comme le groupe
des déplacements. Nous verrons dans le chapitre suivant que I’ensemble des index peut naturellement étre
choisi comme égal au groupe des déplacements.

IV.2.3 Tableaux, fonctions et définitions récursives

Il existe un lien étroit entre les notions de tableau et de fonction. En effet, on peut voir un tableau comme
une fonction qui associe & un index, un élément du tableau :

Tableau[0..n1] x [0..ng] X -+ x [0..ng] — Valeur

Traditionnellement, il existe deux fagons de concevoir les fonctions [Bar84, pp 3]:

1. le point de vue intensionnel assimile la notion de fonction & celle de régle de calcul (un exemple d’une
telle approche est le A-calcul) ;

2. le point de vue extensionnel, attribué a DIRICHLET, considére une fonction comme un ensemble de paires
(argument, valeur) ; un exemple de cette approche est la notion de fonction continue en mathématique.

Selon ces distinctions, il est clair que les tableaux 81/2 sont des structures de données extensionnelles, car
on calcule et on stocke en mémoire les paires (index, valeur). En fait, I'index n’est pas explicitement stocké,
mais codé dans la position de la valeur en mémoire. Mais un tableau 81/2 est aussi un objet intensionnel, car
la manipulation des tableaux ne fait pas de référence explicite & ses constituants (on les manipule comme
des touts).

L’analogie entre tableau et fonction n’est pas purement formelle : par exemple, en 81/2, on définit récur-
sivement des tableaux (c’est le cas aussi pour les langages systoliques comme Crystal [Che86], Alpha [Mau89|
ou Pei [VP92, VP93]), comme on peut définir des fonctions par récursion. Cela montre bien la similarité des
deux concepts.

Cependant, la notion de tableau comporte plus d’information que la notion de fonction. Par exemple,
I’ensemble de définition d’une fonction est quelconque, alors que I’ensemble des index d’un tableau correspond
4 un n-uplet d’entiers ; on ne sait généralement pas dire si une fonction est partielle ou pas, alors qu’un tableau
doit avoir une valeur bien définie pour chaque index ; etc.

En 81/2, une différence cruciale est faite entre fonction et tableau: le schéma récursif d’une définition
de fonction peut prendre n’importe quelle forme, alors que le schéma récursif d’'une définition de tableau
est contraint (cf. exemple de iota section II1.4). En effet, le schéma récursif sur un tableau utilise la
concaténation suivant un des axes du tableau. Par suite, le processus de résolution de ’équation se propage
suivant une dimension, de proche en proche. La figure 5 illustre ce processus. Par contre, la définition récursive
d’une fonction peut prendre n’importe quelle forme et le processus de résolution est quelconque: il suffit de
considérer les dépendances du calcul de la fonction f pour s’en convaincre:

fla) = {x/2 sizmod2=0

3r+1 sinon

Les considérations précédentes trouvent une formalisation idéale dans le cadre de la sémantique déno-
tationelle [vL90]. La structure du domaine sur lequel on résout 'équation récursive f = ¢(f) permet de
contraindre plus ou moins le processus de calcul. Par exemple, pour les fonctions, on choisit généralement
de chercher la solution sur I’ensemble des fonctions munies d’un ordre de SCOTT Cg:

fEsg < f(z)Cg(x)

pour x appartenant a ’ensemble de départ de f et g muni de la relation d’ordre C. Le processus de calcul
consiste & calculer des approximations de la solution, approximations obtenues par itération de ¢ a partir
de 1, la fonction indéfinie partout. Si on regarde I’ensemble de définition de deux itérations successives,
par exemple ¢" (L) et " *1(L), on sait que Def(¢" (L)) C Def(p" (L)), mais ces deux ensembles peuvent
différer arbitrairement.

Pour les tableaux 81,2, il ne peuvent pas différer arbitrairement car on spécialise ’ordre sur le domaine.
Par exemple, pour des vecteurs, on utilise un ordre préfize (comme pour les listes). Par suite, Def(¢™ (L)) doit
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FiGc. 5 — Propagation des calculs dans la définition récursive d’un tableau en 81/2. Le premier schéma
illustre la propagation des calculs lors de la résolution d’une définition récursive d’um vecteur, comme par
exemple la définition de iota (voir figure 5). Le deuxiéme schéma illustre une propagation pour un tableaw a
deuz dimensions. Il faut noter que pour chaque aze, la propagation peut se faire de lUindex 0 vers les index
croissants, ou de la borne supérieure du tableau vers l’index 0. Le troisiéme schéma montre un processus de
calcul qui se propage en diagonale. Il n’est pas possible de définir un tel processus en 81/2, alors que cela
semble étre naturel.

étre un préfixe de Def (" 1(L)): autrement dit, le calcul se propage de I'index 0 vers les index croissants.
On peut reconnaitre cette méthode de traitement des définitions récursives d’une structure de données dans
les travaux présentés dans [Wad81]| pour les streams data-flow et dans [Sij89] pour les listes. C’est cette
approche qui a été utilisée pour la définition récursive des tableaux 81/2 [Gia91a, GS93].

Cependant, ce traitement des récursions permises est insuffisant. En effet, notre intuition est d’autoriser
les schémas récursifs qui permettent de propager le calcul de voisins en voisins. C’est bien le cas pour les
schémas permis en 81/2, mais par exemple, on ne peut pas propager un calcul le long d’une diagonale, alors
que ce schéma respecte bien une certaine notion de voisinage. Il faut donc élargir la notion de voisinage et
permettre les définitions récursives « qui respectent le voisinage ».

IV.2.4 Le tableau est une structure de données mal adaptée au parallélisme

Comme nous ’avons mentionné précédemment, ’extraction des mouvements de données, & partir des ma-
nipulations d’index, est une tache difficile pour un compilateur. Mais ’analyse des mouvements de données
est cruciale pour implémenter efficacement ’accés & un tableau, quand 'accés & un tableau n’est pas uni-
forme [Del94]. Dans les langage Vienna-Fortran, Fortran-D et HPF, le programmeur peut spécifier des directives
ayant une influence sur I'alignement et la distribution des éléments d’un tableau. Cette facilité est offerte pour
permettre 'optimisation des accés par un placement judicieux des données. Cependant, la solution adoptée,
si elle a le mérite de la simplicité, n’adresse pas le probléme réel, qui est la gestion efficace des mouvements
de données : un programmeur peut spécifier un placement, qui contredise les accés effectivement réalisés lors
du calcul. 1l est important de capturer les mouvements logiques de données impliquées par un algorithme
et de décider d’un placement qui en minimise le cott. De ce point de vue, la représentation explicite des
déplacements élémentaires des données par I'utilisation des champs de données, est une approche qui ne peut
que se révéler fructueuse.
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IV.3 Les théories étendant la notion de tableau

IV.3.1 Les formalismes
IV.3.1.1 Les algébres de BIRD-MEERTENS

BIRD et MEERTENS (B&M) ont développé une algébre fonctionnelle sur les liste [Bir87]. Cette algébre
permet de décrire une classe de programmes par un formalisme équationnel. Elle hérite en cela de 'approche
de BACKUS [Bac78].

Les données considérées sont des listes d’éléments d’un certain type noté [a1,...,a,] (dont les éléments
peuvent étre aussi des listes, ce qui autorise I'imbrication de listes et donc les tableaux). Les principales
fonctions qui définissent ’algébre sont (on suppose que les éléments, fonctions et opérateurs sont tous d’un
type compatible avec l'opération décrite) :

La concaténation (notée f): en prenant deux listes de méme type, on obtient une liste constituée des

éléments de la premiére puis, a la suite, ceux de la deuxiéme. Par exemple: [a1,...,an]i[b1,...,bm] =
[al,...,an,bl,...,bm].

— L’a-extension (notée *): elle nécessite deux arguments, une fonction f et une liste [ay,...,a,]. Le
résultat est une liste constituée des éléments de la liste argument sur lesquels on a appliqué la fonction :
[f.a1,..., f.am).

La (S-réduction (notée \): elle s’applique a la liste en suivant une opération et rend 1’élément obtenu
par application successive de cet opérateur sur les éléments de la liste. Par exemple: @&\[ay,...,a,] =

(o (a1 @a2) - ay).

Le formalisme décrit par B&M repose sur I'étude des homomorphismes d’un certain ensemble dans
I’ensemble des listes muni de la loi de concaténation :

h: (Liste,§) — (E,®) tel que h(zfy) = h(z) @ h(y)

Les propriétés de cette algébre permettent la définition de régles de transformation et d’identité sur ces
fonctions. Il est alors possible de décrire un programme par un ensemble d’équations sur les données grace
a ce formalisme puis de les simplifier, en utilisant les identités de I’algébre (ces simplifications peuvent étre
faites semi-automatiquement). La théorie nous assure que les transformations qui ont eu lieu ne modifient
pas la sémantique du programme original. On trouvera dans [Gib94] un exemple d’une telle simplification
pour le probléme de recherche du maximum de la somme des éléments des segments d’une liste d’entiers.
La description la plus naturelle impliquait une complexité cubique (trouver les segments d’une liste est
quadratique et trouver le maximum d’un ensemble d’entiers est linéaire) et les simplifications ’ont ramené
4 une complexité linéaire.

IV.3.1.2 L’algébre MOA

L’algebre MOA développée sur les tableaux multi-dimensionels garde & peu prés le méme formalisme que
celle de B&M, c’est-a-dire qu’elle est basée sur les opérations de concaténation de listes, extension, réduction
de listes et les homomorphismes. L’intérét de ce formalisme est de trouver des identités permettant la
vérification et la simplification automatique des programmes.

Cependant, la différence avec "approche de B&M réside dans la facon de représenter les données mani-
pulées. En effet, les objets ne sont plus des listes imbriquées mais des paires de listes (f, ¢) dont le premier
élément spécifie la structure de 'objet et le second élément spécifie le contenu. La liste f est:

soit une liste de la forme [0],

— soit une liste d’entiers ne contenant pas les entiers 1 et 0. Le nombre d’éléments dans la liste définit le
nombre de dimensions de la structure et chaque élément spécifie la taille de chacune des dimensions.
La longueur de la liste des valeurs, ¢, doit étre égale & la taille de I'objet qui est le produit des tailles
des dimensions.
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Par exemple, ([3], [a, b, c]) représente le vecteur [a, b, c], ([2,3], [a, b, ¢, d, e, f]) la matrice [3 Z ﬂ ([ 1,[a])

le scalaire a et ([0],[]) Pobjet vide.

Le principal avantage de cette représentation est que la manipulation des structures est indépendante
de la dimension de celles-ci (les tableaux ont un type commun quelles que soient leurs dimensions). Cela
permet de prévenir la multiplication des régles algébriques et rend la manipulation de la forme des structures
possibles (dénombrement des éléments, décompte des dimensions, reconfiguration de l'objet...) sans qu’il ne
soit nécessaire de fournir des procédures d’exploration récursive.

IV.3.1.3 Les champs de LISPER

Lisper [Lis93, LC94, Lis96] propose de considérer les données comme des fonctions d’un certain index
dans un ensemble de valeurs (par exemple, une matrice entiére n x m devient une fonction de [1..n] x [1..m]
dans Z). Cette nouvelle structure est appelé un champ. Cette approche permet de s’abstraire des problémes
d’implémentation des données puisqu’on ne décide d’aucune forme privilégiée pour la représentation des
données. De plus, I'index de ces fonctions pouvant étre plus complexe que celui donné en exemple, les struc-
tures data-paralléles classiques que sont les tableaux ne forment plus qu’une classe particuliére des données
décrites par les champs. Ainsi, on peut espérer exprimer des algorithmes data-paralléles plus portables.

De la méme fagon que précédemment, un programme est vu comme une équation fonctionnelle avec les
opérateurs classiques (a-extension, J-réduction...) & la différence que chez LISPER, ces opérateurs agissent
sur la fonction qui définit la donnée donnant une forme purement fonctionnelle aux équations.

Le choix d’un index quelconque pour les champs pose néanmoins le probléme du calcul des valeurs de
celui-ci, en particulier s’il est infini (le probléme n’est pas tant celui de la formalisation du programme que
celui de l'implémentation effective de celui-ci). On doit alors considérer que la fonction du champ est définie
partiellement sur l'index. Cela introduit une nouvelle opération fondamentale qui est la restriction explicite
de 'index d’un champ: f/b, avec f un champ quelconque et b un champ booléen, signifie que les valeurs du
champ f n’ont de chance d’étre définies que sur les points de I’index ou le champ b prend la valeur vraie. Il
faut alors trouver les propriétés et les identités de cet opérateur pour pouvoir 'utiliser ce qui est loin d’étre
évident dans le cas général.

Les études menées par LISPER se sont uniquement concentrées sur les champs comme fonctions de Z™.

IV.3.1.4 Discussion

Les formalismes algébriques développés permettent la manipulation et la simplification d’expressions de
tableaux. L’approche algébrique est particuliérement puissante pour formaliser une notion intensionelle de
tableau, mais les approches citées ne nous suffisent pas : seul les champs de LISPER permettent de définir des
structures partielles sur des algébres d’index plus complexes que les entiers munis de 'addition.

Cependant, considérer une structure de données comme une fonction d’un ensemble d’index vers un
ensemble de valeurs est une approche trop générale: on est dans le domaine d’étude générale des fonctions
(par exemple avec une théorie comme le A-calcul) et on ne dispose pas de structures plus spécifiques qui
soient attachées a l'idée de tableau (ou aux généralisations de cette idée). Il faut donc « spécialiser » la
notion de champ. Les travaux menés sur les champs se sont, en conséquence, consacrés exclusivement & des
champs sur Z" et ont réutilisé des résultats classiques sur les polyédres convexes, initialement développés
pour le traitement des tableaux systoliques et ’analyse de dépendances des nids de boucles [LC94].

Remarquons que le choix d’une algébre particuliére est délicat: par exemple, suivant qu’on utilise la
concaténation ou bien le constructeur cons sur les listes, on obtient une structure de données aptes au
parallélisme ou induisant des calculs intrinséquement séquentiels [Ski93, Mis94], alors que le choix initial
semble de prime abord assez innocent.
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IV.3.2 Les automates cellulaires
IV.3.2.1 Automates cellulaires sur graphes de CAYLEY

Dans ses travaux [Rok93, Rok94a, Rok94b, R6k95b, Rok95a], ROKA a commencé 'étude des automates
cellulaires (AC) sur graphes de CAYLEY.

Un automate cellulaire correspond & un réseau de machines élémentaires toutes identiques, modélisées
par des automates finis. Ces machines sont situées dans des cellules disposées réguliérement, communiquant
avec leurs voisines et évoluant en paralléle de maniére synchrone. Les AC ont été introduits dans les années
40 par VON NEUMANN.

L’idée de ROKA est de modéliser les réseaux de cellules par un graphe de CAYLEY, c’est-a-dire par un
graphe dont les sommets sont les éléments d'un groupe et ol les arcs sont étiquetés par un générateur du
groupe (voir le chapitre suivant). Les graphes de CAYLEY sont décrits de facon compacte par exemple par
la présentation finie du groupe associé, et cette structure permet d’inférer des propriétés importantes du
graphe. Ils ont été ainsi beaucoup étudiés comme réseaux d’interconnection [Hey96].

ROKA a mené ses travaux suivant trois directions principales : la simulation d’AC sur graphes de CAYLEY
« bi-directionnel » (la relation de voisinage est symétrique) par des AC unidirectionnels (I'inverse des géné-
rateurs n’apparait pas dans les étiquettes des arcs) ; plus généralement, la condition de simulation d’'un AC
sur graphe de CAYLEY par un AC sur un autre graphe de CAYLEY ; et finalement, le probléme algorithmique
de la synchronisation globale d’un ensemble de cellules.

Nous avons pris connaissance des travaux de ROKA aprés avoir développé les GBF, mais il existe de
nombreux liens entre les deux approches: dans les deux cas, on est amené & étudier la propagation de calculs
dans un espace décrit par un graphe de CAYLEY. Cependant, nous ne sommes intéressé par ce point que
pour implémentation de définitions récursives de GBF, nos motivations et nos développements étant trés
différents. Nous cherchons principalement & construire des graphes de CAYLEY comme type d’un tableau et
& développer une algébre d’opérations sur ce nouveau type. Ce n’est pas le cas des travaux cités, qui, mis &
part le probléme de la synchronisation, établissent des résultats de complexité pour le formalisme spécifique
des AC sur graphe de CAYLEY. Quand au probléme de la synchronisation des cellules, nous ne pouvons
4 vrai dire méme pas nous le poser puisque le point de vue local des calculs effectués sur un sommet du
graphe n’apparait pas (nous avons privilégié 'approche qui manipule les GBF intensionnellement, c’est-a-dire
comme des touts). Inversement, ROKA ne peut pas se poser le probléme de la définition récursive de GBF,
le point de vue global n’apparaissant pas dans son approche.

1V.3.2.2 La programmation plane

ROZIN a proposée une nouvelle algorithmique sur les automates cellulaires en introduisant des opérateurs
permettant de représenter directement le déplacement d’informations [Roz87, Roz90]| comme les rotations et
les permutations planes, ou la circulation d’un front d’onde dans une mémoire SIMD.

Ses travaux n’abordent que les grilles de dimensions deux, avec un voisinage de MOORE ou de VON NEU-
MANN. Ils sont donc éloignés des extensions de tableaux que nous considérons. Mais nous partageons avec
son approche ’accent mis sur la circulation de proche en proche des données lors d’un calcul. Nous nous
sommes surtout consacrés & l'aspect « définition d’un voisinage » et donc & spécifier la notion de « proche
en proche ». Bien que I'algorithmique développée fasse apparaitre des objets géométriques discrets, comme
des segments ou des partitions du plan, ces travaux restent dans le cadre des automates cellulaires dans Z2
avec la préoccupation de ’aspect local.

IV.3.3 Les langages manipulant une structure de données alternative a la notion
de tableaux

IV.3.3.1 Indexical Lucid

Le langage Lucid [AW77] de ASHCROFT et WADGE est le premier langage & avoir définit la notion de
stream & travers les opérateurs next et fby (Lucid était, & ces deux opérateurs prés, identique a ISWIM
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de LANDIN [Lan66]). La structure de données disponible en Lucid était le stream de scalaires, permettant
de modéliser 1’évolution d’une valeur au cours du temps (le stream représentant 1’aspect temporel de la
variable). La notion de contezte est définie en Lucid. Le contexte est un entier représentant la valeur du
stream a I’endroit considéré.

Lucid & beaucoup évolué depuis sa premiére définition et sa derniére évolution Lucid & donné lieu a
Indezical Lucid [AFJW95] (IL) qui est multi-dimensionnel. Les contextes en IL sont maintenant un couple
(identificateur, entier). L’identificateur est appelé la dimension dans laquelle la valeur ('entier) se trouve.
Tous les opérateurs de Lucid peuvent étre paramétrés par la dimension afin de pouvoir changer le contexte
en n’importe quelle dimension. Par exemple, soit un tableau bi-dimensionnel A ou la dimension da est
horizontale vers la droite et la dimension db est verticale vers le bas:

1 3 4
3 1 6
A=1 9 2

la somme des éléments du tableau suivant 'une ou l'autre dimension du tableau s’effectue simplement en
paramétrant la fonction SommeCourante.p(A) suivant p (p € {da,db}):

SommeCourante.d(N) = M
where

M =N fby.d M + next.d N;
end;

L’opérateur next.d permet d’accéder & la valeur suivante dans le contexte d, X fby.d Y spécifie dans le
contexte d la valeur (ici Y) qui viendra aprés X. En fonction du contexte spécifié, nous avons:

1 4 8 ... 1 3 4
3 4 10 ... 4 4 10

SommeCourante.da(A) =1 10 12 ... SommeCourante.db(A) =5 13 19

En IL, les dimensions sont des pseudo valeurs: on peut passer une dimension en argument (mais on ne
peut pas, par exemple, générer un stream de dimensions).

IvV.3.3.2 FIDIL

FIDIL? est un langage de programmation paralléle et impératif, & parallélisme implicite et & controle de
flot séquentiel développé par HILFINGER et COLELLA [HC89, HC93|, supportant les calculs de différence finie
et les méthodes de particules. FIDIL tente d’apporter une réponse & la complexité croissante des programmes
en fournissant aux programmeurs des structures de données de haut-niveau pour le calcul scientifique, et
plus particuliérement pour la résolution des équations aux dérivées partielles. Ces structures de données ont
pour but de rapprocher le niveau sémantique des programmes de celui des algorithmes dont ils dérivent.

La principale innovation de ce langage réside dans l'introduction de deux nouveaux types de données
appelés domain et map. Un domain est un ensemble fini de n-uplets d’entiers, c’est-a-dire & un sous-ensemble
fini de Z™ et un map consiste en un domain ou & chaque point de Z", i.e. & chaque n-uplets d’entiers, est
associé une certaine valeur. Le type de données map est une extension de la notion de tableau car le domain
associé & un map n’a pas forcément une forme rectangulaire contrairement aux tableaux.

Les domains et les maps sont des collections car ils correspondent & des agrégats de données pouvant
étre manipulés comme des touts. FIDIL encourage la manipulation intensionnelle de ces objets & travers un
certain nombre d’opérations prédéfinies. Ces opérations peuvent étre qualifiées de calculatoires (par exemple,
alpha-extension, S-réduction...) ou de géomeétriques (e.g. translation, contraction, union, intersection...). Une
opération calculatoire est une opération dont le résultat correspond au produit d’un calcul mettant en jeu les

3. Pour Flnite DlIfference Language.
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valeurs associées aux objets arguments et les opérations géométriques touchent & ’organisation d’un objet
indépendamment des éléments qui le composent.

Un domain quelconque peut étre construit a partir des domains de base rectangulaires et d’un certain
nombre d’opérateurs fournis par le langage (par exemple, union, différence, intersection...). Un map est défini
& partir d’'un domain et d’un type de données. Le domain d’un map est par défaut constant, sauf si le map
considéré a été défini comme étant flexible. Son type n’étant pas forcément scalaire, il est possible de définir
des maps d’enregistrements ou des maps imbriqués. Toutefois, dans ce dernier cas, les éléments d’un tel map
doivent tous avoir méme dimension. Enfin, les fonctions de FIDIL peuvent étre génériques. Il est en effet
possible de définir des fonctions polymorphes suivant les arguments de type domain et map pour la dimension
et seulement suivant les arguments de type map pour le type de données associé.

IV.3.3.3 Discussion

Les deux langages évoqués ci-dessus offrent tous les deux une approche intensionnelle de la notion de
tableau, c’est-a-dire qu’on peut les manipuler comme des touts. D’autres langages auraient pu étre décrits
comme par exemple NIAL, SISAL95 [FMSD95], NESL [Ble93], etc. Nous citons ces deux langages car ils
présentent une caractéristique intéressante : ils sont dynamiques.

Indexical Lucid est un langage dynamique car le nombre de dimensions d’un tableau n’est pas fixé a priori :
le programmeur dispose d’autant de dimensions qu’il peut avoir besoin au cours du calcul, ou, pour voir les
choses autrement, les tableaux d’Indexical Lucid ont un nombre infini de dimensions. La structure de données
manipulée par Indexical Lucid est donc un champ sur Z*.

Le langage FIDIL est un langage dynamique dans le sens ot on peut représenter des domaines trés riches
dans Z". La richesse des domaines du langage FIDIL est due & la machine virtuelle FIDEL [Sem93, Sem94].

Ici encore, on retrouve la balance entre généralité des notions mises en ceuvre et spécificité de la théorie
résultante : la structure de données d’Indexical Lucid est trop générale pour ne pas étre traitée comme une
fonction, méme si I'implémentation de cette fonction est paresseuse et mémoisée. La notion de topologie des
données a donc disparue. Par contre les domaines de FIDIL sont des structures de données particuléres avec
une algébre de régions dédiées (on peut translater, symétriser, unir... des régions). Mais la topologie des
données reste celle de Z™.

IV.3.4 Les bibliothéques spécialisées

Dans cette section nous présentons quelques bibliothéques spécialisées qui ont été développées pour fournir
un nouveau type de données, au programmeur, & travers un API (Application Programmer Interface). 1l est
trés significatif que ces nouvelles bibliothéques aient été développées en C++: leur développement dans un
contexte Fortran étant bien plus difficile et I'interface moins agréable.

IV.3.4.1 LPARX

LPARX est une librairie C++ développée principalement par BADEN et KOHN, supportant un modéle de
programmation data-paralléle, & gros grain, correspondant & un modéle d’exécution SPMD [BKF94|. Cette
librairie fournit un support dynamique pour les décompositions irréguliéres de données basées sur la notion
de bloc.

LPARX définit trois types de structures de données différentes : Region, Grid et XArray. Un objet de type
Region est équivalent & un sous-ensemble rectangulaire de Z™. Aucune donnée n’est associée & un tel objet.
Un objet de type Grid correspond & un objet de type Region ou & chaque point de Z" est associée une
valeur. De plus, un tel objet est associé & un et un seul processeur. Enfin, un objet de type XArray est un
ensemble distribué d’objets de type Grid ou de tout autre type d’objets possédant la notion de processeur
associé, un tel objet pouvant étre créé de maniére dynamique. Des constructeurs de boucles séquentielles et
paralléles sont aussi supportées par LPARX de maniére & pouvoir itérer sur les éléments des objets de type
Region, des objets de type Grid et XArray.
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Un ensemble d’objets de type Region peut étre utilisé pour décrire un sous-ensemble fini de Z™. Toutefois,
LPARX ne fournit pas I’équivalent de la notion de domain proposée par FIDIL, i.e. ne fournit aucune structure
de données correspondant & un sous-ensemble fini de Z™, sous-ensemble de forme quelconque, pas forcément
rectangulaire. De plus, un tel objet n’est pas une collection car il n’est pas manipulable comme un tout. De
maniére générale, les structures de données proposées par LPARX ne sont pas d’aussi haut niveau que celles
de FIDIL mais peuvent en constituer les briques de base.

IV.3.4.2 KeLP

KeLP est une librairie C++ succédant & LPARX et développée par les mémes auteurs [FKB96]. Cette
librairie hérite des concepts fournis par LPARX mais introduit un nouveau modéle de communication basé
sur le paradigme inspecteur/exécuteur, paradigme introduit par SALTZ dans MultiBlock PARTI [ASS95] et
CHAOS [HMS™'94|. Les extensions proposées ont pour motivation essentielle la gestion précise et efficace des
synchronisations et des communications sur une machine paralléle & passage de messages.

IV.3.4.3 A++/P++

A++ et P++ sont deux librairies C++ de tableaux, développées entres autres par QUINLAN, librai-
ries permettant de supporter le développement d’algorithmes indépendants de quelque architecture que ce
soit [PQ94, LQ92|. A++ est un ensemble de classes correspondant & un modéle d’exécution séquentiel et P++
correspond au pendant paralléle de A++, augmenté d’un ensemble de directives de placement pour machines
paralléles et utilisent un controle de flot séquentiel. Les interfaces de ces deux librairies sont identiques ; par
conséquent, le fait de substituer P++ & A++ lors d’une compilation permet de paralléliser un code séquentiel,
aux directives de placement prés.

De maniére plus précise, A++, sur laquelle s’appuie P++, permet de manipuler les tableaux a la maniére
de Fortran 90 [Saw92]. De ce fait, les tableaux des librairies A++ et P++ sont des collections car ils peuvent
étre manipulés comme des touts. Une sous-partie d’un tableau peut étre accédée via l'utilisation d’index,
c’est-a-dire de triplet: borne inférieure, borne supérieure et pas. Il est & noter que contrairement a FIDIL,
ni A++, ni P++ ne mettent a la disposition de I'utilisateur une structure de données correspondant & un
sous-ensemble fini de Z™ de forme quelconque, pas forcément rectangulaire. De plus, a la différence de LPARX
et de ses prédécesseurs, il n’y a pas de séparation conceptuelle entre la forme d’un tableau et les données
associées : il n’est pas possible de manipuler la forme d’un tableau indépendamment de ses données.

IV.3.4.4 Discussion

Les librairies que nous venons de présenter? offrent toutes la possibilité de définir des domaines un peu
plus riches que ne le permettent les tableaux classiques. Cependant, la topologie sous-jacente reste celle de
Z". Les motivations de développement de ces libraires sont initialement la simulation paralléle d’équations
aux dérivées partielles: la gestion du parallélisme est un point central et la représentation des données est
quelque peu passée au second plan.

4. Nous remercions Dominique DE ViTo pour les informations qu’il nous a fourni concernant le langage FIDIL et les biblio-
théques spécialisées.



Chapitre V

Champs basés sur une structure de
groupe

Nous avons exposé dans le chapitre précédent les motivations qui nous aménent a développer une géné-
ralisation de la notion de tableau. Dans ce chapitre nous allons répondre aux problémes posés par la notion
classique de tableau de deux maniéres :

1. en considérant un tableau comme une fonction partielle et non plus totale, de I’ensemble de ses index
vers un ensemble de valeurs: c’est la notion de champ ;

2. en munissant ’ensemble des index d’une structure de groupe: c’est la notion de champ basé sur un
groupe.

La traduction anglaise de champ basé sur un groupe est « Group Based Field » et nous utiliserons les initiales
GBF pour désigner cette nouvelle structure de données.

La situation que nous avons actuellement est la suivante:

Tableau € [0...nq] X -+ x [0...nq] — VAL

Rappelons que A — B désigne 'ensemble des fonctions totales de A dans B, et A — B D’ensemble des
fonctions (y compris partielles) de A dans B. Le concept de tableau est étendu a celui de champ:

Champ € 7% — VAL

Un tableau est donc un cas particulier de champ : ¢’est un champ défini pour un index élément de [0...nq] x

-x[0...n4] et indéfini ailleurs. La différence essentielle entre un champ et une fonction provient de I'implé-
mentation extensionnelle du champ ot les images d’un champ sont explicitement représentées alors qu’une
fonction représente ses valeurs par une régle de calcul (généralement du code qu’il est nécessaire d’exécuter
a chaque accés & I'image d’un index). Néanmoins, I’extension d’'un champ pouvant étre infinie, le calcul d’un
champ doit obligatoirement étre paresseux. Ce point sera abordé en section V.4.

Notre seconde généralisation consiste au remplacement de Z¢ par un ensemble que I'on nomme une

forme :

GBF € forme — VAL

Une forme est un ensemble muni d’une structure de groupe (remarquons que Z% est un groupe pour I’addition
et donc un champ est un cas particulier de GBF). De la méme fagon que [0...n;1] X -+ x [0...ng4] représente
le type d’un tableau, une forme représente le type d’'un GBF.

Munir une forme d’une structure de groupe poursuit deux buts, selon qu’on adopte le point de vue du
programmeur (et on s’intéresse dans ce cas a l'expressivité du langage) ou de I'implémenteur (et on s’intéresse
dans ce cas a 'analyse des programmes) :

Pour le programmeur, la structure de groupe lui permet de spécifier un voisinage logique des données.

43
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Pour I'implémenteur, la structure de groupe lui permet d’expliciter et de raisonner sur les dépendances
et les mouvements de données.

La structure de groupe est un outil puissant pour la spécification de voisinages homogénes. Nous avons choisi
cet outil car il est suffisamment général pour inclure & la fois la notion classique de tableau et d’arbre.

Les formes sont introduites dans la section V.1, les GBF dans la section V.4 et les opérations sur les GBF
sont décrites en section V.5.

Nous nous intéresserons ensuite aux problémes de la définition récursive de GBF, de maniére analogue aux
définitions récursives de tableaux permises par 81/2. La encore, une distinction sera faite entre le traitement
d’une fonction et le traitement d’'un GBF. Nous avons mentionné dans la section III1.4 page 24 qu’on ne
permettait pas n’importe quel schéma récursif pour la définition d’un tableau, mais uniquement ceux qui
amenaient & propager le calcul suivant un des axes naturels du tableau. Il en va de méme pour les GBF: on
n’admet que les schémas récursifs qui « respectent la notion de voisinage » spécifiée par la forme du GBF.

Nous aborderons ensuite le probléme de I'implémentation des GBF. Des solutions sont proposées et
I'implémentation des GBF abéliens est présentée dans le chapitre suivant. Enfin, des exemples illustrant les
notions que nous avons congues et développées sont donnés au chapitre VII.

V.1 Les formes

Une forme est un ensemble muni d’une certaine structure et qui va servir d’ensemble d’index & un
GBF. Une forme représente donc une partie du type d’un tableau, le type complet comportant en plus la
spécification du type des valeurs du tableau. L’information [0...n1] X -+ x [0...n4] est souvent résumée
par le n-uplet (ny...n4) et le type d’un tableau, par exemple Array [ny ... ng] of Valeur en Pascal, est
donc un type paramétré par un n-uplet d’entiers. Cependant, les langages data-paralléles (comme *Lisp, HPF,
POMP-C...) ont été amenés & introduire l'objet [0...n1] X --- x [0...n4] comme un objet & part entiére.
Cet objet est appelé form en MOA, geometry en C*, shape en POMP-C... Cet objet permet de factoriser la
déclaration de la structure du tableau entre plusieurs déclarations de type.

Dans cette section, nous étudions la notion de forme et donnons dans la section suivante des exemples
de formes.

V.1.1 Voisinage d’un point, déplacement et composition de déplacements

Un espace est avant tout un ensemble d’éléments que ’on appelle des points. Cependant, quand on
parle d’espace dans ce document on sous-entend quelque chose de plus que la seule union de points. Par
exemple, dans le cadre de la simulation de 1’équation de diffusion-réaction de TURING (cf. section III.2,
page 20), nous avons défini une notion de cellule et de position de cellule (@ droite et @ gauche d’une cellule
donnée). Dans 'exemple de la croissance de 'ammonite (cf. section I11.3, page 22), il apparait une notion
de croissance suivant des directions privilégiées (le nord, le sud, lest...). Dans ’exemple de la résolution
d’équations récursives par la méthode de SHANLAN (cf. section XIV.2, page 210) ou de la traduction en
81/2p des DOL systémes (cf. section XIV.4.2.2, page 217), I’évolution de la collection support se fait de méme
suivant une direction privilégiée. Cela nous améne & définir la notion de voisinage et a la rendre explicite
dans le type de la collection.

Un espace est donc un ensemble de points muni d’une notion de voisinage. Oublions un instant le probléme
de la spécification de I’ensemble des points et regardons comment définir la notion de voisinage.

Dans la suite, nous allons nous restreindre & des espaces homogénes (on dira aussi réguliers). De maniére
classique, un espace est dit homogeéne quand chaque point a le méme voisinage (par exemple, « un voisin a
gauche » et « un voisin a droite »). Nommons a, b, c... les directions pour se déplacer vers les voisins d’un
point et P<a>le voisin ¢ d’un point P. Nous pouvons considérer a comme étant le déplacement & partir
d’un point vers un de ses voisins. La figure 1 décrit plusieurs exemples de déplacements vers les voisins d’un
point. Les opérations de déplacement peuvent étre composées: en utilisant la notation multiplicative, nous
écrivons P<a.b> pour (P<a>)<b>. L’opération de composition des déplacements est aussi associative:

(a.b).c = a.(b.c)
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car:
P<(a.b).c>= (P<a.b>)<c>= ((P<a>)<b>)<c>= P<a><b.c> = P<a.(b.c)>

Nous notons e le déplacement nul tel que P<e> = P. De plus, nous définissons un déplacement inverse ¢ ~*

pour chaque déplacement a tel que P<a.a~'>= P<a '.a>= P.
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voisinage de Von-Neuman

O un point
@ les voisins de ce point
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|
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“voisin nord” élémentaire

>
“ voisin est”
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Voisinage triangulaireun point est représenté par une surface triangulaire non uniforme, mais chaque
point est régulierement lié a trois voisins (excepté pour les élément a larpnti

Exemple d’espace irrégulier ou hétérogéne

le voisinage d’un point dépend de ce point

/

Fi1Gc. 1 — Quatre exemples d’espaces homogénes et un exemple d’espace hétérogéne.

En d’autres termes, les déplacement forment une structure de groupe pour la composition, et 'application
des déplacements & un point est ’action du groupe sur l'espace des points.
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V.1.2 Rappel mathématique

Rappelons [col95] qu’un groupe en mathématique est un couple (G,.) ou G est un ensemble et « . »
une loi interne a (, associative, qui vérifie I'existence d’un élément neutre, noté e, et d’un inverse pour tout
x € G, noté 1. Un groupe G est dit abélien ou commutatif si sa loi est commutative: Vv, w € G, v.w = w.v.

On dit qu’un groupe G opére sur un ensemble F, et on parle de 'action de G sur E, si F est muni d’une
loi externe ¢ dont le domaine d’opérateur est G':

(9,) — ¢(g,2)
de telle sorte que:
o(g,p(h,x)) = p(g-h,z) et ple,z) =z

pour g,he Getx € E.

orbite de
(2,0)

F1G. 2 — Action du groupe G = {g|) dont les éléments sont les puissances de g, sur ’espace Z*. L’action de
g sur Z? consiste a se « déplacer en diagonale ». G n’opére pas transitivement sur Z* : une orbite correspond
a une droite diagonale et il y a autant d’orbites que de droites diagonales distinctes.

Soit z € E, on appelle orbite de x 'ensemble des éléments (g, z) pour g € G. La figure 2 illustre la
notion d’orbite. Deux orbites sont toujours disjointes ou confondues car la relation x ~ y définie par:

r~y & Jgel,y=yp(g )

est une relation d’équivalence sur E. Une classe d’équivalence de ~ est une orbite. Le groupe G est dit
transitif s’il n’existe qu’une seule classe d’équivalence (E tout entier). Cela signifie que si x et y sont deux
éléments quelconques de F, il existe au moins un élément g € G tel que y = (g, x).

Enfin, on appelle espace homogéne un ensemble E muni d’un groupe transitif d’opérateurs.

V.1.3 Les points de I’espace

Intéressons-nous a présent & I’ensemble des points. Comment le spécifier? La figure 2 nous montre qu’un
ensemble de points, sur lequel G n’opére pas transitivement, ne nous convient pas: en effet, notre intuition
est que la valeur d’un point P doit dépendre de la valeur des points atteignables & partir de P. Autrement
dit, la valeur d’un point dépend uniquement des points de son orbite. S’il existe plusieurs orbites distinctes,
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alors les calculs des points de chacune de ses orbites sont complétement indépendants. Il est donc artificiel
de réunir ces calculs dans la méme structure de données.

Nous voulons donc spécifier un ensemble de points sur lequel ’ensemble des déplacements agit transi-
tivement, ce qui signifie qu’a partir d’'un point on peut rejoindre tout autre point par une composition de
déplacements. Si on laisse le choix d’un ensemble arbitraire au programmeur, on est confronté & un double
probléme : spécificier I'action du groupe sur cet ensemble, s’assurer que cette action est transitive. Heureu-
sement, il existe un ensemble sur lequel on est sir que G agit transitivement : ¢’est G lui-méme. 11 suffit de
prendre ¢(g, ) = g.x, ou bien, dans notre cas P<a>= P.a.

V.1.4 Définition d’une forme

Si G représente 'ensemble des déplacements possibles, parmi ces déplacements, un sous-ensemble S C G
nous intéresse plus particuliérement. Nous appellerons les éléments de S les déplacements élémentaires. Nous
ferons I’hypothése que S génére G, c’est-a-dire que tout déplacement de G peut s’écrire comme composition
des déplacements élémentaires et de leurs inverses.

Nous définissons Forme(G, S) comme le graphe ayant G comme ensemble de ses sommets et G X S comme
ensemble de ses arcs. Pour chaque arc (g,s) € G x S, le sommet de départ est g et celui d’arrivée est g.s.
La direction ou l’étiquette de l'arc (g, s) est s. Chaque élément du sous-groupe généré par S correspond en
méme temps a un chemin (une succession de déplacements élémentaires) et & un point (le point atteint en
partant du point identité e de G en suivant ce chemin). Nous utilisons alors la notation P.s plutot que P<s>
pour le voisin s de P. En d’autres termes, Forme(G, S) est un graphe ou:

chaque sommet représente un élément du groupe,
un arc étiqueté s se trouve entre les nceuds P et @ si P.s = @,
les étiquettes des arcs sont dans S et représentent un déplacement élémentaire.

Pour définir une forme Forme(G, S) nous avons besoin de spécifier le groupe G et un ensemble fini S de
générateurs. Nous allons utiliser pour cela une présentation finie.

Une présentation finie est spécifiée par une liste finie de générateurs et une liste finie d’équations contrai-
gnant 1’égalité de deux mots. Une équation a la forme v = w ol v et w sont les produits de générateurs et
de leurs inverses. La présentation d’un groupe n’est pas unique : différentes présentations peuvent définir le
méme groupe. Néanmoins, une présentation définit de fagon unique Forme(G, S) : nous utilisons la liste des
générateurs de la présentation pour spécifier S. Ainsi, les générateurs de la présentation sont les éléments
distingués du groupe représentant les déplacements élémentaires d’un point vers ses voisins.

REMARQUE On supposera que les générateurs de deux formes différentes ont des noms différents. Par contre,
le méme symbole e désigne 1’élément neutre dans tous les groupes indistinctement. Cela n’est pas génant car
le contexte permet de lever toute ambiguité.

Donnons deux exemples. Soit C' un groupe cyclique d’ordre n généré par S = {a}. DI = Forme(C, S)
représente la discrétisation d'un cercle ot n est le nombre de points de la discrétisation. Pour spécifier D1,
nous spécifions entre les signes { et |}, la liste des générateurs suivie de la liste des équations entre mots:

DI ={a; a" =e¢)

Dans le cercle D1, nous pouvons toujours nous déplacer dans la méme direction a. Il y a une seule équation
qui spécifie qu’au bout de n déplacements, on se retrouve au méme point. D’autres équations sont valides
dans le groupe, par exemple a? = aP*" mais toutes les équations valides dans DI peuvent se déduire & partir
de a™ = e et des propriétés de groupe uniquement. Par exemple, en appliquant uniquement les lois de groupe,
on a aP™™ = gP.a™. En appliquant la relation de DI, on déduit alors a?™ = aP.e et la structure de groupe
permet de déduire aP. Si nous voulons aussi nous déplacer dans la direction inverse, a=! doit étre ajouté a
la liste des générateurs.

REMARQUE Dans la suite, une présentation dénote indifféremment la forme correspondante ou bien le groupe
sous-jacent en fonction du contexte. Ainsi, quand on écrit g[DI] on veut dire que la forme de g est D1, alors
que quand on écrit x € DI on veut dire que z est un élément du groupe associé & DI.
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Une grille « bi-directionnelle » en deux dimensions est spécifiée par:

G2 ={ Nord, Est,Sud,Ouest;
Nord.Est = Est.Nord, Sud = Nord™', Ouest = Est™' )

Quatre générateurs sont définis, mais du fait des deux derniéres équations, Sud et Ouest ne sont que des
renommages pour des raisons de facilité de Nord et Est. La premiére équation spécifie que Nord et E'st
commutent, c’est-a-dire que le groupe défini est abélien. Les groupes abéliens sont particuliérement intéres-
sants comme structure de données, et on dispose d’un grand nombre de résultats théoriques sur eux. Nous
utilisons la spécification entre les signes ( et ) pour la présentation d’un groupe abélien, ce qui nous permet
d’omettre les équations de commutation en les laissant implicites. Ainsi G2 peut se spécifier par:

G2 ={( Nord, Est,Sud, Ouest ;
Sud = Nord™*, Ouest = Est™' )

La figure 5 illustre d’autres exemples de formes abéliennes.

V.1.5 Groupe, forme et graphe de CAYLEY

Nous avons défini une forme comme un graphe. La représentation d’'un groupe comme un graphe est
connue sous le nom de graphe de Cayley et nous allons détailler les liens qui existent entre les notions de
forme et de graphe de CAYLEY.

sommet
= chemin = mot
élément du groupe chemin vide = element identité chemin fermé = identité
e
o O b’ O
-
a
o - Q- b+(} fffffff O
V'S
a
@) (2 b > O
a a
(@) @) b" @} b’
arc étiqueté composition de chemin = multiplication des mots connexité = I'équation

= (P.w=Q) aune solution
générateur du groupe

FiGc. 3 — Représentation graphique des relations entre les notions de graphe de Cayley et la théorie des
graphes.

On dit que S est une base de G si tout élément de G est un produit des éléments de S et que S génére
G si SUS™! est une base de G. Les propositions suivantes effectuent un lien entre la structure globale de
Forme(G@, S) et les relations entre G et S':

— Pour que Forme(G@, S) soit connecté, il est nécessaire et suffisant que S génére G. Les composants
connectés de Forme(G@, S) sont les cosets g.H ou H est le sous-groupe généré par S (un coset g.H, ou
bien classe a droite dans le cas d’un groupe non abélien, est ’ensemble {g.h: h € H}).

Pour que Forme(G, S) ait une boucle (i.e. un circuit de longueur 1), il est nécessaire et suffisant que e
soit un élément de S.
— Forme(G, S) a un circuit de longueur > 2, si et seulement si SN S~! = (.

Dans ce qui suit, ainsi que nous ’avons indiqué précédemment, nous nous restreignons au cas ou le sous-
ensemble S génére G. Si S est une base de G, on appelle Forme(G, S) le graphe de CAYLEY du groupe G.
Si S n’est pas une base de G, alors Forme(G, S) est un sous-graphe du graphe de CAYLEY de G. On notera
qu’il existe des graphes réguliers' qui ne sont pas des graphes de CAYLEY d’un groupe [Whi73].

1. Un graphe régulier est un graphe ot chaque sommet a le méme nombre de sommets voisins.
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Le dictionnaire suivant, illustré par la figure 3, établit une correspondance entre la théorie des graphes
et les concepts de la théorie des groupes:

Graphe de Cayley Groupe
sommet <« élément du groupe
arc étiqueté «—  générateur
composition de chemins <« multiplication de mot
chemin fermé (cycle) <« mot égalae
connexité <« résolution de P.x = Q)

(il existe un chemin de tout P vers tout Q)

V.2 Exemples de formes

Avant de présenter des exemples de formes abéliennes et non-abéliennes, nous avons besoin d’introduire
une nouvelle notion : on dit qu'un groupe est libre, ou qu'une forme est libre, s’il n’y a pas d’équation dans la
présentation associée. Un groupe abélien libre, ou une forme abélienne libre, correspond & une présentation
ol les seules équations sont les équations de commutation des générateurs.

V.2.1 Exemples de formes abéliennes

A
b ' Nord Oa

L
o— | .
0 P e I

foge
FoS e
O

Est [Oc

S e
Fi1G. 4 — Représentation de H2 et G2 et de l'isomorphisme entre eu.

Un théoréme fondamental sur les groupes abéliens énonce que tout groupe abélien G est isomorphe & un
produit de Z-modules:

G~7" X Z/mZ X Z/noZ x ... x Z/n,Z

ou n; divise n;y1 (cf. [LB78] ; pour une approche plus orientée informatique, on se reportera a [Coh93]). L’outil
de base pour expliciter I'isomorphisme entre la présentation finie d’un groupe abélien et les Z-modules est
le calcul de la forme normale de Smith (FNS) (cf. [Smi66] et le chapitre suivant). En d’autres termes, les
formes abéliennes correspondent & une combinaison de grilles et de tores n-dimensionnels.

Dans la mesure oil les tableaux (tels que les tableaux PASCAL par exemple) sont essentiellement des grilles
finies, notre définition de champs basés sur les groupes englobe naturellement le concept usuel de tableau
comme un cas particulier de régions bornées sur une forme abélienne libre. Par exemple, les champs de Indexical
Lucid [AFJW95], les tableaux systoliques, les champs de données de LisPER [LC94] entrent dans ce cadre.
Cette représentation permet la réutilisation de tous les travaux effectués dans le domaine de I'implémentation
(séquentielle ou paralléle) des tableaux (e.g. [Fea91, Tor93|) pour implémenter les régions bornées sur des
champs abéliens libres. Avec un peu de travail additionnel, il est possible de les adapter a la manipulation
de champs abéliens finis.
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a >

@ ba 2 =b2Q

4 ze,a 3 =b2Q
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|
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o

Fic. 5 — Quatre présentations de groupes abéliens et leur graphe Forme(G, S) associé.

Remarquons que les listes paresseuses entrent aussi dans le cadre des formes abéliennes comme région
non-bornée sur une forme abélienne libre & un seul générateur.

Voici des exemples de groupes abéliens. Nous avons déja rencontré G2 qui correspond & une grille NEWS
a deux dimensions, et soit H2 = {(a, b, ¢; b = a.c) qui correspond a une grille hexagonale. La figure 4 présente
H2 et G2 dans une convention différente de celle utilisée dans la figure 5: un sommet est représenté par une
cellule plutoét que par un point et deux sommets sont voisins si les cellules correspondantes sont adjacentes.

H2 représente une partition hexagonale du plan qui a d’intéressantes propriétés en topologie discréte. Par
exemple, une courbe fermée dans H2 est dite de JORDAN, c’est-a-dire quelle sépare le plan en deux régions
connexes (ce n’est pas le cas dans G2 ce qui explique qu’on utilise H2 en traitement d’image).

H2 est isomorphe & G2 par les injections suivantes :

i: H2 — G2, a’.b%.c" — North?™? East?™"
j: G2 — H2, North®.East® — a®.c!

On notera que si H2 et G2 sont des groupes isomorphes, ils n’en ont pas la méme forme pour autant dans
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le sens ou l'image des H2-voisins d'un point P dans H2 ne sont pas les G2-voisins de 'image de P dans la
forme G2.

D’autres exemples d’isomorphismes sont donnés par les formes de la figure 5. Pour le premier exemple :
(a,b; a*> =0 ~ (a,c; =€) =7 x7/2Z
(avec ¢ < a.b™1). Pour le second exemple
(a,b; a* =e,a® =)~ (d; d® =e)=127/82

(avec d < a=2.b).

V.2.2 Deux exemples de formes non abéliennes

Les groupes abéliens représentent un ensemble important, mais particulier, de groupes. Nous donnons ici
deux exemples significatifs de formes non-abéliennes. Rappelons que la présentation de formes non-abéliennes
est spécifié entre les symboles { et ).

Le premier exemple (cf. [Rok94al) est un wvoisinage triangulaire : les sommets de T' sont au centre de
triangles équilatéraux et les voisins d’'un sommet sont les noeuds situés au centre des triangles adjacents
cOtés par cotés:

T = (a,b,c; a®> =b* = = e, (a.b.c)® = e)

On rencontre un treillis de cette sorte, par exemple, dans les problémes de dynamique des fluides car leur
symétrie mime efficacement la symeétrie des lois des fluides. La figure 6 illustre une représentation de 7" ainsi
que deux autres présentations pour une partition triangulaire du plan. Il est aisé de voir que, par exemple,
a.b # b.a, et par conséquent que ce groupe n’est pas abélien.

Notre second exemple est simplement un groupe libre. On rappelle qu'un groupe libre est un groupe sans
contraintes entre les générateurs. La figure 7 illustre le groupe non-abélien libre suivant :

F2 = <|Iay|>

o C bﬁ ~
a, b, c; PR o
aa=bb=cc=e, / T
ab.cabc=e| O l ‘ d
C bec pe
® [ ] [ ]
a a
[ J [ ] [ J
. R
™~ c.* C. . -~ b e q9 C
b be be ° °
Ia a a aI b c
b be ) b o * . c .
o« C™e ce’ e b~"a T
a a a b c a
& C/‘\\ c-* o e .
b b b . L] b ae*
. Ja, b,_cl; e coe
Ja b, c: aa=h. 3—_c.c =e,
—hh=cp= (b.c) =e,
aa=bb=cc=e, ca) 3=e
b.ab=cac]| 0 ’ DG

(ab) 3=e| O

Fi1Gc. 6 — Trois exemples de formes a trois voisins. Ces formes ne sont pas abéliennes.
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Nous voyons que l’espace correspondant peut étre représenté par un arbre, c’est-a-dire un graphe non-vide
sans circuit. En fait, il existe un résultat plus général exprimant le fait que si Forme(G, S) est un arbre alors
G est un groupe libre généré par S.

O
7 Ow.x’1
O oo 0 o
O O O

W.Y.X

O w.y 2
y ;/ \y

Fic. 7 — Un groupe non-abélien libre avec deux générateurs. Les lignes en gras correspondent & des points
qut peuvent étre atteints a partir du point w en suivant les déplacements élémentaires x et y.

Cela permet 'incorporation de certaines classes d’arbres dans notre cadre. Soit Forme(G, S) ou G est
un groupe libre et S un ensemble minimal de générateurs, i.e. tel qu’aucun sous-ensemble propre de S ne
génére G. Alors, Forme(G, S) est un arbre. On observera que cet arbre n’a aucun nceud sans prédécesseur.
Cette situation est peu commune en informatique ot les arbres infinis ont une racine et « grandissent » par
les feuilles. La figure 7.b illustre les points accédés & partir d’un point w de F2: c’est un arbre binaire ayant
pour racine w. Il n’est pas possible de rapprocher la notion de générateur de la notion de pére (en effet, pour
le nceud w.z, le pére est 271, tandis que c’est y~! pour le nceud w.y).

V.3 Construction de formes

Nous avons introduit la notion de forme et nous avons spécifié des formes par une présentation finie. Dans
cette section, nous présentons des opérations de construction de formes a partir d’autres formes. Suivant le
point de vue « forme = type », ces opérations sont des constructeurs de types (voir figure 8). Mais avant de
présenter quelques constructions nous allons discuter de 1’égalité de deux formes.

V.3.1 Egalité de deux formes

Si on adopte le point de vue qui consiste & voir les formes comme des types, et que 'on construit des
formes par des expressions, le probléme de 1’égalité de deux formes se pose naturellement.

Dans les langages de programmation, plusieurs sortes d’égalités de types sont utilisées: égalité par nom
(deux types sont égaux s'ils référent la méme définition) ou égalité structurelle (deux types sont égaux s’ils
définissent la méme structure de données & un isomorphisme prés). Par exemple, devons nous identifier (a)
et (b) (égalité structurelle des formes) ou bien les considérer comme deux types distincts? Il y a une notion
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Présentation finie d’'un groupe G = (z,y; ), F = {a,b,c; a®>=10), ...

Construction de forme GxF, GxF, GJF,..

FiGc. 8 — Types de base et constructeurs de types.

d’isomorphisme naturel entre les formes, qui consiste a dire que des formes sont isomorphes si I'une se déduit
de 'autre & un renommage des générateurs pres.

Plus précisément, soit f une bijection de S dans S’. Si S est un ensemble de générateurs de G, alors tout
élément g de G peut s’écrire comme un mot de S: g = s3..... Spn. L’homomorphisme f : G — G associé a f
est défini par:

flg) = fls1). .. flsn)

On dit qu’une forme F = Forme(G,S) est isomorphe a une forme F' = Forme(G',S’) et on note F = F’ si
et seulement si il existe f bijection de S vers S, telle que Yw;,ws € G':

wyp = w2 = T(wl) = ?(wz)
et Vwi’,wo' € G':
w' =wy' = F(wl) = F(U’Z)

Par exemple, (a) = (b)). Par contre, peut-on dire que (a; a® = e,a* = €) est isomorphe & (b; b2 = e)? Dans

ce cas, on peut le prouver, mais montrer I’isomorphisme de deux groupes, ce qu'implique 1’isomorphisme de
deux formes, n’est pas décidable dans le cas général. C’est pourquoi on ne considére que 1’égalité « par nom »
sur les formes.

V.3.2 Sous-formes

Un sous-groupe H d’un groupe G est une partie non vide telle que le composé de deux éléments de H
est encore un élément de H et telle que H soit un groupe pour la loi de composition induite par G.

Une forme E = Forme(H,S’) est une sous-forme de F = Forme(G,S) si et seulement si H est un
sous-groupe de G. On note alors:

E=S8:F
Par exemple, (Est) : G2 représente « I’axe horizontal » de la grille G2.

REMARQUE On voit que dans cette définition on ne demande pas S’ C S et par conséquence, les déplace-

ments élémentaires dans E ne sont pas nécessairement des déplacements élémentaires du point de vue de
F.

V.3.3 Produit cartésien de deux formes
Soit F' = Forme(G,S) et F' = Forme(G',S’). Alors le produit cartésien F' x F’ est défini par:

FxF' = Forme(Gx G, (S x{e})U({e} x9"))

ol le produit H = G x G’ de deux groupes G et G’ est un groupe dont ’ensemble des éléments est le produit
cartésien de G et de G, et dont la loi de composition est :

(I,I/).(y,y/) = ({E.y,ib/.y/)

L’injection de G — G x G', qui & z associe (z,e) permet d’identifier canoniquement G avec une partie de
G x G’ (qui peut alors se voir comme un sous-groupe de G x G’), et il en va de méme avec G’ avec 'injection
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x +— (e, z). Les générateurs considérés pour la forme produit sont donc 'union des générateurs des formes
arguments. Regardons ce qui se passe sur les présentations, si:

F = {a)b,...; wy =wa,...)
F'o= {dV,...; wi' =w,...)
alors:
FxF = ((ae),(be),...,(e,a),(eb),...;
(wy,€) = (wa,e),...,(e,w1’) = (e,ws),...)

Prenons ’exemple suivant :

Fl = <CL>
F, = F xF={(ace),(ea))

Remarquons que cette forme est isomorphe a la forme (z,y) (voir figure 9).

- F1xF1
O O O O O (@]

o)
F1

a X T

e)

(@) o o) 0 o) o o)

€ 7 @8

Fi1G. 9 — Le produit cartésien de deuz formes Fy = (a) et Fo = Fy X Fy.

V.3.4 Produit libre de deux formes

Nous définissons le produit libre & partir des présentations, mais une définition plus abstraite a partir du
produit libre de deux groupes est possible.

Soient :
F = {a)b,...; wy =wa,...)
F' = (dV,...; w' =w)

Le produit libre F' * F’ est défini par:

FxF = {a)b,...,d b, . ..;

Y
/ 1
w1 = w2,...,W1 :w2,...|>

REMARQUE Le produit libre de deux formes n’est pas isomorphe au produit cartésien de deux formes (les
éléments correspondant & G et G’ dans G x G’ commutent alors que ce n’est pas le cas dans G * G’). Si les
deux formes sont abéliennes, on définit le produit libre abélien ot tous les générateurs commutent.

V.3.5 Quotient d’une forme

Nous commengons par définir le quotient G/H d’un groupe G par un sous-groupe H. G/H est 'ensemble
des classes d’équivalences de la relation d’équivalence :

r~y & rlyeH
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La classe d’équivalence de z est le coset ©.H = {x.h,h € H}. Afin de munir G/H d’une structure de groupe,
il est nécessaire que H vérifie la condition :

VeeG, xH=H.zx

Si le sous-groupe H vérifie cette condition, on dit que c’est un sous-groupe normal (ou distingué). Nous
pouvons maintenant définir une structure de groupe sur G/H : H est I’élément neutre, et si u et v sont deux
représentants des classes Hy et Ho, alors Hi.H, est défini comme la classe d’équivalence de u.v.

Cette définition ne dépend pas des représentations u et v qui sont choisies. En effet, supposons u, v’ € H;
et v,v' € Hy. Alors, v/ = u.hy et v/ = v.hy avec hi, ho € H. Nous voulons montrer que la classe de u.v est
aussi la classe de u'.v’, c’est-a-dire que u.v ~ u/.v’. Or:

w = () (uw)
1

-1 -1
v
= h;l ot .hfl u tauw

_ 51,131
= hy w .hiw

Comme H est un sous-groupe normal, h~!1.v = v.h~! et par conséquent :

w = hytw luh?
= hyt.ht
donc w € H car il est le produit de I'inverse de deux éléments de H. D’ou uw.v ~ u'.v’.

La figure 10 illustre le quotient de G' = (a;a* = €) par H = (a?) : G. 1l apparait que le quotient G/H
consiste & identifier les sommets de G qui sont joignables par un déplacement dans H.

G G H

FiG. 10 — Quotient de G = (a;a* =€) par H = (a?) : G.

On se place dans le cas des groupes abéliens pour lesquels on sait que tout sous-groupe est normal. A
partir du quotient d’un groupe par un sous-groupe, on définit le quotient d’une forme F' = Forme(G, S) par
un sous-groupe normal H par:

F/H = Forme(G/H,S)

En termes de présentation, si on a:

@
|

(a,b,...;w1 =wa,...)
H = <h1,>G
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V.4 Les champs basés sur des groupes (GBF)

Un champ basé sur un groupe, que nous abrégeons par GBF ou plus simplement par champ, est une
fonction d’une forme dans un ensemble de valeurs. Si g : F' — VAL, on écrira g[F| pour spécifier que g est
un champ sur la forme F'.

Une forme Forme(G, S) étant un graphe, un GBF est en fait une fonction de I’ensemble des sommets G
du graphe. La structure supplémentaire dont une forme est munie est utilisée pour contraindre les opérations
possibles sur le GBF. Ces opérations sont décrites en section V.5. Dans cette section, nous allons nous
intéresser aux « domaines de calcul » d’'un GBF.

Oun dit que F' = Forme(G, S) est infini si G n’est pas un ensemble fini (S est toujours un ensemble fini
car on utilise une présentation finie pour spécifier F'). Daus le cadre des GBF, F joue le role d’un ensemble
d’index et donc, de toute évidence, seules les valeurs d’un champ sur un domaine fini sont d’un intérét
pratique. Cela pose donc un probléme.

Une premiére approche pour résoudre ce probléme est de spécifier explicitement un sous-domaine fini
dans une forme, de la méme maniére que [0,...,n2] X -+ X [0,...,n4] est la spécification d’'un domaine
d’itération d’un nid de boucles dans le traitement d'un tableau. Cette approche n’est pas satisfaisante, et
cela pour trois raisons:

1. La réponse a la question « Quel est le langage qui remplit le mieux les conditions pour la spécification
de sous-ensembles finis dans un groupe? » est loin d’étre évidente. De plus, quelque soit le langage
choisi, il est douteux qu’il puisse définir de fagon concise une région quelconque comme nous l'avions
souhaité (cf. section IV.2.2, page 34).

2. Que signifie la spécification d’un domaine fini sur un groupe fini? Illustrons le probléme par un exemple.
Supposons que 1’on définisse un champ sur DI (4), le cercle discrétisé avec 4 éléments. On le restreint
a l'intervalle {a® | 0 < « < 3}. La structure cyclique de DI(4) est perdue et le programmeur peut
utiliser indifféremment GI comme domaine sous-jacent pour ce champ. A linverse, si on le restreint
a{a® | 0 < a < 8} on « re-boucle » deux fois (voir la figure 11). Ce n’est certainement pas un
comportement souhaitable, car le choix de ce sous-ensemble contredit la structure de la forme.

3. Si nous savons de fagon sire ot nous désirons obtenir un résultat (dans I'exemple de la diffusion de la
chaleur, par exemple, cf. section VIL.2, ce peut étre la température au centre de la barre au 100€ pas de
temps) nous ne connaissons pas l'ensemble des points qui doivent étre évalués pour calculer le résultat
désiré. Dans un tel contexte, spécifier explicitement un sous-domaine du champ nous conduit & une
erreur du type « accés en dehors des bornes » lors du calcul, ou bien & des calculs inutiles.

Fic. 11 — Sélectionner un sous-domaine dans une forme.

En conséquence, nous adoptons une approche paresseuse pour le calcul d’'un champ : un champ est défini
virtuellement sur sa forme entiére, méme si celle-ci & une infinité d’éléments. Les valeurs des points du champ
ne sont calculées que si elles sont requises.

Si l'utilisation d’une structure de données partielle et d'une stratégie d’évaluation paresseuse nous permet
de résoudre le probléme de la spécification d’un sous-domaine de calcul, il ne résout pas le probléme de la
spécification du domaine sur lequel le résultat est demandé car on désire certainement connaitre la valeur du
champ en plusieurs points. Néanmoins, le probléme est bien plus simple car nous disposons maintenant d’un
objet mathématiquement plus « propre ». La spécification du sous-ensemble requis des valeurs est analogue
a la spécification d’un bon format pour la fonction print, exactement comme "%.8f" dans le langage C
permet ’affichage des 8 premiéres décimales d’'un float.
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Comme premier « langage de formattage », nous faisons la proposition suivante. Les éléments d’un groupe
212 2 sz n N P
abélien sont tous énumérés par g7 .g52. ... .gp" ol les g; sont les générateurs de la forme. Un sous-ensemble
est spécifié¢ en donnant l'intervalle pour chaque n;.

212 21 2 2 P n N
Pour les champs non-abéliens, tous les éléments du groupe sont énumérés par ng .ggz. . .gi:. ... ol gy

est un générateur et g;, #+ Gijin- Ainsi, nous spécifions un nombre maximal p de générateurs et un intervalle
pour la puissance de chaque générateur.

La figure 12.a illustre un domaine borné dans H2 ou chaque point est décrit par a®.b%.¢7 avec 0 < o < 4,
—1<08<2,0<~<2. La figure 12.b illustre un domaine dans T, le nombre maximal de générateurs étant
2 avec 0 < n; < 2.

Fic. 12 — Deux domaines décrits par un format dédié a l’énumération d’une région dans un champ pares-
seuz. Dans H2, le domaine correspond a {a®.b’.c7 |0 < a <4, -1 <3 <2,0 <~ <2} et pour T il sagit
de {g%,9%.9° | 9,9’ € {a,b,c} et 0 <, 8 < 2}.

V.5 Opérations sur les GBF

Nous détaillons dans cette section les opérations définies sur les GBF. Ces opérations dépendent essen-
tiellement des formes sous-jacentes. Les fonctions présentées doivent étre comprises comme une premiére
algebre sur les GBF qui pourra étre étendue suivant les besoins.

V.5.1 Restriction du domaine d’un GBF

Nous venons de voir qu'un GBF est une structure nécessitant un modéle de calcul paresseux et qu'un
certain langage est nécessaire & la spécification d’'un domaine ot un calcul est requis. Indépendamment de
cela, un GBF est une structure partielle, c’est-a-dire que la valeur en certains points peut étre indéfinie. Nous
voulons traiter deux aspects différents par la notion de valeur indéfinie :

Une valeur peut étre implicitement indéfinie car le calcul qui la produit ne se termine pas.
— Une valeur peut étre explicitement indéfinie parce que, par exemple, elle représente une valeur dont on
ne se soucie pas (cf. section IV.2.2, page 34).
On est amené & distinguer les deux notions et, pour traiter le second aspect, nous introduisons explicitement
une valeur spéciale, notée nil, et une opération de restriction.
Soit g[F] un GBF et h[F] un GBF & valeur dans BoorL U {nil}, alors:

/

g = gwhereh
est le GBF de forme F tel que:

si h(p) = true

Ve P o — 49
P S ) g (p) {nll si h(p) c {false,nil}
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et on dit que ¢’ est la restriction de g & h.

Par extension, si h n’est pas un champ & valeurs booléennes, 'expression ¢’ = gwhere h dénote:
g = gwhere(h # nil)
ou (h # nil) est le GBF de forme F et dont la valeur en un point p est égale a true si la valeur de h en p

est définie et différente de nil, et égale & false si elle est égale 4 nil.

Nous définissons aussi la notion de restriction explicite, qui est une variante de la restriction, ot le domaine
est spécifié par le langage évoqué en section V.4. Si g[F] est défini avec F' = Forme(G, S) et s; € S, alors:

/ ] i - / - /
g = gonszl1 ..... si{‘where ar <y <ay, ..., o0 < iy <a

est le GBF de forme F tel que:

9(p) sipe{szf.....si{l,...,ajgij<a;,...}
nil sinon

VpeG, ¢'(p) = {

V.5.2 Union de deux GBF
Soit ¢g[G] et ¢'[G] deux GBF, alors I'union (g# g')[G] est définie par:

9(p) si g(p) # nil

Vpe G, (g#9)p) = {g (») sinon

REMARQUE Les opérateurs de restriction et d’union sur les GBF sont réminiscents de la structure de controle
data-paralléle where en POMP-C ou *when en *Lisp qui permet de restreindre un traitement & une sous-région
d’un tableau. Par exemple, ’expression :

(*when (a < 0) (!'! -a) a)

qui calcule le tableau des valeurs absolues du tableau a en *Lisp, peut se traduire en GBF par I'expression :
(—awherea < 0) # (awherea > 0)

(I'utilisation de ’extension d’une conditionnelle permettrait d’obtenir le méme résultat, cf. la section sui-
vante).

REMARQUE Du point de vue des tableaux, la concaténation des tableaux ne coincide plus avec la conca-
ténation des GBF. En fait, la concaténation des GBF est plus élémentaire : la concaténation des tableaux
peut étre exprimée par une union plus une translation de GBF. Si A est un tableau [2, 3] et B est un tableau
[3, 3], alors on peut considérer les GBF A’ et B’ associés & A et B et définis sur la forme G2 = (i, j). Alors,
il vient :

A #tableau B =~ A/ #GBF translate(B', 12)

cf. figure 13, ol translate est I'opérateur de translation d’un GBF introduit dans la section suivante.

V.5.3 Translation d’un GBF

Soit g[F| avec F = Forme(G, S), alors pour tout w € G, on définit g.w, translation & droite de g par w
tel que:

VpeG, (gw)p) = glpw)

Dans le cas o F' est une forme non-abélienne, on définit la translation a gauche par w de maniére symétrique.

L’exemple que nous avons présenté dans la section précédente s’écrit donc finalement :

A #tableau B ~ Al #GBF B/.’L'2
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A B A#B

A 7 B i} A#B

L 4
L 4

Fi1G. 13 — Union de deuz formes aprés translation afin d’obtenir un résultat similaire & la concaténation de
deux tableauz. La premiére ligne représente les tableaux a deuz dimensions A et B et leur concaténation. La
seconde ligne représente ces tableaux comme des régions positionnées dans Z2. La concaténation se traduit
par une translation de B de la largeur de A, suivie d’une « union » de régions de Z2.

V.5.4 Plongement d’un GBF

Soit g[F| avec F = Forme(G,S) et C = x.H un coset de G. Alors (g|C) est un GBF de forme H défini
par:

VpeH, (gIC)(p) = g(zp)
Si C est le coset H.z, alors:
Vpe H, (9|C)(p) = g(p.x)

Les deux notions coincident si C' est abélien ou plus généralement si H est un sous-groupe normal.

Cette opération permet de définir un champ comme sous-champ d’un champ donné. Par exemple, on
peut ainsi accéder a la valeur d’un point unique z. Ainsi, g|z.() est un champ composé d’un unique point,
dont la forme est réduite & Forme({e},}) et dont la valeur en e est égale & g(z).

V.5.5 Extension d’une fonction scalaire

Une fonction scalaire est une fonction qui opére dans VAL. On ne considére pas de champ imbriqué, on
peut donc étendre implicitement (cf. section I1.3.3.1) une fonction scalaire sur des champs de méme forme.

Soit f : VALY — VAL une fonction d’arité d, et g1[G], ..., ga[G] des GBF, alors:
vped, (flg--9a)p) = fl91(p), -, 9a(p))

V.5.6 Réductions

La réduction sur un tableau & n dimensions dans le langage APL est paramétrée par un aze [Ive87]: par
exemple, une matrice peut étre réduite suivant une ligne ou suivant une colonne. La projection du tableau
le long d’un axe est encore un tableau de dimension n — 1, résultat de la réduction. Nous généralisons cette
situation de la facon suivante.

Soit H un sous-groupe normal de G : H sera ’axe de la réduction. L’expression @\ H f dénote la réduction
d’un champ f[G] suivant I'axe H par la fonction @. On suppose que @ est une fonction dyadique commutative
et associative :

La forme de ®\H f est G/H.
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La valeur de @\H f en un point w est la réduction de {f(v) | v € w} par & (cet ensemble n’a pas
d’ordre canonique, c’est pourquoi il est nécessaire d’imposer la commutativité de @®).

La figure 14 illustre quelques exemples de réductions sur G2. Seul le premier exemple est exprimable en APL.
Un point intéressant est que H n’est pas restreint & n’étre généré que par un unique générateur. Par exemple,
+\G f ou G est la forme de f calcule la somme globale de tous les éléments dans G.

Si G est infini, cette opération a-t-elle un sens? Une telle opération peut avoir un sens, par exemple,
quand il n’existe qu'un nombre fini de valeurs définies dans le champ. Dans ce cas, effectuer une opération
globale de somme signifie réellement « faire la somme de toutes les valeurs définies et ignorer les valeurs
indéfinies ». La situation est la méme pour un tableau borné dynamiquement : il est potentiellement infini
mais la somme des éléments signifie la somme des éléments actuellement définis. En suivant cette approche,
le programmeur travaille implicitement sur une partie finie d’un champ infini pour ne pas étre géné avec la
manipulation des bornes ou parce que la topologie de ’application est plus en accord avec la topologie d’un
champ infini. Le probléme est alors de définir explicitement, ou d’inférer au moment de la compilation, ou
de maintenir & I’exécution, une région bornée en dehors de laquelle toutes les valeurs sont nécessairement
indéfinies (i.e. égales 4 nil).

Un autre sens possible d’une réduction infinie est I'existence du résultat du point de vue mathématique
(par exemple, lors du calcul d’une série convergente). Nous pouvons dans ce cas calculer une approximation
du résultat si nous savons que, en dehors d'une certaine région bornée, les valeurs qui doivent étre réduites
sont évanescentes.

Cependant, afin de rester dans le cadre de situations décidables, on demandera que l'argument d’une
réduction soit explicitement le résultat d’'un champ abélien explicitement restreint, par exemple:

®\H (gon...where...)

G2/H

V'
-
O
O
O
O

A
-
O
O
O
O

V'
-
O
O
O
O

H= [Nord.Est G2

G2/H H= [Est?2[OG2

Fic. 14 — Trois exemples de réductions sur la forme G2.
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Les opérations de scan [Ble89] semblent plus problématiques a définir. Par exemple, le scan suivant un
axe H avec plus d’'un générateur n’a pas grand sens.

V.6 Définition récursive d’'un GBF

Les opérations présentées dans la section précédente permettent de calculer des GBF par composition
des opérateurs. Nous aimerions faire plus et, comme en 81/2 pour les tableaux, permettre des définitions
récursives. Cependant, et c’est une des distinctions entre les GBF et les fonctions, nous ne permettons pas
n’importe quelle expression récursive : la valeur d’un point ne peut dépendre que des points voisins.

V.6.1 Définition d’'un GBF respectant le voisinage

Soit h une fonction scalaire et g[F] un GBF tel que F = Forme(G,{s1,...,sn}). Si g respecte le voisinage
élémentaire défini par F, alors la valeur de g en un point p ne dépend que de la valeur de g aux points voisins
de p. Autrement dit, on peut établir une relation du type

Vpe G, gp) = h(g(p-s1),...,9(p-sn))

ou h représente la dépendance fonctionnelle entre la valeur en un point et la valeur des voisins du point.
Cette relation doit étre vraie pour tous les points p. De ce fait, on la rend implicite et on écrit :

g = h(g.s1,...,9.50)

en faisant de cette équation une équation sur les champs et non pas sur les valeurs des champs. Les générateurs
$1,.-.,8, ne sont pas toujours suffisants pour permettre I'inférence du domaine de g (par exemple, si les
noms des générateurs n’apparaissent pas, comme dans 1’équation g = 0). Aussi, nous écrivons:

glFl = h(g-s1,...,9.50)
pour le champ ¢ de forme F.
REMARQUE On ne considére que les définitions récursives qui prennent cette forme. En particulier, on ne

permet pas n’importe quelle expression sur les GBF dans une définition récursive.

Avec ces conventions, un programme possible pour un champ sur une ligne uni-dimensionnelle ou les
valeurs progressent par pas de 1 entre deux voisins est :

G1 (gauche)
iota|Gl1] = 1+ iota.gauche

Nous avons évidemment besoin de spécifier la valeur de iota en un certain point. De facon plus générale, nous
avons besoin de définir la partition d’une forme et définir le champ en donnant une équation pour chaque
élément de la partition.

V.6.2 Définition quantifiée par un coset

La remarque précédente implique que chaque élément de la partition peut étre vu comme une forme en
elle méme. Nous pourrions utiliser des sous-groupes du groupe initial pour partitionner le domaine initial
mais cela serait trop restrictif. Nous allons utiliser des cosets.

Un coset g.H = {g.h,h € H} est la « translation » par g du sous-groupe H. Dans le cas d’'un groupe non-
abélien, on distingue le coset droit g.H et le coset gauche H.g. Pour spécifier un coset, nous donnons le mot
g et le sous-groupe H. La notation {g1, g2, ..., gp} : G définit un sous-groupe de G généré par {g1,92,...,9p}
(les g; sont des mots de G). Il n’y a pas d’équation particuliére liant les générateurs du sous-groupe mais
ils sont sujets aux équations du (sur-)groupe, si elles s’appliquent. En reprenant ’exemple de iota, nous
écrivons:

G1 = (gauche)
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init = e.(():GI) (1)
iota@init = 0 (2)
iota[GI] = 1+ iota.gauche (3)

L’équation (1) définit le coset {e} car () : GI est réduit & {e} par convention (et e.e = e). L’équation (2)
spécifie la valeur 0 pour chaque point du coset et 'équation (3) est valide pour tous les autres points.

Nous disons que 'équation (2) est quantifiée sur init et que (3) est la définition générale de iota.

REMARQUE On aurait pu écrire:
iota@() = 0

car un interpréte ou un compilateur performant sait qu’aprés la signe de quantification @, un coset ou bien
un sous-groupe est attendu. En effet, un sous-groupe H de G correspond au coset e.H de G. La notation ()
abrége alors () : GI car on peut le déduire de iota|G1].

V.6.3 Partie de forme bien formée

Dans 'exemple iota, init est inclus dans GI ce qui implique que les équations (2) et (3) s’appliquent toutes
deux pour définir la valeur des points de init. Plus généralement, pour lever I’ambiguité, nous assumons que
I’équation valide est celle qui est définie sur le plus petit domaine. Les domaines sont ordonnés par inclusion
et représentent un ordre partiel. Par exemple, si on a:

g@A =
g@B =

avec AN B # (), on suppose qu'un domaine C' = AN B a été défini et qu’on a donc aussi une équation :

gl =
C’est toujours possible car 'intersection de deux cosets est soit vide soit un coset. On notera que I’ensemble
des points ou la définition générale g = ... s’applique n’est pas un coset mais le complément d’une union de
cosets.

V.6.4 Sémantique dénotationelle des équations sur les GBF

Dans la mesure ot un champ peut étre vu comme une fonction sur une forme, la sémantique d’un systéme
d’équations de champs est la méme que la sémantique des définitions récursives de fonctions en sémantique
dénotationelle [vLI0].

L’approche est classique mais rappelons 14 pour mémoire. Pour se placer dans le cadre de la sémantique
dénotationelle, on ajoute a4 'ensemble VAL un élément | afin d’en faire un domaine? plat [vL90]. On considére
alors ’ensemble F des fonctions sur ce domaine, qu'on munit de 'ordre de ScoTT:

fEg < Va, f(z) E g(x)

Avec cet ordre, F est un domaine. L’expression récursive g[F| = ¢(g) d’'un GBF définit un opérateur continu
@ sur F. En effet, ¢ est continu car l'expression récursive d’'un GBF est une composition d’opérateurs
continus. Par exemple,

fe Az f(x.g)
est un opérateur continu. De méme, si C est un sous-ensemble d’index tel qu’on sache tester? si € C, alors

f— Ax.(if x € C'then f(x) elsev)

2. Dans ce paragraphe, le mot domaine a le sens qu’on lui donne en sémantique dénotationelle, et ne désigne pas seulement
un sous ensemble dans un groupe.
3. Autrement dit, (z € C) est une fonction totale des index dans les booléens.
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est un opérateur continu. Autrement dit, on peut utiliser translation et définition quantifiée pour ’expression
des GBF récursifs. Mais remarquons que 'opérateur # n’est pas continu et nous ne le permettons pas dans
une définition récursive de GBF.

Par suite, résoudre des définitions de champs sur F consiste & calculer le point fixe d’un opérateur continu.
Le formalisme de la théorie dénotationelle nous assure de ’existence d’une solution et du calcul de la plus
petite solution comme résultat d’une itération [vL90| (la solution est la limite de ¢™(Az. L) quand n tend
vers l'infini).

V.6.5 Exemple de résolution d’une équation : la définition récursive de iota

Nous reprenons 'exemple de la section V.6.2. Nous pouvons montrer que les équations (2) et (3) définissent
la fonction:
letrec iota(gauche™) = ifn == 0then0elsel + iota(gauche™")
sur GI. Cette fonction a une valeur définie pour les points {gauche™, n < 0} et une valeur indéfinie L pour
les autres points (le calcul boucle). Le champ dota est illustré par la figure 15).

O O 0 1 2 3
< ° ° o o >
gauche e

F1G. 15 — Le calcul de iota par un GBF.

Si on essaie de calculer la valeur de iota en gauche 2, alors:
iota(gauche™?) = 1+ iota.gauche(gauche™?)
car gauche™2 & init. Or:

iota.gauche(gauche™2) = iota(gauche™?.gauche)
= iota(gauche™)

Mais iota(gauche™1) = 1 + iota.gauche(gauche™") car gauche™! ¢ init. De plus:

iota.gauche(gauche™) = iota(gauche™ .gauche)
= iota(e)

Comme e € init, nous avons iota(e) = 0 et par conséquent iota(gauche™!) = 1+0 = 1 et iota(gauche™2) = 2.
Par contre, pour w = gauche? avec p > 1, le calcul va boucler car iota(gauche?) va demander le calcul de
iota(gaucheP™1).

V.6.6 Puissance d’expression des définitions récursives de GBF

Une question immédiate est de savoir si l'itération au point fixe permettant de résoudre une équation
récursive sur les GBF converge en un nombre fini d’itérations. Pour des fonctions quelconques, résoudre ce
probléme est équivalent au probléme de ’arrét d’'une machine de TURING, mais nous nous sommes restreints,
ici, aux champs basés sur les groupes. Néanmoins, I’expressivité des champs basés sur les groupes est suffisante
pour rencontrer le méme probléme : supposons un champ défini de la fagon suivante :

glE] = f(g.a,g.b,...)

les points accédés pour le calcul de la valeur de p sont: p.a,p.b,.... En fait, si le calcul de la valeur d’un
champ en un point p dépend de lui-méme, I’itération au point fixe ne peut évidemment pas converger. Nous
nous trouvons donc face au probléme de décider si p.a = p, p.b = p, p.a.b = p, ... En d’autres termes,

nous devons décider si deux mots dans une présentation finie représentent le méme élément du groupe. Ce
probléme est connu sous le nom de probléeme du mot pour les groupes et n’est pas décidable en général, mais
il est décidable pour des présentation finies de groupes abéliens, pour les groupes libres et pour un grand
nombre d’autres groupes intéressants.
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V.7 Eléments d’implémentation

Par souci de simplicité et de clarté, nous allons prendre pour convention que les définitions de champs
ont la forme suivante :

g@Cl =¢
g@Cn =c¢,
9G] = h(g.51,9.52,...,9.5p)

ou les C'i sont des cosets, les ¢; des constantes et h une extension d’une fonction scalaire quelconque. On
nomme ensemble Dg = {s1, ..., sp} I'ensemble des dépendances de g.

On suppose qu’il existe un mécanisme pour ordonner les cosets et pour établir qu’un mot w € G appartient
a un coset. On suppose de plus que ’on dispose d’un mécanisme pour décider de 1'égalité entre deux mots.
Par exemple, ces mécanismes existent pour les groupes libres et les groupes abéliens. Rappelons qu’il n’existe
pas d’algorithme général de résolution du probléme du mot pour les groupes non-abéliens. Nous proposons
donc que les formes non-abéliennes permises fassent partie d’une librairie équipée des différents mécanismes
nécessaires. Un travail futur a effectuer est de développer des familles utiles de formes non abéliennes.

Avec ces restrictions, une premiére stratégie pour implémenter des champs est 'utilisation de fonctions
mémoisées. Un champ g¢[G] est stocké comme un dictionnaire ot on associe & une entrée w € G une valeur
g(w). Si la valeur g(w) de w est requise, on vérifie d’abord si w se trouve dans le dictionnaire: cela est
rendu possible grace au mécanisme fourni pour tester 1’égalité de deux mots. Si w ne se trouve pas dans le
dictionnaire, nous devons alors décider quelle est la définition qui s’applique, c’est-a-dire si w appartient ou
n’appartient pas & un coset Ci. Dans le premier cas (w appartient & un C%), nous avons fini le calcul et nous
pouvons retourner ¢; en stockant le couple (w,¢;) dans le dictionnaire. Dans le second cas (w n’appartient
a aucun C17), nous devons calculer la valeur de g aux points w.si, ..., w.s, en appliquant récursivement ce
processus de calcul. Puis on combine les résultats par h, on stocke le résultat dans le dictionnaire et on le
renvoie. La figure 16 illustre les différentes phases du calcul d'un GBF.

Pour un w € G ou bien pour les we RC G
1. Si w € Dicog
alors retourner Dicog(w)
sinon (w ¢ Dicog)
2. si we (i
alors Dicog(w) < ¢; et retourner ¢
sinon ((w ¢ Dicog) A (w & C1))
calculer les v; = G(w.s;)

calculer v = h(vi,...,vp)
DicoG(w) «— v et retourner v

FiGc. 16 — L’algorithme de calcul d’un GBF récursif. R est un ensemble de points décrit par le langage
de formattage proposé en section V.4. La réalisation de cet algorithme nécessite des mécanismes évoqués en
section V.7.1.

V.7.1 Problémes a résoudre sur les groupes

Les phases 1) et 2) de ’algorithme décrit par la figure 16, supposent que l’on dispose de mécanismes
permettant :

1. de résoudre le probléme du mot, c’est-a-dire de décider de I’égalité de deux mots (il faut en effet décider
si la clé w est présente dans le dictionnaire ou non).
2. de tester 'appartenance & un coset (ainsi que 'ordre d’inclusion des cosets).

Pour le premier probléme, de nombreuses familles de groupes, par exemple les groupes abéliens ou les
groupes libres, ont un probléme du mot décidable. Dans la section VI.1, nous développons les outils théoriques
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permettant d’implémenter complétement les groupes abéliens. Pour le second probléme (tester ’appartenance
& un coset), il en va de méme. Décider d’'un ordre d’inclusion des cosets est un probléme moins critique:
on peut se reposer sur un mécanisme permettant d’ordonner les cosets par inclusion, si un tel mécanisme
existe (c’est le cas pour les groupes abéliens), sinon on peut se fier & ordre textuel des déclarations. Cette

situation est analogue pour le « pattern matching » des fonctions définies par cas.

V.7.2 Optimisations

Nous pouvons étre plus efficace si chaque mot w peut étre réduit en forme normale w. Une forme normale
peut étre calculée pour les groupes abéliens (la forme normale de SMITH) ainsi que pour les groupes libres.
Dans ce cas, le dictionnaire peut étre optimisé en une table de hash-code avec une clé w pour w.

Dans le cas des groupes abéliens GG, nous pouvons améliorer encore I'implémentation en utilisant l'iso-
morphisme fondamental entre G et un produit de Z-modules (cf. [Coh93, 11i89]). En fait, une fonction sur
un Z-module est simplement implémentée comme un vecteur. La difficulté dans ce cas est la manipulation
de Z™ qui correspond a un tableau non borné.

V.7.3 Chemin de dépendances et évaluation dirigée par les données

b H=<ab,c;a.c=b>

F@<c>H=...
F@<a>H=...
F=Fa 2 +Fb

e, 7

dépendance infini

Fic. 17 — Cette figure illustre un champ basé sur une grille hexagonale H = {(a,b,c; b = a.c). Le champ
F est défini par une expression récursive. Les cosets (a) : H et (c) : H correspondent auz cas terminauz.
L’ensemble de dépendances est DF = {a=2,b=% ¢~ 1}. L’entier qui apparait dans une cellule correspond a
Uinstant de production de la valeur de la cellule. A Uinstant 0, on connait la valeur des point des cosets. Les
grandes fleches correspondent 4 un mouvement inverse d’un déplacement de DF : ces translations peuvent
étre utilisées pour calculer de nouwveaux points a partir des points connus. Dans cet exemple, a4 chaque instant
on ne peut calculer qu’un seul nouveau point. Les cellules qui ont une valeur différentes de L ont une frontiére
plus épaisse. La courbe infinie qui part d’une cellule en maigre montre le début d’un des chemins infinis de
dépendances : ce chemin de dépendances « saute » par dessus le coset et part a l'infini.

Le schéma d’évaluation que nous venons de définir (cf. figure 16) correspond & une stratégie d’évaluation
a la demande : par exemple, pour évaluer iota(gauche™?), nous devons calculer iota(gauche™!) qui déclenche
le calcul de iota(e) qui enfin retourne 0.

Nous pouvons donc associer a tout point w € G un ensemble p(w) de chemins dirigés correspondant
aux points rencontrés pour calculer g(w). Un élément p de p(w) est un mot du sous-groupe généré par Dg.
L’évaluation de g(w) échoue si un p € p(w) a une longueur infinie. Deux cas peuvent se présenter :

1. p est cyclique,

2. p a un nombre infini de sommets.
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Borner le nombre de sommets visités dans un calcul est similaire & la limite sur la taille de la pile des appels
de fonctions. Une analyse statique peut étre utilisée pour caractériser les domaines de G dotés de chemins
finis (cf. [LCY4]). Des conditions suffisantes peuvent aussi étre vérifiées au moment de la compilation pour
détecter des chemins cycliques. Par exemple, un critére brutal peut étre Dg N (Dg)~! = ). Ou bien, on peut
détecter un chemin cyclique a ’exécution par un mécanisme d’« occur check ».

Les outils développés pour 'ordonnancement d’équations récurrentes uniformes peuvent aussi étre utilisés
pour implémenter une stratégie d’évaluation gouvernée par les données mais une telle stratégie d’évaluation
ne cadre pas bien avec une évaluation paresseuse. L’idée est de propager les valeurs & partir des point définis
vers les points indéfinis, tel un front de vague. A Iinstant 0, la valeur de g est connue pour les points du
domaine :

Defy =C1UC2U ... UCn

Alors, a l'instant 1, il est possible de calculer, en paralléle les valeurs des point du domaine:
Lo = Defy.s1 N ... N Defy.s,

Ainsi, a I'instant 1, les valeurs de F' sont connues pour :
Defy = Defy U Ly

De facgon plus générale, il est possible & 'instant ¢ de connaitre les valeurs pour Def; et de calculer les valeurs
de Lt :

Defy = Defy 1 U Ly 4
Ly = Def;.s10 ... N Defy.5p

Les calculs des valeurs des points de L; sont indépendants et peuvent avoir lieu en paralléle. Les figures 17
et 18 illustrent ces ensembles pour deux exemples de GBF.

Une approche compilée d’une stratégie d’évaluation gouvernée par les données devrait inférer a la compi-
lation Dallure de L; mais c’est compliqué dans le cas général : par exemple, L; n’est pas forcément un coset.
En fait, cette stratégie engendre plusieurs problémes. D’abord les cosets définissant les équations ne sont pas
forcément distincts. Il faut alors choisir une valeur pour les éléments appartenant & plusieurs cosets. Ensuite,
quand il s’agit de calculer la valeur d’un élément précis w, il y a deux nouveaux problémes :

Le premier est de savoir si w est calculable. On a vu un procédé itératif permettant de connaitre tous
les points calculables (en admettant qu’on sache trouver l'intersection des cosets). Cependant, cette
méthode n’est pas forcément décidable: si w est calculable alors la méthode répond positivement en

temps fini.
Ab
H=<ab,c;a.c=b> a
p4
F@<a>H=... -

FO@R.<a>H=...
F=F.c + Fc

Fic. 18 — Ce schéma illustre un autre cas de figure dans le calcul des dépendances: toutes les cellules
ayant une valeur différentes de 1 sont valuées a l’instant 1. L’ensemble des dépendances est cette fois DF =
{a,a™'}. Les cosets (a) : H et c®.{a) : H correspondant auz cas terminauz de la récursion sont basés sur le
méme sous-groupe.
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Meéme si 1’élément est calculable, on ne peut pas procéder au calcul sur tous les De f; puisqu’ils peuvent
étre infinis. Il faut alors réduire ’ensemble de départ & un sous-ensemble fini, tout en conservant les
chances d’atteindre w. Cette opération n’est pas du tout immédiate et se raméne souvent a déterminer
les points nécessaires pour atteindre w (mécanisme demand-driven). De plus, les ensembles qu’on
manipule ont peu de chances d’avoir des structures de groupes.

Une approche possible serait de trouver une approximation de L;. Dans le cas de tableaux définis récursive-
ment et qui correspondent & des champs abéliens libres, la méthode d’ordonnancement par hyperplan fait 1a
supposition que I'instant auquel un élément du tableau sera calculé, est donné par une combinaison linéaire
des indices du tableau [Tor93|. Autrement dit, les L; sont approximés par un coset (I’analogue, dans le cas
des groupes abélien, d’un hyperplan). Cette voie d’étude reste a explorer.

Mais les raisons discutées ci-dessus (illustrées par la figure 19) nous ont incité a étudier en priorité la
stratégie d’évaluation demand-driven.

Fi1G. 19 — La figure, qui reprend ’exemple présenté figure 17 visualise un champ basé sur une grille hezxa-
gonale H = {a,b,c; b = a.c). A I’étape 0, nous connaissons la valeur des éléments appartenant auz coset
b=3.{a) : H et b=2.{c) : H (ces éléments sont nommés 0). En supposant que I’équation générale implique
Fa=2, Fb~! et F.c™', a Uétape 1, nous ne pouvons calculer qu’une seule nouvelle valeur (pour le mot
c™2, nommé 1). On peut noter qu’aucune valeur n'est définie pour a>.c, cette cellule appelée “?” n’est ja-
mais atteinte par le processus d’évaluation. Si on réduit U'ensemble d’origine le long de {a) a l’ensemble
{a.b=3,a2.b73,a3.b73,a*.b=3} (cellules grisées) alors la valeur de a®.c™2 (marquée 2) ne peut plus étre cal-
culée (il manque la valeur de a®.b=3). Cette figure est un graphique Mathematica extrait de l’implémentation
développée par J. Soula [Soudb].







Chapitre VI

Implémentation de GBF abéliens

VI.1 Outils théoriques pour I'implémentation des GBF abéliens

A partir des concepts que nous avons développés dans le chapitre précédent, J. SouLA a développé lors
d’un stage de DEA [Sou96] les outils permettant 'implémentation des groupes abéliens. Rappelons que
I'implémentation de 'algorithme de la section V.7 nécessite la résolution des problémes suivants:

1. Pouvoir comparer deux mots d’un groupe et déterminer s’ils représentent le méme élément dans le
groupe est un mécanisme fondamental et nécessaire. Il sert notamment a tester 'appartenance d’un
élément & un sous-ensemble.

2. Le choix de I’équation a appliquer implique ’existence d’un test d’appartenance & un coset. Dans le
cas des ensembles quelconques, la seule solution possible est d’énumérer ’ensemble pour comparer
ces éléments & celui concerné ; malheureusement ce test échoue pour les ensembles infinis. Cependant,
bien que les cosets soient infinis, leur structure particuliére peut nous amener & trouver des solutions
particuliéres.

3. Comme on I’a dit dans le chapitre précédent, les cosets n’étant pas forcément distincts, il faut un
mécanisme de choix en cas d’appartenance & plusieurs cosets.

4. Si ’élément concerné n’appartient & aucun coset, alors il faut appliquer I’équation générale avec tous
les problémes que I’emploi de la récursivité implique.

5. I est important d’offrir & D'utilisateur la possibilité de construire de nouveaux groupes grice aux
opérations telles que l'intersection, le produit direct, etc. Cela permet une meilleure expressivité des
structures. Par exemple, on peut considérer ’espace et le temps comme le groupe produit espacex temps,
le groupe quotient permettant de partionner I’espace uniformément. Il apparait comme construction
de forme et comme base du champ résultant de la [-réduction suivant un sous-groupe normal. Le
probléme est alors de pouvoir manipuler convenablement ces constructions.

L’outil principal permettant d’aborder la résolution de ces problémes dans le cas abélien est la forme normale
de Smith (FNS) qui permet de rendre effectif l'isomorphisme entre un graphe abélien et un produit de Z-
modules.

Nous rappelons ci-dessous rapidement quelques résultats puis nous évoquons comment le calcul de la FNS
permet de résoudre les problémes évoqués. Les algorithmes correspondant ont été développés par J. SOULA
et implémentés dans le langage Mathematica. On trouvera un exposé détaillé dans [Sou96].

VI.1.1 Un groupe abélien particulier: le Z-module
Un Z-module est un groupe abélien noté (Z/nZ,+) avec n € N. Mathématiquement, c’est le groupe

quotient de Z par le sous-groupe des multiples de n, nZ. Intuitivement c’est un groupe de n éléments dont
chacun d’eux correspond & un sous-ensemble de Z et qui en forme une partition.
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Chaque élément est nommé par I'un des entiers qui le constituent : I’élément de Z/nZ noté k représente
Pensemble {..., k—n, k,k+n,k+2n,...}. Laloi d’addition est cohérente avec celle des entiers: p+q¢ = p + q.
On peut la représenter graphiquement par un anneau.

On note le cas particulier de Z/0Z qui est isomorphe & Z (et donc infini). Ce Z-module particulier est
appelé module libre, alors que les Z-modules finis sont appelés modules de torsion.

Fi1G. 1 — Deuz exemples de Z-modules de dimension 2 illustrant le partage entre module libre et module fini.
Le premier, Z x Z représente une grille infinie, le second, Z X Z/nZ, est un tube infini.

Les Z-modules de dimension supérieure sont mathématiquement des produits cartésiens de Z-modules de
dimension 1 et ils peuvent s’identifier intuitivement & des grilles multi-dimensionnelle particuliéres (chaque
axe correspondant & un module). En effet, les axes de ces grilles sont soit des anneaux (module de torsion),
soit infinis (module libre). La figure 1 illustre des exemples de produit de deux Z-modules. Dans la suite,
nous étendrons le nom de Z-module & des produits cartésiens de modules de dimension 1.

VI.1.2 Représentation d’un graphe abélien

Soit un groupe abélien G, de générateur gy, ..., g,. Toutes les relations w; = wy peuvent se réécrire en
wl.wgl = e et donc les relations définies par la présentation finie du groupe G sont équivalentes & une liste
de mots de la forme r1,..., 7.

Tout mot giill. .gil peut se réécrire sous la forme g{*. ... .g9" en utilisant la commutativité et la
régle g%.g¥ = g®tY. Soit alors:

/

¢ {11,---,gn}*—>ln
gill. .gilH(al,--.,an)

grace & ', on peut associer & tout r; un n-uplet de Z™. On définit alors la matrice des régles Rg par:
Re = [¢(r1),...,¢ (rn)]

ou ¢(r;) représente la i€ colonne de R qui est une matrice n X m. Rg représente une application linéaire de
Z™ dans Z™ muni de leur base canonique. Tout vecteur appartenant a 'image de R¢g est une combinaison
linéaire des r; et donc représente I’élément neutre.

Par ailleurs, on peut définir:
e + (2"+) = (G,.)
(01, .. am) = git. oo gon
qui est un morphisme de groupe. Ce morphisme n’est pas forcément injectif & cause des relations sur G. En

fait, le noyau! de ¢ est exactement I'image de Rg. En notant Ker, le noyau de ¢ et Img, I'image de Rg,
on a Imp, = Ker,,.

Tester 1’égalité des éléments de G représentés par les mots w; et we revient a tester que I'élément de G
associé a wl.wgl est e, c’est-a-dire que:
¢ (wrawy') € ¢ l(e) = Img,

1. Le noyau d’un morphisme f, noté Ker ¢, est I’ensemble des éléments dont I'image est ’élément neutre.
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Pour décider si un élément w de G appartient au coset u.(H : G), on remarque que u est un représentant
de la classe u.(H : G) de G/H et que w est un représentant de w.(H : G). Deux classes de G/H sont soit
distinctes soit confondues et par conséquent w € u.(H : G) si et seulement si u=g,g w. L’appartenance
& un coset revient donc a tester 1’égalité dans un groupe quotient (dont on connait la présentation, cf.
section V.3.5).

Le mécanisme fondamental dont nous avons besoin est de savoir tester "appartenance a I'image de Rg
(ou de Rg, g dans le cas de 'appartenance & un coset). Or, ce n’est pas chose aisée. On va donc effectuer un
changement de base de Z" pour obtenir une forme exploitable de Img,. C’est le but de la FNS.

VI.1.3 Calcul de la forme normale de SMITH

On cherche L et K tel que, étant donné une matrice R :

LRK = D

avec D une matrice diagonale, L et K des matrices a coefficients dans Z et dont les inverses sont aussi &
coefficients dans Z. La matrice D est de la forme

dy
dy

ou . dn
dn

Les termes de la diagonale sont positifs et vérifient :
di=0 = dei =0
d;
di#0 = d—H ez

T

Avec ces conditions, la matrice D est unique.

Le calcul de A et K peut théoriquement poser des problémes de complexité, qui sont cependant bien
connus et maitrisés [KB79, CC82, 11i89, HHR93]. La matrice L étant inversible, on peut 'interpréter comme
la matrice d’'un changement de base. Dans cette nouvelle base, I'image de R est engendrée par les vecteurs
de D. Autrement dit:

LIng = (diZ,...,d4Z)
De ce fait, tester ’égalité de w avec e est équivalent a tester 'appartenance suivante :
L.gp’(w) S (dl Z,...,dq Z)

ce qui est simple.

REMARQUE Le produit de Z-module isormorphe & G est Z/d1Z x --- x Z/d,Z.

VI.2 Implémentation en Mathematica

J. SOULA a affiné les outils précédents et les a implémenté & I'aide du langage Mathematica, & partir du
package de D. JABON effectuant le calcul de la FNS d’une matrice entiére. Il a aussi développé un début
d’environnement permettant la définition de GBF et le calcul d’une définition récursive suivant 1’algorithme
que nous avons défini en section V.7. Par exemple, on peut définir:

G = (a,b; a® =¢,b® =¢)
H1 = {(ab):G
H?2 = (@*V):G
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H3 = (b):G
H4 = (:G
C1 = 4’ .H1
C2 = ab LH2
C3 = a>.H3
C4 = a®.H4
FaCcl = 1
Fac2 = 2
FaCc3 = 3
FaCc4 = 4

F = Fa'4Fp!

Le calcul de ce GBF peut se visualiser par un objet graphique, et la figure 2, extraite de [Sou96] illustre le
résultat.

2]3
| sl 3 |
3 14|34 [2]
af 3 [11]20 1
2| 3[5]1
32
3 3 5

Z/8Z

Fic. 2 — Cette figure est un graphique Mathematica obtenu par la fonction display. Il représente l'index g
du champ f. Les valeurs inscrites dans les cellules sont les valeurs déja calculées du champ en ces mémes
points. On voit notamment les cosets C1 a C4 dont les valeurs vont respectivement de 1 a 4. La cellule labélée
par 34 représente le mot a*b® (on vérifie que 34 est bien la réponse prévue par la sémantique). Les cellules
grisées sont celles qui ont été nécessaires lors de calculs récursif de a*b°.




Chapitre VII

Exemples de GBF

Dans ce chapitre, nous complétons les exemples énumérés dans [Mic95] afin de montrer 'utilité et la
puissance d’expression des concepts que nous avons développés au chapitre V :

Nous commencons par un exemple artificiel qui illustre la décomposition du calcul par des cosets.
Nous poursuivons par deux exemples de résolution d’une équation aux dérivées partielles.

Nous évoquons ensuite un probléme de simulation d’un écoulement de fluide par une méthode de gaz
sur réseaux.

Enfin, nous revenons a ’exemple de I’ammonite, pour faire croitre une spirale et une ammonite « moins
discrétisée », c’est-a-dire un peu moins carrée.

VII.1 Exemple de combinaison de sous-champs

Nous donnons maintenant un exemple arbitraire qui correspond & un champ F' sur un cylindre. Nous
utilisons le produit libre « * » de deux groupes qui est défini comme I'union de leurs présentations respectives
et 'identification de leurs éléments identités.

D1 (n) = (a;a"=¢€)

G1 = (gauche,droit ; gauche = droit™')

Cyl(n) = DI(n)xGI1

Fag) =1 (1)
FaD1(4) =1 (2)
(FQG1) as L = L.gauche+1 (3)
F[Cyl(4)] = F.gauche+ F.a (4)

Cet exemple introduit la notion de forme paramétrée, e.g. DI (n) et utilise un nom local (la construction

as L) pour dénoter un sous-champ. Un groupe H dénote implicitement le coset e.H si nécessaire et les
éléments d’un produit sont implicitement sous-groupes du produit. Ainsi, DI (4) dans ’équation (2) signifie
réellement e.(DI(4) : Cyl(4)).

Dans la définition de F', nous avons e.GI Ne.DI(4) = e.({) : Cyl(4)) = {e}, les formes sont donc bien
deéfinies (et dans Iéquation (1), () dénote e.({) : Cyl(4))). La figure 1 permet de visualiser la partition
correspondante.

L’intérét de cet exemple est de montrer que la valeur sur un coset peut aussi se définir par une expression
récursive (et pas seulement par une constante). Il suffit de modifier 1égérement ’algorithme de calcul donné
figure 16: au lieu de retourner ¢; si w € Cf, il suffit de relancer le processus de calcul.
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1 5 12

a3.Cl
ecL /O 2/ 3/
right L
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ac1 U 3 6

o 4 10

left.D1 e.D1 ight.D1

F1G. 1 — Définition d’un champ F sur une partition complexe.

VII.2 Reésolution numérique d’une équation aux dérivées partielles
parabolique par une méthode explicite

Nous proposons maintenant un exemple pris dans un domaine plus concret: le probléme consiste en
la simulation de la diffusion de la chaleur dans une fine barre de métal. Nous détaillons briévement son
traitement numeérique, puis nous exprimons la solution dans le cadre des champs basés sur les groupes.

Les deux extrémités de la barre, dont on désire connaitre 1’évolution de la température, sont maintenues

a 0°C. La solution de I’équation parabolique :

Ochaleur k@%haleur (5)
ot - 0z?

spécifie la température chaleur(z,t) & une distance z d’une extrémité de la barre & un instant ¢. Une
méthode explicite de résolution utilise une approximation aux différences finies de 1’équation (5) sur une
grille (X; = ih,T; = jk) qui discrétise I'espace des variables [Smi66|. Une approximation aux différences
finies de I’équation (5) est:

chaleur; 11 — chaleur; chaleurii1,+ — 2 chaleur; ; + chaleur;_1+

k h?

qui peut étre réécrit :
chaleur; j 41 = r chaleur;_1 j + (1 — 2r)chaleur; ; + r chaleur; i1 ; (6)

ot r = k/h?. Cette formule définit la température inconnue chaleur; j+1 au (i, j + 1)€point de la grille en
termes de la température connue le long de la j€ligne temporelle.

Il ne reste plus qu’a calculer les valeurs pivot inconnues de chaleur le long de la premiére ligne temporelle
T = k, en termes des bornes connues et des valeurs initiales le long de T' = 0, puis de progresser le long de
la seconde ligne temporelle et ainsi de suite.

En fait, dans I’équation (6), j + 1 est une astuce pour faire référence a 'instant suivant j (qui est le sens
de Ot) et i + 1, i — 1 représentent le codage de I’accés aux voisins de gauche et de droite du point i de la
barre (en d’autres termes, le groupe additif sur les entiers est utilisé pour coder le groupe des translations
sur une ligne uni-dimensionnelle).

Il est treés facile d’implémenter cet exemple dans le formalisme des champs basés sur les groupes. Pour
définir le domaine espace-temps, nous utilisons le produit libre de domaines plus simples.

nous ne pouvons que progresser dans le
Temps = (passé) temps, il n’est donc pas nécessaire de spécifier (7)
I'inverse du générateur
Barre = (gauche, droit ; gauche = droit™*) une barre infinie (8)
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EspaceTemps = Temps x Barre (9)
On définit les cosets correspondants aux conditions intiales et aux bornes (cf. figure 2):

BornelnitialeGauche = e.(() : EspaceTemps)
BornelnitialeDroite = droit".({) : EspaceTemps)

Initiale = e.(Barre : EspaceTemps) la barre au temps 0
BorneGauche = e.(Temps : EspaceTemps) la borne gauche le long du temps
BorneDroite = droit".(Temps : EspaceTemps) la borne droite le long du temps
T~ Time
@ RightBorder = 0

=0

LeftBorder

Initial InitialRightBorder

heat(x, t)
0°C = ; 10 °C
4 X > thin rod

Fi1G. 2 — Résolution numérique explicite de ’équation différentielle partielle paraboliqgue gouvernant la dif-
fusion de la chaleur dans une barre de métal fine et uniforme.

Nous pouvons maintenant définir le champ chaleur:

chaleur@QBorne Gauchelnitiale =0

chaleur@QBorneDroiteInitiale =10

chaleurQInitiale = début une distribution initiale de la température
chaleur@QBorne Gauche =0

chaleur@BorneDroite =0

chaleur[EspaceT emps] = 0.4 x chaleur.passé + 0.3x

(chaleur.passé.gauche + chaleur.passé.droit)

La solution générale de chaleur exprime simplement le fait que la valeur courante de la chaleur en un point
est égale & une combinaison linéaire de ses voisins & l'instant précédent. Le champ début est un parameétre
du programme et correspond & une distribution initale de la chaleur. La définition suivante peut étre utilisée
pour spécifier la distribution symétrique de la chaleur dans la barre:

rampe@() =0

rampe[Barre] =1+ rampe.gauche
T = rampe/n
débutlbarre] =rx*(l—r)

On notera 'utilisation d’une forme infinie pour modéliser la discrétisation finie de la barre. En suivant les
remarques de la fin de la section précédente, on aurait idéalement des valeurs indéfinies en dehors du domaine
implémentant la barre. Ceci peut étre obtenu grace a 'utilisation explicite d’un opérateur de restriction :

début|Barre] = r* (1 — r) ondroit” where0 < p <n




76 CHAPITRE VII. EXEMPLES DE GBF

Web output —

Fi1G. 8 — Résultat de la résolution d’une équation différentielle partielle parabolique.

VII.3 Relaxation red-black

Dans I'exemple précédent, les topologies plus riches permises par les formes ne sont pas utilisées. Dans
cet exemple nous allons utiliser les cosets pour définir et manipuler des sous-domaines de calcul.

La relaxation red-black fonctionne comme toutes les relaxations en calculant une séquence d’approxi-
mations de la solution jusqu’a ce que ’erreur soit suffisamment faible. Nous donnons ici la définition du
domaine impliqué par la relaxation red-black de GAUSs-SEIDEL. Elle consiste en la mise & jour du champ
F. Le domaine de F', une grille & deux dimensions, est divisée en deux ensembles de points (les noirs et les
rouges). Nous exprimons cette partition a 'aide de cosets:

Grille =(z,y;)

SousGrille = (2%, y* x.y) : Grille
Red = e.SousGrille

Black = z.SousGrille

L’algorithme commence par le calcul de la valeur des cellules rouges dépendantes des cellules noires
voisines ; puis c’est le calcul de la valeur des cellules noires qui est effectué en fonction des cellules rouges
précédemment calculées. La formule de la relaxation est par exemple :

Fij < Fij +k(V?F)ij — fi;)
ot V2F désigne le Laplacien discret :
Fip1+Fiaj + Fijp + Fijo1 — 45
2
La formule ci-dessus apparait, par exemple, dans la solution d’une équation aux dérivées partielles de POISSON
V2F = f; la fonction f étant une donnée du probléme.

(V2F),; =

En 81/2, la séquence d’approximation est implémentée comme un stream : F' désigne la suite des champs
et opérateur $ autorise I’accés a la valeur du stream au top précédent. Le champ F’ représente 1’étape
rouge, le champ F' résume les étapes rouge et noir. Le programme correspondant est :

f[Grille] = ...une donnée du probléme. ..

F[Grille] =S$F’

F'|Grille] =$F

F'QRed =S$F +k(($Fx+$Fa ' +$Fy+$Fy ' —48F)/(h?) — f)
FQBlack =S$F' +k((SF .+ $F o ' +$F y+$F y ' —4$F)/(h?) - f)




VII.4. LE MODELE DES GAZ SUR RESEAU 77

VII.4 Le modéle des gaz sur réseau

Les modeéles des gaz sur réseaux sont une tentative de décrire la cinétique des molécules d’un fluide par un
modeéle de type automate cellulaire. Afin de ne pas introduire d’invariants parasites, et de respecter les symé-
tries qui apparaissent dans I’expression continue des lois de la mécanique des fluides, on est passé des modéles
initiaux de HARDY, PAzz1s et POMEAU sur une grille NEWS (dans les années 70), aux modéles & maillage
triangulaire (ot chaque sommet a 6 voisins) introduit par FrRISCH, HASSLACHER et POMEAU [FHP86]. Nous
ne rentrerons pas dans le détail de ces modéles et nous retiendrons que, du point de vue de I'informaticien,
il s’agit d’implémenter un « jeu de la vie » sur un réseau hexagonal, avec des régles de transitions un peu
particuliéres (cf. figure 4).

0.5 v

_> 4—
/ 05 *

tirage au sort de I'état final

oo S

N
a

Fic. 4 — Un exemple de famille de régles pour une simulation de gaz sur un réseau a maille hexagonale. Les
régles sont représentées aux symétries de rotation prés et correspondent au modéle FHP.1 [FHP86]. La régle
non-déterministe pour les collisions de type 2 (2 particules en jeu) évite de biaiser le comportement physique
malgré la topologie discréte du réseau. Toutes les évolutions de type 1 laissent le vecteur vitesse invariant.

L’intérét de cette approche c’est qu’elle s’adapte & des problémes trés variés et se décline pour simuler
des obstacles, des fluides différents, des réactions chimiques, etc.

Pour calculer les résultats présentés dans la figure 5, nous n’avons pas pu utiliser 'outil développé par
J. SOouLA, car il n’intégre pas I’aspect stream. Mais nous avons pu utiliser les fonctions de visualisation sur
grille hexagonale. Nous avons donc construit manuellement et ajouté sous Mathematica les manipulations de
champs nécessaires. Cette tache est simple puisque la forme normale d’un mot de H2 est facile & calculer : il
suffit de mettre chaque mot sous la forme a?.c? en remplacant b par a.c. Mathematica permet la manipulation
symbolique de mots dans un monoide commutatif. En utilisant 1’égalité précédente comme une régle de
réécriture, la normalisation des mots se fait implicitement.

Les régles de la figure 4 ont été codées directement, en maintenant la liste des particules présentes sur un
site, plus précisément, en gardant le vecteur vitesse de ces particules. Dans le cadre d’une simulation réelle,
il faudrait encoder les configurations possibles afin de ne pas manipuler inutilement ces ensembles de tailles
variables (ils ont au plus 6 éléments).
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(c) Initialisation

(b) Aprés 5 pas d’évaluation
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(d) Aprés 5 pas d’évaluation

Fi1G. 5 — Deuz exemples d’évolutions avec les mémes régles mais & partir de deux situations initiales diffé-
rentes. A Uinstant 0, les particules sont concentrées dans une petite « boule ». La pression fait s’expanser la
boule de gaz. Les nombres correspondent au nombre de particules qui occupent un site. Les vecteurs corres-
pondent auz vecteurs vitesses des particules. Les lois d’évolution sont celles décrites par la figure 4.
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VII.5 La croissance de ’'ammonite hexagonale

Dans cet exemple, nous nous intéressons a nouveau a la croissance de 'ammonite (cf. section IIL.3,
page 22), mais dans le monde H2. Comme pour ’exemple précédent, nous avons besoin d’un stream de GBF et
donc nous construisons de facon ad hoc les outils nécessaires a la manipulations de champs. L’implémentation
de H2 sous Mathematica est celle esquissé dans I’exemple précédent.

FiG. 6 — La croissance de ’ammonite sur un réseau hexagonal. Le numéro d’une cellule correspond au
numéro de génération de la cellule. On a figuré en différents niveaux de gris différentes générations.

Une ammonite dans un monde hexagonal [Tho94, pp 190-192] suit le méme principe de croissance, mais
au lieu d’étre discrétisée par un carré dans une grille NEWS, elle est discrétisée par une region de H2. Le
programme 81/2 de la modélisation est le suivant :

H2 = (a, b, ¢c; b=a.c)
AQ@ao = 0

A[H2] = S$A#Bd

B = nwhere$A4

d = ifdir == O0thena®*

elseif dir == 1 then b*
elseif dir == 2 then c*'°
elseif dir == 3 then a %@
elseif dir == 4 then b %

elseif dir == 5 then ¢ °°
cpt@O =0
cpt = $cpt + 1 whenClock
dir = cptmod6
la@0 =1
1b@0 =1
lc@0 =1
la = ifdir == 0| dir == 3 then$lb + $lbelse$ib
Ib = ifdir ==1|| dir == 4then$lb + $lbelse$ib
le = ifdir == 2|| dir == 5then$lb + $ibelse$ib

Les variables [, représentent la largeur de Vammonite suivant la direction = € {a,b,c}. Il y a une double
quantification pour A: sur le temps et sur l'espace. La garde @()@0 indique que I'équation est valide pour
le premier top et pour les éléments de () : H2. Le résultat est illustré par la figure 6.
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L’écriture du calcul de la direction est complexe & exprimer et fastidieux a rédiger : on pourrait penser a
I’abréger en introduisant un générateur correspondant a la rotation désirée:

H ={a,b,c,r;ac=bra=brb=crc=a'rat=b"rbt=ct rct=aq)

3 )

Mais ceci n’est pas correct: de r.c”! = a on obtient r = a.c = b qui n’est pas le résultat désiré. On ne peut

pas faire cohabiter la rotation voulue avec les mouvements de translation de H2 dans le méme groupe. Par
contre, on pourrait envisager l’action du groupe:

sur le groupe H2, ce qui serait une extension intéressante.

VII.6 La construction d’une spirale dans H2

Nous voudrions & présent construire une spirale dans H2. Cela se fait en emboitant, & une position
calculée, un segment dont la longueur grandit. On considére trois segments, suivant chacune des directions.
La position ol on insére ce segment est calculée dans pos:

H2 = (a, b, ¢; b=a.c)

aSeg@0 =0

aSeg|H2] = nwhere($aSeg) # ($aSeg.a)
bSeg@0 = 0

bSeg|H2] = nwhere($bSeg) # ($0Seg.a)
cSeg@0 = 0

cSeg[H2] = nwhere($cSeqg) # ($c¢Seg.a)
spi@<>@0 = 0

spi = S$spi # seg

seg = if dir == 0 then aSeg.pos

elseif dir == 1 then bSeg.pos
elseif dir == 2 then cSeg.pos
elseif dir == 3 then aSeg.(pos.a™ ")
elseif dir == 4 then bSeg.(pos.b™")
elseif dir == 5 then cSeg.(pos.c™™)

poOs = e

pos = if dir == 0 then pos.a™
elseif dir == 1 then pos.b”
elseif dir == 2 then pos.c”
elseif dir == 3 then pos.a™ "

elseif dir == 4 then pos.b™ "
elseif dir == 5 then pos.c” "

cpt@Q =0
cpt = $cpt + 1whenClock
dir = cptmod6

Remarquons que la valeur de pos est un élément de H2. La croissance de la spirale n’est pas faite de maniére
locale : ce n’est pas 'activité d’une cellule, dépendant d’un état interne, qui dirige la croissance, comme dans
l'automate de LANGTON. On n’est donc pas du tout dans un modeéle de programmation de type automate
cellulaire ou programmation plane [Roz90], mais dans un modéle géométrique ot I’on manipule des segments
de droite, des positions, etc. Le résultat est illustré par la figure 7.



VII.6. LA CONSTRUCTION D’UNE SPIRALE DANS H2

81

FiGc. 7 — La construction d’une spirale sur un réseau hexagonal.







Troisiéme partie

Amalgames
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Chapitre VIII

Représentation des espaces hétérogénes

Nous avons vu dans la partie précédente qu’un espace correspond & un ensemble muni d’une structure
de voisinage. On peut donc représenter un espace par un graphe oil les sommets sont les points de 1’espace,
et ol un arc relie des points voisins. Une structure de groupe décrit de maniére remarquablement compacte
le graphe associé & certains espaces: les espaces homogénes.

Nous allons & présent nous intéresser a une autre classe d’espaces, les espaces hétérogénes. Pour ces
espaces, la structure de voisinage ne peut étre décrite autrement qu’en énumérant explicitement les voisins
de chaque point. Ce sont donc des structures finies et notre probléme est de construire des espaces
hétérogénes.

Nous allons voir que ces espaces interviennent naturellement pour décrire la structure et les calculs d’un
programme. En fait, un systéme 81/2 est un espace hétérogéne. Construire un espace hétérogéne revient donc
& construire un systéme 81/2 qui est une collection d’équations, comme résultat d’un calcul. Nous donnons
le nom d’amalgame & ce calcul qui combine des systémes pour construire d’autre systémes.

L’intérét des amalgames pour la simulation des SD est multiple: ils permettent de structurer les pro-
grammes de simulation, ils permettent de factoriser et de réutiliser des fragments de simulation, et ils per-
mettent la construction dynamique d’un programme de simulation comme le résultat d’un calcul. Ce dernier
point est par exemple absolument nécessaire pour les simulations dont I'espace des états doit étre calculé
conjointement & I’évolution du systéme.

Structure de la partie. Cette partie est structurée en quatre chapitres. Ce chapitre-ci expose le lien
entre la notion d’espace et la notion de graphe data-flow d’un programme. Un systéme 81/2 constitue une
représentation textuelle d’'un graphe data-flow et nous nous posons le probléme de la construction de ces
graphes. Une solution est esquissée, qui repose sur trois opérateurs : Popérateur d’amalgamation « {...} »,
I'opérateur de sélection « . » et l'opérateur de concaténation « # ». Nous illustrons ces constructions par
la structuration et la construction de simulations de SD.

Le chapitre IX compare les amalgames avec d’autres formalismes et mécanismes de programmation. La
notion de nom est centrale dans le calcul des amalgames et on retrouve une préoccupation similaire dans de
nombreux domaines : par exemple la modélisation de I’héritage dans les langages & objets, la délégation dans
les langages & prototypes, les pages jaunes dans un environnement distribué, les applets dans les programmes
construits dynamiquement, les mécanismes de call-back... Nous comparons ’approche des amalgames avec
diverses approches qui ont été proposées dans ces domaines.

L’objet du chapitre X est de formaliser la notion d’amalgame, ce qui est fait & travers une sémantique
opérationnelle du processus de calcul. Le calcul que nous présentons posséde deux propriétés importantes :
il est déterministe et il préserve une certaine notion de correction.

Enfin, le dernier chapitre de la partie, le chapitre XI, évoque une implémentation de la sémantique en
Mathematica et illustre le concept d’amalgame par des exemples. Les exemples donnés ne concernent que
les « amalgames purs », c’est-a-dire que ces exemples n’impliquent ni les GBF, ni les streams, ni d’autres
constructions 81/2. L’intégration des amalgames (et des GBF) au sein du langage 81/2 est discuté dans la
quatriéme partie de ce document.
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Structure du chapitre. Ce chapitre est structuré en six sections. La premiére section de ce chapitre fait
le lien entre les formes, telles qu’elles ont été définies dans la partie précédente, les graphes des dépendances
et les systémes.

Dans la deuxiéme section nous faisons le lien entre les systémes et les graphes data-flow.

La troisiéme section aborde le probléme de la construction des systémes vus comme des graphes data-
flow. Deux solutions sont classiquement utilisées: la construction explicite par combinateur, qui repose sur
la notion de fonction, et la construction implicite qui repose sur la notion de nom. Cette deuxiéme solution
est la plus adaptée & un langage déclaratif mais son aspect implicite empéche d’exprimer un systéme comme
le résultat d’un calcul.

Dans la quatriéme section, nous proposons une nouvelle approche, les amalgames, qui permet la construc-
tion dynamique et incrémentielle de systémes dans le cadre d’un langage déclaratif. Pour cela, nous intro-
duisons trois opérateurs qui permettent de combiner des systémes: 'opérateur d’amalgamation « {...} »,
I'opérateur de sélection « . » et I’'opérateur de concaténation « # ». Ces opérateurs étendent aux amalgames
les opérations 81/2 de méme nom qui s’appliquaient aux systémes.

L’avant-derniére section illustre les bénéfices apportés par les amalgames aux applications de simulation
des SD.

Dans la derniére section de ce chapitre nous revenons sur le processus de réduction d’un amalgame et
nous montrons certaines difficultés de I’évaluation d’une expression d’amalgame: bien qu’impliquant peu
d’opérateurs, les régles de réduction doivent étre soigneusement congues sous peine d’obtenir des réductions
indésirables. Cette section est principalement un catalogue des divers phénomeénes qu’on peut rencontrer lors
de la réduction d’'un amalgame: capture de variables, liaisons a 'extérieur d’un terme, réduction tardive
d’un terme, etc.

VIII.1 Forme, graphe des dépendances et systéme

La notion d’espace intervient dans les programmes de simulation des SD, comme un objet naturel de
I’application. Mais nous avons évoqué au début du chapitre IV, que cette notion intervient aussi naturelle-
ment quand on veut représenter les données et les calculs d’un programme (indépendamment du domaine
d’application de ce programme). C’est la notion de graphe des dépendances. Or la notion de graphe des dé-
pendances est représentée directement en 81/2 par la notion de systéme. Un systéme permet donc de décrire
un espace hétérogéne.

GBF systeme
! 1

espace « forme o  graphe des dépendances

Fi1G. 1 — Relation entre forme, espace, graphe des dépendances, GBF' et systémes.

Ce point de vue, illustré par la figure 1, va s’éclaicir en prenant I’exemple de iota (voir la section V.6.2,
page 61). Le graphe des dépendances de iota en un point, disons le point gauche 2, est un graphe dont les
sommets sont les points de GI. Il y a un arc allant d’'un sommet s; & un sommet ss, si on a besoin de la
valeur de s, pour calculer la valeur de s;. Par exemple, pour gauche 2, le graphe des dépendances est figuré
par le schéma:

(e) «— (gauche ™) «—— (gauche ?)
Puisque iota est spécifié par une définition récursive de GBF, iota « respecte le voisinage », et donc, le

graphe des dépendances du calcul de la valeur d’un point de iota est un sous-graphe de GI .

Si on fait I'union de tous les graphes des dépendances pour tous les points de de GI, on retrouve GI tout
entier. Mais pour un autre champ que iota, on pourra ne retrouver qu’un sous-graphe. La figure 2 en donne
un exemple.
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Fic. 2 — Un exemple de forme et de graphe des dépendances associé a un champ g sur cette forme. Le
champ g est défini par: g@Q() =0, gQ(x) =1+ g™, g =1+ gy~ '. Lunion des graphe des dépendances
pour tous les points de la forme ne constitue qu’un sous-graphe de celle-ci.

Examinouns a présent ce qui se passe pour 'autre concept de collection en 81/2 : les systémes. Rappelons (cf.
section I1.3.4, page 16) qu’un systéme est un paquet d’équations rassemblées logiquement. Par exemple :

{a=1b=a+1,c=a+bd=a+b+c}
Cette collection est une expression qui va étre calculée et se réduire en:
{a=1,b=2,¢=3,d =6}

Le calcul d’un systéme consiste & calculer chaque partie droite des définitions. Puisqu’il y a calcul, il y a donc
un graphe des dépendances qui correspond simplement au graphe des dépendances entre les définitions:

— chaque définition correspond & un sommet ;
— il y a un arc de s; vers so si la valeur associée a so est requise pour calculer la valeur de s;.

Le graphe des dépendances associé au systéme précédent est schématisé par:

{a=1b=a+1l,c=a+bd=a+b+c} (@) «— (b) «— (¢) «— (d)

On voit que cette fois le graphe associé ne peut étre décrit de maniére compacte : il est spécifié a travers les
équations d’un systéme.

Le graphe des dépendances des éléments d’un systéme représente exactement la méme chose que le graphe
des dépendances des points d’'un GBF. Il est donc naturel de parler d’espace & son propos. Cependant,
contrairement aux GBF, 'espace sous-jacent & un systéme est qualifié d’hétérogéne afin de bien marquer

qu’il correspond & un graphe quelconque.

VIII.2 Systéme et graphe data-flow

La forme d’'un GBF, qui représente un espace homogéne, est une entité que nous avons définie pour
elle-méme, car elle peut se factoriser entre plusieurs spécifications de GBF. Par contre, un espace hétérogéne
est une structure trop ad hoc pour qu’il soit utile de la factoriser entre plusieurs spécifications de systémes.
Autrement dit, alors qu’on définit les GBF comme un calcul sur une forme donnée a priori, le graphe des
dépendances d'un systéme est donné a posteriori comme sous-produit du calcul.

En effet, un systéme correspond & un objet « plus riche » qu’un graphe des dépendances: il décrit aussi
des calculs!. Par exemple, le systéme :

{a=1,b=2,c=a+b} etlesysttme: {a=3,b=4,c=axb}

1. les calculs décrits par un systéme respectent le graphe des dépendances, de la méme facon que la définition d’un GBF
respecte la forme du GBF.
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présentent le méme graphe des dépendances:
(@) — (¢) — (b)

mais correspondent & des calculs différents?. Le graphe qui représente sous une forme abstraite & la fois les
calculs et les dépendances, est le graphe data-flow du systéme ou DFG (acronyme de I’anglais Data Flow
Graph). Les sommets du DFG sont les opérateurs des expressions et sous-expressions qui apparaissent en
partie droite des définitions du systéme. Il y a un arc du sommet s; vers le sommet so si:

— soit s9 est une sous-expression de s7 ;
— soit il y a une définition x = s3(...) et x est argument de s;.

La figure 3 illustre un exemple: on reconnait bien un graphe data-flow tel qu’il est défini par exemple

dans [Klo87| et on peut retrouver simplement le graphe des dépendances associé®.

a. @ @
{ @ 0 @b

+ 1 3 v ¥

3*(a - b) P © ®
© \@‘-c

systeme graphe des dépendances graphe data-flow

FiGc. 3 — Graphe des dépendances et graphe data-flow d’un systéme.

VIII.3 Construction des DFG

Notre probléme est de construire des systémes par combinaison de systémes existants, de la méme fagon
qu’on construit des GBF par combinaison de GBF. Et de la méme maniére que ’on s’intéresse a la définition
récursive de GBF par des équations, nous serons intéressés par la définition récursive de systémes par des
équations. Notre approche ne repose pas sur la notion classique de combinateurs [K1o87, Mee89], mais s’appuie
sur la notion de nom, ce qui permet de rester dans un cadre purement déclaratif. Cela nous conduit a la
notion d’amalgame qui généralise la notion de systéme.

Regardons les systémes comme la représentation textuelle d'un DFG. Alors un systéme 81/2 est un DFG
« complet » qui décrit un calcul & effectuer, sans possibilité de paramétrer ce calcul. Pour construire des
nouveaux DFGQG, il faut disposer de DFG « incomplets » qu’on peut combiner pour construire plusieurs DFG
différents. Par exemple, I’expression :

1+ (2+3)

représente un calcul « complet »: on ne peux pas combiner cette expression pour construire des calculs
différents (on peut tout au plus la juxtaposer avec d’autres calculs indépendants). Par contre, ’expression :

1+ (2+2)

ol on peut remplacer x par un entier par un mécanisme & définir, est une entité qui n’est pas un DFG mais
qui peut servir & construire beaucoup de DFG différents en remplacant = par des valeurs différentes.

2. Identifier deux calculs s’ils conduisent aux méme graphe des dépendances, a été formalisé dans le cas des fonctions par
[Fre95]. Grossiérement, deux fonctions sont intensionnellernent équivalentes si les arbres de calculs (i.e. le graphe des dépen-
dances) coincident.

3. Pour retrouver le graphe des dépendances a partir du DFG, il faut supprimer dans le graphe data-flow les sommets qui
ne correspondent pas & un identificateur (ce sont les opérateurs qui ne sont pas partie droite d’une expression, mais en sous-
s1 — s2 — s3, il faut ajouter un arc pour maintenir s; — s3. Enfin, il faut renommer les sommets restant avec le nom de
I’identificateur associé.
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On voit qu’il y a donc en fait deux problémes & résoudre pour construire des DFG :

il faut disposer d’entités « composables »,
il faut disposer d’un mécanisme de composition.

Deux approches sont classiquement utilisées pour répondre & ces problémes [Klo87] :

— Dapproche fonctionnelle : Uentité composable est la fonction et le mécanisme de composition, les com-
binateurs ;
Uapproche déclarative : ’entité composable est 1'ezpression ouverte, i.e. un DFG avec des arcs pendants
identifiés par un nom, et le mécanisme de composition est un mécanisme de liaison des noms.

VIII.3.1 Construction fonctionnelle de DFG

Par abstraction de certaines sous-expressions d’'un DFG, on transforme le DFG qui représente le calcul
d’une expression en une fonction. Ces fonctions peuvent se combiner pour construire d’autre fonctions. On
obtient de nouveau un DFG & partir d’'une fonction par application.

. ¢ :f,@\
=0 S E
60

F1G. 4 — La « boite » correspondant au calcul du déterminant d’un polynome du second degré.

En termes de graphe, ce mécanisme de construction admet une interprétation simple : une fonction cor-
respond & un DFG mais avec des entrées, c’est-a-dire des arcs entrant sur un sommet mais qui n’ont pas de
sommet source ; voir l'illustration sur la figure 4: ¢, a et b sont des entrées. On considére aussi des sorties qui
correspondent & des arcs sortant d’'un sommet, mais sans sommet but. Un combinateur est un mécanisme
qui associe les sorties d’un premier DFG aux entrées d’un second [Mee89].

Y
ai
< (o) o
A 1
U -
ag
N
(a) Composition paral- (b) Composition série: a1 = as. (c) Rebouclage: O az.

lele: ay | a2.

Fi1G. 5 — Les opérateurs de composition fonctionnelles de DFG : la mise en paralléle, la mise en série et le
rebouclage.

On identifie trois combinateurs principaux [Klo87] (cf. figure 5):

1. la mise en série : les sorties d’un premier DFG sont connectées aux entrées d’un second DFG ;

2. la mise en paralléle : deux DFG sont groupés en une entité ou les entrées correspondent aux entrées
des deux DFG et les sorties correspondent aux sorties des deux DFG ;

3. le rebouclage: une sortie d'un DFG est connectée sur une entrée du méme DFG pour obtenir un
mécanisme de « feed-back ».

Ces combinateurs reposent sur la position des entrées et des sorties les unes par rapport aux autres. Si on
a nommé les entrées/sorties dans les schémas des figures 4 et 5, c’est uniquement pour la commodité du
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lecteur. D’ailleurs il est bien connu qu’on peut changer le nom des paramétres d’une fonction, sans changer
sa sémantique.

VIII.3.2 Construction déclarative de DFG

Dans 'approche déclarative, I'objet de base qui peut étre connecté, est aussi un graphe avec des entrées:
comme précédemment, ce sont des arcs pendants. Mais ces arcs sont nommés et le mécanisme de composition
consiste & relier les arcs pendants avec les sommets de méme nom.

Si on veut faire le paralléle entre le point de vue textuel (les systémes) et le point de vue graphique (les
DFGQG), 'occurrence d’un identificateur id dans une expression e correspond & un arc. Si cet identificateur est
lié¢ & une définition, c’est un arc qui relie I’expression de définition de ¢d & e. Un arc pendant représente un
identificateur qui ne référe a aucune définition. Autrement dit, la composition de graphes se fait simplement
en (re)liant les occurrences d’un identificateur avec 'expression qui le définit.

Introduisons un peu de vocabulaire. Un identificateur est un élément d’un ensemble de noms. Une
référence est I’'occurrence d’un identificateur dans une expression. On dit qu'une référence est libre si 'iden-
tificateur ne référe & aucune définition, sinon on dit qu’il est lié. Le méme identificateur peut avoir des
occurrences libres et liées suivant ’expression ot il apparait. Une expression qui contient une référence libre
(ou qui contient une sous-expression qui contient une référence libre) est dite ouverte. Sinon, I’expression est
dite close : toutes les références d’une expression close sont liées. Une expression close correspond & un DFG.

La composition des expressions ouvertes repose donc sur la notion de nom: un nom sert de référence
commune entre les définitions et les expressions. On peut comparer une expression ouverte et une fonction :
une expression ouverte peut étre complétée en fournissant les définitions manquantes, et une fonction attend
des arguments pour calculer un résultat. Il existe cependant deux grandes différences entre les fonctions et
les expressions ouvertes :

— Les arguments sont explicitement abstraits dans une fonction, alors que les références libres d’une
expression ouverte le sont implicitement. Par suite, "application de fonction doit étre explicite, alors
que ce n’est pas le cas pour la liaison des références. Le mécanisme de curryfication du A-calcul et des
langages fonctionnels permet de fournir une partie seulement des arguments attendus, mais elle implique
un ordre strict suivant lequel ces arguments doivent étre fournis. Ce n’est que trés récemment que des
extensions du A-calcul ont été proposées [GAK94, Dam94c| pour s’affranchir de cette contrainte, et
cela au prix d’une théorie assez complexe. A Popposé, la fermeture d’une expression est naturellement
incrémentielle et non ordonnée.

Les arguments d’une fonction sont repérés par une position: c’est la notion de variable opposée a celle
de nom. Dans les langages fonctionnels et leur modéle, le A-calcul en particulier, la notion de variable
implique des opérations d’a-renommage pour éviter le phénoméne de capture, c’est-a-dire qu’une va-
riable abstraite soit identifiée avec une variable en position d’argument. Par exemple, (A\x.(Ay.x + y))y
doit étre converti avant évaluation en (Az.(Az.z+ z))y afin d’éviter la capture de la variable libre y par
Pabstraction y (cette expression doit s’évaluer en Az.y + z alors que sans renommage on obtiendrait
Ay.y + ). Au contraire, les noms ne sont pas des variables muettes et deux noms référent toujours au
méme objet.

La construction de DFG par l'approche déclarative est implicite, ce qui nous pose un probléme. En effet,
I'utilisation d’une méthode de construction implicite dans le cadre de 81/2 permet de programmer de fagon
simple et naturelle. Mais cette approche tend & séparer nettement la phase de construction des systémes (qui
se fait « & la main » et qui correspond alors & la phase de programmation) de la phase de calcul (qui consiste
a « faire fonctionner » le DFG décrit). Or on aimerait calculer un DFG, et non seulement le construire a la
main.

Pour cela, il faut introduire des opérateurs qui peuvent combiner des expressions ouvertes: on veut
calculer avec des expressions ouvertes comme on calcule avec des fonctions. On pourrait penser & introduire
des combinateurs analogues & ceux de ’approche fonctionnelle. Mais ces opérateurs restent de bas niveau et
coexistent mal avec le schéma de nommage des systémes (ils reposent sur une notion de position des entrées
et non sur une notion de nom). Il est plus simple, plus économique, et plus expressif d’étendre la sémantique
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des opérateurs de concaténation et de sélection des systémes 81/2, aux systémes ouverts. En effet :
Une expression ouverte représente un DFG avec des entrées non connectées (i.e. des nceuds pendants),
qu’on peut utiliser pour la connection avec d’autres expressions ouvertes.

— L’opération de création d’un systéme { ...} permet de construire un DFG arbitraire ou une expression
ouverte.

— L’opérateur de concaténation permet I'union des DFG arguments et la connection des entrées avec les
sorties correspondantes en se basant sur une 1’égalité des identificateurs de méme nom.

L’opération de sélection permet l'extraction d’un sous-graphe dans un graphe donné (le sous-graphe
qui calcule une sortie donnée).

On appelle amalgame les expressions obtenues combinant des expressions ouvertes avec ces opérateurs.

VIII.4 Les amalgames

Dans cette section, nous allons préciser le concept d’amalgame. La définition formelle des amalgames se
fera dans le chapitre X. Les amalgames sont les expressions qu’on peut construire en combinant des termes
de base (les entiers et les identificateurs par exemples) avec les trois opérateurs:

1. opérateur n-aire d’amalgamation « {..., ...} »,
2. lopérateur binaire de concaténation « # »,
3. l'opérateur binaire de sélection « . ».

VIII.4.1 Les systémes

Les termes qui sont obtenus par une opération d’amalgamation sont appelés systémes. Un systéme repré-
sente un ensemble de définitions. Une définition est un couple:

identificateur = expression

Par exemple, I'expression suivante spécifie un systéme qui regroupe deux définitions
{a=1,b=2+43}

On suppose que toutes les parties gauches des définitions d’un systéme sont différentes. Par exemple, on
interdit {a = 1, a = 2}. La partie droite d’une définition est une expression quelconque. Par exemple, on
peut imbriquer les systémes :

{a=1, b={a=2,¢c=3}}
On remarquera que le systéme englobé redéfinit I'identificateur a: ce n’est pas en contradiction avec la régle

précédente car les systémes sont différents.

Nous utilisons le terme de référence pour désigner un identificateur qui apparait dans une expression
en partie droite d’une définition. Ces références peuvent étre liées ou libres suivant qu’elles référent & une
définition d’un systéme ou non. Un systéme constitue une « région de visibilité » pour ses définitions et nous
allons détailler les particularités du mécanisme de liaison.

VIII.4.2 La liaison des références

Le mécanisme de liaison est le mécanisme qui permet d’associer une expression a une référence id. Cette
expression est I’expression e en partie droite d’une définition id = e. Par exemple :

{fa=bb=2} (1)

définit un systéme contenant deux définitions; ’identificateur b en partie droite de la premiére définition
référe la seconde définition. Par souci de clarté, on a indiqué par des fleches les définitions qui sont référées.
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L’ordre des définitions d’un systéme n’a pas d’importance quand & la liaison. On aurait par exemple la méme
liaison si on avait inversé les définitions de I’exemple précédent :

{b=2, a=0b} (2)

{e=y, y=uz} (3)

Les définitions d’un systéme ne sont pas visibles en dehors du systéme. Par exemple dans:
{fa=a, b={zx=1y=2}}

la référence x en partie droite de la définition de a ne peut pas se lier avec la définition de z qui apparait
dans le systéme en partie gauche de b. Un systéme constitue une unité de visibilité. Le scope d’une définition
est le sous-ensemble de ’arbre syntaxique dans lequel une référence peut se lier a cette définition. Les régles
de visibilité sont les régles usuelles qui suivent la structure en bloc de 'imbrication des systémes.

L’imbrication des systéme permet les redéfinitions. Il se pose alors le probléme de 'accés aux différentes
définitions d’un méme identificateur. Le traitement classique de la redéfinition des identificateurs consiste a
masquer toutes les définitions précédentes et de ne permettre I’accés qu’a la derniére définition (par exemple,
dans les langages fonctionnels ou impératifs comme Pascal, la redéfinition masque la définition précédente).
Mais il est intéressant de pouvoir accéder & une définition masquée. Par exemple, dans un langage orienté
objet comme C++, il est possible de référer & une méthode de la classe mére, méme si cette méthode a été
redéfinie. C’est pourquoi nous introduisons un opérateur d’échappement de scope : ™ est une référence qui
va chercher sa liaison n niveau au-dessus du systéme directement englobant. Par exemple, dans le terme

{afl,b:{a:lx:a‘l}} (4)

Ioccurrence de a en partie droite de la définition de x référe a la définition a = 1 grace a ’échappement
1
« oy

VIII.4.3 Les références libres
Une référence qui n’est pas liée & une définition est une référence libre. Par exemple dans le systéme :
fa=a1}

la référence x est libre. De la méme maniére qu’il est utile de pouvoir « sauter des niveaux » dans une liaison,
il est utile de pouvoir « sauter par dessus des définitions ». On utilise donc aussi 'opérateur d’échappement
pour une référence libre. Par exemple dans le systéme:

{a={e=1Ly=0'}}

la référence & x en partie droite de la définition de y n’est pas liée & la définition =z = 1 car 'opérateur
d’échappement « ' » spécifie qu’il faut chercher une liaison 1 niveau au-dessus du scope courant.

VIII.4.4 Conventions pour la notation des références

Comme I’échappement 2° se comporte de la méme maniére que la référence x, on peut systématiser les
échappements et convenir qu’une occurrence z dénote par commodité 2°. Ainsi, toutes les références sont de
la forme id™ ou id est un identificateur et n un entier.

Cette notation ne suffit pas & empécher certaines ambiguités qui apparaissent lorsqu’on manipule les
amalgames. Sans entrer dans les détails, qui seront précisés a la section VIIL.6, on a besoin de distinguer les
références liées et les références libres. Pour cela, on notera ’échappement d’une référence liée par un indice :
id,,, et ’échappement d’une référence libre par un exposant : id".
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L’exemple suivant (cf. figure 6) illustre un exemple d’utilisation de références libres et liées:
{aTl,b:{a:2,c:ao,d:a‘l,e:zo,f:az}} (5)
Au premier niveau de 'expression (5), il apparait deux définitions a et b. Le systéme lié a b spécifie cing
définitions, pour les identificateurs a, ¢, d, e et f. La référence a? de f attend une définition de a dans un
environnement englobant qui n’existe pas. La référence 2, reste libre en étant candidate & une liaison future
A partir du niveau courant.

Position relative

a?
A
z7 .
niveau > 2
,,,,,,,, -1 _
a b |
| .
| | niveau 1
| l |
| | [ E—
: 1 da c e f |<T—>
| |
: w l ‘j L niveau 0
l | L
I | 2 | I
! Lo e _____ 4 ! 1
L - |

Fic. 6 — Un exemple d’accés a de multiples redéfinitions d’identificateurs. La représentation graphique
correspond o lexpression (5). La définition des systémes peut se représenter sous la forme d’un arbre, ot les
neuds correspondent a des systémes (le premier systéme défini étant la racine), les sous-systémes définissent
des neuds et les définitions terminales des feuilles. Les fleches en traits continus indiquent les liaisons, les
fleches en traits pointillés représentent les systémes traversés par les références pendantes, les boites en traits
ininterrompus représentent des définitions de systémes, les boites en pointillés représentent les inclusions de
systemes.

Les notations id,, et id™ sont une « généralisation » de la notation de de BRUIJN [dB72| définie pour
résoudre les problémes d’a-conversion du A-calcul. Dans son utilisation conventionnelle, la notation est utilisée
pour éviter la capture de variables en supprimant les noms et en ne laissant que les indices qui référent au
niveau d’abstraction (le nombre de A traversés) d’une variable définie. Dans les amalgames, on utilise en plus
les noms qui permettent de réferer & un identificateur se trouvant a une place précise d’une expression (on
trouvera des constructions similaires pour le A-calcul dans [BF82, Dam94c¢, LF96]).

Evidement, cette notation peut sembler contraignante pour le programmeur, de la méme maniére que

I'utilisation de la notation de de BRUIJN est contraignante en A-calcul. Aussi, pour alléger les écritures, on
définit du sucre syntazique qui permet au programmeur d’écrire 4 la place d’une référence correcte:

1. un identificateur id. Dans ce cas, cet identificateur est implicitement converti en une référence liée
id, si la plus proche définition visible de id se trouve dans le p€niveau englobant. S’il n’y a pas de
définitions visible de id, cet identificateur est implicitement converti en une référence libre id°.

2. une référence libre id". Dans ce cas, cette référence libre reste libre s’il n’y a pas de définition visible de
id dans les scopes englobant de niveau supérieur ou égal a n. Sinon, la référence libre est convertie en
une référence liée id, avec p > n, p étant le plus petit niveau supérieur & n qui contient une définition

de id.
3. une référence liée id,. Dans ce cas, une définition de id doit apparaitre dans le n€scope englobant.

Par exemple, ’expression :
{a=1b=a,c=d}
se traduit implicitement en :

{a=1,b=ag,c=d"}
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car il existe une définition de a mais aucune définition pour d. Dans la suite, tous les termes que nous écrivons
sont soumis a ces conventions.

VII1.4.5 La concaténation et la sélection

On peut combiner des expressions par concaténation ou bien par sélection. Nous verrons ci-dessous la
sémantique des ces opérateurs. Pour le moment nous voulons juste préciser deux points.

Les arguments d’une concaténation ou bien d’une sélection sont a priori quelconque. Par exemple, on
peut avoir {fa =x#y, b=2 . (1+u), = {u=1,v =2}, y = 2°}. Par ailleurs, le premier argument d’une
sélection constitue un scope pour le second argument. Par exemple,

{a71, b:{a:2}.(a‘1+ao)}

(notez les indices nécessaires & exprimer les liaisons décrites par les fleches).

VII1.4.6 Evaluation des amalgames

Nous avons défini les termes d’'un langage que nous appelons amalgames. Certains de ces termes sont
atomiques et correspondent a des constantes (par exemple, 'expression {a = 1,b = 2}). Par contre, un
terme comme {a = 1} # {b = 2} n’est pas un terme atomique car il peut se réduire (on utilise aussi le terme
évaluer) en {a = 1,b = 2}. Nous disons que {a = 1,b = 2} est la valeur de {a = 1} # {b = 2} (la situation
est analogue au langage des expressions arithmétiques: si 1 est une constante, le terme 1+ 2 peut se réduire
en la constante 3 qui est la valeur de 1 + 2).

Le processus de réduction d’'un amalgame est formalisé dans le chapitre X. Informellement, le calcul de
la valeur d’'un amalgame implique trois processus:

1. Les références liées dans une expression sont remplacées par leurs définition. Par exemple, ’expression
{a =1,b=ap} se réduit en la constante {a = 1,b = 1}.

2. La concaténation de deux systémes se réduit en un seul systéme et les liaisons possibles sont effectuées.
Par exemple, lexpression {a = 1} # {b = a°} se réduit en {a = 1,b = ap} qui lui méme se réduit
en la constante {a = 1,0 = 1}. On remarquera dans cet exemple que ’évaluation de deux systémes
a transformé une référence libre a® en une référence liée ag qui a ensuite été réduite par le premier
processus.

3. L’évaluation d’une opération de sélection correspond & I’évaluation de ’expression a droite d’un point
dans un environnement augmenté par les définitions du systéme en partie gauche du point. Par exemple,
I'expression {a =1} . a se réduit en 1 et l'expression {a = 1} . {b = a;} se réduit en {b = 1}.

Ce processus de réduction pose de nombreux problémes. En particulier :
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quels sont les termes constants?
— quand faut-il lier des références libres?
quelle est la stratégie de liaison & adopter?

quelle est la stratégie d’évaluation, c’est-a-dire, comment combiner les trois processus de réduction
décrits précédemment?

Ces problémes ne sont pas simples et sont illustrés par des exemples dans la section VIIL.6 & la fin de ce
chapitre. Nous avons rejeté cette section a la fin de ce chapitre car elle consiste essentiellement en un catalogue
des configurations que ’on peut rencontrer lors de ’évaluation des amalgames.

VIII.4.7 Quelques exemples de réductions

La figure 7 illustre quelques exemples de composition de DFG dans le style fonctionnel et leurs équivalents
en amalgames. Comme on peut le voir, si opération de concaténation réalise toutes les opérations de
composition, la composition effectivement réalisée dépend de I'identification des expressions.

La figure 9, & la fin du chapitre, illustre une construction plus complexe ot un systéme est construit
comme le résultat d’un calcul. Si on essaie de représenter ce DFG, il faut que les valeurs qui transitent sur un
arc soient des systémes, & savoir des DFG. On a donc « élargi » les arcs pour laisser apparaitre la structure
des valeurs manipulées. L’objet présenté est un graphe de graphes.

b y @ b ¢
—/

I
. s

DIGD

COCD
|

(a) DFG de Dexpression (b) DFG de I’expres- (c) DFG de [D’expression (d) DFG de Dexpression
s1={z=a,y=0b}. sion s = {a = s3={u=1,v=c}. sa={p=wz,b=3}.
1,b=2}.
4 M
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1 x b y ™ y
\_/ o/ o/
() ) ™
@ b Y 1 u B p
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(e) DFG de I’expression s; = s2 qui (f) DFG de Vexpression s; | s3 (g) DFG de D’expression s1 # s4. Ce
correspond a I’expression 81/2 s1 . S2. qui correspond & I’expression 8i/2 DFG ne peut pas s’obtenir comme le
S1 # 83. résultat d’une seule opération de mise
en série, de mise en paralléle ou de

rebouclage.

FiGc. 7 — Ezemple de composition de systéme dans un style fonctionnel et avec les amalgames.
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VII1.4.8 Discussion sur le choix des opérateurs de composition

Nous avons choisi seulement deux opérateurs pour composer des amalgames: la concaténation et la
sélection. Nous avons vu ci-dessous que cela nous permettait néanmoins de faire le méme type de combinaisons
que celles permises par les trois opérateurs de composition fonctionnelle que nous avons décrits plus haut.

Par ailleurs, la concaténation et la sélection sont déja présent dans le langage 81/2: nous avons juste
étendu leur sémantique (et permis les expressions ouvertes).

Enfin, ces opérateurs admettent une interprétation simple en terme de mécanisme de programmation.

La concaténation correspond & un mécanisme d’enrichissement, comme celui de 1’héritage dans les lan-
gages a objets. On remarquera que tous les systémes peuvent étre concaténés. Il n’est pas nécessaire qu’ils
soient d’une forme particuliére, a I'inverse des langages orientés objets, pour lesquels seules les classes peuvent
étre complétées par héritage et une instance de classe ne peut pas étre étendue.

Dans 81/2 classique, 'opérateur de sélection est I'opérateur d’accés a la valeur d’une définition: il est en
cela semblable & ’accés & un item*dans un enregistrement. Afin d’alléger 'écriture des expressions compor-
tant un grand nombre d’accés & un enregistrement, le langage Pascal introduit une construction qui permet
de ne pas spécifier & chaque fois I'enregistrement accédé: la construction with. Ainsi, ’expression utilisant
les items a, b et ¢ d’'un enregistrement r, que ’on note normalement r.a + r.b + r.c devient avec la
construction with:

with r
at+b+c
Cette construction, outre la concision qu’elle apporte, permet le mélange de facon implicite des références a
un champ et & une variable. En effet, 'expression r.a + x ol x est une variable, peut s’écrire:
with r
a+x
le compilateur se chargeant de retrouver quelles sont les variables qui correspondent & ’accés aux items d’un

enregistrement et quelles sont les variables qui correspondent & des variables Pascal « réelles ». Nous avons
décidé de reprendre ce point de vue pour la sémantique de I'opérateur de sélection. Ainsi, I’expression :

{a=1,b=2}. ((a+0b) +2)

correspond a:
with {a=1, b=2}
(atb) + x

et s’évalue en:
{a=10=2}.a+{a=1b=2}.0)+x

c’est-a-dire en 3 + z. Le terme 3 4+ x est une valeur qui correspond & une expression ouverte du langage.

Une autre analogie peut étre faite avec la construction let rec ... des langages fonctionnels. Par
exemple, ’expression :

{a=1,0=2}.(a+b+2x)

correspond & 'expression ML :
let reca=1and b=2 ina+b+=x

(on utilise let rec plutét que let car les définitions de a et b pourraient étres récursives comme dans
{a = 1,b = ap + 1}). Cependant, les définitions dans un let rec ML, contrairement a un with Pascal ou &
une sélection, ne sont pas des objets ML. En effet, dans 'expression: let rec ¢ in x, les définitions ¢ et
Pexpression x ont une nature différente (une définition n’est pas une expression) et sont rassemblées par le
programmeur. Au contraire, dans 'expression ¢ . x, les définitions du systéme ¢ sont de méme nature que
*: elles peuvent étre calculées. On a ainsi « internalisé dans le langage », c’est-a-dire rendu accessible et
modifiable par le calcul, l1a notion d’environnement.

4. On parle traditionnellement de « champ » pour désigner les éléments d’un enregistrement. Afin de ne pas introduire de
confusion avec les GBF, nous utiliserons plutot le terme d’item.
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VIIL.5 Simulation et construction de DFG

Les amalgames permettent de construire de nouveaux systémes. Par exemple la réduction du systéme :
{ s {a=1, b= "},
t = {c=ad° d=a"+°},
u (s#t). (b+d) }

entrainera la construction d’un nouveau systéme {a =1, b= c°, ¢ = a°, d = a” + b} comme résultat de la

réduction de s# ¢t et ce nouveau systéme sera utilisé comme environnement d’évaluation de (b + d).

On voit donc bien que les amalgames permettent de construire de nouveaux systémes et des les utiliser.
Dans cette section nous allons examiner I’apport de la construction dynamique des systémes a la simulation.
Les amalgames sont, nécessaires dans un langage de haut-niveau pour la simulation de SD, car ils permettent :

— de représenter des espaces hétérogénes ;
— de structurer les programmes ;

de construire dynamiquement des simulations comme résultat d’un calcul.

En particulier, le dernier point apparait comme absolument nécessaire dans les simulations de morphogénése
ou plus généralement pour les simulations dont I’espace des états doit étre calculé conjointement & I’évolution
du systéme.

VIII.5.1 Les systémes comme éléments de structuration

La structuration des programmes de grande taille est devenue une nécessité indiscutable. La modélisation
et la simulation de grandes applications implique la définition d’un grande nombre d’équations. Il est souvent
préférable que la définition des expressions respecte la hiérarchie présente dans le systéme modélisé, et que
I’on puisse réutiliser des expressions déja existantes.

Il existe un besoin important de constructions modulaires et incrémentielle des simulations. Par exemple,
on peut noter que la plupart des logiciels commerciaux de simulation, mettent en avant leurs nombreuses
bibliothéques, avant méme leur moteur (SES Workbench, Extend, Interactive Physics...). En effet, les phénoménes
4 simuler sont de plus en plus complexes & décrire, ce qui nécessite absolument de factoriser et de capitaliser
les développements déja effectués.

Ces besoins de modularité ne trouvent pas de répondant en 81/2. Les systémes esquissés dans [Gia91a] ne
représentent qu’un sucre syntarique qui ne fournit aucun mécanisme de paramétrisation des programmes.
Nous avons vu lors de ’exemple du wlumf, dans le chapitre (cf. section III.1, page 19), que le programme
pouvait, se structurer en séparant la définition de ’environnement de la définition du comportement. Mais
cette séparation est purement logique et correspond uniquement & une notion de visibilité des identificateurs.
Cela n’est pas suffisant. Reprenons cet exemple, en le sophistiquant légérement, pour illustrer le probléme.

On veut paramétrer le comportement du wlumf pour le faire dépendre de son environnement et de son
espéce. Le programme devient :

env; = {
cpt = S$cpt + 1whenClock —2; ¢pt@O0 = 0;
booleannourriture = 0 == (cpt%2);

h

espece; = {

limgsup = 10;
decg = 1
initG = 6;

};
wlumf ={
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af fame = (glucose < especer « limginf);
af fame@O = false;
glucose = if mange

thenespecer « liMgsup
elsemax(0, $glucose — espece; « dece) when Clock;

glucose@0 = especey . initg;
mange = S$affame && envy . nourriture;
mange@0 = false;

b

Le systéme enwv; définit deux tissus: le tissu entier cpt et le tissu booléen nourriture. Le systéme especey
définit les tissus constants limgin ¢, limgsyp, deca et initg qui paramétrisent les comportements d’un wlumf
suivant son « espéce ». Le systéeme wlumf définit trois tissus: le tissu booléen af fame, le tissu entier
glucose et enfin le tissu booléen mange. Le comportement d’un wlumf dépend alors de son espéce, et de son
environnement.

On aimerait pouvoir simuler ’évolution de plusieurs espéces de wlumf dans plusieurs environnements
différents. La figure 8 représente deux tracés des variables décrivant le wlumf dans I’environnement env; que
nous avons précédemment décrit et un wlumf d’une espéce especes dans ’environnement envy suivant :

envy = enuvy;

especes = {

limgsup = T,
decg = 1
inita = 3

h

La définition de wlumf, pour la deuxiéme simulation a consisté a changer toutes les occurrences de env; en
envy et de espece; en especes. La définition d’un wlumf fait explicitement référence aux définitions de env
et de espece pour trouver les définitions dont il a besoin.

Tl est possible, grace aux expressions ouvertes, de laisser les identificateurs de wlumf qui doivent étre
résolus plus tard (c’est-a-dire dans un autre contexte) sous la forme d’identificateurs sans définitions. Deux
problémes se posent alors:

1. Quel est le statut d’un systéme qui contient des références libres (c’est-a-dire des identificateurs qui ne
référent & aucune définition)?

2. Par quel mécanisme pourra-t-on fournir un jour des définitions & ces identificateurs?

A la premiére question, beaucoup de langages répondent en maintenant une distinction trés forte entre les
entités représentant des calculs, ou des données, qui doivent étre complétés, et les valeurs « ordinaires »
manipulées par le langage. Par exemple, le langage C++ maintient une distinction entre les notions de classe,
et d’instance d’une classe. Un package paramétré en Ada n’est pas une valeur comme une autre (par exemple,
I'instanciation d’un package paramétré doit donner un package non paramétré: on ne peut pas utiliser les
packages Va.List(a) et Ya.Stack(a) pour créer un package Va.List(Stack(a))). Méme dans un langage
fonctionnel comme SML, le langage de manipulation des modules est clairement séparé du noyau du langage
fonctionnel [HMM90, Apo94| (il n’est pas encore possible, par exemple, de définir une fonction récursive
distribuée sur plusieurs modules, méme si des solutions commencent a apparaitre [DS96]).

Avec les amalgames, nous avons décidé au contraire de donner le statut de valeur de premiére classe aux
systémes ouverts.

La seconde question pose le probléme de la « fermeture » d’une expression ouverte, c’est-a-dire des
mécanismes permettant de fournir une définition & chaque référence libre. Nous avons esquissé une proposition
dans la section précédente : les opérateurs . et # . L’utilisation de # est évidente pour compléter et enrichir
des programmes, et ’opérateur . permet de paramétrer les programmes.
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Avec les amalgames, il devient trés simple de structurer et de paramétrer la simulation du comportement
d’un wlumf. Par exemple, si on avait précédemment écrit :

wlumf = {
af fame = (glucose < limginy);
af fame@Q0 = false;

= )

wlumf serait alors un systéme ouvert que 'on peut compléter en env; . (especes « wlumf) ou bien en
enve « (especes « wlumf), etc.

14 T T 14 T T
Je mange Je mange ——
Glycémie Glycémie ——
12 - Nourriture dans le voisinage B 12 Nourriture dans le voisinage —— o
Je suis affamé —— Je suis affamé ——

o o |
. \( ( [ s ] J\ J\ ]
ZHH\IH\’HH HHH\HHH\H HH\ HHH[H\JHH\ il HH[HHVH\HVH\JH\HHH,

vty Aty

60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

(a) 1eTenvironnement et 17€espéce (b) 2¢€ environnement et 2€espéce

Fic. 8 — Comportement d’un systéme dynamique hybride. Evaluation du comportement du « wlumf » de
deuz espéces différentes.

Le mécanisme que nous avons mis en ceuvre ci-dessus grace aux amalgames, est un mécanisme de pa-
ramétrisation de programme. Nous développons intégralement & la page 169 un exemple correspondant &
un autre type de structuration: le paradigme objet. La mise en ceuvre a travers les amalgames fait alors
intervenir 'opérateur de concaténation.

VIIL.5.2 Construction incrémentielle de programmes et simulation de SD

Un résultat informatique est classiquement le résultat de deux phases distinctes :

1. une phase de définition du probléme et sa résolution sous la forme d’un programme ;
2. une phase d’obtention des résultats a travers I'exécution du programme précédemment défini.

Les mécanismes de liaisons que nous avons introduit (opérateurs . et # ) permettent la construction dyna-
mique d'un programme comme résultat de l’exécution d’un programme. On obtient donc un entrelacement
des deux phases ci-dessus. Les deux exemples suivants illustrent cette possibilité et son intérét.

Certaines méthodes adaptatives de résolutions numériques d’une équation aux dérivées partielles adaptent
au cours du calcul la discrétisation de I’espace modélisé. Par exemple, dans un probléme de dynamique des
fluides, on prend un maillage plus lache dans les régions ot ’écoulement est laminaire et on resserre le
maillage dans les domaines ou l’écoulement a un régime turbulent. Le calcul est donc constitué de deux
phases qui s’entrelacent, la phase de calcul du maillage, et une phase de calcul sur le maillage. Cette derniére
phase a une structure qui dépend complétement du maillage. Certaines méthodes avancées générent un code
spécifique a partir du maillage.

Notre deuxiéme exemple de programme de simulation dynamiquement calculé consiste & modéliser une
« sélection darwinienne » sur un ensemble de wlumfs. Nous avons montré dans la section précédente qu’un
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wlumf pouvait étre calculé comme le résultat de la complétion d’'un wlumf prototypique wlumf, qui est un
systéme ouvert, par une espéce:

creature = espece « wlumf

Cette équation peut parfaitement étre étendue a une population de 100 wlumfs, par la définition de ’expres-
sion :

creature[100] = espece . wlumf

ce qui définit une collection de 100 éléments, chaque élément de la collection étant la réplique d’un wlumf.

Nous supposons a présent que la paramétrisation d’un wlumf, décrit par le systéme espece, est obtenue
par la concaténation de deux demi-paramétrisations :

espece = S$haploy # $haplos # {CHRx = $haplo;, CHRy = $haplos}

ou haplo représente le nom du demi matériel génétique que chaque animal recoit d’'un de ses deux parents.
Le systéme contenant les équations CHRx et CHRy que l'on concaténe & espece a simplement pour but
de permettre de retrouver les haplotypes correspondant & une espéce donnée, grace aux expressions espece .
CHRx et espece « CHRYy .

La simulation du comportement d’un wlumf consiste & faire évoluer cette créature dans son environne-
ment. A chaque wlumf est associé une quantité qui correspond a ses « performances » dans environnement.
Cette note est déterminée par le wlumf lui-méme (on rajoute une équation performance = ... dans la
description du wlumf):

evaluation = (env . creature) . performance

11 est possible de trier les evaluation obtenues et de ne retenir que les 10 meilleures performances (on suppose
que l'on dispose d’une fonction sort() qui retourne la permutation réalisant le tri de son vecteur argument) :

tri = sort(evaluation)
meilleurs = creature(tri : [10])

Les dix meilleurs haplotypes méales et les dix meilleurs haplotypes femelles sont alors répliqués de maniére &
engendre les 100 nouvelles espéces de wlumf pour la génération suivante:

haploy = (meilleurs . CHRY) : [100]
haploy = (meilleurs . CHRy) : [100]

On peut évidemment introduire du bruit, faire varier les appariements entre haplotypes, considérer des
environnements variés, etc.

Cet exemple® correspond & la création totalement dynamique d’'un DFG. En effet, on ne connait pas le
systéme espece qui viendra compléter wlumf pour en faire une creature, ce systéme étant le résultat d’un
calcul complexe.

VIII.5.3 La composition de programmes comme paradigme de programmation

Nous venons de voir que les amalgames permettent un schéma de composition de programmes par com-
plétion des expressions ouvertes & travers leurs références libres. L’opération de concaténation des amalgames
permet de fournir des définitions manquantes et la sélection permet une restriction des définitions. Lors de
ces deux opérations de concaténation et de sélection, une opération de liaison est nécessaire. Cette liaison,
fondée sur des identificateurs permet une résolution a l’exécution des références libres.

La liaison dynamique des références est un mécanisme de programmation fondamental, comme le montre
les deux exemples suivants: la liaison dynamique de programmes et la programmation distribuée incrémen-
tielle.

5. Cet exemple & été choisi en raison de sa nature didactique et non pas pour sa plausibilité biologique.
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VIIL.5.3.1 La liaison dynamique de programme

Les langages de programmation compilés classiques reposent sur une stratégie de compilation qui force
& définir, avant la compilation finale d’'un programme, ’ensemble des routines qui seront incorporées dans
le programme. Par exemple, il est nécessaire de fournir au moment de la compilation d’un programme
C l'ensemble des librairies qu’il utilise afin de pouvoir générer une unité autonome statique. En fait, ce
n’est pas tout & fait vrai. Bien qu’il soit toujours nécessaire, de fournir au moment de la compilation les
librairies utilisées, I'opération finale d’édition de liens n’inclut pas toujours les définitions des fonctions, dans
le code exécutable. Un mécanisme d’édition dynamique de liens permet de factoriser I'utilisation de certaines
librairies ; seules des références vers ces librairies sont générées dans le code exécutable, et ces librairies seront
alors automatiquement chargées en mémoire si nécessaire par le loader de P'exécutable [HO91, KR93, Car97].
Cette opération de liaison dynamique des librairies, permet une certaine évolution des programmes, aprés
leur écriture.

Par exemple, le remplacement de la librairie X11 qui définit les « widgets athena » (la librairie 1ibXaw) par
une librairie équivalente définissant les mémes widgets en « 3D » (la librairie 1ibXaw3d) permet d’exécuter
les programmes, qui faisaient appel & cette premiére librairie, mais avec une définition différente des widgets.
L’utilisation des références libres, permet la définition similaire d’expressions flexibles, dont les définitions
peuvent étre changées au gré des évolutions et des contextes d’évaluation. Evidemment, il serait utile de
fournir un systéme de typage, qui assure la compatibilité entre les différentes versions. Bien qu’un systéme
de types soit toujours intéressant, on remarquera que dans le cas de I’édition de liens dynamique, aucun
systéme de types n’intervient ; si au chargement de I’application, une erreur apparait (comme ’absence de
la librairie), celle-ci conduit a une sortie violente du programme par « core dump ».

VII1.5.3.2 La programmation distribuée incrémentielle

Nous avons récemment assisté & ’émergence d’une nouvelle classe d’application : les applications distri-
buées, dont les composants ne se trouvent pas nécessairement sur la machine qui a lancé le programme.
Un exemple paradigmatique est donné par la notion d’« applet » introduite par les navigateurs [Rou96,
Sun95a, Sun95b, Mee96]. Un applet est une portion de code qui est chargée dynamiquement, a la demande,
lors de lacquisition de données faisant référence a cet applet. Le chargement dynamique permet 'ajout
de fonctionnalités, la modification du comportement d’un navigateur... Cette capacité des environnements
et des langages a évoluer dynamiquement, permet d’améliorer I’expressivité: on peut toujours disposer des
derniéres versions des librairies qui existent et étendre les services offerts. Une implémentation naive du
mécanisme de transfert des applets serait de transférer I’ensemble du code du lieu d’ou provient le document
y faisant référence. Cependant, dans un réseau aussi diffus qu’est I’Internet, cela serait immanquablement
synonyme d’inefficacité. Il est trés largement préférable et plus flexible de rapatrier les seules « originalités® »
de I'applet considéré, et d’utiliser les applets locaux ou de récupérer sur des sites proches de ’hote les applets
manquants, pour les références manquantes.

Ce mécanisme trouve une traduction immédiate avec les amalgames. Un applet est modélisé sous la
forme d’un terme ouvert. Seules les contributions originales sont incorporées sous la forme d’équations, les
fragments de code accessibles sur d’autres machines étant définis sous la forme de références libres. Une fois
Pexpression ouverte récupérée (par une quelconque opération de communication, par I'utilisation de socket
par exemple), il suffit de la compléter en fournissant divers environnements a 'expression, jusqu’a ce que
celle-ci ne comporte plus de références libres.

Par exemple, un algorithme original de tri est diffusé sous la forme d’un systéme 81/2 de nom ¢ri. Le
systéme tri utilise trois références libres : une référence pour permettre a ’utilisateur de fournir les éléments a
trier (une collection par exemple), une référence pour que l'utilisateur fournisse une fonction de comparaison
de deux éléments et enfin une fonction de hachage. Cette fonction de hachage est la seule fonction qui
manque a 'utilisateur pour pouvoir utiliser I’applet. Si I'utilisateur sait que la fonction est disponible sur le
site 1ri.fr par exemple, il lui suffit d’écrire ’expression (en supposant que la fonction de ¢ri se trouve sur

6. On peut définir comme partie « originale » d’un applet la portion de code qui n’existait pas auparavant et qui consiste en
la véritable contribution du programmeur de ’applet.
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le site evry.fr, et que 'appel d’un applet a sur une machine m s’effectue par a@@m) :

r = (lri.fr . ({data ={1,3,4,5,2},emp(z,y) = LriHashFct} .triQQevry.fr)) . result

A

La fonction de tri est explicitement référencée par I'expression tri@Qevry.fr. Les définitions manquantes
de la fonction de tri sont prises sur la machine 1ri.fr par une opération de sélection: on ne fournit aucune
fonction en particulier pour spécifier que toutes les fonctions définies par 1ri.fr sont accessibles et utilisables.
Enfin, on évalue 'expression A dans I’expression ou la fonction de tri est définie en fournissant une équation
data = {...} (qui est une référence libre de la fonction de tri), ainsi qu'une fonction de comparaison de
deux éléments (qui est supposés étre définie dans 1ri.fr). Le résultat du tri étant défini par result, il suffit
d’effectuer une sélection avec cet argument.

VIII.6 Un apercu des problémes posés par I’évaluation des amal-
games

Le processus de réduction d’un amalgame, bien qu’impliquant peu d’opérateurs, présente certaines dif-
ficultés: le régles de réduction doivent étre soigneusement congues afin d’éviter des réductions indésirables.
Aussi, nous décrivons dans cette section plusieurs phénoménes qui se passent lors de la réduction d’un
amalgame.

VIII.6.1 Création de scopes et références

Nous décrivons les problémes qui surgissent lors de l'utilisation de la sélection et de la concaténation.

VIII.6.1.1 Création d’un scope avec 'opérateur de sélection.

Nous avons vu que I'évaluation d’une opération de sélection correspondait & 1’évaluation de ’opérande
droit dans I’environnement défini par 'opérande gauche. Mais les opérateurs explicites d’échappement de
scope doivent permettre a une référence de référer une définition qui se trouve hors de ’environnement défini
par 'opérande gauche. Par exemple, dans I’expression :

a=1Lb={a=2}.{a=3, u=a,v=a,w=a
{a=10b={a=2}.{ 3}
A B c

on aimerait, dans I'expression C' pouvoir référer aussi bien la définition de a dans I’expression A, que dans
I’expression B ou C. C’est pourquoi nous avons considéré qu’une opération de sélection crée un scope.
L’expression que nous venons de définir, dont les définitions u, v et w font référence respectivement a la
premiére, la seconde et la troisiéme définition de a s’écrit :

{a=1b={a=2}.{a=3,u=az,v=a,w=ap}}
et s'interpréte comme :

[
¥ ¥
fo=1b={a=2}. {a=3u=a20=aiw=a}}

VIII.6.1.2 Référence dans une opération de concaténation

Un probléme similaire & celui correspondant a la sélection apparait lors de la concaténation. Il n’y a
cependant pas de création de scope. Lors d’une concaténation de deux expressions, il est possible d’adopter
deux stratégie de résolution de la concaténation. Soit 'expression :

{a=2b={c=a} # {a=1}}
Ty T
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On peut choisir un mécanisme de liaison des références qui soit lexical ou tardif. Une liaison lexicale des
références conduit a lier le definiens a de B avec le definiendum a de A sans attendre la réduction de la
concaténation. En effet, la définition étant présente, la liaison s’effectue et ’évaluation de ’expression est :

{a=2b={c=a1}#{a=1}} = {a=2,b={c=2,a=1}}

Une liaison tardive des références nécessite de résoudre la concaténation avant de lier la référence a de B.
Par conséquent, 'expression s’évaluerait en :

{a=2,b={c=ad"}#{a=1}} = {a=2b={c=1,a=1}}

Nous adoptons le mode lexical de liaison des références.

VIIL.6.2 Evaluation dans un terme faisant intervenir I’opérateur de concaténa-
tion ou de sélection

Les expressions utilisant les opérateurs de concaténation et de sélection posent le probléme de I’évaluation
des opérandes de ces opérateurs. En effet, dans une expression de la forme e # €’ ou e. €/, quelle est la stratégie
d’évaluation a adopter pour ’évaluation de e et ¢’ ? Il est nécessaire de tenir compte que, pour se réduire :

— dans le cas d’une concaténation, e et €’ soient des systémes,
— dans le cas d’une sélection, e soit un systéme.

Les systémes, ainsi que 'opérateur de sélection, définissant des scopes, et les opérateurs de référence per-
mettant d’échapper du scope de définition, il apparait les notions de localité (le scope de définition d’une
expression) et de globalité (les scopes éventuellement définis par un opérateur). Deux stratégies d’évaluations
des sous-expressions d’une expression sont alors possibles :

1. évaluer une sous-expression complétement dans son environnement de définition puis compléter par les
définitions apportées par un opérateur: c’est la stratégie global puis local,
2. évaluer localement, puis globalement.

Par exemple, ’expression suivante :
E = {a=1Lb={c=a},d={a=2},e=0b#d} (6)

aura un résultat différent si on évalue 'expression liée & b dans 'environnement ot a a pour valeur 1, avant
de calculer e (stratégie locale, puis globale), et dans ce cas la valeur de I’expression est :

E {a=1Lb={c=a1},d={a=2},e=0b#d}

{a=1,b={c=1},d={a=2},e=b#d} (7
{a=1b={c=1},d={a=2},e={c=1}#{a=2}}
{a=1,b={c=1},d={a=2},e={c=1,a=2}}

Ll

ou bien si on privilégie pour le systéme la définition venant de d (stratégie globale, puis locale), et ou le
résultat serait :

E — {a=lLb={c=a},d={a=2},e={c=a}#{a=2}}
— Hda=lLb={c=a1},d={a=2},e={c=2,a=2}} (8)
— Hda=1lLb={c=1}d={a=2},e={c=2,a=2}}

La stratégie adoptée consiste & réduire autant que possible une expression dans son environnement de
définition. Le résultat est une expression (possiblement) incompléte qui sera utilisée ailleurs et éventuellement
complétée. Mais la complétion ne porte que sur ce qui était manquant dans ’environnement de départ (les
références libres).

Dans I’exemple (6) précédent, 'environnement de définition fournit a a b, et en conséquence, l’environne-
ment d’utilisation ne doit pas fournir sa propre définition pour a quand il utilise b. On choisit comme stratégie
d’évaluation une stratégie locale, puis globale (soit le processus de réduction détaillé en (7)), c’est-a-dire, les
expressions sont évaluées dans leur environnement de définition jusqu’a ce que I’expression ne puisse plus
étre évaluée, avant d’étre propagée aux références.
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VIII.6.3 Les problémes de liaisons

Les amalgames permettent la définition d’expressions ouvertes contenant des références libres. La pré-
sence de telle références dans I’évaluation d’expressions et la présence dans des sous-expressions de références
liées, mais qui n’ont pas encore été substituées & leur définition, va induire un certain nombre de problémes
pour conserver une liaison correcte des expressions. Nous détaillons les problémes qui concernent plus parti-
culiérement les liaisons.

VIII.6.3.1 La substitution de références liées

Une expression peut référencer une définition contenant une sous-expression impliquant une référence liée
comme par exemple dans I’expression suivante :

{y:27$:y07a:{b:z17y:1}}

ou la définition de x implique la référence liée y ayant pour valeur 2. L’évaluation de cette expression va
amener la substitution de la référence liée x1 de b & sa définition. Cependant, il n’est pas correct d’effec-
tuer la seule substitution littérale, c’est-a-dire sans modifier le terme. En effet, I’expression suivante (aprés
substitution littérale) :

{y: 2,$:y0,CL: {b: Yo,y = 1}}
n’est pas correcte : les références liées, aprés substitution, doivent toujours étre liées & leur définition initiale.
La substitution correcte est bien sur:

{y: 2755:3/07@: {b: Y1,y = 1}}

afin d’avoir pour résultat {y = 2,2 = 2,a = {b = 2,y = 1}}. Nous appelons lifting cette opération qui
incrémente l’indice de liaison d’une référence liée. 11 est important de remarquer que les expressions, ol
apparaissent des références liées & des sous-expressions, ne doivent pas étre liftées. Dans ’expression :

{r={9={e=a}a=2}y={a=9e=2}}

lors de la substitution du definiens de z, la référence liée aq ne doit pas étre liftée en as car celle-ci est liée a
la sous-expression de x ou a a pour valeur 2. Le lifting de I'expression aménerait une liaison incorrecte avec
la définition a = 9, ce qui est évidemment erroné (ici, le lifting erroné conduirait toujours & une expression
o les références liées sont liées & une définition, car a est défini dans y, ce qui est un pur hasard). La valeur
voulue de I’expression est :

{r={9={e=ar},a=2},y={a=9e={g={e=a1},a=2}}}

Pour ce qui concerne les références libres, nous décidons de ne pas lifter les indices lors de la substitution.
Par exemple, ’expression :

{fa=a2"b={z=1,c={r =2y =as}}}
va se réduire en:
{fa=a"b={z=1,c={z=2,y=21}}}

car la référence libre & = est injectée dans ’expression y, oil une définition de x existe. La référence devient
une référence liée A cette définition. L’expression se réduit ensuite en :

{a=a'b={z=1,c={z=2y=1}}}
alors que le lifting de la référence libre injectée aurait conduit & I’expression :
{fa=a"b={z=1,c={x=2y=2°}}}

qui n’aurait pu se réduire plus. Cette stratégie qui ne lifte pas les références libres dans une substitution,
est absolument nécessaire si I’on désire implémenter un mécanisme de capture de définition dans un nouveau
scope. Dans I'exemple précédent, la référence x; capture la définition x = 1 dans le premier scope englobant
le terme ou elle est injectée par substitution. Cette stratégie est différente de la stratégie de Damr (cf.
section 1X.3.3.1, page 116), qui lifte les références libres. En effet, dans cette derniére approche, la liaison de
références libres ne se fait pas par capture mais & ’aide d’une forme dédiée d’application.
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VIII.6.3.2 Liaisons dans un terme substitué a une référence libre

Nous avons vu précédemment que les références permettaient d’atteindre une expression qui se situait
en dehors de leurs scopes. Nous avons aussi vu que I’évaluation de la sélection nécessitait d’avoir comme
opérande gauche un systéme. Néanmoins, il se peut que I’évaluation d’une sélection conduise & substituer &
une référence son definiens comme dans ’expression suivante :

{a:xo,b:{le} . (yo «az)}

La substitution de la référence liée ay par sa définition est souhaitable car ce n’est pas la référence libre 3° ni
le systéme {x = 1} qui peuvent influencer la référence liée. En effet, celle-ci est liée « par dela » Pexpression
de sélection. Tl n’est cependant pas possible de lier la définition substituée z° en x; en utilisant la définition
du systéme. En effet, dans ’expression :

{a=2"b={z=1}.@x" .2}

il se peut que la référence libre 32, lors de sa future liaison, définisse une valeur pour z, capturant ainsi
la référence libre. Par contre, dans I’exemple suivant (qui est une modification du précédent exemple ou la
référence libre y° est remplacée par un systéme quelconque ne définissant pas de ) :

{fa=a"b={x=1}.({...}.2°)}

alors la référence libre 20 peut étre liée en 21 car nous sommes assurés qu’aucune autre définition de z ne
peut survenir pour capturer z°. Il apparait que les liaisons qui doivent survenir au moment d'une substitution
d’une référence par son definiens, en particulier dans une opération de sélection, sont différentes selon que
les termes mécessaires sont ou non présents.

VIII.6.3.3 Liaisons dans un terme substitué a une référence liée

Un probléme similaire & celui que nous venons d’évoquer survient quand une référence liée se trouve
impliquée dans une sélection. Suivant le moment ou la substitution de la référence liée par sa définition a
lieu, des résultats différents peuvent étre obtenus, pour une méme expression. Par exemple, dans ’expression
suivante :

pb=xg.{c=1}.a® . o ={u={} . v, v=wo,w=1,a={b=c"}}}

on peut décider de contracter la sous-expression (zg « {¢ = 1}) . (a® . b°) avant d’avoir propageé le definiens
de la référence liée z. Si on effectue I'évaluation de la sélection {c = 1} . (a° . ¢V), on obtient I'expression :

zo « (a® . )

Cette évaluation est localement correcte car on est sir qu’aucune définition pour les références libres a® et
c® ne peut advenir, car I'expression a gauche du point, le systéme {¢ = 1}, ne fournira pas de définitions.
Cette simplification a cependant eu lieu trop tot: la référence liée zy n’a pas été substituée par le definiens
de sa référence alors que le definiens allait justement apporter une définition pour a. Il est donc nécessaire de
retarder 1’évaluation afin d’obtenir les propagations correctes des definiens aux références liées pour obtenir

le résultat souhaité, qui est dans ce cas ’expression :

ph=lz={u=1v=1Lw=1a={b=c"}}}

VII1.6.3.4 Liaisons induites par une substitution

Nous venons de voir que la substitution d’une référence & sa définition pouvait nécessiter la liaison
de D'expression substituée. Il se peut aussi que la substitution d’une référence conduise a la liaison d’une
expression en dehors de I'expression substituée. Par exemple, dans 1’expression :

{fa={z=1}b={...} . (a1 . 2°)}
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lors de la substitution de a; par sa définition, il sera nécessaire de transformer la référence libre z° en
référence liée x( car la substitution fournit une définition de x accessible pour la référence libre.

Le méme phénoméne se produit lors de I’évaluation de deux systémes. Par exemple, dans ’expression :
({z=1}#{y=2}) . 2" (9)

au moment oil la concaténation des deux systémes va se réduire en un seul systéme, il sera nécessaire de lier
20 afin que celui ci référe la définition 2 = 1. De facon plus générale, il est nécessaire de lier une expression
a chaque fois qu’un systéme est créé. Par exemple, dans les deux expressions suivantes :

{a=1}. ({b=a"} #{...} (10)
{a=l,e={b=a’}#{...}} (11)
il est nécessaire, aprés évaluation des systémes, de lier & chaque fois a° en a;.

L’expression (9) induit une liaison a lextérieur du terme qui est substitué alors que dans les expres-
sions (10) et (11) ce sont des substitution extérieures au terme qui nécessitent des liaisons.
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Fic. 9 — Construction d’une expression comme le calcul de sous-expressions en utilisant les amalgames. 11
faut que les valeurs qui transitent sur un arc soient des systémes, 4 savoir des DFG. On a donc « élargi » les
arcs pour laisser apparaitre la structure des valeurs manipulées. L’objet présenté est un graphe de graphes.






Chapitre IX

Les amalgames et les formalismes
existants

Dans ce chapitre, nous allons comparer les amalgames & d’autres formalismes et mécanismes de program-
mation. Du point de vue des mécanismes de programmation, les amalgames permettent :

— la définition d’une notion d’agrégat de données accessibles par un nom
— une extension de I'agrégat (rajouter des données);
une restriction de I'agrégat (extraire un sous-ensemble de données) ;
— des définitions récursives ;
des redéfinitions de noms et un accés aux multiples définitions d’un méme nom ;
— une portée lexicale et dynamique des noms;
des expressions ouvertes, c’est-a-dire comportant des références libres ;

— enfin, des mécanismes de liaison des références libres.
On retrouve des préoccupations similaires a celles des amalgames dans de nombreux domaines :

— dans les langages orientés objets et la modélisation des notions de classes, d’instances, d’héritage... &
travers la notion d’enregistrement (cf. section 1X.2) ;

— dans les théories de noms développées pour modéliser des schémas dynamiques de liaison, la commu-
nication entre processus, la curryfication des arguments dans un ordre quelconque... (cf. section 1X.3) ;
dans la programmation incrémentielle qui définit la notion d’enrichissement de programmes par ajouts
successifs (cf. section 1X.4);

— dans les langages réflexifs qui essayent de représenter a travers des structures de données des mécanismes
d’évaluation du langage, comme par exemple, la notion d’environnement qui permet la liaison variable
— valeur (cf. section IX.5);

Nous allons comparer 'approche des amalgames avec divers formalismes et mécanismes de programmation
qui ont été proposées dans ces domaines. Mais auparavant, nous allons effectuer un rappel sur les modes de
liaisons des identificateurs dans divers langages de programmation.

IX.1 Les modes de liaison des identificateurs

Tous les langages ayant une notion de variable définissent des régles de portée des identificateurs. Les
langages classiques ne permettant généralement que la définition d’expressions closes (toutes les variables
référent & une définition), la spécification des régles de portée suffisent & définir les régles de liaisons.

Dans les langages récent comme Pascal, Scheme [RCet92|, ML, Ada... on a privilégié¢ une gestion lexicale
de la portée des variables, aux dépends d’une gestion dynamique. Cela implique que toute variable utilisée
référe & une définition localisée syntaxiquement dans le texte du programme. Il n’y a donc pas d’occurrence
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de variable non définie dans une expression. Par exemple, I’expression 1let f x = x+a en ML, oil a n’est pas
défini auparavant, provoquera une erreur.

Ce n’est pas le cas pour les langages & liaison dynamique (par exemple Frantz Lisp) ou bien pour les
langages de manipulation symbolique (comme Mathematica [Wol88| ou Mapple [CGGT91| par exemple) pour
lesquels cette expression est correcte et oll a prendra sa valeur au moment de son utilisation. Par exemple,
dans un langage comme Frantz Lisp, I’expression (let ((a 5)) (£ 10)) aura pour valeur 15 car I’évaluation
de (f 10) a lieu dans un environnement ol a est défini.

Cependant, la liaison des variables dans ce type de langage est complétement dynamique: ainsi, en
Mathematica, si on a:

y=1

Foo[x_] :=x +y + a
alors:

a=1; y = 666; Foo[10]

s’évaluera en 677. Ce comportement est & opposer au comportement de Common Lisp [Ste82], ot une définition
analogue provoquera la liaison lexicale de y et une liaison dynamique de a. Ainsi, en Common Lisp, la définition :
(let ((y 1)) (defun Foo (x) (+ x (+y a))))

suivi de I'évaluation :
(progn (setq a 1) (setq y 666) (Foo 10))

aura pour valeur 12 (la variable y apparaissant dans I’expression de Foo étant liée syntaxiquement, la redéfini-
tion de y par (setq y 666) n’a pas d’effet sur I'évaluation). Remarquons que la construction let ... in .
utilisée pour la liaison syntaxique n’est pas la méme que celle utilisée pour la liaison dynamique: setq. La
structure du lieur n’est d’ailleurs pas la méme car la liaison syntaxique refléte la portée par bloc dans le
texte du programme, alors que la liaison effectuée par un setq est valide dans le temps jusqu’au prochain
setq. Une autre différence est qu'un identificateur dans un lieur & portée syntaxique est une variable muette,
c’est & dire sujette & a-conversion, alors que dans un lieur dynamique le nom est pertinent, ce qui permet la
liaison « plus tard », indépendamment de toute construction explicite reliant I’endroit de définition et ’en-
droit d’utilisation de l’identificateur. Si ce mode de gestion des noms admet une sémantique opérationnelle
relativement simple & décrire, il a fallu attendre des travaux récents pour obtenir une théorie équationelle
d’un mécanisme de capture de noms [Dam94c, Dam94a, Gar95, LF96].

En Common Lisp, I’évaluation de (Foo 10) provoquera une erreur si a n’est pas liée au moment de son
évaluation. Les langages de manipulation symbolique ne provoquent pas d’erreur dans ce cas, et retournent
comme résultat de I’évaluation, I'expression symbolique ot les valeurs connues ont été substituées aux va-
riables liées (dynamiquement) avant une éventuelle simplification. Par exemple, en Mathematica, si on définit
Bar[x_] := x+a, alors 'expression :

Bar[10]
dans un contexte ol a a pour valeur 5 s’évaluera en 15 (simplification de 10+5) alors que bar [10] s’évaluera

en 10+a g’il n’existe aucune définition pour a. Dans ce langage, 10+a est une valeur au méme titre que 15.
La table 1 dresse une rapide classification des modes de liaison.

Moment de la liaison || Type de liaison Langage
s 1a définiti lexicale ML
a la définition lexicale retardée | méthode virtuelle C++
o . dynamique Franz Lisp (erreur si pas de définition associée)
a ’évaluation : - -
symbolique Mathematica, Mapple, (toujours une valeur)

TAB. 1 — Les différents modes de liaison des variables

Nous avons adopté pour les amalgames une stratégie analogue a celle de Common Lisp pour la résolution
des références. Cependant, nous ne voulons pas distinguer références liées syntaxiquement et références liées
dynamiquement : en effet, nous ne voulons pas redéfinir de liaisons au cours du temps, mais simplement
retarder le moment de cette liaison. Il n’est donc pas nécessaire de distinguer deux lieurs, mais simplement
de permettre des expressions non closes. Ainsi le langage garde la propriété d’assignation unique (modulo
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la visibilité des identificateurs). De plus, une expression ouverte est une valeur admissible et donc, comme
dans le cas des langages de manipulations symboliques, 1’évaluation d’'une expression ouverte ne provoque
pas d’erreur.

IX.2 Enregistrements et langages orientés objets

Le modéle de programmation des langages orientés objets est caractérisé principalement par le traitement
uniforme des programmes et des données sous la forme d’objets qui maintiennent localement les informations
sur leur état. Les programmes sont congus comme des ensembles d’objets qui interagissent entre eux par
passage de messages.

La définition d’un cadre formel pour la programmation orientée objet est I’origine de nombreux travaux :
cela fait de nombreuses années que des langages orientés objets existent et sont utilisés sans disposer de
cadre formel, en particulier pour le typage (simula67 [DMNG68|, Smalltalk [GR83], C++ [cpl95, SE94, Str94|
par exemple). Citons en particulier [GG94]:

« Contrairement a la programmation fonctionnelle, fondée sur le \-calcul, ou la programmation logique,
fondée sur la logique, il manque un modéle simple a la programmation orientée objet que 1’on puisse utiliser
comme base pour [une] définition et [des] discussions. »

Aucun des langages ou formalismes théoriquements bien fondés ne disposent de constructions permettant
de définir des fonctionnalités objets. La modélisation des fonctionnalités des programmes orientés objets
(encapsulation, héritage, polymorphisme...) a amené la définition de nouveaux opérateurs pour des langages
existants et I'introduction de nouvelles fonctionnalités dans des formalismes existants.

IX.2.1 Le point de vue « objets comme enregistrements » de CARDELLI

Les langages orientés objets possédent tous certaines propriétés, mais aucune propriété particuliére ne
semble nécessaire a la qualification d’« orienté objet » pour un langage (on y trouve les notions d’ encapsulation,
d’héritage, de messages, de classes... on trouvera une classification dans [Weg87]). Dans [Car84], CARDELLI
suggére que la notion d’héritage est la seule notion qui permet de définir un langage comme un langage
orienté objet. Il considére la structure de données « enregistrement » des langages fonctionnels comme un
objet des langages orientés objets. Un enregistrement est un ensemble fini d’associations label « valeur!.
L’opérateur de sélection « . » permet d’accéder & la valeur d’un item d’un enregistrement. Une notion de soi
(self dans les langages orientés objets) est définie a ’aide de la construction rec utilisée dans la définition
d’un enregistrement. Cette notion de soi permet & un objet de modifier la valeur de certains de ses propres
items.

Désirant capturer la notion d’objet et d’héritage des langages orientés objets, CARDELLI définit un type
et une relation de sous-typage: si un enregistrement a est de type 7 et 7 < 7/ alors a est aussi de type 7’ ?).
Le type d’un enregistrement est I’ensemble des types de ses éléments, ensemble ol chaque type est précédé
du label de 'item dont il est le type. Deux opérateurs permettent I’enrichissement et ’appauvrissement de
type: and et ignoring. CARDELLI définit un systéme de typage pour son systéme et montre qu’il est sir.
Ce systéme de typage a été implémenté dans le langage Amber [Car85].

1X.2.1.1 Extension et restriction sur les enregistrements.

Les opérateurs and et ignoring permettent de contraindre des types. Dans [CM91]|, CARDELLI et M1T-
CHELL définissent un ensemble d’opérations supplémentaires sur les enregistrements, 1’extension (notée
{{r|]x = a|} pour un enregistrement ajoutant un item labellé x et de valeur a, pourvu que x ne soit pas

1. Dans la définition de CARDELLI, on note les enregistrements entre accolades ; afin de ne pas établir de confusion avec la
notation des systémes, on ré-utilisera la notation de la précédente section: ’enregistrement avec deux items a et b de valeur 1
et true se notera {{a =1,b = true [}.

2. Intuitivement, un enregistrement d’un type 7 est un sous-type d’un enregistrement de type 7/ si 7 a au moins tous les
items de 7/ (et peut-étre des items supplémentaires), et les items commun de 7 et 7/ sont en relation de sous-typage |Car84, pp
4].



112 CHAPITRE IX. LES AMALGAMES ET LES FORMALISMES EXISTANTS

déja défini dans r) et la restriction (notée r\x pour 'enregistrement r privé de 'item labellé z), en s’inté-
ressant toujours au typage des opérations. Un systéme de types du second ordre est défini® (qui n’a pas la
propriété de type principal). Ces deux opérateurs permettent de modéliser la surcharge (par la restriction
d’un item et la définition d’un item avec le méme label mais une nouvelle valeur) et le renommage (par la
restriction d’un item et la définition d’un item avec un label différent mais une valeur identique). La défini-
tion d’enregistrements se fait a partir de l’enregistrement vide, puis par concaténation. Ce systéme de types
permet la vérification mais pas 'inférence de types.

Les systémes de CARDELLI et MITCHELL ne permettent pas la concaténation d’enregistrements car, dans
leur systéme de types, la concaténation est en conflit avec la régle de subsomption :

EFEtra:A EF+-A<:B
EFta:B

En effet, lors de la concaténation de deux enregistrements a et b définissant tous deux un item c de type
different dans a (Int par exemple) et b (Bool par exemple), quel est le type de a || b (I'expression a || b
représente la concaténation des enregistrements a et b)? Le traitement classique de ce probléme consiste &
écraser les définitions dans un sens particulier (gauche-droite par exemple), cette solution n’est pas satisfai-
sante. Le lecteur intéressé par cette problématique se reportera a [CM91, pp 46]: la solution choisie consiste
a ne permettre aucune redéfinition d’items dans la concaténation d’enregistrements, mais elle implique le
changement du systéme de typage.

IX.2.2 Les enregistrements de Rémy

REMY [Rém92|) montre, et implémente dans une version de ML, qu’on obtient la concaténation d’enregis-
trements & partir du moment ot on dispose de I'extension d’enregistrements. Le but recherché est toujours
de fournir un systéme de types pour les opérations sur les enregistrements afin de mimer les constructions des
langages orientés objets. D’autres propositions [Wan87, Wan93] ont été formulées, se concentrant toujours
sur le typage des expressions.

IX.2.3 Les enregistrements dans les langages SML et Haskell

Nous choisissons d’étudier la fagon dont deux représentants des langages fonctionnels (un strict et autre
non-strict) permettent la manipulation des enregistrements. Nous étudions d’abord le langage strict, puis
nous verrons le langage non-strict.

I1X.2.3.1 Dans SML

Les enregistrements définis en SML [Pau92, Har93| sont flexibles: il n’est pas nécessaire de définir le
type de l'enregistrement préalablement & sa définition (contrairement au langage CAML par exemple, ou
les enregistrements doivent avoir leur type préalablement déclaré). La définition de I’objet définit en meéme
temps son type (pour décrire des fragments de programme, on utilise la syntaxe du langage décrit : il ne faut
pas confondre ces constructions avec des opérateur 81/2) :

val x ={a=1, b=2} = val x = {a=1,b=2} : {a:int, b:int}

On accéde aux items par le label en position fonctionnelle (par exemple, pour accéder & l'item a de ’en-
registrement x défini ci-dessus: #a x = val it = 1 : int). Les items peuvent aussi étre étiquetés par
un indice numérique (par exemple, #1 {1=10, 2=20} = val it = 10 : int). L’indice numérique étant
considéré comme une constante, il est possible d’utiliser librement toutes les combinaisons de labels alphabé-
tiques et numeériques. Il n’est pas possible de définir une fonction « polymorphe-sur-les-enregistrements » (par
exemple une fonction qui s’applique a tous les enregistrements qui ont un item étiqueté « a ») ni de spécifier
comme label d’un item le résultat d’un calcul (par exemple, 'expression #(1+1) x n’est pas autorisée).

3. WanD [Wan87| propose une alternative a ces deux opérateurs sous la forme d’un seul opérateur qui met a jour I'item d’un
enregistrement s’il existe déja, ou bien ajoute un nouvel item s’il n’existe pas.
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IX.2.3.2 Dans Haskell

En Haskell [HF92|, la notion de produit cartésien avec label n’est pas définie en tant que telle, mais
il est possible de nommer par un label symbolique un argument d'un constructeur de type algébrique.
La présence de ces noms symboliques crée implicitement des fonctions qui permettent ’accés a cet ar-
gument ce qui permet d’émuler un mécanisme de gestion des enregistrements. Par exemple, ’expression
data C = F {f :: Int, g :: Bool} définit un type de données C, avec un unique constructeur F qui uti-
lise deux arguments labellés par f et g. Une valeur de type C peut se construire a ’aide du constructeur F,
de fagon classique: F 5 true, ou bien en faisant explicitement référence aux labels: F {g = True, f = 5}
(on remarquera que l'ordre de spécification des items est indifférent). Comme les constructeurs en Haskell
ne sont pas stricts, il est possible de construire des enregistrements ayant une valeur indéfinie, en omet-
tant la définition d’un item au moment de la construction: par exemple, F 5, construit I’enregistrement
F {f = 5, g = Undefined}.

IX.2.4 Comparaison entre la notion d’enregistrement et la notion d’amalgame
en 81/2

1l est tentant d’assimiler les systémes 81/2 a des enregistrements. Chaque définition id = exp d’un systéme
correspond & la spécification d’un item de nom a de 'enregistrement. L’imbrication possible des systémes
correspond au fait que la valeur d’un item peut étre un enregistrement.

Cependant, il n’est pas possible de définir un enregistrement récursif, en SML, telle que la valeur de l'item
soit égale & « soi-méme »: val x = {{f = x[}. L'utilisation de traits impératifs (les valeurs « mutables »)
permet de lever cette restriction mais de fagon ad hoc c’est-a-dire en sortant du modéle de calcul. Le langage
Haskell, par son traitement paresseux des structures de données, permet une telle définition. Par exemple,
I’expression

>data F=C { g :: F};
g :: F >F
data F=C{ g :: F}

spécifie un type algébrique F avec un seul constructeur C dont 'argument est labellé par g. Un observateur
qui a le méme nom que le label est implicitement créé et la valeur de l'item g est de type F:
>let x = C { g = x};
x :: F

La variable x est de type F et l'item g de x a pour valeur x lui-méme. Une telle expression est, aussi définissable
a l'aide des amalgames: z = {g = x}.

Une autre différence essentielle entre un systéme et un enregistrement est que les labels d’un enregistre-
ment n’agissent jamais comme une variable alors que les labels d’un systéme agissent comme des références.
Par exemple, dans 'expression {a = 1,b = a}, le a de b = a fait référence a la constante 1, alors que dans
lenregistrement {{a = 1,b = a [}, a fait référence & une variable a définie dans un contexte englobant. On
peut obtenir un comportement similaire en liant 'enregistrement & une variable X et en remplacant toutes
les références a l'item a d’un systéme X par Pexpression X . a. Dans ce cas, il est impératif de se placer
dans un modeéle de calcul similaire & celui de Haskell, & cause des références récursives.

On peut comparer les mécanismes d’extensions d’enregistrements et la concaténation de systémes: les
deux mécanismes étendent les items de 'enregistrement et du systéme et permettent ’accés a de nouvelles
définitions.

On peut aussi comparer ’accés & un item. La sélection de la valeur d’un item peut étre décrite par
I'opérateur de sélection des amalgames. Le comportement est cependant différent car le point considére que
I'opérande de gauche d’une sélection est un environnement, permettant 1’évaluation d’une ezxpression en
partie droite. Ce comportement peut tout de méme étre rendu avec des enregistrements en transformant une
expression {...,id =e,...} . (¢/ +€”) par une distribution du systéme sur les termes de 'opérande droit
dupoint: ({ ...;id=e,...} v &)+ ({ ...,id=e,... [} + €”). Si la régle de distribution est évidente pour
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la distribution de I’évaluation par rapport & une opération arithmétique, cette distribution est plus délicate
quand ’opération porte sur ’évaluation elle-méme (comme c’est le cas avec les opérateurs de concaténation
et de sélection). Par exemple, faut-il admettre une régle de la forme:

sv(e#e) = (s.e)#(s.¢)

sachant qu’une telle régle ne permettra de liaisons locales entre les éléments de e et ¢’ qu’aprés les liaisons
impliquées par s?

Les travaux qui concernent les enregistrements sont essentiellement dirigés par la préoccupation de typer
statiquement les expressions. Le typage des enregistrements ol le label de sélection est le résultat d’un calcul
interdit un typage statique des expressions (par exemple, on ne sait pas typer actuellement une expression de
la forme Az y.(z . y) ot le y de sélection est lié avec le paramétre formel y). Notre préoccupation actuelle n’est
pas tant de typer les termes des amalgames que de définir leur réduction. De ce point de vue, les mécanismes
proposeés par les langages objets posent peu de problémes: pas de définition récursives (sauf pour Haskell qui
répond par une stratégie d’évaluation paresseuse), pas d’assimilation label « variable, pas d’extension de
valeurs (sauf pour les systémes proposés par CARDELLI, REMY ou WAND pour lesquels les autres opérations
sont restreintes afin que le type reste inférable), pas de sélection calculée. Or ce sont justement ces mécanismes
de calcul hautement dynamiques qui nous intéressent dans les amalgames.

IX.3 Les théories de noms

La gestion des espaces de noms est un probléme crucial pour les nouveaux langages de programmation. Par
exemple les problémes de modélisation de I’héritage dans les langages & objets [Rém94], de la délégation dans
les langages a prototypes [US87], des pages jaunes ou autres mécanismes de nommage dans un environnement
distribué [Que96], des applets dans les programmes construits dynamiquement [Rou96], des mécanismes de
call-back, etc., sont tous clairement reliés a la gestion des noms. La seule opération que 'on peut faire sur
un nom est de tester son égalité avec un autre nom [Ode93, Ode94].

La notion de variable, par exemple dans le A-calcul, est batit sur la notion de nom. Mais une variable
du A-calcul doit étre muette: la réduction des termes du A-calcul est compliquée par cette problématique.
En effet, deux variables de méme nom ne doivent pas entrer en collision sous risque de voir apparaitre le
phénomeéne de capture de variables tant redouté.

La notion de référence dans les amalgames est aussi batit sur la notion de nom. Les éléments d’un systéme
sont identifiés par des noms et deux références de méme nom référencent la méme expression, si elles sont
dans le méme scope et si elles ont le méme échappement.

Nous présentons dans cette sections des travaux qui ont été mené autour de cette notion de nom et de
son éventuelle interaction avec la notion de variable. Nous détaillons la notion de nom dans la formalisation
des processus communicants de MILNER(cf. section 1X.3.1) ainsi que deux introductions dans le A-calcul de
la notion de nom: le AN-calcul (cf. section IX.3.3.1) et le A-calcul avec labels (cf. section 1X.3.3.2).

IX.3.1 Le w-calcul de MILNER

Le m-calcul de MILNER est un modéle de calcul concurrent [Mil93, MPW92|. Aucune distinction n’est
faite entre les notions de constante et de variable: il ne subsiste que la notion de nom*. Cette notion est
indispensable a la modélisation des communications concurrentes : les liens de communication sont identifiés
par des noms et le calcul est représenté comme la circulation de noms le long de canaux. Le 7-calcul introduit
une notion de migration qui facilite la création et la visibilité des noms. A 'origine, le m-calcul était un
calcul du premier ordre (seuls des noms circulent sur les canaux). Dans [Mil91], une extension du 7-calcul
est proposée, ou des tuples de noms peuvent circuler sur les canaux et non plus uniquement les noms seuls.
Dans [San93], est présentée une extension d’ordre supérieur du m-calcul qui permet la circulation de processus
sur les canaux. NIERSTRASZ [Nie91, Nie93| étend le m-calcul de MILNER en ajoutant la possibilité de 1)
communiquer des tuples, 2) d’effectuer des applications fonctionnelle, 3) de communiquer des expressions.

4. La notion de nom est essentielle pour MILNER, citons « The pervasive notion we seize upon is naming. » dans [Mil91, pp
2
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Le m-calcul est une extension de CCS [Mil80]. Les principales différences sont 1) les noms de canaux sont
des valeurs transmissibles, 2) il est possible de générer de nouveaux canaux. L’élément de base du 7-calcul est
le nom. Il représente un canal, canal par lequel il sera possible de faire transiter des messages. Les messages
du 7-calcul sont des noms de canaux qui remplissent principalement les deux roles suivants: 1) servir de nom
de canal sur lequel pourra étre envoyé un nouveau message, 2) servir a déclencher ’émission d’un message.
Une grammaire restreinte des termes du m-calcul est (cf. [Ama96]) :

P:=0 | ab.P | a(b).P | va.P | (Pl || Py) | Y1.P1 4+ v Py |!P

avec l'interprétation suivante :

— 0 est le processus qui est terminé. On omet 0 dans @b.0 que I'on simplifie en @b ;

— ab.P est le processus qui émet b sur le canal a puis devient P ;

a(b).P est le processus qui lit sur le canal a un nom et qui devient P dans lequel b & pour valeur le
nom lu sur le canal a;

— va.P est le processus qui crée un nom unique puis devient P dans lequel a référe ce nom unique. Ce
mécanisme permet la restriction de la portée d’'un nom par la création d’'un nouveau nom « frais »
local & une expression: ve.(...) crée un nom c « frais » qui ne sera définis que dans la portée du (...)
et ol une référence a ¢ en dehors de cette portée référe a un autre nom

— (Py || P2) est la composition paralléle des processus Py et Py
v1.P1 + 72.P> est la « somme gardée » ol seul un des deux processus P; et P, s’exécute méme si les
deux gardes sont valides (les gardes 7; représentent une émission ou une réception de messages et sont
donc de la forme @b ou (a)b) ;

IP définit la réplication du processus P autant de fois que cela est désiré; P est équivalent & P || --- ||
PP.

Le m-calcul veut capturer la notion de communication inter-processus. Un processus est une entité qui est
en attente sur un canal d’une information et qui, en fonction de I'information regue sur un canal va émettre
vers un autre processus une information. Un exemple classique du 7-calcul est la communication entre une
base et des agents mobiles. Les agents mobiles, ne connaissant que la base peuvent communiquer entres eux
via celle-ci ou bien ils peuvent communiquer directement entre eux via la création dynamique d’un canal.

Soient 3 processus B, P; et P, avec un canal de communication entre B et P; connu de ces deux processus
et de nom Cp,,p et entre B et P, de nom Cp,.,p. Les processus P et P» qui n’ont pas connaissance 1'un
de l'autre, ni de canal de communication entre eux peuvent néanmoins s’échanger un message :

VOANAL.(CP2<_>B CANALOANALX) || OPQHB(C)'OleB Z || OPIHB(C).C(T)’L).Y

P, B Py

Le nom du canal entre P; et P5 est local & 'exemple et est échangé entre le processus P, et la base B puis
entre la base B et le processus P;. Une fois le nom du canal émis par Ps, celui ci émet I'information, ici X
sur le nouveau canal, que recoit P; une fois le nom du canal recu via la base.

Nous pouvons voir le m-calcul comme I'importation de noms (grace & la réception) et 'exportation de
noms (grace a ’émission). Un objet peut étre vu comme un terme qui attend des définitions sur les canaux
correspondant & ses variables libres et qui émet des définitions sur les canaux nommés par ses variables
lices. Par ailleurs, MILNER a montré la possibilité d’'un codage du A-calcul avec une stratégie de réduction
paresseuse en m-calcul [Mil91, Mil92].

IX.3.2 Comparaison avec 81/2

On peut voir l'occurrence d’une référence liée comme un canal de communication qui attend une valeur
provenant de la définition référée. C’est le point de vue de BounoL [Bou89| dans son 7-calcul : une extension
du A-calcul basée sur le principe que la §-réduction est une commaunication entre une A-abstraction réceptrice
et un opérande émis le long d’un canal unique nommé \.

D’un point de vue analogue, un systéme {a = e,b = €’} est un ensemble de processus paralléles. Un
processus élémentaire a = e correspond au calcul de la valeur de e et & sa diffusion sur le canal de nom a.
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Est-ce que les amalgames peuvent se réduire au m-calcul? On peut essayer de traduire un terme 81/2
contenant une référence libre comme un processus en attente de la valeur de cette référence. Par exemple,
une traduction de (a® + 1) est:

a(re)re +1

avec a le nom du canal associé & a® dans la traduction. Une expression 81/2 contenant plusieurs références
libres peut lier les références dans un ordre quelconque, ce qui induit 1'utilisation d’une somme gardée. Par
exemple, une expression e qui dépend des références libres a® et b° se traduit en:

(a(rq).b(ry).Tle] + b(rp).a(rq).T[e])

ou Te] correspond a la traduction de e en w-calcul.

Pour la traduction de la concaténation, on peut s’appuyer sur le fait que 'expression :
{...;a=¢e,...}#{...;b=f,...}

s’évalueen {...,a=¢e,...,b= f,...} qui est une composition paralléle. Donc, ’expression a # b devrait se
traduire par une expression de la forme a || b.

La sélection, e . €’ constitue en fait une évaluation de e’ dans les liaisons fournies par e, les liaisons de e
étant oubliées dans le résultat. Une traduction pourrait étre:

vdom(e).(T[e] | T[e/])

oul dom représente la liste des liaisons de e.

Cette esquisse de traduction passe pudiquement sous silence le probléme de portée des définitions, en
particulier la gestion des indices des références libres et liées. Par ailleurs, le codage des amalgames en
m-calcul nécessite la possibilité de transmettre des expressions sur un canal, car la valeur d’une définition
peut étre un terme complexe et ne se réduit pas & un référence libre. Par suite, le codage des amalgames
en m-calcul nécessite les extensions d’ordre supérieur du m-calcul. Il n’est pas clair du tout que la stratégie
de liaison des noms de canaux permette le codage de la capture d’une référence libre et en particulier, en
présence de la définition de noms locaux par I'opérateur v. Cependant, cette direction de recherche mériterait
certainement d’étre approfondie.

IX.3.3 Les extension du \-calcul
IX.3.3.1 L’ajout d’indices et de noms dans le \-calcul: le A\N-calcul

Dawmi [Dam94c] désire capturer les traits caractéristiques des langages objets. Il propose une extension du
A-calcul avec indices et noms. Il est possible d’abstraire sur plusieurs arguments au méme niveau d’abstraction
(un seul \), les arguments sont alors distingués par leur nom, l’ordre n’important pas. Les indices sont une
introduction dans le A-calcul de la notation de de BRUIIN [dB72| utilisée originellement pour résoudre les
problémes d’a-conversion dans la réduction d’un terme. DAMI utilise des indices pour permettre ’accés a
des noms qui auraient été redéfinis dans une abstraction: une variable est un couple (nom, index), I'index

indiquant & quelle abstraction (quel « A ») une variable fait référence (0 étant I’abstraction la plus proche).

A partir du AN-calcul, DAMI [Dam94a] propose des constructions de haut niveaux qui permettent, entres
autres, la liaison dynamique et les enregistrements extensibles. A I’abstraction Az.e du A-calcul, DAMI ajoute
la construction A(zy).e qui est un objet qui attend deux arguments qui peuvent étre fournis dans un ordre
quelconque. Ainsi, les expressions A(zy).z + y et A(y z).z + y sont équivalentes. On généralise & un nombre
quelconque d’arguments (y compris nul). Un argument est fourni & ce nouveau type d’abstraction gréace a
un nouveau type d’application :

Az y)z+y)(y—2)
qui s’évalue en

(A(z).x + 2) (1)
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Les arguments d’une telle abstraction ne sont pas a-convertibles (ce sont des noms et pas des variables du
A-calcul). Les derniéres parenthéses qui vont subsister aprés la consommation du nom x de I'expression (1)
sont retirées par une opération explicite de fermeture (« close » chez DAMI):

(A0-5)!

qui s’évalue en 5.

Un enregistrement est codé suivant la méthode classique en A-calcul (cf. [Dam94b, pp 10] et [Bar84, pp
129]) mais en utilisant le nouveau mécanisme d’abstraction :

THx1=a1...2n =an}] = Asel) . sel(x1 —To [a1]) .- (xn —T0 [an])!
Tla + x] = a(sel — \z)z)!

ou T représente la fonction de traduction des enregistrements vers les termes du AN-calcul. Ce codage a une
propriété intéressante : un enregistrement placé en position fonctionnelle agit comme un environnement. Par
exemple, ’expression :

re(AMzy...)e)

a pour valeur 'expression e avec les variables abstraites par le A (c’est-a-dire z, y, ... ) fournies par I’enre-
gistrement r. Par exemple :

r={x=1Ly=2f=ANx)z+1}
r(A(f = y).(f =)« (fy) =6

ol le symbole « = » signifie « se réduit en ». Cependant, ’enregistrement r doit fournir toutes les variables
requises par ’abstraction sous peine d’erreur :

{} + (A\(z).z) = error

car la cloture (qui n’est pas représentée dans I'expression) d’un terme ot des noms sont abstraits, génére une
erreur. Par contre, 'enregistrement peut fournir plus de liaisons que nécessaires, car:

(Az).e)(y — €)= Ax).e

Il est donc crucial de disposer d’'un mécanisme permettant ’abstraction d’une expression sur ’ensemble de
ses variable libres. Cette opération est fournie par 'opérateur « quote », dénoté « ' » tel que par exemple:

y+z) = Mzy)awty
(e r) Arr e

si r est un enregistrement. Ainsi, ’expression g. = '(y + ) peut étre évaluée dans divers environnements :

g{z=1y=2}=3
qe{$:27y:3}:>5

L’utilisation des indices du AN-calcul permet & une expression de référer un nom hors de son environnement
de définition. Par exemple, dans 'expression A\(zy) —’ (z + "), le nom z est abstrait, mais grace au quote,
il ne réfere pas a celui de 'abstraction, alors que le "y s’échappe du quote et référe a celui de I'abstraction.
Il est ainsi possible de lier lexicalement et dynamiquement & 'intérieur d’'un quote. Par contre, il n’est pas
permis d’avoir un terme qui ne soit pas clos & I’issue du quote. De plus, il n’est pas permis d’avoir un indice,
dans une abstraction (comme dans A(a)z(z)./z4+ "z +"z+"" ), qui référe un terme hors de I'abstraction. Ici,
les deux premiéres occurrences de x référent le dernier x abstrait, le troisiéme x référe le premier x abstrait
et le dernier = est une erreur (car a trois niveaux d’abstractions, aucun x n’est défini). Dans ce cas, le terme
est erroné et génére une erreur (DAMI rapproche le terme erroné d’un « method not found » des langages
orientés objets).

Les enregistrements sont différenciés, selon qu’ils sont ouverts ou fermés (suivant la notation de REmMY
[Rém93]). Un enregistrement fermé est un enregistrement dont on connait tous les items et dont il est possible
de dire si un item est absent ou présent (c’est a la base du systéme de typage de REMY) ; un enregistrement
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ouwvert est un enregistrement dont on connait les éléments présents mais dont on ne peut rien dire sur les
éléments qui viendront plus tard. Les enregistrements ouverts permettent I’ eztension d’enregistrements® et
par 14 méme une certaine forme de concaténation, avec la restriction que deux enregistrements quelconques
ne peuvent pas étre concaténés entres-eux®. Par exemple, I'extension de r; par ro (notée 1 << 19 )
nécessite un enregistrement de type quelconque a gauche mais un enregistrement ouvert a droite (de la forme

{—|— ll 261,...}).
L’extensibilité ayant forcé DAMI & gérer du sous-typage, un systéme de typage fondé sur les types récursifs
contraints [AW93, EST95, Tha94] est proposé, systéme qui permet de garantir la propriété de type principal.

IX.3.3.2 La curryfication dans un ordre quelconque: le A-calcul avec labels

La motivation des travaux de GARRIGUE [Gar94, Gar95] sur le A-calcul avec labels est de permettre,
comme pour la nouvelle abstraction et la nouvelle application de DAMI, ’application dans un ordre quelconque
de la fonction curryfiée a ses arguments.

Le moyen employé ici est différent : au lieu d’introduire une nouvelle sorte de variable et un nouveau type
d’application, GARRIGUE étiquette les arguments d’une fonction par un label. Par exemple, la fonction

flxy,2) = z+y+z (2)
peut s’étiqueter de la fagon suivante, en utilisant le label id, pour la variable z, id, pour y et id. pour z:
R = MNdy=zidy~yid,=zx+y+=z

ol le symbole « ~ » représente la liaison entre les labels et les variables du A-terme”. L’abstraction se
comporte comme une curryfication, mais permettant une sélection des variables lors de ’application, dans
un ordre quelconque. Par exemple, 'expression R définie dessus peut étre réduite en une seule application :

Rid,~3idy~2id, =1 = 6

On remarquera que ’ordre de spécification des variables n’est plus important grace a I’utilisation de la liaison
label = variable. Il est aussi possible de réduire R en plusieurs étapes, comme c’est le cas des fonctions
curryfiées, par « consommations » successives des variables :

R =Rid,~3 = Ndy,~zidy~yx+y+3
Ridy~2id, ~1 = 6

Les couples label ~ variable commutent implicitement, dans le A-calcul avec labels, pour permettre ce
mécanisme de curryfication.

Nous venons de voir que GARRIGUE définit des labels symboliques pour la « localisation » des variables : il
est ainsi possible de référer 4 un argument par un nom et non plus par un rang dans l'ordre des applications.
Mais il permet aussi la spécification par indices numériques de positions. En I'absence de labels, un argument
numérique est automatiquement associé aux variables abstraites d'un A-terme. Par exemple, ’expression (2)
se réécrit :

Mrzr2=yd=zarx+y+z

et la réduction de ce terme sera faite par référence explicite & 'indice numérique comme c’était le cas avec
des labels symboliques. D’une fagon similaire aux labels, un A-calcul avec positions relatives est défini, trés
proche du précédent, ou cette fois ci les labels sont uniquement des indices numériques.

GARRIGUE considére que les notions de label symbolique et d’indice numérique sont orthogonales et il
permet 'utilisation conjointe de labels avec indices. En absence de label, un label invisible, noté « ¢ », est
utilisé ; en ’absence d’indice numérique, c’est la constante 1 qui est implicitement utilisée. Les labels sont
donc des couples (nom,indice). On remarquera que le A-calcul est un cas particulier de ce calcul ou les
arguments sont de la forme (¢, 1). Les deux extensions décrites ci-dessus sont unifiées dans le A-calcul sélectif
qui utilise conjointement les labels symboliques et les indices numériques comme labels.

5. On parle dans ce cas de « concaténation asymétrique » car ce n’est pas une opération commutative.

6. Cette contrainte permet de définir un type principal pour la concaténation d’enregistrement [Dam95].

7. GARRIGUE utilise le symbole « = » ou « -> » pour spécifier la liaison entre le label et la variable. Pour ne pas confondre
avec le symbole d’évaluation que nous utilisons dans ce document nous utilisons a la place le symbole « & ».
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1X.3.4 Comparaison avec 81/2

Les deux extensions présentées enrichissent le A-calcul avec un nouveau type de variable, les noms, qui ne
sont pas sujets a a-conversion, et qui doivent étre liés par un nouveau type d’application. L’objet qui permet
de lier plusieurs de ces noms en méme temps est naturellement ’enregistrement.

L’intérét pour ce qui nous concerne est que ces approches étendent la sélection & une notion d’évaluation
dans un environnement particulier. Mais, dans ces extensions, I’environnement est contraint de fournir toutes
les références libres du terme que I'on désire évaluer (les termes ouverts ne sont pas permis). De plus, la
fermeture de I'application doit se faire explicitement. Ce dernier point est problématique, dans la mesure
ou il est possible de déterminer syntaxiquement si un terme est clos, c’est-a-dire qu’il ne contient plus de
références libres.

L’extension d’enregistrements permet d’obtenir un comportement similaire & la concaténation des amal-
games. Néanmoins, la concaténation des enregistrements est asymétrique dans le AN-calcul alors qu’elle est
symétrique dans les amalgames. De plus, une notion d’erreur est définie qui correspond par exemple & la sélec-
tion d’un nom dans un enregistrement, alors que cette notion est absente dans les amalgames. Au contraire,
I’absence de définition pour une référence permet de retarder la liaison de la référence. On trouve cependant
une définition, avec 'introduction des indices sur les noms, et une gestion des noms qui ressemble a celle des
amalgames: il est possible de redéfinir un nom et d’accéder & une redéfinition. Cependant, ’accés & un nom
qui n’est pas abstrait génére une erreur, alors que la référence, dans les amalgames, reste « symbolique ».
Enfin, le AN-calcul dispose d’un systéme de typage, ce qui n’est pas le cas pour les amalgames.

Notons que la distinction entre nom et variable peut s’interpréter comme la distinction entre référence
libre et liée des amalgames, dans le sens ot une référence liée est destinée a disparaitre alors que les références
libres sont des constantes et que de ce fait leur nom importe.

L’avantage de l'approche de GARRIGUE est d’unifier les deux types d’applications, en considérant un
mécanisme de position par nom indexé. Une interprétation de ce mécanisme est de comprendre un nom
indexé comme un stream : le nom représente le canal et les index les jetons qui circulent sur ce canal. On a
ainsi un pont entre les notions de communication, de passage d’argument par position et de stream de valeurs.
Cette analogie, pour l'instant formelle, doit faire 'objet de recherches supplémentaires car elle permettrait
d’unifier 'aspect stream de 81/2 avec les amalgames.

IX.4 La programmation incrémentielle

La programmation incrémentielle est un paradigme de programmation dans lequel on essaye de définir des
opérateurs qui permettent la définition de programmes pouvant étre facilement étendus (par de nouvelles
fonctionnalités par exemple) sans nécessiter une re-compilation compléte de ceux-ci. Nous discutons les
modéles proposés par LAMPING et sa proposition de systémes paramétrés unifiés (cf. section 1X.4.1), les
variables et procédures quasi-statiques de LEE & FRIEDMAN (cf. section I1X.4.3) et enfin le AC-calcul de LEE
& FRIEDMAN (cf. section IX.4.5) et le calcul de contextes typé de HASHIMOTO & OHORI (cf. section IX.4.6),
qui sont tous deux des extensions du A-calcul avec une notion de capture de variables.

IX.4.1 La paramétrisation de LAMPING

LAMPING [Lam88] est & lorigine des travaux sur la paramétrisation. Un systéme est paramétré quand,
une, ou plusieurs de ses entrées déterminent la valeur de sa sortie. Par exemple, dans le A-calcul, on trouve
la notion de paramétrisation dans les arguments de la fonction et dans les variables libres d’une expression
(c’est la variation des arguments ou des variables qui influence le résultat d’un terme du A-calcul). La
paramétrisation est a I’origine des concepts de module, encapsulation, accés explicites & des environnements...
LAMPING présente un systéme formel qui a une puissance d’expression égale au A-calcul.

Dans les langages fonctionnels, il existe une distinction entre les variables d’une fonction et les arguments
d’une fonction : les variables permettent la « communication » d’informations dans une expression alors que
les arguments communiquent les informations entre les différentes parties du programme. Cette distinction est
faite par LAMPING qui propose, en plus de la liaison lexicale classique des identificateurs (nommés parameétres
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lezicauz) et de la construction let ... in des langages fonctionnels, une liaison par environnement (nommés
paramétres de données). Par exemple:

let f — datax: (x*x) in (supply x — 3 to f) + (supply x «— 4 to f) (3)

s’évalue en 25. La construction data x: permet de définir x comme un paramétre de donnée qui sera ré-
solu non pas lexicalement comme les paramétres du let mais explicitement & I’aide de supply ... to. La
construction supply ... to est le pendant de la construction let ... in du A-calcul. La sémantique de ce
formalisme, exprimée dénotationnellement, nécessite deux environnements £ et U représentant 1’ environnement
lexical et I'environnement d’utilisation des expressions. Une opération de « transmission » des définitions
est définie par du sucre syntaxique:

transmit def to expr

Il est possible de composer des environnements par une opération de composition: bl o b2 permet de
chercher les liaisons dans b2 puis b1l. Il est donc possible d’étendre un ensemble de liaisons, mais il n’est pas
possible par contre de chercher sélectivement une liaison redéfinie.

Une limitation (levée mais de maniére peu élégante) est la nette séparation entre parameétre lexical et
paramétre de donnée. Il est possible de compléter une expression impliquant des paramétres de données par
des liaisons mais il n’est pas possible d’affecter une expression de paramétres lexicaux par des définitions. En
fait, en interchangeant les deux environnements £ et U dans une construction with ... in, il est possible
de résoudre le probléme.

IX.4.2 Comparaison avec 81,2

LAMPING fait une séparation syntaxique trés forte, essentielle méme, entre les paramétres lexicaux et
dynamiques, alors que les amalgames unifient les deux modes de liaisons, toutes les références « aspirent »
a la liaison, les références libres restant sous une forme symbolique. Grossiérement, la construction (3) peut
se traduire dans le formalisme des amalgames par:

{f=axap. ({z=3}. f+{r=4}.])

Il apparait que les amalgames ne font pas la distinction entre les deux types d’environnement de LAMPING.
Cela est di & deux facteurs essentiels:

1. les amalgames ne sont pas importés dans un autre modéle de calcul qui nécessite une notion d’envi-
ronnement propre (la liaison des arguments des fonctions) ;

2. nous désirons un mécanisme de liaison qui soit implicite.

IX.4.3 Importation et exportation de définitions: les variables quasi-statiques

LeE & FriEDMAN [LF93| proposent une nouvelle abstraction, les variables quasi-statiques qui associent
a un identificateur une variable. Le mécanisme des variables quasi-statiques définit des fonctions spécifiées
par un nom externe (non susceptible d’a-renommage) et un nom interne (susceptible d’a-renommage). La
définition de variables quasi-statiques se fait grace a l'utilisation d’abstractions:

(gs—lambda0 ((iny exty) ... (iny, ext,)) expression)

Les noms iny . ..in, sont les noms internes qui sont liés dans expression alors que ext; ... ext, sont les noms
externes qui sont visibles des autres fonctions. Afin d’éviter les ambiguités, on évite d’utiliser les mémes noms
pour les paramétres internes et externes. Il est ainsi possible de définir deux fonctions pair? et impair? :

(define impair? (gs—lambda0 ((pairFct F)) (z) (if (zero? z) #f (pairFect (— x 1)))))
(define pair? (gs—lambdaO ((impairFct G)) (z) (if (zero? z) #t (impairFct (— x 1)))))

qui utilisent les fonctions pairF'ct et impairFct, ces fonctions étant liées & F et G. Afin de pouvoir réellement
utiliser ces fonctions, il est nécessaire de résoudre les variables quasi-statiques par un mécanisme proche de
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I'instanciation des langages orientés objets. La résolution des variables quasi-statiques s’effectue grace a la
fonction (resolve n fonction externe qs_proc) qui associe dans la procédure quasi-statique gs_proc a
la variable quasi-statique externe la liaison avec fonction, 'argument n spécifiant le nombre de variables
quasi-statiques & résoudre. Ce mécanisme de résolution dynamique permet, & 'exécution, la résolution des
variables quasi-statiques. Ainsi, on peut résoudre les variables quasi-statiques de impair? et pair?:

(letrec ( (mon—impair? (resolvel mon—pair? F impair?))
(mon—pair? (resolvel mon—impair? G pair?)))
(mon—odd) 10))

qui définissent deux fonctions (qui ne sont plus quasi-statiques) mon—impair? et mon—pair? convenablement
liées. Par ce mécanisme, des identificateurs dans des environnements différents peuvent partager des objets
via le nom externe associé a une variable quasi-statique. L’introduction de cette construction dans le langage
Scheme permet une cohabitation maitrisée de variables statiques et dynamiques. Ce mécanisme permet ’ex-
portation de définitions grace au nom externe et I'importation de définitions par un mécanisme dynamique
de liaison nom-externe, nom-interne. On notera une approche différente dans [QD96] pour obtenir un résultat
similaire, cette approche nécessitant aussi des opérateurs explicites. Le partage de variables par dela la limite
d’environnements lexicaux est rendu possible et on peut, & ’aide de resolvel, spécifier des liaisons dans des
scopes différents.

1X.4.4 Comparaison avec 81/2

Lors de l'utilisation de variables quasi-statiques, la notion d’environnement n’est pas présente, ni les
notions d’extension ou de restriction des définitions. De plus, si on utilise une procédure utilisant une va-
riable quasi-statique sans avoir résolu toutes ses variables quasi-statiques, alors une erreur est déclenchée a
I’exécution. Les variables quasi-statiques représentent une premiére tentative pour introduire la notion de
substitution avec capture (& I’aide de la fonction resolve), mécanisme formalisé dans la proposition suivante
du méme auteur, le AC-calcul.

IX.4.5 Liaison dynamique et A-calcul: le AC-calcul

Le AC-calcul de LEE & FRIEDMAN [LF96] est une formalisation de la liaison statique et dynamique en
A-calcul. LEE & FRIEDMAN ajoutent & la G-réduction classique par substitution des variables libres classique
(modulo a-renommage) une substitution de « contexte » ou cette fois ci il y a capture des variables (pas de
renomimage).

En A-calcul [Bar84|, un terme e est une wvariable x, une abstraction Ax.e ou une application e e. LEE
& FRIEDMAN ajoutent aux termes du A-calcul, la notion de contexte C, qui est un identificateur x, une
abstraction Ax.C, une application C C ou un trou h. Le mécanisme de substitution classique du A-calcul
se nomme la (3-substitution qui consiste & remplacer dans un terme toutes les variables libres de méme nom
en renommant les variables liées pour éviter le phénomeéne de capture de variables. La substitution de e
en z dans un terme ¢’ (noté [e/z] ') est un mécanisme qui préserve les variables liées. Par exemple, dans
I’expression :

y/z] \yx = Xy (4)

la variable liée y est renommé en 7’ lors de la substitution de = en y. L’opération correspondante pour ce
qui concerne les contextes est le remplissage de trous qui au contraire capture les variables. Par exemple, la
syntaxe de la substitution restant la méme, dans 1’expression :

[y/h] Ay h = JAy.y (5)

I'identificateur y n’est pas renommé en un nouvel y’ « frais ». Ces deux substitutions exhibent un compor-
tement différent comme nous le montre l'application des A-termes des équations (4) et (5):

A\'y) 10 = y
(Ay.y) 10 = 10
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Dans la premiére expression, la substitution n’a pas lié la variable abstraite alors que le « remplissage
de trou » de la seconde expression a lié I'identificateur abstrait résultant en la fonction identité. LEE &
FRIEDMAN étendent la [-substitution définie sur les contextes aux termes.

Une fois cette extension définie dans le A-calcul, LEE & FRIEDMAN définissent une notion d’abstraction
sur les identificateurs libres d’un terme. Cette abstraction est notée ®{xy : x1,...,Xn : T, }.€ OU tous les x;
sont différents et référent des variables libres de e. Cette construction est une introduction dans le A-calcul
d’un mécanisme similaire aux variables quasi-statiques introduites dans Scheme, avec les x; qui représentent
les noms externes et les x; qui représentent les parameétres internes.

L’introduction de contextes et d’un mécanisme de substitution sur ces contextes permet un gain en
expressivité tel que le codage du AN-calcul (cf. section IX.3.3.1), du A-calcul avec labels (cf. section 1X.3.3.2),
le systéme de paramétrisation de LAMPING (cf. section IX.4.1) ainsi que bien sur les variables quasi-statiques
(cf. section IX.4.3).

IX.4.6 Liaison dynamique, typage et \-calcul: le calcul avec contexte typé

Le calcul avec contexte typé [HO96] de HASHIMOTO & OHORI représente une tentative similaire a celle
de LEE & FRIEDMAN d’introduction d’un mécanisme de capture de variables par I'utilisation de contextes.
Contrairement au AC-calcul ol deux espaces de noms étaient utilisés pour faire la différence entre les variables
et les identificateurs, HASHIMOTO & OHORI définissent un systéme de typage qui joue un réle analogue. Ce
systéme de typage spécifie pour les contextes, en plus de leur type, des propriétés de capture de variables
comme : le type du contexte, le type du terme qui sera produit par substitution du contexte et enfin, ’ensemble
des variables, avec leur type, qui seront capturées par substitution du contexte. Le systéme de typage est
explicite et un systéme d’inférence de type reste & définir. On notera la référence aux travaux de [Kah92,
Tal91, Tal93].

IX.4.7 Comparaison avec 81/2

Le AC-calcul est une généralisation, dans le cadre du A-calcul de la liaison des variables par §-réduction
et par un mécanisme de liaison tardive: le remplacement de contexte dans un A-terme. LEE & FRIEDMAN
rapprochent cela de la compilation ot des variables sont liées dynamiquement. La nouvelle définition permet
I’écriture de termes ouverts ot les variables libres sont abstraites par une opération ® qui permet la liaison
dynamique a I’exécution. La substitution avec capture du AC-calcul modélise exactement le premier processus
de calcul de la réduction des amalgames (cf. section VIII.4.6). LEE & FRIEDMAN définissent les constructions:

1. définition d’abstractions de code ®p.e pour simuler la notion de programme (code) compilé ;

2. une opération unaire exec qui permet l’exécution de code compilé ®p.e en e;

3. une opération unaire lamy pour permettre la construction de A-abstractions de code ®p.\z.e;

4. une opération binaire app pour permettre la construction d’applications de code compilé ®p.(eq e2);

et montrent qu’elles vont lui permettre de spécifier les comportements suivants :

— définition de code compilé avec des variables libres qui représentent des possibilités de liaisons dyna-
miques ;

— compilation incrémentielle par liaison dynamique de code partiellement lié ;

— exécution de code compilé.

La formalisation de ces mécanismes repose fondamentalement sur le concept de substitution avec capture et
LEE & FRIEDMAN le développent dans le A-calcul. Ils développent ainsi une théorie équationnelle rendant
compte en méme temps des notions de fonction et de capture.

Les amalgames veulent embarquer la notion de capture dans le contexte des systémes, de leur extension
et de leur évaluation relativement & un systéme. Cela nous améne a des développements spécifiques. En
effet, si I'opération de sélection se rapproche de I'application de fonction (on peut envisager s . e comme
Papplication curryfiée de e dont on a abstrait certaines variables, aux arguments fournis par s), ’extension
échappe a une interprétation simple en termes de fonctions. En fait, la réduction de la concaténation est un
mécanisme non-local qui s’oppose a une formalisation de type équationnelle.
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On remarquera que LEE & FRIEDMAN font une distinction entre les notions de variable et d’identificateur
d’otu la nécessité de définir de nouveaux types d’abstractions et d’applications. Afin de résoudre ce probléme
sans séparer I'espace des noms, HASHIMOTO & OHORI introduisent un typage des expressions. Les amalgames
définissent un objet unique, les identificateurs, ce qui permet de manipuler les expression avec une seule sorte
d’opérateur ; de plus, les expressions ne nécessitent aucun typage.

IX.5 Les langages réflexifs: ’accés a la représentation des données
et & ’environnement

Un langage réflexif est un langage qui a la notion de soi, c’est-a-dire qu’il est capable de se modifier.
Plusieurs mécanismes ont, été proposés et les constructions réflexives ont souvent été modélisées par le mo-
dele de la « tour réflexive » [Smi84]. Une tour d’interprétes est définie o chaque niveau de la tour évalue le
niveau qui lui est supérieur. La tour est exécutée par une machine ultime. Deux opérations, donnant accés
au programmeur & l'interpréte, permettent de changer le niveau courant de l'interpréte : la réification fait
augmenter le niveau et rend ’état courant du calcul disponible (les expressions interprétées, les environne-
ments...), la réflexion fait descendre le niveau donnant 1'état dans lequel le calcul commence (cf. figure 1). Ce
mécanisme permet au programmeur d’avoir accés aux structures implicites qu’il manipule, et de les modifier
explicitement. Par exemple, la réification permet de changer un environnement (une cloéture par exemple)
en une structure de données que 'on peut manipuler explicitement, la réflexion permettant de changer une
structure de données (un enregistrement par exemple) en un environnement.

T Reéification

1

0

l Réflexion

F1G. 1 — La tour d’interprétes dans un langage réflexif

IX.5.1 Programme = données

Nous nous intéressons ici & deux mécanismes particuliers: le premier est la capacité & représenter un
programme sous la forme de données manipulables par le programmeur ; le deuxiéme & gérer explicitement
la notion d’environnement d’évaluation. Le premier n’appelle qu'un commentaire de notre part (cf. sec-
tion VIIL.3.2): on peut, en Lisp par exemple, représenter par une liste un fragment de programme Lisp. Les
opérations sur les listes permettent de construire n’importe quelle liste et donc de construire n’importe quel
programme. Par exemple, la fonction H suivante en Common Lisp [Ste82, Ste84], prend deux s-expressions,
(f x y) et (g u v), correspondant & I'application de fonctions binaires, et construit puis évalue le pro-
gramme (f (g x v) (g u y)):

(defmacro H ((f x y) (guv)) ‘Gf (g ,x ,v) (,g ,u ,y)))

Ce genre de traitement n’est pas possible avec les amalgames: il n’y a pas de représentation explicite d’un
amalgame. Quand nous parlons de valeur symbolique, il ne s’agit pas d’'un programme représenté sous forme
de données du premier ordre et que 'on peut transformer en « vrai » programme par une réification dans
la tour des interprétes. Il s’agit d’une abstraction de code similaire en cela a une fonction. Cette abstraction
est « semi-opaque » dans le sens suivant: on ne peut pas, par exemple, accéder au premier argument de
I’expression a+b, comme c’est le cas pour une s-expression Lisp. Un amalgame n’est donc pas « transparent ».
Mais il n’est pas opaque non plus dans le sens ou il est possible de remplacer certains « trous », les références
libres d’un terme, par une expression arbitraire. La situation est analogue pour le A-calcul: on ne peut pas
trouver de fonction f telle que f(P @) = P car on peut toujours réduire (P Q) avant d’appliquer f. Un
opérateur comme H ne peut donc pas étre défini. Par contre, en A-calcul comme pour les amalgames, les
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programmes sont aussi des données que ’on peut combiner pour former d’autres programmes (& défaut de
les « casser » pour en extraire des parties).

IX.5.2 La notion d’environnement

La notion d’environnement est classiquement séparée, dans les langages de programmation, de la notion
de structure de données : un ensemble de liaisons sont définies dans un environnement (par exemple la cléture
des langages fonctionnels) alors que les instructions, les opérateurs du langage permettent la manipulation
des structures de données (les enregistrements, les produits cartésiens...). Ces deux notions n’ont jamais
d’intersection (sauf dans les langages réflexifs) : il n’est pas permis de manipuler le contenu d’une cléture
ou d’augmenter ezplicitement les définitions d’un let; un environnement ne peut pas étre transformé en
structure de données... Elles ne jouent donc pas les mémes roles.

Le formalisme des amalgames unifie néanmoins la notion de structure de données et d’environnement &
travers les systémes et les mécanismes de sélection et d’extension. Nous présentons le langage 3-Lisp (cf. sec-
tion IX.5.3) un des premiers langages réflexifs qui a initié la notion de tour réflexive, Pebble (cf. section 1X.5.4)
un langage qui manipule les environnements explicitement, puis Symmetric Lisp, un langage paralléle mani-
pulant les environnements (cf. section IX.5.5) et enfin l'introduction dans le langage Scheme d’opérateurs
permettant une manipulation explicite de la notion d’environnement (cf. section IX.5.6). D’autres langages
permettent la manipulation de la notion d’environnement, citons par exemple Plasma Il [LS89].

IX.5.3 Le langage réflexif 3-Lisp et ses variantes

Un des premiers langages réflexifs est le langage 3-Lisp [Smi82, Smi84, dRS84] : des primitives permettant
de se déplacer dans la tour réflexive sont ajoutées & un dialecte Lisp basé sur une tour d’interprétes. Un
programme d’un niveau n est exécuté par un autre programme d’un niveau n — 1 (typiquement 'interpréte
du programme). Par un mécanisme de déplacement dans cette tour, les primitives permettent & un programme
d’avoir accés aux structures définissant son propre programme. Les opérateurs préfixes | et | permettent le
déplacement dans la tour d’interprétes afin d’avoir accés a une structure et ce qu’elle désigne. Par exemple,
T(+ 2 2) g’évalue en ’4. Le programmeur peut, par ce mécanisme, ajouter des fonctionnalités a l'interpréte
exécutant son programime.

Les auteurs de 3-Lisp n’utilisent pas les possibilités de changement de niveau d’interpréte pour définir des
notions de programmation incrémentielle. Néanmoins, les bases sont définies pour permettre la définition de
langages qui conduiront & traiter les environnements comme objets de premiére classe et a les utiliser pour
structurer des programmes.

Deux autres langages, Brown et Blond sont des variations sur le théme des langages réflexifs :

Brown [FW84, WF88| est un interpréte Scheme [RCe™92| dans lequel a été rajouté des constructions
permettant la construction de fonctions & partir d’expressions (grace & la fonction denotation) et
inversement (grace a la fonction meaning). Dans le cas de Brown les environnements sont réifiés en
fonctions et non pas en structures de données (contrairement a 3-LISP de SMITH).

— Le langage Blond ® [DMS8S], est un langage réflexif, et correspond & une évolution de Brown. La réification
et la réflexion sont de nouveau implémentés comme des déplacements dans la tour réflexive des inter-
prétes. Contrairement & Brown ot plusieurs interprétes cohabitent, en Blond, un interpréte unique est
présent. Seul son niveau d’exécution change, ainsi chaque niveau dispose de son propre environnement.

IX.5.4 Le langage Pebble

Le langage Pebble [LB88, BL84a] de BURSTALL et LAMPSON est un langage fonctionnel basé sur le A-calcul
avec types qui explore les notions de type de données, de type de données abstrait et de module. La notion
de programmation incrémentielle est centrale dans ’approche de Pebble: un programme est vu comme la
liaison de modules séparés. Un module produit une implémentation, c’est-a-dire un ensemble de déclarations

8. Le nom du langage Blond est un jeu de mot avec le langage Brown et marque son origine scandinave.
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de types et des procédures. Les relations entre diverses implémentation sont assurées par les interfaces, qui
définit le type d’implémentation qui est produit ou requis par un module (c’est la signature du module qui
est seule visible des autres modules). La notion de module est une fonction des implémentation vers des
implémentations. La correspondance suivante :

implémentation <« valeur
interface «— type
module <« fonction

est donc établie. Elle met en rapport la notion de module, interface et implémentation avec les notions
classiques de valeur, de type et de fonction des langages fonctionnels.

Le langage Pebble a de nombreuses particularités (traiter les types comme des valeurs, permettre le
polymorphisme ad hoc, ne pas différencier les phases de compilation et d’exécution?...) mais nous ne nous
intéresserons qu’d une en particulier : la capacité de définir des liaisons comme valeurs et la manipulation de
ces liaisons. En Pebble, un ensemble de liaisons va permettre de définir un environnement. Les environnements
vont étre & la base d’un systéme de module. Les modules ne sont qu’un point de vue, en Pebble, sur les liaisons,
et non pas une introduction de mécanismes particuliers, comme ce peut étre le cas en SML.

La notion de liaison est présente en Pebble ou elle est une association d’un nom et d’une valeur (notée
a ~ 3), la liaison elle méme étant une valeur. La portée des définitions est limitée par les constructions
classiques LET x :int ~y+ 2z IN x + abs x ou bien WHERE. Le type d’'une liaison est une « déclaration ».
Les liaisons étant des valeurs, une liaison peut étre un argument d’une fonction et une fonction peut retourner
une liaison. La valeur d’une liaison est I’évaluation de sa partie droite et '« attachement » au label (sa
partie gauche). Par exemple, la valeur de x : int ~ y + 3 dans un environnement ot y vaut 3 a pour
valeur x ~ 7 (on omettra dans la suite le type de la définition). Un tuple de liaisons est encore une liaison :
LET £ ~0 IN LET [z~ 3, y~x] IN [x, y] apour valeur [3, 0] car les deux liaisons dans la paire sont
évalué dans I'environnement extérieur. Il est possible d’effectuer des liaisons en série: B1; B2 est équivalent

a [B1, LET B1 IN B2]. Ce sont les seules opérations sur les liaisons.

Un ensemble de liaisons peut étre utilisé comme environnement d’évaluation d’une expression, comme
dans exemple: LET b~ (x ~ 3) IN LET b IN x quis’évalueen 3. Les liaisons pouvant étre des arguments de
fonctions, 'expression suivante LET f(b: (z:int X y:int) — int) ~LET b IN 2 4+y IN flz~1, y~2]
évalue x+y dans un environnement de liaisons o x vaut 1 et y vaut 2. Le résultat est bien str 3.

IX.5.5 Le langage Symmetric Lisp

JAGANNATHAN [GJL87a, GJL87b, Jag89| a défini le langage Symmetric Lisp permettant la définition d’ex-
pressions qui s’évalueront en environnements (et d’utiliser ces environnements pour évaluer d’autres ex-
pressions) ainsi que la définition d’environnements. La premiére conséquence est que le role joué par de
nombreuses structures différentes dans les langages (module, enregistrement, classe, type abstrait...) est as-
suré ici par une structure unique. De plus, Symmetric Lisp est un langage paralléle (de type concurrent) oul
tous les éléments d’un environnement s’évaluent en méme temps.

La gestion des environnements se fait a l’aide de trois constructions : NAME, PRIVATE et ALPHA. La création
d’un environnement se fait a I’aide des constructions ALPHA et NAME. Par exemple:
(ALPHA
(NAME x (+ 1 1))
(NAME y (* x 2)))

définit un environnement qui lie x & 2 et y & 4. La régle de liaison est identique & celle utilisée pour les
amalgames : les variables des expressions d’un environnement utilisent les définitions de l’environnement si
elles existent, sinon elles sont cherchées dans ’environnement englobant. Un nom qui n’est pas défini reste
sous la forme d’un label (offrant ainsi la liaison dynamique des variables). L’utilisation de la construction
PRIVATE permet de définir une variable locale, qui ne sera pas visible. [’environnement peut aussi étre
accédé par une position : la construction A-NTH permet d’accéder & la n€ définition d’un ALPHA. L’équivalent
des fonctions car et cdr Lisp se nomme ACAR et ACDR et s’applique sur un ALPHA. Une fois un environnement

9. Une certaine évaluation, qui peut étre de type symbolique, peut apparaitre au moment de la compilation [BL84b, pp 290].
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créé, on peut évaluer une expression dans cet environnement & 1’aide de la construction WITH. Par exemple,
dans I’environnement :
(NAME pays
(ALPHA
(NAME france ’paris)
(NAME portugal ’lisbonne)))

I’expression (WITH pays france) s’évalue en ’paris. Il est possible d’altérer la valeur définie dans un
environnement par un WITH! (toutes les constructions se terminant par un point d’exclamation effectuent un
effet de bord). L’extension d’environnement est, possible, suivant un mécanisme d’extension d’enregistrement :
un environnement est déclaré ouvert (par la construction (NAME environ (OPEN-ALPHA)) qui s’évalue en
(NAME environ (ALPHA *))) et pourra étre candidat au rajout de définitions. Le rajout de définitions se
fait grace & ATTACH! qui ajoute & une ALPHA ouverte une nouvelle définition. Le rajout de définitions ne
permet cependant pas la concaténation de deux environnements quelconques.

La liaison par NAME permet d’avoir une expression quelconque (dont les fonctions) et ainsi définir la notion
de module. Par exemple, une librairie 1ib définit une fonction sin:
(NAME 1ib (ALPHA (NAME sin (LAMBDA (x) < définition de sin >))))

que 'on peut ensuite utiliser: (WITH 1ib (sin 2.0)).

IX.5.6 Les constructions explicites reflect et reify

Suite & la définition du langage Symmetric Lisp définissant la notion d’environnement comme valeur de
premiére classe & partir de constructions explicites NAME et ALPHA, JAGANNATHAN [JA92, Jag94b, Jag94a]
ne retient que les deux opérateurs de transformation explicites qui permettent de transformer une struc-
tures de données en environnement et inversement (une implémentation de ces opérateurs apparait dans
le langage Rascal). Ces opérateurs utilisent la terminologie des langages réflexifs en n’en conservant que
Pesprit (il n’est plus question de tour réflexive) et vont lui permettre de modéliser des fonctionnalités
des langages objets (héritage, modules). L’opérateur reflect permet la transformation d’une structure
de données qui associe & un label une valeur en un environnement qui pourra étre utilisé pour 1’évaluation
d’expressions. La structure de données choisie est ’enregistrement classique des langages fonctionnels. Par
exemple, reflect {a=2, b=3} in (a+b) s’évalue en 7. Inversement, reify permet de transformer un en-
vironnement en un enregistrement qui peut étre manipulé par le programmeur. Par exemple, ’expression
let a=1 and b=2 in (reify) a pour résultat {a=1, b=2}. La valeur d’un enregistrement est accédée clas-
siquement par un opérateur de sélection, et une opération de concaténation d’enregistrement est définie: par
exemple, (o r1 r2) concaténe les enregistrements ri et r2.

IX.5.7 Comparaison avec 81,2

Le langage Pebble introduit un nouvel objet, la liaison, qui est typé. Il est possible de combiner deux
ensembles de liaisons (par une composition en série B1 ; B2) mais pas de définir d’expression récursive telle
que:

{a

ol chaque environnement va chercher des liaisons dans ’autre environnement. La notion de liaison permet la
définition de let extensible puisqu’il est possible de compléter les variables libres d’un let par les définitions
d’un environnement. Il n’est cependant pas possible de référer la re-définition d’une liaison, la premiére
liaison masquant toute les précédentes.

T \
fl,bzc}#{c:c‘z,dzb}

La nécessité des opérateurs spécifiques reflect et reify provient de distinction faite entre structure
de données et environnement d’évaluation (une cloture). L’environnement d’évaluation est opaque pour le
programmeur et ce n’est que grace a 'usage d’un opérateur explicite que I’'on peut pénétrer cette opacité.
Les amalgames prennent le point de vue opposé: la structure de données est ’environnement d’évaluation :
il y a unification des deux concepts. On notera aussi que ces deux opérateurs ne permettent pas l'accés a
une redéfinition.
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Il n’est pas possible, en Symmetric Lisp de combiner deux ensembles de liaisons quelconques et d’augmenter
un ensemble par de nouvelles définitions (contrairement & LAMPING ou aux amalgames). Les restrictions sont
les mémes que pour les enregistrements extensibles. Par contre, le mécanisme qui consiste a considérer les
enregistrements comme des environnement est identique & notre approche, ainsi que les régles de portée des
variables.

Le tableau en page suivante tente de résumer la comparaison entre les amalgames et les divers langages
et formalismes que nous avons étudiés.

10. Tl n’est pas possible de définir de structures de données récursives en SML. On notera cependant que cela est possible en
CAML mais que ce mécanisme n’est pas réellement offert a 1'utilisateur.

11. 11 est possible en Haskell de définir plus que de simples fonctions récursives. Le mécanisme d’évaluation paresseux des
expressions permet la définition de structures de données récursives.

12. Le AC-calcul permettant « ’émulation » du A-calcul avec labels et du AN-calcul, les deux réponses sont valables.
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TaB. 2 Comparaison des divers formalismes étudiés (les notes en exposant sont reportées a la page précédente en notes de bas de page).
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Chapitre X

Une sémantique des amalgames

X.1 Le langage de base des amalgames

X.1.1 La définition du langage X

DEFINITION X.1 (LE LANGAGE X)
Nous nous intéressons & un sous-ensemble des amalgames, le langage . La syntaxe abstraite des termes de
> est la suivante (donnée dans le style BNF):

REF

p == id"| id,

Sys

s u= {...;id=e,...}
Y

e == plsle#e|e.é€

ou n appartient a N, id 4 ID, e & X, p & REF et s & SyS. La construction id = e, qui n’est pas un élément de
Y s’appelle une définition : id est le definiendum et e le definiens. Tous les definiendum d’un systéme sont
distincts. On utilise = comme signe d’égalité dans X..

REMARQUE Les opérateurs . et #, en ’absence de parenthésage associent a gauche, i.e. acboc= (aob)oc
ou o € {., #}. L'opérateur . a une précédence supérieure a #,i.e.a . b#c=(a . b)#c.

REMARQUE Le langage ¥ ne comporte que les constructions de définitions de systémes, les opérateurs de
concaténation et de sélection ainsi que les références libres et liées. Les identificateurs sont volontairement
exclus de ¥ (leur utilisation sera décrite dans la section X.2) car ils ne sont pas nécessaires a la définition
des amalgames.

REMARQUE En utilisant la grammaire de ¥, il est possible d’écrire I’ensemble des termes de 3. Malheureu-
sement, tous les termes qui sont syntaxiquement corrects ne sont pas sémantiquement justes :

— il se peut que des références soient spécifiées libres alors qu’elles doivent étre liées car une définition
existe dans un scope englobant & la référence. Par exemple, dans expression {a = 1,b = a°}, b définit
une référence libre alors que la référence doit étre liée car une définition de a apparait dans le scope
courant.

il se peut que des références liées soient incorrectement liées car aucune définition n’apparait dans
le scope référé. Par exemple, dans Uexpression {a = 1,b = ¢g}, b définit une référence liée a ¢ alors
qu’aucune définition de ¢ n’apparait dans le scope courant ni dans aucune scope englobant.

Nous allons donc définir un sous-langage, le langage ¢ tel que tous les éléments de Y¢ soient correctement
liés.

129
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X.1.2 Le langage >

Avant de définir ce qu’est un terme correct, il nous est nécessaire de définir un certain nombre de fonctions
et de prédicats auxiliaires. Nous commencons par la définition de ces fonctions auxiliaires puis nous définirons
ensuite la propriété de correction.

Rappel des conventions sur les listes. Nous utilisons une notation proche de celle adoptée par le
langage CAML pour la spécification et la manipulation des listes: List(X) représente I'ensemble des listes
d’éléments de X ; la liste vide est notée <>; la concaténation d’un atome h et d’une liste ¢ se note h::t;
Paccés au n€élément d’une liste [ se note nth(n,l) la liste privée de son premier élément se note t1(l) et
enfin, le nombre d’éléments d’une liste [ se note 1g(l). Par convention, t1(<>) =<> et les itérés de t1() se
définissent par: £1°(1) =1, £1'(1) = t1(I) et £17(I) = t1(*~ D (t1(1)).

L’évaluation d’amalgames nécessite parfois d’effectuer des liaisons (la transformation de références libres
en références liées) lors de I’évaluation d’une expression (cf. section VIIL.6.3.4). Il va donc étre nécessaire
de spécifier une fonction de liaison des références libres des expressions. Pour permettre cette liaison, il est
nécessaire de connaitre, pour une expression qui se trouve dans un certain scope, I’ensemble des definiendum
au niveau de ’expression. L’ensemble des definiendum est appelé I’environnement de liaison.

DEFINITION X.2 (SCOPE ET ENVIRONNEMENT DE LIAISON)

Un scope est un élément de SCOPE = {*",%,} U P(ID). Un environnement de liaison est un élément de
&1, = List(SCOPE).

REMARQUE La constante x,, est utilisée quand on ne connait pas les liaisons, des réductions devant encore
avoir lieu ; la constante x™ est utilisée quand on ne connait pas les liaisons, ce qui correspond & un « trou »
dans ’expression, c’est-a-dire une référence libre.

On ne distingue généralement pas les constantes x,et x™. On note alors ces constantes par x qui désigne
indifféeremment un de ces deux éléments. Par exemple, intuitivement, I’environnement de liaison de e dans
I’expression :

{a={f=eb={c=1,d=f}l,e=1,h=a; . (z'.e)} (1)

A

est < x™, xp, {a,e, h} >; au niveau de la définition A il est égal a: < {f,b}, {a,e, h} >.

DEFINITION X.3 (LA FONCTION Dom())
Nous avons besoin d’une fonction permettant de connaitre les liaisons induites par une expression. La
fonction totale Dom() de ¥ dans SCOPE est définie par:

Dom(l, id™) = "

Dom(l, id,,) = x,
Dom(l,{...,id=e,...}) = {...,id,...}
Dom(l,e# € = Comb(Dom(e),Dom(e))
Dom(l, e . €') = %y

Comb (%, p) = %y
Comb(p, *p,) = %,
Comb({...},{...}) = *n
Comb(p, p') = "

REMARQUE Par exemple, le domaine du systéme P = {a = 1,b = ag,c = b'} est:

Dom(P) = {a,b, c}

Nous devons définir une fonction qui cherche récursivement dans un environnement de liaison un élément
id. Si ’élément, n’existe pas ou si une constante x est rencontrée alors on renvoie *, sinon on renvoie la
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position dans la liste de ’ensemble qui contient id.

DEFINITION X.4 (LA FONCTION index())
La fonction index() : &, X ID x N — {x} UN est définie:

index(<>,id,n) = %
index(x"::t,id,n) = *
index(x,::t,id,n) = «*
index(h::t,id,n) = ifid € hthennelseindex(t,id,n+ 1)

DEFINITION X.5 (LE PREDICAT okRefLibre())
Le prédicat okRefLibre(l, a) est la fonction totale de &, X ID — BOOL qui vérifie qu’il n’y a pas de définition
de a dans la liste [. Il est défini comme:

okRefLibre(l,a) = (index(l, a,0) == %)

DEFINITION X.6 (LE PREDICAT okRefLiée())

Contrairement & une référence libre, une référence liée doit apparaitre dans le scope qu’elle référe, et non
pas dans un quelconque scope englobant. Le prédicat okRefLiée(l, ), fonction totale de &, x Ip — BooL,
est donc vrai si la définition de e apparait dans le scope définit par le premier élément de e:

okReflLiée(<>,a) = false
okRefLiée(x:l';a) = false
okRefLiée(s: 1, a) (a € s)

DEFINITION X.7 (LE PREDICAT correctg())
Le prédicat correctg(e) : &, X 3 — BOOL est une fonction totale qui vérifie que toutes les références liées
correspondent & un definiens :

correctp(l, aP) = true
correctg(l, ap) = okRefLiée(t1P(l),a)
correctp(l,{...,id=e,...}) = /\correctB({...,id,...}::l,e)
correctg(l,e#e) = correctg(l,e) A correct(l,€’)
correctg(l,e . €) = correctg(l,e) A correcty(Dom(e):: [, €’)
et correctp(e) abrége correctp(<>,e). L’expression A ... doit s’interpréter comme la conjonction sur les

definiens e du systéme.

DEFINITION X.8 (LE PREDICAT correctg())
Le prédicat correctg(e) : &, X ¥ — BOOL est une fonction totale qui vérifie que toutes les références libres
ne correspondent & aucun definiens :

correctg(l, a?) = okRefLibre(t1”(l),a)

correctg(l, ap) = true

correctp(l,{...,id=¢e,...}) = /\ correctp({.. L ale)
correctg(l, e # e') = correctg(l,e) A correctp(l e')
correctg(l, e « €’) = correctg(l,e) A correcty(Dom(e):: [, €’)

L’expression correctg(e) abrége corrects(<>,e).

On peut définir & présent les termes corrects: ce sont les éléments de X ou les références libres et liées
sont correctes : ¢’est-a-dire ol il existe une définition pour toute référence liée et ot une référence libre a une
variable x n’est pas dans la portée d’une définition de z.

DEFINITION X.9 (LE PREDICAT correct())
Le prédicat correct(e) : ¥ — Boor, fonction totale, est la conjonction des prédicats de correction des
termes libres et liés:

correct(e) correct(<>,e)
correct(l,e) = correctg(l,e) A correctg(l,e)
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REMARQUE Pour justifier ces définitions, rappelons nous que nous avons vu dans la section VIII.6.3.3 que
les opérations de sélection et de concaténation ne devaient pas permettre de liaison quand I'expression n’était
pas compléte. Reprenons I'exemple de la section VIII.6.3.3 aprés substitution de as en z0:

{fa=2"b={z=1}. @ .a2)} — {a=2"b={zx=1}.(@".2°)}
A

Il n’est pas possible de changer 2° en z; car il se peut que y° devienne plus tard un systéme et définisse une
valeur pour z. Nous avons aussi vu que la définition d’une sélection créait un scope (cf. section VIII.6.1).
L’expression A ci-dessus est correcte, malgré la définition de x dans l'expression {x = 1} car elle est in-
atteignable par 2° en I’état. Comme nous ’avons vu, deux constantes spéciales permettent de spécifier un
scope qui n’est pas encore connu: *" et x,. Une référence est donc libre si elle n’apparait pas dans un scope
englobant ou bien si une « barriére » matérialisée par x apparait dans un scope englobant.

DEFINITION X.10 (LE LANGAGE X¢)

Le langage Y¢, sous-langage de 3 est tel que chaque élément de ¢ est correct :

Yc={z |z € ¥ Acorrect(z)}

X.2 Le langage Y>7: X avec du sucre syntaxique

Le langage ¥ (et plus particuliérement son sous-ensemble Y¢) est extrémement contraignant: on ne
peut pas écrire d’expression utilisant un identificateur sans référence explicite a sa définition. Par exemple,
I’expression suivante :

{a=1,b=a} (2)
ne peut étre définie. Seule sa version dans 3 :
{a=1,b=ap}

peut étre définie. Cette particularité de X ne facilite pas la définition d’expressions complexes dans lesquelles
certaines liaisons sont implicites (telles que celle que nous venons de définir) et on veut pouvoir les écrire
sans nécessairement connaitre dans quel scope la définition se trouve, celui-ci étant spécifié implicitement et
sans ambiguité par le contexte.

A cette fin, nous définissons un sur-ensemble de 3 : le langage Y7 ou I'utilisation des identificateurs est
possible. Maintenant, I’expression (2) peut étre définie. La figure 1 montre le schéma d’inclusion des langages
3, Y et X7

X1

e

Fi1Gg. 1 — Le schéma d’inclusion des langages Y1, 3, Yc.

Le langage Y7 correspond en fait a 'ajout de « sucre syntaxique » au langage X, avec un identificateur
x se traduisant par:

soit une référence liée, i.e. désignant la définition la plus proche,
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soit une référence libre (s’il n’existe pas de définition accessible) dont 'indice est 0 par convention.
Par exemple, 'expression :

{a=1,b=a,c=d}
qui est un terme de Y7 se réécrit en le terme de X :

{a=1,b=ag,c=d"}

car il existe une définition de a mais aucune définition pour d.

DEFINITION X.11 (LE LANGAGE X7)
Formellement, le langage 37 est défini par la grammaire:

REF

p u= id"| id, | id

Sys

s u= {...;id=e,...}

Yz

e u= dd|p|s|e#e|e.e

X.2.1 La liaison des expressions

La fonction de liaison bind(e) effectue la transformation de certaines références libres en références liées.

DEFINITION X.12 (LA FONCTION DE LIAISON bind())
La fonction bind() de &, x ¥ dans ¥ est une fonction totale spécifiée par:

bind(l,id,,) = id,

bind(l,id"™) = if(n > 1g(l)) thenid" elsebindg(l,id, n)
bind(l,{...,id=wv,...}) = {...,id=bind({...,id,... }:,v),...}
bind(l,e#¢’) = bind(l,e) # bind(l,€)

bind(l,e . €) = bind(l,e) . bind(Dom(e):: I, €’)

La fonction bindr() de ¥ dans X est définie comme :

bindg(l,id,n) = if 1 == xthenid" elseid, avec ¢ = index(t1"(l),id,n)

REMARQUE Il apparait que la stratégie de liaison privilégie les liaisons locales puis globales, en accord avec
le choix décrit en section VIIL.6.2.

La liaison d’une référence libre id" s’effectue en remontant au moins n scopes englobants puis la liaison
est effectuée avec la premiére définition ayant pour nom ¢d. Si la constante * est rencontrée, alors c’est
qu’une liaison future reste possible et alors la référence doit rester libre. La liaison d’une sélection respecte
ce schéma: la liaison de e . €’ effectue la liaison de e’ dans les définitions de Dom(e).

X.2.2 Une fonction de traduction d’un terme de >7 en un terme de >

La fonction trad() permet de traduire un terme de 37 en un terme de ¥¢. Les termes de 7 peuvent se
trouver dans trois cas différents:

1. Le terme est correctement défini et correctement lié. Dans ce cas, la fonction de traduction est la
fonction identité.

2. Le terme est correctement défini, mais il est insuffisamment lié. Dans ce cas, les liaisons doivent étre
établies entre les références libres et les définitions qui peuvent apparaitre. Par exemple, dans ’expres-
sion :

{a:l,b:{a:Q,c:aO,d:al}}
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la premiére référence libre a a, doit étre une référence liée, de méme que pour la seconde référence
libre a'. La traduction de I'expression précédente en un terme de ¢ est :

{a=1b={a=2,¢c=ag,d =a1}}
3. Le terme est incorrectement défini. Dans ce cas, la traduction du terme n’est pas possible car on ne
peut déterminer quelles sont les liaisons correctes. Par exemple, dans le terme :
{a=1,b=cp}
ou la référence liée ¢y ne correspond a aucune définition. Il n’est pas souhaitable de traduire une telle

référence erronée en une référence libre car un tel terme signifie sirement une erreur de définition. Dans
ce cas, 'opération de traduction du terme échoue.

27

trad()

tra<d% e

trad()
trad()

indéfini indéfini
Fi1G. 2 — La traduction d’un terme de X7 : si la fonction de traduction est indéfinie, alors la traduction du
terme est une erreur, sinon le terme traduit est un élément de .

Si I'on reprend le schéma d’inclusion de la section précédente, nous pouvons donner une représentation
graphique de la fonction de traduction qui associe & un terme de 7 un terme de ¥¢ ou bien une erreur (cf.
figure 2). Un terme de ¥ qui n’est pas un élément de ¢ est un terme incorrect par définition et donc sa
traduction doit échouer. Un terme correct doit se traduire en lui méme, donc la fonction de traduction est la
fonction identité dans ¥¢. Un terme de X7 est soit traduisible correctement ot alors il est incorrect. L’erreur
de la traduction ne correspond pas & un terme de X¢ mais & un échec de la fonction. En effet, on ne désire
pas évaluer les termes erronés ni les propager lors de 1’évaluation (comme c’est le cas dans le traitement de
Pévaluation du AN-calcul). Nous modélisons cela par une fonction partielle. Seuls les termes traduisibles en
un terme correct ont une image par cette fonction.

DEFINITION X.13 (LA FONCTION trad())

trad(e) = bind(IdToRef(e)) si correct(bind(IdToRef(e))) = true
et indéfini sinon.

ol la fonction IdToRef() : X7 — ¥ effectue la traduction des identificateurs id en références libres id’.

DEFINITION X.14 (LA FONCTION IdToRef())

IdToRef (id) = id

IdToRef(id") = id’

IdToRef(id)) = id,
IdToRef({...,id=e,...}) = {...,id=1IdToRef(e),...}
IdToRef(e #¢€’) = IdToRef(e)# IdToRef(e)
IdToRef(e . €) = IdToRef(e) . IdToRef(e)

La fonction IdToRef() est une fonction totale de ¥z dans ¥ et bind() est une fonction totale de 3 dans X.
La fonction trad() est donc la restriction d’une fonction totale aux éléments de 37 dont I'image est correcte.
Par suite, la fonction trad() est une fonction partielle de X7 dans 3.
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Par construction, trad() traduit bien un terme de 37 en un terme de X¢. Sile terme n’est pas traduisible,
alors la traduction n’est pas définie. On aimerait néanmoins s’assurer que la traduction d’un terme de ¢
laisse ce terme inchangé.

LeMME X.1 (LA TRADUCTION EST CONSERVATRICE)
La propriété suivante est vraie:

Ve € 3¢, trad(e) = e

La preuve de ce lemme est faite page 144.

X.3 Les régles de réduction des termes de X

X.3.1 Les fonctions et prédicats auxiliaires de la sémantique opérationnelle

Dans la section suivante, nous décrivons les fonctions nécessaire a la définition de I’évaluateur des termes
des amalgames. Puis nous spécifierons les régles et établirons les principales propriétés de la réduction.

X.3.1.1 L’environnement d’évaluation

La relation de réduction sur les termes de X¢ procéde par substitution des definiens aux références liées
et par simplification des opération de concaténation et de sélection. Il est nécessaire, quand on réduit une
sous-expression, de connaitre les définitions qui apparaissent dans un scope englobant. Pour disposer de cette
information, la relation de réduction utilise un environnement d’évaluation. Comme les expressions peuvent
étre imbriquées, nous utilisons une structure de liste pour ’environnement ; chaque élément de cette liste est
une fonction partielle qui associe a un identificateur son definiens.

DEFINITION X.15 (ENVIRONNEMENT ET ENVIRONNEMENT D’EVALUATION)

Un environnement est fonction partielle o de signature Ip — X. On note [id — €] la fonction qui asso-
cie Pexpression e a l'identificateur id et qui est indéfinie pour tous les autres identificateurs. Si o est un
environnement, alors ¢’ = o W [id’ — €'] est Penvironnement tel que:

’ A R
o/ (id) = e' s%zd_zd
o(id) sinon

L’écriture [id — e,...,id +— €'] est une abréviation de [id — e]W .- W [id' — €'].

Un environnement d’évaluation, noté p, est un élément de &g = List((ID — X) U {x,,*"}).

L’opération de mise a jour des références liées hors de leur expression est effectuée par la fonction Lift ().
Rappelons que 'opération de lift des environnements permet que les définitions d’un systéme & un niveau n
soient toujours accessibles & un niveau supérieur (cf. section VIIL.6.3.1). L’opération de lift d’une expression
doit changer les références dans un terme qui référent & l'extérieur d’un terme, mais pas celles qui sont liées
dans le terme.

DEFINITION X.16 (LA FONCTION Lift())
On définit la fonction totale Lift() de ¥ dans X:

Lift(e) = Lift(0,e)

ou la fonction Lift(n,e) propage le lift sur 'expression en incrémentant la valeur de n qui correspond au
nombre de scopes rencontrés, chaque fois que cela est nécessaire. La fonction Lift() de N x ¥ dans X:

Lift(n,idy)

Lift( ,zd")

Lift(n,{...,id=wv,...})
(n,e#

40

idp avec p = (if m > nthenm + lelsem)
id"

{...;id=Lift(n+ 1,v),...}

Lift(n,e)# Lift(n,e’)

n,
n

Lift(n

)
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Lift(n,e . €) = Lift(n,e).Lift(n+1,¢)

Une référence n’est incrémentée que si elle référe & un scope qui est supérieur au nombre de scopes traversés.
On est ainsi assuré que seules les liaisons qui référent une définition hors de leur expression, seront mise &

jour.

La fonction Nenv(p, ¢) de construction d’un nouvel environnement de réduction a partir de ’environne-
ment existant p et de 'expression e est définie de la fagon suivante :

DEFINITION X.17 (LA FONCTION Nenv())
La fonction Nenv() de &g x ¥ dans &g est définie:

Nenv(p,{...,id=e,...}) = [...,id—e,...]::Lifte(p)
Nenv(p, v) = Dom(v)::Liftg(p)
Liftg(<>) = <>

Liftg(x:t) = xu:Liftg(t)

Liftg(hit) = (Az.Lift(h(z))): Liftg(t)

La liaison d’une expression nécessitera de connaitre les liaisons qui apparaissent dans un environnement
d’évaluation. La fonction Domg() permet de récupérer les identificateurs qui définissent des expressions.

DEFINITION X.18 (LES FONCTIONS Domg() ET Def())
On définit la fonction Domg() de &g dans &, et Def() de (ID — X) — P(ID) par:

Domg (<>) = <>

Domg (*:: 1) = x::Domg(t)
Domg(o:: t) = Def(0):: Domg(t)
Def([id— ...,...,id — ...]) = {id,...,id'}

X.3.1.2 La garde de I’évaluation

DEFINITION X.19 (LE PREDICAT C())
Le prédicat C() : &1, x ¥ — BOOL est défini par induction structurelle sur la structure des termes:

c(l,idy) = false

c(l,4d") = *x, €t1"(1)

cl,{...,id=w,...}) = /\C(Dom({...,idzv,...})::lm)
C(l,e#e) = ((eZSYs)V (¢ € Sys)) A C(Dom(e):: 1, ¢e")
C(l,e . €) = (e&Svys)AC(l,e) AC(l,€)

REMARQUE Le prédicat C(Domg(p), v), qui est utilisé pour la spécification de la sémantique est vrai quand
le terme v ne peut plus étre réduit dans un environnement p. Ce résultat est démontré par le lemme (X.2).

X.3.2 Spécification de I’évaluateur

La relation ternaire e - e — €’ de Eg x ¥ x ¥ exprime que e se réduit en un pas de réduction en €’ dans
un environnement d’évaluation p. On note € I'environnement d’évaluation vide: <>g,. Si € - e — €', alors
on note plus simplement e — ¢’. Nous adoptons les conventions suivantes :
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pt e/ e représente impossibilité de réduire e en €.
e | p:est un prédicat qui est vraisi Ze’ € ¥, p+ e — €/. On dit que e est un terme en p-forme normale
car il n’est plus possible de le réduire dans p. Un terme est en forme normale s’il est en e-forme normale.
On abrége e | e par e |.

- pke—, e représente la composition de n réductions. Autrement dit, p - e —,, € veut dire qu’il
existe eg,...,e, € Y olleg =eet e, =€ avec pt e — e1,...,pF en_1 — e,. Par convention,
pte—qge veut dire que e | pet e=e'.

pFe—e¢: sietseulement siphte —, ¢ et p|e’. On abrége e e — ¢ pare —» ¢’

Les régles (1) définissent une sémantique opérationnelle des amalgames dans le style SOS [Plo81, Ast91].
L’évaluation se fait par induction sur la structure d’un terme. La sémantique que nous proposons est, partiel-
lement stricte: un programme qui termine correspond & un terme qui posséde une forme normale. Certains
termes peuvent posséder une forme normale alors qu’un de leurs sous-termes n’en possédent pas; un tel
sous-terme donne lieu & une série infinie de réductions. Par exemple, cela peut étre le cas si le sous-terme se
trouve a gauche d’une opération de sélection.

Ref™ — %, €1tl"
ef Eid =g e
w=nth(n+ 1,p)(id) u' = bind(Domg(p),u)

R
efc pFid, — v

C(Dom(p), u)

u =nth(n + 1, p)(id)

a : . ~c( ,
Ref-c o idn = idy (Domg (p), u)
p =Nenv(p,{...,id=wu,...}) prFru—,u
: 0,1} A >1
{3 T id—u. =1 d=w 3 "cloy D nz
bind(Doms(p).{..id =u,.id =u',..}) |17
s = bind(Domg(p),{...,id =u,...,id =u/,... o
! pHE{...jid=u,...}#{...;id =u,...} — s C(Domz(p), {...,id =u,...})
C(Domg(p), {...,id =',...})
pFru—pu pFv—p
: 0,1} A >1
#2 pku#v—>u’#v’ nvme{v} n+mz2
.S P S T ST C(Domg(Nenv(p,{...,id=u,...})),v)
pFu—nu Nenv(p,u')bFv—1
«Sy PIEETRRT—— n € {0,1} Au € Sys
s pbu— v’:bind(Dor?E(Ne,nv(p,u’)),v) & Svs Al € Svs
pFu.v—u v
pFu—m,u Nenv(p,v')bFov—,v udgSysAu' &Svs
"S5z pru.v—u .0 n,me{0,1} An+m>1

REG. 1  La sémantique opérationnelle de l’évaluateur partiellement strict des amalgames.
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X.4 Trois propriétés importantes de I’évaluation

La spécification des régles de réduction et des prédicats utilisés nous permet la démonstration de trois
propriétés sur I’évaluation : les régles de réduction sont déterministes, le prédicat C(e) implique que e est en
forme normale et les régles de réduction préservent la correction.

X.4.1 Déterminisme de 1’évaluation

Nous aimerions savoir si les régles de réduction que nous venons de décrire réduisent toujours un méme
terme en un terme identique lors de deux réductions de ce terme et ceci dans le cas ou la réduction de
I’expression ne diverge pas. Ce probléme est celui du déterminisme de la réduction, qui assure que la forme
normale d’un terme est unique.

THEOREME X.1 (DETERMINISME DE L’EVALUATION)
La réduction d’un terme de ¥ est déterministe:

Vpe&p,VeecX, prFe—seApre—se = =¢

En particulier, si e — €', alors ¢’ est unique. La preuve de ce théoréme est faite page 145.

X.4.2 Le prédicat C() et la notion de forme normale

Le lemme suivant est important car il permet d’évaluer efficacement e | p ou bien de déterminer si
p # 0 dans p e —, ¢ al'aide d'un critére purement syntaxique: C(). En effet, le calcul du prédicat e | p
demande a priori la vérification que Ve € 3,p F e /4 ¢/. Evidemment, une vérification exhaustive n’est
pas envisageable. L’intérét de ce lemme est donc de transformer une condition difficilement calculable en
un prédicat portant sur la structure d’un terme, pour les termes qui sont correct() relativement a p. Le
théoréme de la section suivante montre que quand on part d’un terme de X¢, cette propriété est vérifiée pour
tous les termes rencontrés lors de I’évaluation.

LEMME X.2 (C() ET FORME NORMALE)

Vp € Ek,Ve € 3, correct(Domg(p),e) = C(Domg(p),e) =€ | p

La preuve de ce lemme est faite page 146.

REMARQUE Voici un exemple tel que e | p # C(Domg(p), e) : Pexpression id; | € est vraie. En effet, la fonction
nth(2, €) n’est pas définie et donc aucune régle ne peut s’appliquer. De plus, par définition, C(Domg(p),id1)
est faux. On vérifie bien que correct(Domg(¢),id;) est faux.

X.4.3 L’évaluation préserve la correction
L’évaluation d’un terme de ¥¢ a pour résultat un terme de ¢, soit :

THEOREME X.2 (L’EVALUATION PRESERVE LA CORRECTION)

Ve€ e, e—we =e X

La preuve de ce théoréme! est faite pages 149-156.

1. Cette propriété est analogue a la subject reduction d’un type qui demande & ce que le type d’une expression se conserve
lors des réductions de l’expression. On peut d’ailleurs voir les éléments de ¢ comme les habitants d’un type et le prédicat
correct() comme 'inférence de ce type.
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X.5 Discussion sur les régles de réduction

Les régles de réduction spécifiées en (1) sont de trois sortes:

1. le traitement des références : 'opération de conservation d’une référence libre (régle (3)), les opérations
a effectuer sur les identificateurs liés (régles (4) et (5)), la définition de liaisons des identificateurs avec
le systéme (régle (6)),

2. les opérations de réduction des termes impliquant 'opérateur de concaténation (régles (8) et (9)),

3. les opérateurs de réduction des termes impliquant l'opérateur de sélection (régles (10), (11), (12)

et (13)).

Afin de mieux saisir les régles de réduction spécifiées pour la sémantique opérationnelle, nous les rappelons
et donnons a chaque fois un commentaire quant & leur définition.

X.5.1 Reégle de conservation d’une référence libre

Ref" *n € t1"(p) (3)

o id” — id"

REG. 2 — Régle de conservation d’une référence libre.

Il est nécessaire de définir une régle pour une référence libre quand il existe dans ’environnement de la
référence une constante * qui notifie qu'une référence liée apparait dans une expression englobante. Dans
ce cas, le résultat de ’évaluation d’une référence libre est la méme référence libre pour ne pas bloquer
le processus d’évaluation. Par contre, si aucune constante star n’apparait, alors on est sir que toutes les
expressions englobantes sont complétes, on ne doit en conséquence fournir aucune régle de réduction pour
une référence libre.

X.5.2 Reégle de substitution d’un definiens

w=nth(n+ 1,p)(id) u' = bind(Domg(p),u)
pFid, — v

Refc C(Domz(p), u) (4)

u =nth(n + 1, p)(id)
pFid, —idn

Refc ~C(Dom(p), u) (5)

REG. 3 Reégle de substitution d’un definiens.

La valeur d’une référence liée dans un environnement p est définie dans le n€ élément de p. Nous sommes
assurés que la référence liée se trouve effectivement dans p grace aux phases de traduction (cf. section X.2.2) et
de liaison (cf. section X.2.1) et par le théoréme (X.2) qui nous assurent qu’une référence libre est transformée
en une référence liée, seulement si une définition existe. Cette régle est la régle de substitution de la sémantique
des amalgames. Une fois que la valeur est substituée, il est nécessaire de lier le terme substitué car ce peut
étre un terme qui comprend une référence libre ayant une définition dans ’environnement ou elle est injectée.

La régle (5) définit la valeur d’une référence liée quand la définition de la référence ne peut encore étre
substituée. Dans ce cas, c’est que le definiens correspondant doit encore étre réduit avant d’étre substitué
sans risque de capture indue d’identificateurs. L’expression reste alors une référence liée.

Les deux régles de substitution des références liées que nous venons de décrire impliquent, pour que la
substitution de la référence liée par son definiens puisse avoir lieu, que la définition soit C(). Cette contrainte
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provient du fait qu’un terme ne peut étre substitué que si celui-ci a capturé toutes les références qui étaient
dans sa portée. Par exemple, si on omet la condition C(), alors la réduction de 'exemple suivant :

{a={y=2"%.yo,b={z=y}.a1}

conduit, aprés substitution de la référence liée a; par son definiens (convenablement li¢) {y = x'} . yo &
I’expression suivante :

{a={y=2".2"b={x=9"} . {y =21} . po}

Le probléme apparait une fois cette substitution effectuée: yo étant liée & la définition y = 1, lors de la
prochaine substitution, la référence liée 1 se liera avec la définition z = y°. Nous arrivons & un cycle ot les
substitutions ne font que changer z1 en yg et inversement :

— {a=2"b={z=¢"} . {y =21} . 1}
— fa=2"b={z=4"} . {y =21} . wo}
— {a=2%b={z=y"} . {y=a1} . =}

La définition de la référence lice {y = 2"} . yo n’aurait pas dii étre substituée aussi tot. En effet, ce n’est que
lors de la prochaine réduction que la valeur correcte de a est connue: x°. L'utilisation du prédicat C() nous
assure qu’une substitution n’a lieu qu’une fois que le terme ne peut plus étre réduit, afin de ne pas donner
lieu & des captures non désirées de références.

X.5.3 Reégle de réduction d’un systéme

La régle (6) définit la valeur d’un systéme. La valeur d’un systéme s dans un environnement p implique
la réduction de chaque partie droite des définitions du systéme. Chaque terme doit étre réduit dans un
environnement tel que toutes les définitions qui apparaissent en dehors de s soient visibles ainsi que les
propres définitions de s. Le lift de 'environnement p permet de rendre accessible ces définitions dans s (&
laide de la fonction Lift(), cf. section X.3.1.1).

p =Nenv(p,{...,id=wu,...}) prFru—pu

LR LR SUir” E=srawss e o eyv s U U RO DLES ©)

REG. 4  Reégle de réduction d’un systéme.

Un formalisme de macro-expansion est utilisé pour exprimer que la régle doit s’appliquer s’il est pos-
sible qu’au moins une réduction soit applicable sur une définition. En effet, la régle suivante (qui est une
modification de la régle correcte ot on remplace la relation de réduction « —,, » par la relation « — »):

p' =Nenv(p,{...,id=wv,...}) pFov—7

pHE{..jid=wv,...} = {...;id=,...} 9

nécessite, pour pouvoir s’appliquer, que chacune des prémisses puisse étre prouvée, c’est-a-dire donner une
preuve qui termine par un axiome. Or, dans la réduction d’un systéme, comme celui de ’exemple suivant :

{a=c"b=ao}

la premiére sous-expression, ¢ = 1, ne peut pas étre réduite car aucune régle n’est définie sur une référence
libre, alors que la seconde sous-expression peut (et doit) étre réduite. La régle (7) ne permet pas la réduction
d’un tel terme. L’utilisation d’une relation de réduction qui réduit un terme en 0 en 1 opération permet de
réduire cette expression :

la premiére expression est réduite en 0 opération, i.e. elle ne se réduit plus,
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la seconde expression est réduite en 1 opération.

La quantité > n s’instancie donc en 0+ 1 = 1 qui est supérieur ou égal & 1: la régle peut donc s’appliquer.
Une fois cette expression réduite, en un pas, par la régle { ...}, le systéme a pour valeur :

{a=c"b=c"

la régle ne peut plus s’appliquer car tous les definiens sont irréductibles. Ce formalisme évite la multiplication
des régles et la spécification d’un ordre de réduction: les réductions sont effectuées en paralléle, tant que
I’expression n’est pas en forme normale.

X.5.4 Reégle de réduction d’une concaténation

. , id # id'
s = bind(Domg(p),{...,id =u,...,id =u',...}) )
#1 - - C(Dome(p),{...,id=wu,...}) (8)
F{...,id=wu,... dd =u, 0 — s
P F#d ) C(Domg(p),{...,id =u',...})

REG. 5 Regle de réduction d’une concaténation.

La regle (8) deéfinit la valeur de la concaténation de deux systémes. La réduction de deux systémes ne
peut avoir lieu que quand ces deux systémes sont en forme normale. La valeur de la réduction de deux
systémes est 'ensemble des définitions de chaque systéme. On supposera que deux identificateurs de méme
nom n’apparaissent pas dans deux systémes qui vont étre concaténés; en cas de collisions d’identificateurs,
il serait nécessaire de numeéroter les différentes occurrences d’'un méme identificateur et d’établir une régle
de précédence pour la liaison. Une fois les définitions réunies, il est nécessaire de lier le systéme résultant
pour permettre aux éventuelles références libres de chaque systéme qui auraient une définition dans I'autre
systéme de se lier effectivement (cf. section VIIL.6.3.4).

La concaténation de deux systémes ne peut avoir lieu que quand les deux termes sont en forme normale.
La raison de cette stratégie est de ne combiner que des termes réduits, comme dans 'expression (1 + 2) + 3
ot il faut d’abord faire le calcul de 1 + 2 avant de pouvoir ajouter 3.

On peut se poser la question de savoir si une stratégie d’évaluation qui combine les systémes, méne au
méme résultat, méme quand ceux-ci ne sont pas en forme normale. Voici un exemple qui montre que ce n’est
pas le cas; cependant cet exemple est un exemple « étendu » car on permet plusieurs occurrences du méme
identificateur dans la définition d’un systéme. Considérons le terme:

A = {o=yp={a=a,y=1}#{y=2}}
Avec la stratégie d’évaluation standard, nous obtenons les réductions:

A — {z=y’p={a=yo,y=1}#{y=2}}
— {z=y’p={a=1ly=1y=2}}

alors qu’avec la stratégie alternative, on obtient :
A — {e=yp={a=ypy=1y=2}}

Le terme y- est une référence ambigué: quelle définition de y faut-il choisir? Cette ambiguité n’apparait

pas avec la stratégie de réduction contrainte. Voila pourquoi nous demandons a ce que les systémes d’une
concaténation soient en forme normale avant d’étres réduits.

X.5.5 Reégle de réduction de deux expressions concaténées

La regle (9) définit la valeur de la concaténation de deux termes qui ne sont pas tous les deux en forme
normale. Si les deux opérandes sont des systémes, alors la régle s’applique jusqu’a ce que les termes aient
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pru—pu pkv—pv

#2 pFuH#v—u #v

n,me{0,1} An+m>1 (9)

REG. 6  Reégle de réduction de deuz expressions concaténées.

atteint tous deux une forme normale, afin que la régle précédemment décrite puisse s’appliquer et contracter
les deux systémes en un systéme unique. Nous réutilisons ici le systéme de macro-expansion déja utilisé pour
la spécification de la régle de réduction du systéme.

X.5.6 Reégle de réduction d’une sélection

.5y P S Er— wr— C(Domg(Nenv(p,{...,id =u,...})),v) (10)

REG. 7 — Regle de réduction d’une sélection.

La regle (10) définit la valeur d’une opération de sélection quand 'opérande droit est en forme normale
et que l'opérande gauche est un systéme. Si le terme de droite est en forme normale, alors c’est que plus
aucune réduction ne peut avoir lieu. Dans ce cas, la valeur d’une opération de sélection est, par définition,
égale au terme droit.

On remarquera que si la contrainte de la forme normale était levée sur le terme de droite, alors ’expression
suivante :

{a=by+co,b=1,c=2} . {b=10,c =20,k =a1}
pourrait étre réduite en ’expression :

{b=10,c =20,k = ¢}

avec ¢ € {a1,b; + c1,3} suivant I’état de réduction du terme gauche avant I’évaluation de la sélection. Ces
termes ne sont pas corrects, la valeur désirée étant bien sir:

{b=10,c¢ =20,k = 3}

Si on léve la contrainte que le terme gauche d’une sélection soit un systéme, alors ’expression suivante :
{a={b=1},c=ay . b°}

peut se réduire en:
{a={b=1},c =1}

car Pexpression ¢ = ag . b° peut étre réduite sans attendre la substitution de la référence liée avec son
definiens. La solution attendue, dans ce cas, est bien siir 'expression :

{a={b=1},c=1}

ou le definiens de la référence liée est susbtitué puis 'opérande droit de la sélection lié & la définition b = 1.

X.5.7 Reégle de réduction de la sélection d’un systéme et d’une expression

La régle (11) définit la valeur d’une opération de sélection quand I'opérande gauche est un systéme et
que le terme de droite n’est pas en forme normale. Dans ce cas, les deux opérandes sont évalués: le systéme
u dans p si c’est possible et I'expression v dans p augmenté des définitions de u. La valeur de s . e est alors
la sélection des évaluations de u et de v.
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Fu ! ol ’
pru—nu  Nenv(p,u)Fv—w n € {0,1} Au € Sys (11)

pFu.v—u .V

REG. 8 Regle de réduction de la sélection d’un systéme et d’une expression.

X.5.8 Reégle de réduction d’une expression qui devient un systéme, et d’une
expression

pFu—u v =bind(Domg(Nenv(p,u')),v) wd SYS AW € Svs (12)
pFu.v—u .V

=S

REG. 9 Reégle de réduction d’une expression qui devient un systéme et d’une expression.

La régle (12) définit la valeur d’une opération de sélection quand ’opérande gauche n’est pas un systéme,
mais qui devient un systéme aprés une opération de réduction. Dans ce cas, I’opérande droit est lié avec les
définitions du systéme nouvellement défini. La sélection étant maintenant de la forme s . e avec s € SYs,
seules les régles .g, ou .g, s’appliqueront sur cette expression.

X.5.9 Reégle de réduction de la sélection de deux expressions quelconques

pFu—m,u Nenv(p,u')bFov—,v u & Sys Au' € Sys
= Ss (13)

pru.v—u v n,m€{0,1} An+m>1

REG. 10 Reégle de réduction de la sélection de deuz expressions quelconques.

Enfin, la régle (13) définit la valeur d’une opération de sélection quand I'opérande gauche n’est pas un
systéme et ne le deviendra pas aprés un pas de réduction. Dans ce cas, les deux opérandes sont évalués,
si c’est possible, 'opérande gauche dans l’environnement p, et ’opérande droit dans l’environnement p
convenablement lifté pour tenir compte de la future transformation de 'opérande gauche en un systéme.

X.6 Preuves du chapitre

Afin d’alléger les écritures, nous convenons que:
DEFINITION X.20 Vp € &g, Ve € X,
C(p, €) = C(Doms (), e)
correct(p, e) = correct(Domg(p), €)

e
correctp(p, €) = correcty(Domg(p), €)
correcty(p, e) = correcty(Domg(p), €)

DEFINITION X.21 (+) Va,y € a,VI, 1’ € List(«),

Tty <z,y>
z+1l = z:l
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l+2r = Q<>
I+ = 1@l

Ces définitions n’introduisent aucune ambiguité vu les domaines des arguments des prédicats et opéra-
teurs. Remarquons que + est associatif, nous omettrons donc les parenthéses.

Rappelons que si {id = u, ... } abrége le terme {id = u,id’ = ', id” = v} alors {id, . . .} abrége I’ensemble
{id,id',id"} et N\ f(l,u), on f est un prédicat a deux arguments [ et u, représente f(I,u) A f(l,u') A f(l,u").

La notation (s € S) dénote le prédicat prenant la valeur vraie si s est un élément de 'ensemble S et faux
sinon. Ce prédicat est aussi utilisé pour les listes: (s € ) est vrai si s est un élément de la liste [. L’égalité
dans ¥ se note avec =; le prédicat == est le prédicat d’égalité sur SCOPE.

Beaucoup de preuves de ce chapitre se font par induction sur la structure d’'un terme de X. Afin de
simplifier la lecture, nous détaillerons les cas toujours de la méme facon : les références libres (cas 1), puis les
références liées (cas 2), les systémes (cas 3), la concaténation (cas 4) et enfin la sélection (cas 5). Les sous-cas
éventuels sont distingués par une lettre (a, b ... ) et ensuite par un chiffre romain (i, ii ... ).

X.6.1 Correction de la traduction

LEMME X.1 (LA TRADUCTION EST CONSERVATRICE)
La propriété suivante est vraie:

Ve € 3¢, trad(e) = e

Preuve.
Nous allons montrer le résultat suivant :

Ve € ¥¢, bind(IdToRef(e)) = e

et par suite, trad(e) est définit car on a bien correct(e) par hypothése, et cela montrera que trad(e) = e.
Pour montrer ce résultat, on va d’abord montrer que:

Ve € ¥¢, IdToRef(e) = e
Ce résultat est trivial au vu de la définition de IdToRef(). Il suffit donc de montrer que:

Ve € ¥¢, bind(e) = e (14)
Pour montrer ce résultat, on va montrer plus généralement que:

Ve € ¥, correctg(l,e) = bind(l,e) =e (15)

Le résultat (14) se retrouve en prenant [ =<>> et en remarquant que si e € Y¢, alors on a correct(e) et par
conséquence correctg(<>,e).

La preuve de (15) se fait par induction sur la structure de e en supposant correctg(l,e) vrai.

1. si e = id", alors on distingue deux cas:
(a) sin > 1g(l), alors bind(l,id") = id".
(b) sin < 1g(l), alors bind(l,d") = bindr(t1"(l),id, n). Par hypothése, on a correctg(l, id") et donc
okRefLibre(t1™(l),id) est vrai, c¢’est-a-dire x == index(t1"(l),4d,0). Or (x == index(l’,id,p)) &
(x == index(!’,4d, q)) pour tout couple (p,q). Donc bindp(t1"(l),id,n) = id".

2. si e = id,, alors bind(l, id,) = id,, par définition.

3. sie={id =u,...}, alors on a correctg(l,{id = u,...}) = A\ correctg({id,...} +1,u) et par suite
on peut appliquer 'hypothése de récurrence & chaque u partie droite d’une définition du systéme; i
vient: bind({id,...} +l,u) = u et donc: bind(l,{id = u,...}) = {id = bind({id,...} + l,u),...} =
{id=u,...}.

—_



X.6. PREUVES DU CHAPITRE 145

4. si e = u v, alors correctp(l,u#v) = correcte(l,u) A correctg(l,v). On peut donc appliquer 'hy-
pothése de récurrence a u et v et on en déduit que bind(l,u) = u et bind(l,v) = v. En conséquence,
on a: bind(l,u#v) = bind(l,u) # bind(l,v) = u#v.

5. sie = u.v, alors de I'hypothése correcty(l, u.v), on peut déduire correcty(l,u) et correctg(Dom(u)+
{,v). On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence a u avec l’environnement de liaison [ et & v
avec ’environnement de liaison Dom(u) + {. Il vient: bind(l,u) = u et bind(Dom(u) + I, v) = v et donc:
bind(l,u . v) = bind(l,u) . bind(Dom(u) + l,v) = u . v.

O

X.6.2 Déterminisme de ’évaluation

Pour montrer le déterminisme de 1’évaluation, nous avons besoin du résultat suivant :
LEmMME X.3 Vp € &g,Vee X, C(p,e)=elp

Preuve.
La preuve du lemme se fait par induction sur la structure de e en supposant C(p,e) et en montrant e | p.

1. Si e = id", alors seule la régle Ref" est susceptible de s’appliquer. Mais on a C(p,e) et donc on a
*n, € t1™(p). Par suite, cette régle ne peut s’appliquer et on a bien e | p.

2. Si e =id,, alors C(p, e) est faux par définition et donc la conjonction est forcément vraie.

3. Sie={id=wu,...}, alors seule la régle {...} est susceptible de s’appliquer. Par hypothése on a C(p, e)
et donc C({id, ...} +Domg(p), u) pour tout u partie droite d’une définition de e. On peut donc appliquer
I’hypothése de récurrence aux wu et il vient u | Nenv(p,e). La régle {...} ne peut donc s’appliquer
puisque > n =0 et donc e | p.

4. Si e = u+wv, seules les régles #1 et #2 sont susceptibles de s’appliquer. De I’hypothése C(p, ¢) on tire
C(p,u) et C(p,v). On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence a u et v et il vient u | p et v | p.
Par suite la régle #2 ne peut pas s’appliquer car n + m = 0. Puisqu’on a C(p,e), alors on a aussi
(u &€ SYS) V (v € SYs) et donc on ne peut pas appliquer #; qui requiert (u € Sys) A (v € Sys). Par
suite, aucune régle ne peut s’appliquer et donc e | p.

5. Sie=u.v,seules les quatre régles .g,,.+5,,+-3, €t +~g, sont susceptibles de s’appliquer. Par définition,
C(p,e) = (u & SYS) A C(p,u) A C(Dom(u) 4+ Domg(p),v) et donc seules ._g, et ..g, sont susceptible, de
s’appliquer, les autres régles demandant (u € SYS) pour pouvoir s’appliquer. Mais comme on a C(p, u),
on peut appliquer I’hypothése de récurrence et donc u | p et donc la régle .., ne peut s’appliquer. Il
en va de méme pour ._g,. En effet, C(Dom(u)+Domg(p), v) = C(Nenv(p, ), v). En appliquant ’hypothése
de récurrence, on a v | Nenv(p,u) et donc la quantité n + m dans cette régle s’instancie en 0. Donc
aucune régle ne s’applique et on a bien e | p.

O

Nous pouvons a présent passer a la démonstration du théoréme :

THEOREME X.1 (DETERMINISME DE L’EVALUATION)
La réduction d'un terme de ¥ est déterministe :

VpE&p,VeecX, prFe—seApre—se =e =¢"

Preuve.
Nous montrerons ce résultat en montrant qu’il est vrai avec un pas de réduction.

VpE&g,VecX, pFe—eApte—e =e=¢"
et pour montrer cela, nous montrons qu’au plus une seule régle s’applique & un terme donné. La preuve est
faite par étude des termes.

1. Si e =14d", alors seule la régle Ref™ est susceptible de s’appliquer.

2. Si e = id,, alors seules les deux régles Refc et Ref_c sont susceptibles de s’appliquer et elles sont
mutuellement exclusives car gardées respectivement par les prédicats C() et = C().
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3. Pour e € Sys: alors seule la régle {. ..} peut s’appliquer.
4. Pour e = u # v, alors seules les régles #1 et #o peuvent s’appliquer et elles sont mutuellement exclu-
sives :

(a) Sila régle #1 s’applique, alors on a C(p,u) et C(p,v) et par le lemme (X.3) ona u | pet v | p.
Donc la régle #5 ne peut s’appliquer car la quantité n + m s’instancie en 0.

(b) Inversement, si la régle #- s’applique, alors on on a soit p F u — o' soit p F v — v (et
éventuellement les deux). Supposons qu’on ait p - u — ', alors on peut appliquer la contraposée
du lemme (X.3) et on en déduit que ~C(p, u) et donc la régle #1 ne peut s’appliquer.

5. Pour e = u . v, on distingue deux cas mutuellement exclusifs :

(a) Si u ¢ Svys, alors seules les régles ._g, et ._g, peuvent s’appliquer et elles sont mutuellement
exclusives par le fait que u’ soit ou non un élément de Sys.

(b) Si u € Svs, alors seules les régles .1 et .o peuvent s’appliquer mais elles sont mutuellement
exclusives:

i. Silarégle.s, s’applique, alors on a C(Nenv(p,u),v) et donc avec le lemme (X.3) v | Nenv(p, u).
Par suite, Vo' € X, Nenv(p,u) - v /4 v’ et donc la régle .g, ne peut s’appliquer.

ii. Inversement, si la régle .g, s’applique, alors on a Nenv(p,u) - v — v’ pour un certain v’ et
donc on n’a pas v | Nenv(p,u). En appliquant la contraposée du lemme (X.3), on en déduit
—C(Nenv(p, u),v). La régle .g, ne peut donc s’appliquer.

O

X.6.3 Le prédicat C() et la notion de forme normale

Pour montrer qu’un terme de ¢ est en forme normale quand il est C() (lemme (X.2)) nous avons besoin
des trois résultats suivants.

LEMME X.4 Vp € &g,Vid € ID,Vn € N, correct(p,id,) = nth(n + 1, p)(id) est défini.

Preuve.

Supposons que correct(p,id,) est vrai. Alors, correct(p,id,) = okRefLiée(t1"(Domg(p),id)) est vrai. Par
suite t1™(Domg(p)) #<> : supposons t1"(Domg(p)) = s +1 avec [ un certain environnement de liaison. Alors:
okRefLiée(t1™(Domg(l)),id) = (id € s) doit étre vrai (donc s # x). En conséquence, (id € nth(n+1,Domg(p)))
est un prédicat bien défini. Or nth(n + 1, Domg(p)) = Def(nth(n + 1, p)), donc id € Def(nth(n+ 1, p)) ce que
’on voulait démontrer. O

LEMME X.5 Vp € &g, Domg(p) = Domg(Liftg(p))

Preuve.
On prouve le précédent lemme par récurrence sur la longueur de p.

1. Si p =<>, alors Domg(p) =<> et Domg(Liftg(<>)) = Domg(<>) =<>.
2. Sinon, supposons le lemme vrai pour les listes de longueur inférieure ou égale & n et considérons la liste
s+ p’ de longueur n + 1.
(a) Sis=x,
alors Domg(p) = Domg(* + p') = * + Domg(p’) et Domg(Liftg(* + p')) = %+ Domg(Liftg(p’)). Il suffit
donc d’appliquer I’hypothése de récurrence a p’ pour égaler les deux termes.
(b) Sis=0c€lp—%

alors Domg (o + p’) = Def(0) + Domg(p’) et Domg(Liftg(c + p')) = Def(Lift(o)) + Domg(Lifte(p’))
Les queues de listes sont égales par hypothése de récurrence. Il suffit donc de montrer que:
Def(c) = Def(Lift(o)) ce qui est le cas puisque Lift() est une fonction totale.

O
LEMME X.6 Ve € X,Vp € £k, Dom(e) + Domg(p) = Domg(Nenv(p, €))

Preuve.
On considére deux cas:

1. si e £ {...}, alors Domg(Nenv(p,e)) = Domg(* + Liftg(p)) = * + Domg(Liftg(p)) et on applique le
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lemme (X.5) a la queue de la liste.

2. sie={id =u,...}, alors Dom(e) = {id, ...} et Domg(Nenv(p,e)) = Domg([id — wu,...] + Liftg(p))
= Def([id — wu,...]) + Domg(Liftg(p))
= Dom(e) + Domg(Liftg(p)) et on applique le lemme (X.5) a la queue de la liste.

A présent, nous pouvons passer 4 la preuve du lemme (X.2):

LeMME X.2 (C() ET FORME NORMALE)

Vp € Eg,Ve € ¥, correct(Domg(p),e) = C(Domg(p),e) =€ | p

REMARQUE Ce lemme précise le résultat du lemme (X.3) dans le cas ou on a correct(p,e).

REMARQUE Le théoréme (X.2) nous montre que si on part d’un terme correct, alors on obtient un terme
correct. De plus, on peut s’assurer par inspection des régles de réduction que si on part d’un terme correct,
alors les réductions induites ont lieu sur des termes corrects. Par suite, on peut appliquer (X.2) pour savoir si
une prémisse p - e —,, ¢’ dans une régle s’instancie avec n = 0 ou non. Ceci est & la base de I'implémentation
de la réduction des amalgames sous Mathematica (cf. chapitre XI, page 159).

Preuve.
La preuve se fait par induction sur la structure d’un terme e € ¥ en supposant correct(p, e).
1. Sie=1id",

alors seule Ref™ est susceptible de s’appliquer. Elle s’applique si et seulement si (x, € t1"(p)) mais
(% € t1™(p)) = (*n € t1™(Domg(p))) = —~C(p,id™). Par suite, si la régle s’applique on a C(p,e) et e | p
qui sont tous les deux faux (puisqu’on a pu appliquer une régle). Et si elle ne s’applique pas, alors on
a C(p, e) vrai ainsi que e | p (puisqu’aucune régle ne s’applique). On a donc bien C(p,e) = e | p.

2. Si e =1id,,
alors 3¢’ € ¥ tel que p - id,, — ¢’. En effet, on a par hypothése correct(p,id,) et en appliquant le
lemme (X.4), il vient que nth(n + 1, p)(x) est bien défini. Part suite, on peut appliquer soit la régle
Refe soit la régle Ref-¢ suivant la valeur de C(e’) et donc id,, | p est faux, ce qui est aussi le cas pour
C(id,) par définition.

3. Sie={id=wu,...},
alors la régle {...} est la seule & pouvoir s’appliquer et s’applique si une au moins des prémisses
s’'instancie avec n = 1. Elle ne s’applique donc pas si toutes les prémisses s’instancient avec n = 0,
c’est-a-dire si Au | p’ avec p/ = Nenv(p,{id = wu,...}). Mais on a par hypothése correct(p,e)
c’est-a-dire correct(p’,u) pour tout u en partie droite d’une définition de e. On peut donc appliquer
I'hypothése de récurrence et on en déduit que: C({id, ...} + Domg(p),u) = u | {id,...} + Domg(p). Or,
{id, ...} +Domg(p) = Domg(Nenv(p, {id = u,...})) par le lemme (X.6) et donc on a aussi C(p’,u) = u | p'.
Par suite :

{id=u,...} |l p = /\ulNenv(p,{idzu,...})

/\ C(Nenv(p, {id = u,...}),u)
— Cpfid=u,...})

ce que l'on voulait montrer.

4. Sie=uv,
alors les régles #1 et #45 sont seules susceptibles de s’appliquer. On distingue deux cas.

(a) Si(ue SYs)A (veSys)AC(p,u)AC(p,v),
alors la régle #; peut s’appliquer car bind() a une valeur définie (c’est une fonction totale). Par
suite, u #v | p = false. Mais C(p,u#v) = ((u & SYS) V (v € SYS)) A C(p,u) A C(p,v) = false.
On a donc bien e | p = C(p,e).

(b) Sinon, on est dans le cas ot ~((u € SYS) A (v € SYS) A C(p,u) A C(p,v))
et la régle #2 est la seule susceptible de s’appliquer. Par hypothése, on a correct(p,u#v) et
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donc on a aussi correct(p,u) et correct(p,v). On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence
et il vient que u | p =C(p,u) et v | p = C(p,v). Donc, C(p,u#v) = ((u € SYS) V (v € SYS)) Au |
pAv ] p. On envisage deux cas:
i. Si on suppose que (u | p = false) V (v | p = false) alors la régle #5 s’applique et donc
uf#tv | p=false mais C(p,u#v) = false aussi.

ii. Sinon, on est dans le cas (u | p = true) A (v | p = true). La régle #2 ne peut s’appliquer
et donc u#v | p = true dans ce cas. Comme nous sommes dans le cas ou par hypothése on
a:=((u € SYS)A (v e SYS)Au | pAv ] p)et que =(u | p=false)V (v | p = false) il
vient que 'on a =((u € SYS) A (v € SYS)) soit (u & SYS) V (v € SYs). Par suite, nous avons
C(p,u#v) = true.

5 Sie=wu .,
on considére deux sous-cas suivant I’appartenance ou non de u & SYS.

(a)

Siu e Svs,

alors par définition, C(p, u . v) = false. Seules les régles .g, et .g, sont susceptibles de s’appliquer.

Mais une des deux régles doit s’appliquer obligatoirement.

En effet, de ’hypothése correct(p, e), on tire correct(Dom(u)+Domg(p), v). Or Dom(u)+Domg(p) =

Domg(Nenv(p,u)) par le lemme (X.6). On a donc correct(Nenv(p,u),v) et on peut appliquer

I’hypothése de récurrence: C(Nenv(p, u),v) = v | Nenv(p,u). Si la prémisse de .g, ne s’instancie

pas, alors v | Nenv(p, u) est vraie, mais alors on a C(Nenv(p,u),v) d’aprés ce qui précéde et donc

la régle .g, s’applique. Et donc on a e | p faux puisqu’une régle a pu s’appliquer. Si la prémisse

de .g, s’instancie, alors la régle s’applique et on a donc encore e | p a faux.

siu¢Sys,

alors seules les régles .—.g, et ...g, sont susceptibles de s’appliquer. On considére deux cas suivant

la valeur de C(p, u):

i. C(p,u) = true.

On a par hypothése correct(p,u . v) et donc en particulier, on a correct(p,u). On peut
donc appliquer I’hypotheése de récurrence et il vient que u | p. Par suite, seule la regle .—.g, est
susceptible de s’appliquer avec v’ = u (la premiére prémisse s’instantiant avec p b u —q u).
Par ailleurs, de correct(p,u . v) on en déduit correct(Dom(u) + Domg(p),v). Mais, par le
lemme (X.6), on a Dom(u) + Domg(p) = Domg(Nenv(p, u)). On peut donc appliquer ’hypothése
de récurrence a v avec Nenv(p, u) et on distingue deux cas:

A. si C(Nenv(p,u),v) = false,
alors il existe v’ tel que Nenv(p,u) F v — v’ et donc u . v | p = false car la régle ._g,
peut s’appliquer. Mais C(p,u «» v) = (u & SYS) A C(p, u) A C(Dom(u) + Domg(p),v) = false.
On a donc ce qu’il faut.
B. si C(Nenv(p,u),v) = true,
alors v | Nenv(p,u) = true et donc la régle ._g, ne peut s’appliquer car la condition
m +n > 1 n’est pas satisfaite. Par suite, nous avons bien u . v | p = true = C(p,u . v)
ii. C(p,u) =false
Alors on a C(p,u « v) = false. Par ailleurs, on a par hypothése correct(p,u . v) et donc en
particulier, on a correct(p,u). On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence et il vient
u | p = false et par suite, il existe un u’ tel que p - v — u'. Les deux régles ._g, et ._g,
sont susceptibles de s’appliquer. Deux cas sont possibles.

A. Siu € Svs,
alors seule la régle .5, peut s’appliquer. La premiére prémisse étant satisfaite, il suffit
que bind(Dom(u’) 4+ Domg(p),v) soit défini, ce qui est le cas car bind() est une fonction
totale. Donc la regle .—g, s’applique et par suite u . v | p = false, ce qui était voulu.
B. Siu & Svys,
alors seule la régle ...g, peut s’appliquer et elle s’applique car la deuxiéme prémisse est
toujours satisfiable (elle est instanciée avec m = 1). En conséquence, u « v | p = false.

O
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X.6.4 L’évaluation préserve la correction
X.6.4.1 Plan de la preuve

Pour montrer que la correction se préserve le long de la réduction, il faudra montrer entre autre que
quand on substitue une référence liée, I’expression introduite, puis liée est une expression correcte. La liaison
ne transformant que des références libres, il doit suffire qu’un terme soit correctg() pour que sa liaison soit
correct(). Ce résultat est formalisé par le lemme:

(X.12) correctg(l,e) = correct(l,bind(l,¢))

Pour montrer ce lemme, il nous faudra un certain nombre de résultats auxiliaires comme :

(X.8) Dom(e) =, Dom(bind(l,€))
(X.9) correctg(l,bind(l,e))
(X.11) correctg(l,e) = correctg(l,bind(l, e))

Le résultat (X.12) étant établi, il nous faudra définir une notion de correction de environnement d’éva-
luation afin de prouver que les expressions qu’on peut en extraire sont correctg(). C’est le propos de la
définition de correctg() et du lemme:

(X.16) correctg(p, e) A correctg(p) = correctg(Nenv(p, e))
L& aussi, il nous faudra un certain nombre de résultats intermédiaires :

(X.14) correctg(l +1',e) = correctg(l + s +1',Lift(1g(l),e))

(X.15) correctg(l, p) = correctg(s + [, Liftg(p))

(X.13) Domg(Liftg(p)) = Domg(p)

Ces résultats étant acquis (le schéma des dépendances entre les lemmes est donné figure 3), on pourra
enfin passer & la démonstration du théoréme: Ve € ¢, e —»e = ¢’ € X¢.

(X.2)
page 156
(X.12) (X.16) (X.17)  (X.19) (X.22)
page 151 page 153 page 154 page 155 page 156
(X.9) (X.11)  (X13)  (X.15) (X.18)  (X.20)  (X.21)
page 150 page 151 page 152 page 153 page 154 page 155 page 155
(X.7) (X8)  (X.10) (X.14)
page 150 page 150 page 151 page 152

Fi1G. 3 — Le schéma des dépendances entre les résultats nécessaires a la démonstration du théoréme (X.2).

X.6.4.2 Reésultats auxilliaires

DEFINITION X.22 (=,)
On définit =, relation d’équivalence sur SCOPE par

n

* =4 K




150 CHAPITRE X. UNE SEMANTIQUE DES AMALGAMES

s=s5 =>s5=,5
Rappelons que * désigne indifferement %™ ou *,. La notation s = x se comprend alors comme s =, *" (ou
bien s =, %,).
LEMME X.7 VI € &,Ve € 3, Dom(e) =, Dom(bind(l,e))

Preuve.
On envisage deux cas:

1. Si e & Svs, alors bind(l,e) ¢ SYS et donc Dom(e) =, x =, bind(l, e).
2. Sinon, e € Sys, disons e = {id = u,...}. Alors Dom(e) = {id,...} et Dom(bind(l,e)) = Dom({id =
bind({id,...} +,u),...}) ={id,...}

O

LEMME X.8 Ve e X,V € &,,Vs,s’ € SCOPE, s =, s, alors:

bind(s +1,e) = bind(s’ + [, ¢)
correct(s + [,e) = correct(s’ + 1, ¢e)
correctp(s +[,e) = correctg(s’ + 1, ¢)
correctr(s + [,e) = correct(s’ + 1, ¢)

Preuve. Evidente & partir des définitions. O

LEMME X.9 VI € &,Ve € X, correctg(l,bind(l,e))

Preuve.
La preuve se fait par induction sur la structure de e.
1. e=id"

On distingue deux cas suivant la valeur de n:
(a) Sin>1g(l),
alors bind(l,id") = id" et correctg(l,id") = okRefLibre(<>,id) qui est vrai par définition.
(b) Sin<1g(l),
alors on distingue deux cas suivant la valeur de bind(l,id").
i. Sibind(l,7d"™) = id", alors index(t1"(l),id,n) = * et donc:

correctg(l,id") = okRefLibre(t1l"(l),id) = (x == index(t1"(l),d,0))

est vrai.
ii. Sinon, bind(l,id") = id, et correct(l,id,) est vrai par définition.
2. e=1id,
On a bind(l,id,,) = id,, par définition et correctg(l,id,) qui est vrai par définition.
.e={id=w,...}
alors correcty(l,bind(l, {id = u,...})) = A correcty({id,...} +1,bind({id,...} +,u)). On applique
I’hypothése de récurrence & chaque w en partie droite d’une définition de e avec I'environnement de
liaison {id, ...} + [ ce qui prouve la conjonction.
4. e=u#v
alors correctg(l,bind(l,u # v)) = correctg(l,bind(l,u)) A correcty(l,bind(l,v)). On applique I'hy-
pothése de récurrence a u et v avec 'environnement de liaison [ et on a ce qu’il faut.
5. e=u.v
Posons N = bind(l,u « v) = bind(l,u) . bind(Dom(u) + I, v). Alors:
correctp(l, N) = correcty(l,bind(l,u)) A correctg(Dom(bind(l,u)) + I, bind(Dom(u) + I, v))

Pour le premier terme de la conjonction, on applique I’hypothése de récurrence a u.
Pour le deuxiéme terme, on applique les lemmes (X.7) et (X.8) ce qui donne:

correctp(Dom(u) + [, bind(Dom(u) + I, v))

On applique alors I'hypothése de récurrence a v avec ’environnement de liaison Dom(u) + {.
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([l
DEFINITION X.23 (I <1')
Soit 1,1’ € &1, le prédicat binaire | < I’ est défini par induction sur la structure de [ et I’ :
<> < 1 = true

s+l < S+l = (sCs)Al <)

x+l' < s+1 = ("<

x+l' < x+1 = ("<
< est une relation d’ordre partielle et [ <.
LeMME X.10 Vge N,VI,I' € £,,1 <I' (x € nth(q,l)) = (z € nth(q,l"))
Preuve.
Si (x € nth(qg,l)) est vraie, alors la liste [ a un ¢-éme élément et cet élément est différent de x. Mais alors
c’est aussi le cas pour I’ car [ <. |

LeMME X.11 Vi, I’ € &,Ve € B, correctg(l,e) A (I’ <1) = correctg(l,bind(!’, e))

Corollaire : correctg(l,e) = correctg(l,bind(l, e))
(il suffit de prendre le lemme avec I’ = 1).

Preuve.
La preuve se fait par induction sur la structure de e en supposant I’ < et correctg(l,e).
1. e=id"

On distingue deux cas suivant la valeur de bind(l’,id™).
(a) Sibind(l’,id") = id", alors correcty(l,id") est vrai par définition.
(b) Sinon, bind(!’,id") = id, et id € nth(p + 1,1’). En appliquant le lemme (X.10), id € nth(p + 1,1)
et donc correctg(l,id,) = okRefLiée(t1”(l),id) = (id € nth(p + 1,1)) est vrai.

2. e=1id,
alors correctg(l,bind(!’, id,)) = corrects(l,id,) qui est vrai par hypothése.

.e={id=u,...}
Soit P = bind(l,{id = u,...}). Alors, par définition, P = {id = bind({id,...} + ',u),...} et
correctp(l, P) est égal a A correctg({id,...} +I,bind({id,...} +1’,u)). De 'hypothése on tire:
correctp({id,...} + l,u) et puisque {id,...} + 1 < {id,...} + 1, on peut appliquer ’hypothése de
récurrence a chaque u en partie droite d’une définition de e avec les environnements de liaison {id, ...} +
I et setid + 1, ce qui permet de conclure & la vérité de la conjonction.

4. e=u#v
correctg(l,bind(l’,u # v)) = correctg(l,bind(l’,u)) A correctg(l,bind(!’, v)). De I'hypothése on tire
correctp(l,u) et idem pour v, ce qui permet d’appliquer 'hypothése de récurrence et de conclure.

5. e=u.v
Soit P = bind(!’,u . v), alors par définition, P = bind(!’,u) . bind(Dom(u) + I’,v) et donc C =
correctp(l, P) = correcty(l,bind(l’,u)) A correctg(Dom(bind(!’,u)) + I,bind(Dom(u) + I',v)). En
appliquant les lemmes (X.7) et (X.8), il vient: C' = correctg(l,bind(!’,u)) A correctgs(Dom(u) +
I,bind(Dom(u) + I',v)). Or, de I'hypothése correcty(l,e) on tire correctg(l,u) et correcty(Dom(u) +
I,v). On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence a u avec les environnements de liaison [ et I’
et & v avec les environnements de liaison Dom(u) 4 I et Dom(u) + I’ (on vérifie bien que si I’ < I, alors
Dom(u) + I’ < Dom(u) + 1).

O

REMARQUE On aurait pu prouver directement le corollaire, car on ne se sert jamais de I’ < [ et I’ # .
Cependant, cette preuve est plus générale et la relation d’ordre entre environnements de liaison intervient si
on essaie de définir une notion de correction qui s’accommode d’une stratégie de liaison tardive des références
libres dans le traitement des expressions impliquant 'opérateur de concaténation.

LEMME X.12 Ve € ,Vi € &1,, correctg(l,e) = correct(l,bind(/,e))
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Preuve. 11 suffit d’appliquer les lemmes (X.9) et (X.11). O

LEMME X.13 Vp € g, Domg(Liftg(p)) = Domg(p)

Preuve.
La preuve se fait par induction sur la structure de p.

1. Sip=<>,
alors Domg (Liftg(<>)) = Domg(<>) = Domg(p).
2. Sip=x%+p

alors Domg(Liftg(* + p')) = Domg(* + Liftg(p’)) = * + Domg(Lifte(p’)). On applique I’hypothése de
récurrence a la queue de liste et le terme précédent devient * + Domg(p’) = Domg(p).

3. Sip=oc+/p
alors D = Domg(Liftg(o + p’)) = Def(Lift(o)) + Domg(Liftg(p’)). Or, Def(Lift(c)) = Def(o) car
Lift() est une fonction totale, et pour la queue de la liste, on peut appliquer I’hypothése de récurrence,
d’ott D = Def(0) + Domg(p’) = Domg(p).

O

LEMME X.14 Ve € X, VI, I’ € &1,,Vs € SCOPE, correctp(l’ +1,e) = correctg(l’ + s+ [, Lift(1g(l’),e))

Corollaire : Ve € ¥,Vl € £1,,Vs € SCOPE, correctg(l,e) = correctp(s + [,Lift(e))
(il suffit de prendre le lemme avec I’ =<>).

Preuve.
Posons p = 1g(I') et I"” = I'+s+1. La démonstration se fait par induction sur e en supposant correctg(l’+1, e).
1. e=id"
alors Lift(p,id") = id" et correctg(l”,id") est vrai par définition.
2. e=1d,
On distingue deux cas suivant la valeur de p.
(a) Sip<mn,

alors Lift(p,id,) = idn+1 et correctg(l”,idy11) = okRefLiée(t1"*1(I"”),id) = (id € nth(n +
2,1")) = (id € nth(n+ 2,1’ + s +1)). Or, par hypothése on a id € nth(I’ +1,n+ 1) donc on a bien
id € nth(n+2,I' + s +1) puisque 1g(l' + s) =p+1<n+2.
(b) Sip>n
alors Lift(p,id,) = id, et correctg(l”,id,) = (id € nth(n+1,I'4+s+1)) = (id € nth(n+1,1'+1))
car 1g(l') = p > n+ 1. Or le dernier terme est la définition de correctg(l’ + ,id,) qui est vrai
par hypothése.
.e={id=w,...}
On a correctg(l”,Lift(n,{id = u,...})) = A corrects({id,...} +1”,Lift(n + 1,u)). Or de 'hypo-
thése on tire que pour tout u en partie droite d’une définition de e on a correctg({id,...} +1' +1,u).
On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence aux u avec I’environnement de liaison {id,...} + 1’
de longueur n + 1, ce qui montre la conjonction.
4. e=u#v
De I'hypothése on tire correctg(l’ + I, u) et on peut donc appliquer 'hypothése de récurrence. Il en
va de méme pour v, ce qui montre qu’on a correctg(l”,Lift(n,u)) A correctg(l”,Lift(n,v)) or cette
derniére expression est la définition de correct(l”,Lift(n,u#v)).
5. e=u . v
Par définition, correctg(l”,Lift(n,u.v)) = correcty(l”,Lift(n,u))Acorrectp(Dom(u)+!",Lift(n+
1,v)).
Pour le premier terme, on peut appliquer 'hypothése de récurrence, puisqu’a partir de ’hypothése
correctp(l’ +1,u « v) on tire correctg(l’ + I, u).
On en tire aussi correct(Dom(u) + I’ + I, v) ce qui permet d’appliquer I’hypothése de récurrence a v
avec les environnements de liaison Dom(u) 4’ de longueur p + 1 et [, ce qui montre le deuxiéme terme
de la conjonction.

O
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DEFINITION X.24 (CORRECTION D’UN ENVIRONNEMENT D’EVALUATION)
Le prédicat correctg() : Er — BoOOL est défini par:

correctg(p) = correctg(Domg(p), p)
et correctg() : &, X &g — BOOL est défini par:

correctg(l,<>) = true
correctg(l,x+p') = correctg(l,p’)
correctg(l,0 +p') = correctg(l,0) A correctg(l,p’)

avec correctg() : &, x (ID — X) — BoolL défini par:
correctg(l,0) = /\ correctg(l, o(id))
id€Def (o)
REMARQUE Un environnement d’évaluation correspond aussi & un environnement de liaison qu’on obtient
en lui appliquant Domg(). La définition de la correction d’un environnement d’évaluation exprime qu’un p est

correct si et seulement si toutes les expressions « stockées » dans p sont correctement liées par rapport a
I’environnement de liaison que représente p.

LeEMME X.15 Vi€ &,Vp € Eg,Vs € SCOPE, correctg(l, p) = correctg(s + [,Liftg(p))

Corollaire : correctg(p) = correctg(s + Domg(p),Liftg(p))
(il suffit de prendre ! = Domg(p) dans le lemme).

Preuve.
La preuve du lemme se fait par récurrence sur la structure de p en supposant correctg(l, p). Posons C =
correctg(s+I,Liftg(p)).

1. Sip=<>
alors C' = correctg(s + [, Liftg(<>)) = correctg(s + [, <>) qui est vrai par définition.
2. Sip=x+p

C = correctg(s+I,x+Liftg(p’)) = correctg(s+I,Liftg(p’)). Or on a correctg(s+l, p) par hypothése

et donc correctg(s + 1, p’) ce qui permet d’appliquer ’hypothése de récurrence et de conclure.
3.Sip=0c+p

alors C' = correctg(s + I,Lift(0)) A correctg(s + I, Liftg(p’)).

De I’hypothése correctg(l, p) on tire correctg(l, p’) ce qui permet d’appliquer ’hypothése de récur-

rence et de conclure & la vérité du deuxiéme terme de la conjonction.

Pour le premier terme, il faut montrer A correctg(s + [,Lift(o(id))). Or, de I'hypothése
ideDef(Lift (o))
on tire correctg(l, o), et donc par définition: A correctg(l,o(id)). On applique le corollaire du
id€Def (o)
lemme (X.14) et il vient que: A  correctg(s+I,Lift(c(id))). On en déduit la conjonction voulue
id€Def (o)
car, Lift() étant une fonction totale, Def(Lift (o)) = Def(o).

LEMME X.16 Vp € &i,Ve € ¥, correctg(p,e) A correctg(p) = correctg(Nenv(p, e))

Preuve.
On suppose la prémisse de l'implication et on montre sa conclusion. Distinguons deux cas suivant que e
appartient ou non a SYsS.

1. Sie ¢ Svys,
alors Nenv(p,e) = x4+ Liftg(p) et correctg(x+Liftg(p)) = correctg(x + Domg(p),Lifte(p)). On voit
alors qu’il suffit d’appliquer le corollaire du lemme (X.15).

2. Sie € Sys,
alors Nenv(p, e) = o+Liftg(p) et C = correctg(o+Liftg(p)) = correctg(Def(o)+Domg(Liftg(p)), o+
Liftg(p)). On peut appliquer le lemme (X.13) et de plus, Def(o) = Dom(e). Il vient alors que

C = correctg(Dom(e) + Domg(p), o + Liftg(p))
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= correctg(Dom(e) 4+ Domg(p), o) A correctg(dome + Domg(p), Liftg(p))

Le corollaire du résultat (X.15) permet de conclure pour le deuxiéme terme de la conjonction, a partir
de ’hypothése correctg(p).

Pour le premier terme, on doit calculer correctg(Dom(e) + Domg(p),0) = /A  correctg(Dom(e) +
id€Def (o)

Domg(p), o(id)). Or, e € Sys, disons e = {id = u,...} et donc Def(o) = Dom(e) = {id,...} et 0 =

[id — u,...]. Le prédicat précédent devient donc: A correctg(Dom(e) + Domg(p), u) o la conjonction

itére sur les u parties droites des définitions de e comme & 'accoutumé. Mais, par hypothése, on a:
correctp(Domg(p),e) = A correctg(Dom(e) + Domg(p), u) et on peut donc conclure.

O

LEMME X.17 Vs CIn,VI,l' € &,,Ve € B, correctp(l+*+1',e) = correctg(l+ s+ 1 e)
Corollaire : Vs CIn, VI € £1,,Ve € ¥, correctp(x +1,e) = correctp(s + I, e).

Preuve.
La preuve se fait par induction sur e en supposant correctg(l +x+1',¢).

1.

e=1id"

correctp(l + s +1’,id") est vrai par définition.

e =1d,

De I’hypothése correctg(l+x+1',id,) on tire n # 1g(l) et donc nth(n+1,l+*+1") = nth(n+1,l+s+1")
et par conséquent correctg(l + * +1’,id,) = correctg(l + s + I, id,).

e={id=wu,...}

correctg(l+s+l',e) = A correctg({id, ...} +I+s+l',u). Mais de ’hypothése on tire correctg({id, ...} +
I+ *+1,u) ce qui permet d’appliquer I’hypothése de récurrence avec les environnements de liaison
{id,...} +1 et I’ et de conclure.

e=u#v

correctp(l + s +1',e) = correctg(l + s + ', u) A correctg(l + s + ', v). Mais de I’hypothése on tire
correctp(l + *x + ', u) et correctp(l + % + I’,v) ce qui permet d’utiliser ’hypothése de récurrence et
de conclure.

eE=u.v

correctp(l+s+1',e) = correctg(l + s+ ', u) A correctg(Dom(u) + 1+ s + ', v). Mais de I'hypotheése
on tire correctg(l+*+1',u) et correctg(Dom(u)+1+*+1',v) ce qui permet d’utiliser I’hypothése de
récurrence sur u avec les environnements de liaison [ et I’ et sur v avec les environnements de liaison
Dom(u) + [ et I'. La conclusion suit.

O

LemMME X.18 Vs, s’ CIn,VI,l' € &1,,Ve € &, correct(l + s+ 1',e) = correctg(l+sUs +1' ¢)

Preuve.
La preuve se fait par induction sur e en supposant correctg(l 4+ s+ e).

1.

2.

e=id"
correctg(l + sU s +1',4d"™) est vrai par définition.
e =1dy,
On distingue deux cas suivant la valeur de n.
(a) Sin=1g(l),
alors de I'hypothése correctg(l + s+ I’,e) on tire (id € s) et par suite (id € sU ') et donc
correctg(l +sUs' +1',id,).
(b) Sinon,
nth(n,l+sUs'+1’) = nth(n,l+s+1') et donc correctg(l+sUs'+1',id,) = correctp(l+s+1',idy)
qui est vrai par hypothése.
e={id=wu,...}
correctg(l + sUs +1',e) = Acorrectg({id,...} +1 4+ sUs + 1’ u). Mais, de ’'hypothése, on tire
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correctg({id,...} +1+ s+1’,u) ce qui permet d’appliquer ’hypothése de récurrence avec les environ-
nements de liaison {id,...} +1 et I’ et de conclure.

4. e=u#v
correctp(l+sUs' +1',e) = correctg(l+sUs +1',u) Acorrectg(l+sUs’+1’,v). Mais de I’hypothése
on tire correctg(l+s+1',u) et correctg(l+s+1’,v) ce qui permet d’utiliser 'hypothése de récurrence
et de conclure.

5. €=UV
correctg(l+sUs'+1',e) = correctg(l +sUs' +1’,u) A correctg(Dom(u) + 1+ sUs' +1’,v). Mais de
I’hypothése on tire correctg(l + s +1',u) et correctg(Dom(u) + 1+ s+ 1',v) ce qui permet d’utiliser
I’hypothése de récurrence sur u avec les environnements de liaison [ et I’ et sur v avec les environnements
de liaison Dom(u) + [ et I'.

O

LemME X.19 Vi€ &L, Vu, ... v/, - € X,

correcty(l, {id = u,...}) A correctg(l,{id = u',...}) = correctg(l,bind(l, {id = u,...,id =u',...}))
Preuve.
On pose s = {id,...} et s’ = {id’,...}. Alors, P = bind(l,{id = u,...,id =4/,...}) = {id =bind(s U s +
lyu),...,id" = bind(s U s + [,u'),...} d’ou correcty(l, P) = A correctg(sU s’ + [,bind(s U s + l,u)) A
)\ correctp(sUs’ +1,bind(sUs’ 41, u’)). Or de hypothése on tire correctp(s+1,u) et corrects(s’ +1,u’).
On peut donc appliquer le lemme (X.18) aux u et u’ pour conclure. O

LemME X.20 Ve € 2, VI,1' € £,,Vs CID, correcty(l+ s+1',e) = correctg(l+1',¢)

Corollaire : Ve € ¥Vl € &1,,Vs CID, correcte(s+1,e) = correctg(l,e)
(c’est le lemme avec les environnements de liaison <> et [).

Preuve.
La démonstration se fait par induction sur la structure de e en supposant correctg(l + 1, e).
1. e=id"

A partir de I’hypothése on a (x == index(l + s +1’,id,0)) est vrai, alors (x == index(l +1',id,0)) est
vrai aussi car s # x et donc on a correctg(l 4+ 1’,id").
2. e=1id,
correctp(l +I',id") est vrai par définition.
.e={id=wu,...}
On a A correctp({id,...} +1+ s+1',u) et donc on peut appliquer ’hypothése de récurrence avec les
listes {id,...} + et I'. 1l vient A\ correctg({id,...} +1+1',u) et donc correctg(l +1',{id = u,...}).
4. e=u#v
On tire de ’hypothése correctr(l + s+ I',u) et donc en appliquant ’hypothése de récurrence, on a
correctg(l + ', u). Il en va de méme pour v d’oit correctg(l + ', u #v).
S.e=u.v
On tire de I’hypothése correctg(l+s+1',u) et correctg(Dom(u)+1+s+1’,v). On peut donc appliquer
I’hypothése de récurrence a u avec [ et I’ et & v avec les environnements Dom(u) + I et I’. On a donc
correctp(l +I',u) et correctp(Dom(u) + 1+ I’,v) et donc corrects(l+1',u + v).

O

REMARQUE Le lemme est faux pour s € SCOPE, par exemple si on prend s = x".

LEMME X.21 Ve € X,Vs € SCOPE,VI,l’ € &, correctpg(l+s+1',e)AC(I+s+1',e) = correctg(l+1' e)
Corollaire : correctg(s+1,e) AC(s+1,e) = correctg(l,e)
(c’est le lemme avec les environnements de liaison <> et [).
Preuve. La démonstration se fait par induction sur la structure de e en supposant correctg(l+s—+1',¢) et
cl+s+1e).
1. e=id"
correctp(l +I’,id") est vrai par définition.
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2. e=id,
C(l+ s+1,e) est faux par définition et donc I'implication est vraie.

.e={id=u,...}
De correctg(l+ s+, {id =u,...}) on déduit correctg({id,...} +1+s+1,u) et de C(I+s+1, {id =
u,...}) on déduit C({id,...} + 1+ s+ 1’,u). On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence aux
expressions u avec les environnements de liaison {id,...} +1 et I, et il vient: A correctg({id,...} +
I+ 1,u) et donc correctg(l + 1, {id = u,...}).

4. e=u#v
De correctg(l+s+1',u# v) on déduit correctg(l+s+1',u) et de C(I+ s+1',u) on tire C(I+s+1',u).
On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence et il vient correctg(l+1’,u). Il en va de méme pour
v et donc on a: correctg(l + ', u#v).

5. e=u.v
De correctg(l+ s+ 1',u . v) on déduit correctg(l + s +1',u) et correctg(Dom(u) +1+ s+ 1',v). Et
de C(l + s+ U',u + v) on déduit C(I + s + ', u) et C(Dom(u) + ! + s + I’,v). On peut donc appliquer
I’hypothése de récurrence a u avec les environnement de liaison [ et I’ et & v avec les environnements
de liaison Dom(u) + [ et I’. Il vient correctg(l + I’,u) et correctg(Dom(u) + { + I, v) d’ou le résultat
correctg(l +U',u « v).

O

LEMME X.22 Ve € ¥,Vu,--- € ,Vl € &1, correct(l,{id=wu,...}.e)AC({id,...} +1,e) = correct(l,e)
Preuve. En appliquant les corollaires des lemmes (X.20) et (X.21). O

X.6.4.3 Le théoréme de correction de la réduction

Nous avons enfin les outils nécessaires & la preuve du théoréme de correction de la réduction. Pour
montrer :

THEOREME X.2 (L’EVALUATION PRESERVE LA CORRECTION)

Vee Yo, e—se =€ e

nous montrons :

THEOREME X.3 (LA REDUCTION PRESERVE LA CORRECTION)
Ve € $,Vp € €k, correctg(p) A correct(p,e) Apt e — e = correct(p,e)

Preuve.
La formulation du théoréme avec p = e permet d’établir que Ve € Y¢,e — €’ = ¢’ € X¢. En itérant ce
résultat, on a le théoréme (X.2).

La démonstration du théoréme se fait par induction sur la structure d’une preuve de réduction en inspec-
tant chaque régle de réduction. On suppose vraie les prémisses de 'implication et on montre la conclusion.

1. Régle Ref™
On ae=e =id" et donc correctg(p,e’) = correcty(p, e) qui est vrai par hypothése.

2. Reégle Refc
Par hypothése on a correctg(p) et on en déduit correctg(p,v) et donc, par le lemme (X.12), on a
aussi correctg(p,v’).

3. Regle Ref-¢
On a e = ¢’ =id, et donc correctg(p,e’) = correcty(p, e) qui est vrai par hypothése.

4. Regle {...}
Des hypothéses on déduit avec le lemme (X.16) que correctg(Nenv(p, {id = u,...})). On en déduit
aussi que correctg({id, ...} +Domg(p), u) et en appliquant le lemme (X.6), que correctg(Nenv(p, e), u).
On a donc les hypothéses nécessaires pour appliquer I’hypothése de récurrence aux u avec I'environ-
nement d’évaluation Nenv(p, e) et déduire que l'on a correctg(Nenv(p,e),u') pour toute partie droite
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u tel que Nenv(p,e) F u — u'. Donc on a bien /A correctg(Nenv(p,e),u), la conjonction portant sur
toutes les parties droites de e, c’est-a-dire qu’on a correctg(p, €’).

Régle #4

On a correctg(p, {id = u,...}) et correctp(p, {id' =u/,...}) a partir de 'hypothése corrects(p, e).
On en déduit correctg(p,{id = u,...,id = u/,...}) a Vaide du lemme (X.19). On applique alors le
lemme (X.9) pour conclure qu’on a bien correct(p, {id =u,...,id =u',...}).

Reégle #2

On suppose que p F v — u/. De correcty(p,u#v) on tire correctg(p,u). On peut donc appli-
quer I’hypothése de récurrence et on déduit correct(p,u’). Si u ne se réduit pas, on a par hypo-
theése correct(p,u’). Il en va de méme pour v. On a donc correct(p,u’) A correct(p,v’) c’est-a-dire
correct(p, u#v).

Régle .s,

Il suffit d’appliquer le lemme (X.22) pour obtenir correct(p,v).

Reégle .g,

De I’hypothése correct(p, e) on tire correct(p, u) et donc, si p - u — u’, on peut appliquer ’hypothése
de récurrence pour déduire correct(p, u’). Sinon, p - u —¢ v’ avec u’ = u et on a aussi correct(p, u’).
Par le lemme (X.16), avec I'hypothése correctg(p), on déduit qu’on a aussi correctg(Nenv(p,u')). De
I’hypothése on tire aussi correct(Nenv(p, u),v) et on en déduit correct(Nenv(p,u'),v) car
Domg(Nenv(p, u')) = Dom(u’) + Domg(Liftg(p)) = Dom(u) + Domg(Liftg(p)) = Domg(Nenv(p,u)) (on a
Dom(u) = Dom(u') car u € SYs donc u’ € SYS).

On a donc correctg(Nenv(p,u')) et correct(Nenv(p,u’),v) ce qui permet d’appliquer ’hypothése de
récurrence et il vient correct(Nenv(p,u’),v’).

En combinant les deux résultats, on a correct(p, u’)Acorrect(Nenv(p, u'),v') c’est-a-dire correct(p, u’
v').

Reégle .—g,

De I’hypothése correct(p, e) on tire correct(p,u) et donc on peut appliquer ’hypothése de récurrence
pour déduire correct(p,u’).

De I’hypothése on tire aussi correct(Dom(u) 4+ Domg(p),v), donc correcty(x + Domg(p),v) puisque
u € Svs. On peut donc appliquer le corollaire (X.17) pour en inférer correctg(Dom(u') 4+ Domg(p), v).
11 suffit alors d’appliquer le lemme (X.12) pour déduire correct(Dom(u’) + Domg(p),v').

Par conséquent on a correct(p, u’) A correct(Dom(u’) + Domg(p),v") c’est-a-dire correct(p,u’ . v').
Reégle .—g,

Pour ce qui concerne u et u', le raisonnement est le méme que dans le cas .g, et on aboutit a
correct(p,u’).

Puisqu’'on a correct(p,u’), en appliquant le lemme (X.16) on a correctg(Nenv(p,u’)). De plus,
u,u’ € Svs et donc Dom(u) + Domg(p) = Dom(u') + Domg(p) = Domg(Nenv(p,u’)). Donc, a partir de
correct(Dom(u)+ Domg(p), v) déduit de 'hypothése, on a correct(Nenv(p, u’),v). Si Nenv(p,u') - v —
v, on peut alors appliquer ’hypothése de récurrence a v et de déduire correct(Nenv(p,u’),v’). Si
Nenv(p,u') F v —q v/, alors v" = v et on a encore correct(Nenv(p,u’),v’).

Par suite, on a correct(p, u’) A correct(Nenv(p,u),v’) ce qui permet de conclure correct(p,u’ . v’)
et d’achever la preuve.

O






Chapitre XI

Eléments d’implémentation et exemples
de calculs sur les amalgames

XI.1 Eléments d’implémentation en Mathematica

Un premier évaluateur des amalgames a été développé de maniére autonome en Mathematica. Il est fondé
sur la sémantique opérationnelle que nous avons décrite dans le précédent chapitre. L’intégration du calcul
des amalgames en 81/2 est en cours d’implémentation et sera décrite dans la derniére partie de ce document.

Nous donnons ici quelques éléments de I'implémentation des régles de réduction des amalgames en Mathe-
matica. On trouvera dans 'annexe B ’ensemble des régles Mathematica permettant une évaluation des exemples
que nous donnons dans ce chapitre, excepté pour ’exemple de la structuration objet d’'un programme 81,2
qui fait intervenir ’aspect stream de 81/2 (cf. section XI1.3.4, page 169).

XI.1.1 Principe de implémentation

Les régles de la sémantique opérationnelle correspondent & la spécification d’un évaluateur. L’évaluation
d’un terme des amalgames se fait par réductions successives, jusqu’a ce qu'une forme normale soit atteinte,
quand elle existe.

Mathematica [WoI88| est un environnement de calcul symbolique, c’est-a-dire que c’est un systéme de
réécriture qui manipule des arbres syntaxiques. Les régles de réécriture spécifiées en section X.3.2 page 137,
doivent étre traduites en régles Mathematica. A chaque régle de réécriture de la sémantique va correspondre une
régle de réécriture Mathematica qui consiste & parcourir I'arbre syntaxique d’une expression des amalgames,
et a effectuer un traitement en fonction du type du nceud de 'arbre traité. Nous avons montré que le systéme
de réécriture était déterministe, et en particulier qu’a chaque expression s’appliquait au plus une régle. On
peut donc associer a chaque régle de la sémantique une régle Mathematica unique. Les prémisses d’une régle
de la sémantique correspondent a des calculs auxiliaires.

Avant de pouvoir effectuer un traitement sur les nceuds de ’arbre, il est nécessaire de représenter, en
Mathematica, les deux objets principaux de la sémantique :

— une expression des amalgames,

— l'environnement d’évaluation p.

Nous ne détaillerons pas ici la définition de I'environnement de liaison. Le lecteur intéressé par sa représen-
tation se reportera & l'annexe B ou figure I’ensemble du code Mathematica d’évaluation des amalgames.

159
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Elément de ¥ || Traduction en Mathematica

id" Up[n, id]

id,, H Scopel[n, id]
id I Up[0, id]

{...} I SYS[ ... ]

id=c¢e “ LET[id, e]

uFHv || Plus[u, v] ou utv
UV || Dot[u, v] ou u.v

TAB. 1 — La traduction d’expressions d’amalgames en Mathematica.

XI.1.2 Représentation d’une expression d’amalgames

L’objet de base du langage Mathematica est I’expression : c’est un objet de la forme T[ ... Jou ... re-
présente une ou plusieurs sous-expressions. On appelle T la téte de ’expression. En utilisant la représentation
classique d’une expression sous la forme d’un arbre syntaxique, avec les opérateurs en position nodale, on re-
présente en Mathematica une expression d’amalgame en définissant une téte différente pour chaque opérateur
différent des amalgames. La table 1 décrit la traduction d’expressions d’amalgames en Mathematica.

Il apparait que la traduction d’expressions des amalgames est immédiate. Par exemple, ’expression :
{a:l,b:{c:al},d:ul.v,e:f#g} (1)

est traduite en:
SYS[LET[a, 1], LET[b, SYS[LET[c, Scopell, allll, LET[d, Dot[Up[1l, ul, Upl[O, v11],
LET[e, Plus[Up[0, f], Up[0, glll]

Pour des raisons de simplicité, il a été défini en Mathematica un lecteur qui effectue la traduction d’une
expression entrée sous la forme Sys[id = e] ou e est une expression de X7 (seuls les opérateurs + et . sont
utilisés en lieu et place de # et .). Par exemple, la forme externe de ’équation (1) est:

Sys[a=1, b=Sys[c=Scopell, all, d=Upl[1, ul.v, e=f+g]

Le lecteur effectue de plus une traduction des expression de X7 en expressions de X¢ (cf. section X.2.2,
page 133).

XI.1.3 Représentation d’un environnement d’évaluation p

Nous avons défini un environnement d’évaluation, p élément de &g, comme une liste de fonctions qui
associaient & un identificateur 'expression qui lui était associée. Le n€élément de p correspond a l’ensemble
des définitions qui apparaissent au n€scope. Par exemple, dans ’expression suivante :

{a=1,b=2,c={d=1,e=2}}
au niveau du systéme ¢, ’environnement d’évaluation p est égal a:
p = <[d—1lie—2[a—1b—2,c—{d=1e=2} >

Nous utilisons le fait que Mathematica est un langage permettant la manipulation de régles de réécriture pour
représenter p. Les régles de réécriture sont représentées sous la forme de listes (les listes sont représentées en
Mathematica entre accolades, chaque élément étant séparé par une virgule) de couples 1-> r ou 1 représente
le membre gauche de la régle et r le membre droit de la régle [vL90]. Par conséquent, I’environnement de
I’exemple ci-dessus est représenté sous la forme d’une liste de listes de régles de réécriture :

{{d -=>1, e -> 2}, {a ->1, b -> 2, ¢ -> SYS[LET[d, 1], LET[e, 2113}

Cette représentation permet, lors de la substitution d’une référence liée par sa définition, d’utiliser la capacité
de Mathematica & réécrire une expression par l'utilisation de 'opérateur ReplaceAll.
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XI.1.4 Traduction d’une régle de la sémantique opérationnelle en Mathematica

Les régles de réécriture de la sémantique opérationnelle sont définies par inférence sur la structure des
termes de . Certaines régles sont gardées par une condition. La traduction de ces régles en Mathematica est
immeédiate. Certaines régles ne peuvent s’appliquer que si leurs prémisses ont pu étre déduites. Pour cela,
on a besoin de savoir si p - e —,, ¢ s’applique avec n = 0 ou n = 1. On utilise le théoréme reliant C()
et la notion de forme normale (cf. section X.4.2, page 138) pour remplacer cette prémisse par un calcul du
prédicat C().

On définit I’évaluateur Eval[env_] [e_] ol env_ est un environnement d’évaluation et ol e_ peut s’ins-
tancier avec n'importe quelle expression qui correspond a la spécification de env - e — Eval[env] [e]. Par
exemple, la régle de substitution d’une référence liée (cf. section 3, page 139) se traduit en Mathematica:

Evall[env_List][Scope[n_, id_]] := With[{e = id /. env[[n+1]1]},
If [RC[EnvToScope[env],e] [Bind [EnvToScope[env]] [e]l, Scopeln, id]1]1]
Cette régle de réécriture nécessite deux arguments: un environnement (de type liste) et un argument de type
Scope oil les deux arguments de Scope sont nommés n et id!'. Une variable locale, e est définie. Elle est
égale a la valeur de id dans le n€scope définit dans env?. Si la substitution de e dans env est C(), alors
la valeur de I’évaluation est la liaison de e dans I’environnement, calculé & partir de env, sinon 1’expression
Scopel[n_, id_] est inchangée.

Il apparait que le traitement de l’expression est identique a la spécification de la régle de la sémantique
opérationnelle pour ce qui concerne le traitement de la réduction d’un élément de SCOPE.

XI1.2 Exemple d’expressions d’amalgame purs

XI1.2.1 Exemple du calcul de fonctions booléennes

Le calcul d’une fonction booléenne peut étre effectué en utilisant uniquement les opérateurs de conjonction
et de négation. Il est aussi possible de définir ces opérateurs a partir de leur tables de vérité [Aum?77]. Nous
donnons ici un exemple de traduction des opérations logiques not et and en amalgames.

XI1.2.1.1 La fonction booléenne not

L’expression suivante® définit une fonction booléenne not ot valeur est une donnée du premier systéme
défini, la négation de valeur apparaissant comme la valeur de la seconde expression :

NOT = {valeur = vrai®,
premier = {vrai = f°, faur = v°} . valeury,
second = {f = fauz®,v = vrai®} . premier,}

Le calcul de la négation de valeur (qui appartient a I'ensemble {vrai, faux}) s’effectue séquentiellement en
deux temps:

1. Deux équations sont définies dans le premier systéme. Ces équations définissent deux definiens f et v
accessibles respectivement par leur definiendum vrai et fauzx. Si valeur est égal & vrai, alors c’est la
référence f qui est sélectionnée, v sinon.

2. Une fois que le premier systéme s’est évalué en v ou f en fonction de valeur, la sélection de premier
dans le second systéme permet de convertir la référence en un élément de ’ensemble des booléens
{vrai, faux}.

1. Cette construction est similaire & la fonction ML: 1let f = function x -> x+1 ou le paramétre de la fonction f est identifié
a la variable x.

2. La notation « /. » est synonyme de ReplaceAll qui applique une liste de régles de réécriture & un argument et a pour
valeur le membre droit de la régle qui peut s’appliquer sur cet argument (s’il existe) ; I’expression [[[n]] a pour résultat le
ne élément de la liste [.

3. Qui s’inspire trés librement de [Dam94c, pp 66].
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L’algorithme utilise une conversion de valeur en un terme de {v, f} en associant & une valeur vraie un terme
qui représente la valeur fausse, et inversement, puis une conversion en un terme correct des booléens. Nous
donnons les réductions de ’expression ot valeur est instanciée avec vrai:

NOT {V, premier = {vrai = f°, faux = v°} . vraio, second = {f = fauz’, v = vrai’} . premier,}
{V, premier = {fgrai = f°, fauz = UO}O. 1o, secon(;i = {f = fauz®,v = vrai’} . premier,}
{V,premier = [~ second = {f = fauz”,v = vrai } . premier,}

{V, premier = f°, second = {f = fauz®,v = vrai®} . fo}

(v, premier = f°, second = {f = fauz®,v = vrai’} . fauz"}

{V, premier = 19, second = fau:co}

Ll

ou V représente l'expression valeur = vrai®.

XI1.2.1.2 La fonction booléenne and

En utilisant un schéma de traitement similaire a celui adopté pour 'exemple précédent, nous montrons
comment utiliser les amalgames pour représenter le calcul de la fonction logique dyadique and. L’expression
suivante :

AND = {r={ {vl= faux,
v2 = vrat,
prem = {faux = f,vrai = autre} . vl,
et = {f = faux,autre = v2} . prem}}}}

définit les definiendum v1 et v2 qui sont les paramétres de I'expression. L’expression utilise le codage de
la fonction and pour effectuer I'opération entre les deux valeurs: si v1 est faux alors le résultat (donné par
et) est égal a f qui est ensuite converti en la valeur booléenne faux, sinon c’est la valeur de vl (& travers
le definiens autre) qui est sélectionné. Nous donnons les réductions pour des valeurs de (v1,v2) égales a
(fauz,vrai):

AND {r ={V,prem = {fauz = f°,vrai = autre’} . fauz,,et = {f = fauz’, autre = vrai’} . prem,}}
{r={V,prem = {faux = f°,vrai = autre’} . f° et = {f = fauaz®, autre = vrai®} . prem,}}
{r={V,prem = f° et = {f = faua®, autre = vrai®} . prem,}}

{r={V,prem = f° et = {f = fauz®, autre = vrai®} . fo}}

{r={V,prem = f° et = {f = fauz®, autre = vrai®} . fauz"}}

{r={V,prem = f° et = fauz"}}

Lo

ou V représente les définitions vl = fauzx,v2 = vrai. Pour les valeurs (vrai,vrai), nous avons:

AND {r ={V,prem = {faux = f°,vrai = autre’} . vraio, et = {f = fauz’, autre = vrai’} . prem,}}
{r = {V,prem = {fauz = f°,vrai = autre’} . autre’, et = {f = fauz®, autre = vrai®} . prem,}}
{r ={V,prem = autre’, et = {f = fauz®, autre = vrai’} . prem,}}

{r = {V,prem = autre’, et = {f = fauz®, autre = vrai®} . autrey}}

{r = {V,prem = autre’, et = {f = fauz’, autre = vrai’} . vrai’}}

{r = {V,prem = autre®, et = vrai’}}

Lerrd

ou V représente les définitions vl = vrai,v2 = vrai.

XI1.2.2 Codage de Parithmétique en amalgames

Nous allons illustrer le fait qu’on peut traduire les fonctions arithmétiques récursives en une expression
des amalgames. Cela montre la puissance d’expression formelle du calcul sur les amalgames. Cependant, nous
ne démontrerons pas ce résultat de maniére rigoureuse.

Nous nous restreindrons a la classe des fonctions totales. En effet, le schéma de traduction que nous
proposons n’assure pas la non-terminaison du calcul de 'amalgame associé & 'application d’une fonction sur
des arguments n’appartenant pas au domaine de définition. Par contre, rien ne permet d’affirmer qu’il n’est
pas possible de spécifier une autre notion de définissabilité par amalgame qui permettrait de faire coincider
fonctions « qui bouclent » et expressions n’ayant pas de forme normale.
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Nous commencons par rappeler la définition des fonctions arithmétiques récursives?, puis nous définirons
une notion de définissabilité par les amalgames et nous esquisserons le codage des fonctions arithmétiques
par les amalgames. Le codage proposé a été implémenté sous Mathematica par une fonction qui traduit une
fonction arithmétique récursive en un terme de X7, lui-méme traduisible en un terme de Y. L’exemple de
I’addition est détaillé. Nous détaillons dans 'annexe C le source Mathematica du traducteur de ’arithmétique
dans les amalgames.

XI1.2.2.1 Rappel: les fonctions arithmétiques récursives

DEFINITION XI.1 Une fonction numérique est une fonction (totale) ¢ : NP — N.

Les fonctions numériques de base U?, S, Z sont définies par :

UF(no,...,np) = ni, 0<i<p
(n) =n —|— 1
Z() =
Notations: on abrége ni,...,n, par 7. Avec cette notation, U’ (ng,...,n,) devient U (7).

DEFINITION XI.2 Soit A un ensemble de fonctions numériques.

A est clos par composition si pour tout ¢ défini par
(i) = (1(7), . . ., i (7))
avec ¢,1; € A, alors on a aussi ¢ € A.
A est clos par récursion primitive si pour tout ¢ défini par
©(0,7) = ¢(1)
@(I + 15 TL) = 1/)(:175 QD(IZ?, 7»/11(”), M ¢p(n)))
avec ¢, 1, 1; € A, alors on a aussi ¢ € A.

A est clos par minimisation si pour tout ¢ défini par
(i) = Min{z : ¢(z,7) = 0}
avec ¢ € A et tel que Vi, Im, ¢(m, 1) = 0, alors on a aussi ¢ € A.

DEFINITION XI.3 La classe R des fonctions arithmétiques récursives est le plus petit ensemble contenant
les fonctions numériques de base. Il est clos par composition, récursion primitive et minimisation.

X1.2.2.2 Deéfinissabilité par amalgames

DEFINITION XI.4 (REPRESENTATION DES ENTIERS DANS ¥) Pour chaque n € N un terme "n? € X est
défini de la maniére suivante:

07 = {b = vrai®}
"n4+17={p="n",b= fauz’}

DEFINITION XI.5 (DEFINISSABILITE PAR AMALGAMES) Soit ¢ une fonction numérique d’arité p. On dit
que @ est définissable par amalgame, ou encore a-définissable, si il existe un systéme s tel que:

vit, st Ty ={al =", ap="np ) o s — {valeur =Tp(R)7, ...}
Les ... dans le résultat indiquent que s doit étre un systéme qui doit spécifier au moins une définition pour
valeur et qui peut contenir d’autres définitions si cela est nécessaire. Les noms al, a2... sont, par convention
les noms donnés aux arguments de ¢ et qui ne sont pas définis par ailleurs. Le terme s peut dépendre de ces
noms.

4. La définition que nous donnons différe dans les détails de la définition usuelle mais elle est équivalente. Nous adoptons
cette définition car elle est plus pratique a traduire.
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X1.2.2.3 Le codage de P’arithmétique

Les fonctions arithmétiques de base sont définissables par amalgame: il suffit de prendre les termes

Ur = {valeur = ai}
{valeur = {p = al,b = fauz"}}

S
Z {valeur =707}

La fonction numeérique P, telle que P(n + 1) = n est définissable par amalgame, on prend:

P = {valeur = al . p}

Les fonctions définissables par amalgames sont closes par composition. En effet, soient ¢,¢1,...1, a-
définies par G, H1, ..., Hm, alors

o(1) = ¢(1h1 (1), . . ., Y (7))
est définie par:

{ waleur = args .G,
args = {al =H1 . valeur,...,am = Hm . valeur} }

Il est maintenant nécessaire de définir une forme conditionnelle: Az, y, z.(si = 0 alors y sinon z). Cela
se fait grace au champ b de la représentation d’un nombre qui nous permet d’extraire une référence libre
servant d’aiguillage. Mais attention : il ne faut pas que cette référence libre soit capturée et devienne liée.
Par convention, le terme ifZ, , . représente

{ codeCond = =x.b
codeVrai = vy,
codeFaur =z,
vallf = aiguillage® . codeCond, }

sachant que aiguillage sera défini plus tard comme :
Branchement = {vrai = stop® . codeVrais, faux = stop® . codeFauzs}

une fois qu’on a extrait wvallf de ifZ. La référence libre stop a pour but d’empécher la liaison des réfé-
rences libres vrai%et fauxoqui apparaissent dans code Vrai et codeFauz. On s’en débarrasse en fournissant une
définition inoffensive a stop, par exemple stop = {}.

La méthode utilisée pour définir un schéma d’appel récursif consiste & créer une expression correspondant
au terme traduisant la fonction mais ne contenant aucune référence liée et & fournir la liaison de ces références
au moment de ’appel de la fonction.

Les fonctions définissables par amalgames sont closes par récursion primitive. Nous allons détailler le
schéma pour une fonction ¢ & deux variables, en utilisant la conditionnelle et le schéma récursif: soit la
fonction ¢ définie par ¢(0,y) = ¢(y) et p(z + 1,y) = ¥(x, o(x,11(y))) avec ¢ a-défini par F, ¢ a-défini par
G et i1 a-défini par H. Alors ¢ est a-défini par (z et y sont les noms utilisés pour les arguments de ) :

{valeur = walue . finalval
value = { finalval = {stop = {}} . (recval . vallf),
fCt = ifzz(’, G[y°], F[z9, parameter . (call.vallf)]
recval = {call = {X = 2' . p,Y = H}, aiguillage = Branchement} .
{z ="n1 7y = "na ", parameter = {x =X,y =Y}} . fet)}}

De la fagon dont nous avons présenté les choses, il doit étre évident au lecteur qu’il nous importe peu de
décrémenter x ou de I'incrémenter dans le schéma de la récursion primitive: cela donne lieu naturellement 4
I'implémentation de la minimisation.
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X1.2.2.4 Exemples de calcul d’expressions arithmétiques

A cause de I'imbrication des définitions, il est nécessaire de générer un nouveau nom pour les arguments
lors de chaque application de fonction, ou bien de gérer les accés par des exposants. Ceci explique les numéros
arbitraires derriére les noms de variables. Voici, a titre d’exemple, la traduction de UZ(S(U?), S(UZ))(1,0):

{valeur =
argd8 =
argd9 =

{val21 = arg51,arg50 = {p = arg49,b = fauz’},arg51 = {p = argd8,b = fauz"}} . val2l,
{p={b=vrai®},b = fauz"},
{b = vrai®}}

terme dont le résultat de I’évaluation est :

{valeur =
argd8 =
argd9 =

comme on s’y attendait.

{p={p={b=vrai’},b = fauaz"},b = faua"},
{p={b= vmio}, b= fauxo},
{b = vrai®}}

La définition de ’addition prend la forme suivante :

add(0,n) =n

add(n + 1,m) = add(n,S(m))

d’ott les fonctions ¢ = Ui, 1 = U2,4; = S. La traduction de

add(2,1)

donne le terme (les variables Tmpx sont des méta-variables utilisées pour afficher le terme par morceaux, ce
ne sont pas des identificateurs de ID):

add(2,1) = {valeur
arg82
arg83

Tmpl = {recval
finalval
fctb

Tmp2 = {call
atguillage

Tmp3 = {val34
arg84
arg85

qui s’évalue® en le terme

{valeur =
a82
a83 =

Tmpl
{p={p={b=vrai’},b = fauz’},b = fauz"},
{p=1{b= m‘aio}, b= fauxo}}

Tmp2,
{stop6 = {}} . recvaly,
{valif = aiguillage® . codeConds,
codeCond = z6° . b°,
code Vrai = {val36 = arg86,, arg86 = y60} . val36o,
code Faur = {val37 = arg88,, arg87 = z6°, arg88 = call® . retvalueo} « val37o
1} . finalval,

{X6 =x6" . p°, Y6 = Tmp3, retvalue = param® . fct6° . valif°},
{vrai = stop6® . codevrai', fauz = stop6® . codefauz'}}
{26 = arg82;,y6 = arg83,, param = {z6 = X6O, y6 = Y6°1) . fctb, . valifo
3 3 2
compb = arg85,,val35 = {p = comp6,,b = fauz . val3bo,
6 85,,val35 6,,b = fauz’ 135
:061,
y61} . valddg

attendu :

{p={p={p={b=vrai®}, b= fauz"},b = fouz"},b = fauz"},
{p=1{p={b=rai’},b = fauz’},b = fauz"},
{p={b=vrai®},b = fauz"}}

5. T’évaluation nécessite 37 pas d’évaluation et 450 secondes environ sur une HP 9000/770 avec Mathematica (2.2). Evidement,
ce n’est pas trés efficace, mais le codage de ’arithmétique dans les amalgames purs est surtout un exercice formel.
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XI1.3 Extension du calcul sur les amalgames aux types de bases

Les régles que nous avons données pour la sémantique opérationnelle des amalgames définissaient des
régles de réduction pour les amalgames purs c’est-a-dire uniquement 1’ensemble définissant le fonctionnement
des références libres, liées, 'opérateur de concaténation, de sélection et le systéme. Pour rendre cet évaluateur
utilisable, il est nécessaire d’y ajouter les constantes et les opérations arithmétiques de base ainsi que la
conditionnelle. Nous n’étendrons pas d’avantage la sémantique ici, car c’est 'objet de la derniére partie de
ce document que d’étudier I'intégration des amalgames et des GBF dans le langage 81/2.

XI.3.1 Les régles de réduction
Nous étendons la grammaire des expressions pour prendre en compte de nouvelles expressions. Le langage
¥z devient le langage X7+ égal a: X7 augmenté de la conditionnelle IfThenElse(e;, €hen, Ceise); des 0pé-

rations binaires +, —, %, / et des entiers N. Les sous-langages X et X¢ s’étendent naturellement aux nouvelles
constructions ainsi que les fonctions précédemment définies.

XI1.3.1.1 Reéduction d’une opération binaire

. EN)A(c €N)
b « ?
ZnopCte o Fec binop o — ¢ {C” =c bZTlOp C/ ( )
. - | phv—m
binop pPromt P2 mT 1<nim<2 (3)

p Fubinopv — u binop v’

REG. 11 — Réduction d’une opération binaire entre deuxr constantes.

La régle (2) définit la valeur d’une opération binaire entre deux constantes. La régle (3) spécifie la valeur
d’une opération binaire entre deux ezpressions. Ces deux expressions doivent étre réduites pour pouvoir
réellement effectuer ’opération. Nous utilisons ici le méme mécanisme de macro-expansion que nous avons
décrit pour les précédentes régles de la sémantique. En effet, la régle sur les opérateurs binaires doit s’appliquer
si au moins une des deux expressions v ou v ne sont pas des constantes. Plutot que de spécifier un ordre
de réduction (de la gauche vers la droite par exemple), nous spécifions uniquement que cette régle peut
s’appliquer si une des réductions en prémisse peut s’exécuter.

XI1.3.1.2 Réduction de la conditionnelle

Condy phe—¢ e/ ¢ BooL (4)
p b IfThenElse(e, u,v) — IfThenElse(e’, u,v)
Cond ple— true e € Boor (5)
t p F IfThenElse(e, u,v) — u ‘
(o fal
Cond; prc——2ase e € Boor (6)

p b IfThenElse(e,u,v) — v

REG. 12 — Réduction de la conditionnelle.

Le traitement de la conditionnelle par les régles (4), (5) et (6) est classique: la condition est évaluée
jusqu’a ce que la condition soit un élément de BooL. Tant que la condition est une expression, il n’est pas
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souhaitable d’évaluer les branches vraies ou fausses: seule une des deux branches doit étre effectivement
évaluée, celle qui est sélectionnée par la condition. Une fois la condition devenue un élément de Bool, alors
la valeur de la conditionnelle est la valeur de la branche correspondante.

Les opérations que nous avons définies précédemment s’étendent naturellement au traitement de la condi-
tionnelle. On considére la conditionnelle comme un opérateur ternaire classique. On définit les extensions
sur Y7+ des fonctions définies sur les termes de X :

correctp(l, IfThenElse(u, v, w))
correcty(l, IfThenElse(u, v, w))
bind(l, IfThenElse(u, v, w))
IdToRef(IfThenElse(u, v, w))
Lift(n, IfThenElse(u, v, w))
C(l, IfThenElse(u, v, w))

correctg(l,u) A correctg(l,v) A correctg(l, w)
correcty(l,u) A correcty(l,v) A correct(l, w)
IfThenElse(bind(l, u), bind(l,v), bind(l, w))
IfThenElse(IdToRef(u), IdToRef(v), IdToRef(w))
IfThenElse(Lift(n,u),Lift(n,v),Lift(n,w))
C(l,u) AC(l,v) AC(l,w)

XI1.3.2 Calcul d’une fonction récursive

Le calcul des fonctions récursives primitives dans le formalisme des amalgames utilise la conditionnelle
que nous avons introduit au début de cette section. Un mécanisme de génération récursive d’arbre avec une
décoration de I’arbre lors de sa construction permet la définition de fonctions récursives. Une expression qui
est « gelée » est reproduite avec un compteur qui est décrémenté a chaque réplication. Quand la valeur du
compteur est nulle, alors on fournit une définition qui « dégéle » I’expression et permet la réduction effective
de ’arbre généré. Le schéma général de récursion est explicité par ’expression suivante :

{parameter = {x = x* — 1},
fet =1f(2° <0,C, F(z°, arg® . fet?)),
value = {arg = parameter,} . {z =4} . fety)}

Un germe (parameter) définit une constante () qui est égale & sa valeur dans le scope englobant, moins un.
Le definiendum fct définit une expression qui est égale & la constante C' si la constante x du scope courant est
égale & zéro, sinon qui est égale & arg® . fcto. Enfin, nous avons un systéme value qui définit une évaluation
de fect dans un environnement ol arg est lié & parameter et qui fournit une valeur a x. Ces définitions
correspondent & une équation récursive dans la mesure ot dans fct, arg® est une référence libre qui peut se
lier & lexpression arg = parameter; ainsi que x et fct. La génération de la structure récursive cesse apres
x « dépliages » (ici 4) du germe. Par exemple, I’évaluation de I’expression ci-dessus a pour résultat :

{parameter = {x = x* — 1},
fet =1f(2° <0,C, F(z°, arg® . fet?)),
value = F(4, F(3,F(2,F(1,C))))}

ou F(a,b) représente une fonction quelconque de paramétre a et b.

L’utilisation de ce schéma général de récursion permet le calcul de fonctions récursives classiques telles
que factorielle, fibonacci... Nous donnons a titre d’exemple les expressions correspondant au calcul de la
fonction factorielle :

{parameter = {x = 2' + —1},
fet =1f(2° < 0,1, (arg® . fct®)20),
value = {arg = parameter,} . {r =V} . fety}

et fibonacci:

{parameter = {x = 2* + —1},
fet =Tf(2° < 1,1,arg® . fet' +arg® . (arg® . fct®)),
value = {arg = parameter,} . {r =V} . fety}

ou V représente la donnée du calcul. La figure 1 représente le détail du calcul de la fonction factorielle ou
V' & la valeur 6, et qui correspond donc au calcul de 6!, obtenu en 28 étapes de réduction. Les définitions
de parameter et fct ne changeant pas, on les a par conséquent remplacées par U et V pour des raisons de
concision.
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+ =13} . {& =6} . If(zg < 0,1,argy - fet®zg)}

{U,V,value = {arg = {z = =+

{U,V,value = {arg = {z = z* + —1}} . {z = 6} . argy - fetO 2o}

{U,v,value = {arg = {.'L-::nl + —-1}} s {z =6} . 6{z =21 + -1} . fectz}

{U,v,value = {arg = {z = z! + —-1}} + {z =6} . 6{xz =5} . If(zg < 0,1,argy « fct0 xg)}

{U, vV, value = {arg = {z = :r:i +—1}} « {2z =6} . 6{z =5} . args . fet 2o}
{L{,V,value:{arg:{z:m1+71}}.{:L':S}.G{m:S}.5{m:m1+71}.fct4} o

{U,v,value = {arg ={x =2~ + —-1}} . {x =6} . 6{x =5} . 5{z =4} . If(zg <0,1,argg « fet xg)}

{U, vV, value = {arg = {z =2 + —1}} « { =6} « 6{z =5} . 5{z =4} . argg « fctO zq}
{M,V,valuc:{arg:{z:a:1+—l}}.{z:G}.6{1:5}.5{::4}.4{:::1+—1}.fct5}
{L{,V,value:{arg:{z:m1+7l}} c{z=6} . 6{x =5} .5{x =4} .4{x =3} .If(xzg <0,1,argy « fctoa:o)}

{U, V, value = {arg = {z =2 + —1}} « { =6} « 6{z =5} . 5{z =4} . 4{z =3} . argy « fctxg}
{M,V,ualuc:{arg:{z:a:1+—l}}.{z:G}.6{::5}.5{1:4}.4{1:3}.3{x:zl+—1}.fct6}
{L{,V,value:{arg:{z:a:1+71}}.{1-:6}.G{a::S}.5{:1::4}.4{:1::3}.3{:1::2}.If(z0§0,1,arg5.fctoa:o)}
{L{,V,value:{arg:{z-:a:1+7l}}.{1:6}.G{a::S}.5{:1::4}.4{:1::3}.3{m:2}.arg5.fctoa:0}
{M,V,ualuc:{arg:{z:zl+—1}}.{z:G}.6{::5}.5{::4}.4{::3}.3{1:2}.2{x:zl+—1}.fct7}
{L{,V,value:{arg:{z:mi#»fl}}.{1‘:6}.G{a::S}.5{:1::4}.4{:1::3}.3{:1::2}.2{:1::1}.If(z0§0,%,a7‘96.fctoa:o)}
{U,v,value = {arg={x =2~ + —-1}} . {x =6} . 6{x =5} . 5{z =4} . 4{xz =3} . 3{xz =2} . 2{x =1} . argg . fct xzg}
{M,V,ualuc:{arg:{z:zl+—l}}.{1:6}.6{::5}.5{::4}.4{::3}.3{::2}.2{::1}.{z:zl+—1}.fct8}
{U,V,value = {arg = {z =2 + —=1}} « { =6} + 6{z =5} . 5{z =4} . 4{z =3} . 3{e =2} . 2{z =1} . {z =0} . If(zg < 0,1,argy « fect z()}
{M,V,value:{arg:{'t:a:l#»fl}}.{1:6}.G{a::S}.5{:1::4}.4{:1::3}.3{:1::2}.2{3::1}.{1‘:0}.1}
{M,V,ualuc:{arg:{z:zl+—l}}.{1:6}.6{::5}.5{::4}.4{::3}.3{::2}.2{::1}.1}
{M,V,ualuc:{arg:{z:zl+—l}}.{1:6}.6{::5}.5{::4}.4{::3}.3{::2}.2}
{Z/{,V,value:{arg:{z:a:l#»fl}}.{1:6}.G{a::S}.S{a::4}.4{a::3}.G}
{Z/{,V,value:{arg:{z:a:l#»fl}}.{1:6}.G{z:S}.S{m:4}.24}

{U,V,value = {arg = {z =2 + —1}} . {z = 6} . 6 {z = 5} . 120}

{U,v,value = {arg = {z = @t + —1}} « {x =6} . 720}

{U,v,value = {arg = {z = @t + —1}} . 720}

{U,Vv,value = 720}

FiG. 1 — Le calcul complet de 6! en 28 étapes. U et V représentent respectivement les définitions de
parameter et de fct qui sont constantes.

X1.3.3 Exemple de simulation créé par programme : croissance cellulaire d’une
racine

L’exemple de cette section n’a pas été choisi pour sa pertinence biologique, mais pour montrer sur un
exemple simple la construction calculée d’un programme. C’est un exemple de systéme dont D'espace des
états doit étre calculé conjointement & ’évolution du systéme.

L’exemple correspond & la croissance et au fonctionnement d’une racine. On suppose qu’une racine est un
ensemble de cellules organisées hiérarchiquement en arbre (au sens informatique du terme). L’activité d’une
cellule ¢ est modélisée par une variable dont la valeur dépend des cellules filles.

Il y a trois type de cellules: les cellules terminales qui sont « feuilles de la racine », les cellules de
branchement qui ont deux cellules filles, et les cellules normales qui ont une seule cellule fille. Seules les
cellules terminales sont capables de croissance: & chaque pas de temps, une cellule terminale se transforme
en une cellule de branchement ou en une cellule normale.

La simulation consiste & construire a chaque pas de temps I’arbre (informatique) qui représente la racine,
et & calculer simultanément la valeur qui caractérise chaque cellule.

Le programme correspondant est écrit entiérement dans le langage des amalgames, sans faire appel a
la notion de stream®. On émule donc I'évolution de la racine dans le temps en la construisant comme on
construit ’arbre des appels de factorielle :

{

Cell = {sval = Cwall, hval = Cval3},
BranchCell = {sval = Cval2, hval = Cuval },
EndCell = {sval =1, hval = Cval3},
param = {z=2'-1},

Fet = if 2 <0 then ec

6. Il est évident que dans le cadre d’une véritable simulation, on utiliserait ’aspect stream de 81,2, ce qui simplifierait la
simulation (dans ce cas, il n’y aurait pas besoin de gérer la récursion). Cependant, nous n’abordons l'intégration des amalgames
dans 81/2 que dans la partie suivante. Se contenter des amalgames pour coder y compris I’aspect temporel de la simulation,
permet de présenter un exemple auto-consistant.
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else(if Random() then c# {next = arg . Fct}
elsechb# {nextLeft = arg . Fct, nextRight = arg . Fct})

Thread = {arg = param, ec = EndCell, ¢ = Cell, ¢cb = BranchCell} . ({x = 3} . Fct)

RealThread = {Cvall =1+ next . sval,
Cval2 = 1+ nextLeft . sval + nextRight . sval,
Cwal3 = hval?,
Cvald = hvall/2,
loop = val} . (Thread # {hval = loop})
}

La traduction en amalgame associe un systéme incomplet a chaque type de cellule. Ce systéme incomplet
décrit 'activité de la cellule, mais les références vers les filles de la cellules (f, f1, fr) restent libres. On calcule
I’arbre de la racine avec la variable Thread. Cet arbre étant obtenu, on fournit les définitions nécessaires
pour instancier le calcul de la valeur de chaque cellule (& savoir, on définit Cvall, Cval2, Cval3, Cvald):
c’est I'équation associée & RealThread. x représente le nombre de pas d’évolution désiré. Voici un exemple

de résultat (nous ne donnons que I’expression de RealThread):
RealThread = {sval = 11

hval = 11/2
nextLeft = {sval = 7
hval = 11/4
nextLeft = {sval = 3
hval = 11/8

nextLeft = {sval = 1, hval = 11/8}
nectRight = {sval = 1, hval = 11/8}

}
nextRight = {sval = 3
hval = 11/8
nextLeft = {sval = 1, hval = 11/8}
nectRight = {sval = 1, hval = 11/8}

}
nextRight = {sval = 3
hval = 11/2
next = {sval = 2
hval = 11/2
next = {sval = 1, hval = 11/2}
}

loop = 11
}

Cet exemple montre comment on peut construire un espace arbitraire : ’arbre n’est pas un arbre binaire
régulier, mais le hasard intervient dans sa construction. Quand la racine est construite, il faut « la faire
fonctionner » ce qui correspond dans notre exemple & propager l'attribut sval des cellules terminales &
la racine de 'arbre (par exemple, cet attribut peut représenter la valeur énergétique de la séve) et & faire
redescendre I'attribut hval. Ce modeéle, bien que primaire, permet par exemple de faire dépendre la croissance
de la valeur des attributs (synthétisés ou hérités) et correspond donc & un mécaniste plausible de redistribution
des ressources dans la plante”.

XI1.3.4 Structuration de code et programmation orientée objets

Les notions de systéme et de concaténation de systémes permettent la manipulation d’environnements.
La composition de systémes permet de programmer des enregistrements extensibles. De plus, les valeurs
symboliques et la capacité & fournir des définitions manquantes vont nous permettre de définir un comporte-
ment similaire & ceux que 'on trouve dans les langages orientés objets. Il est possible de définir et composer
des fragments de programmes en exhibant un comportement de classe et d’instanciation de classe que 'on

7. C. GopiN, communication personnelle, (CIRAD) janvier 1996.
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trouve dans ces langages. Nous allons montrer & travers un exemple comment émuler un style programmation
proche de ceux des langages & objets.

Un systéme représente les notions de classe et de constructeur qui sont utilisées pour créer une instance
d’une classe. Les arguments nécessaires au constructeur sont les références libres du systéme. L’ instanciation
d’une classe correspond & la concaténation du systéme avec les arguments requis par le constructeur. L’ajout
de définitions supplémentaires, par 'utilisation de la concaténation, correspond au mécanisme d’héritage.

Un systéme complet (sans références libres) correspond & un objet comme c’est le cas dans les langages
a objets. Mais pour ce qui concerne 81,2, les valeurs de ’objet sont des tissus: il n’existe pas de notion de
message ni de méthodes. Le modéle objet qui correspond le mieux a l'esprit de ce qui est faisable en 81/2 est
le modéle « embedding based » ol toutes les informations qui concernent ’objet se trouvent dans celui-ci. 1l
est évident que les mécanismes évolués de protection et d’encapsulation qui sont proposés par les langages a
objets sont absents dans le modéle que nous proposons.

Pour illustrer ce style de programmation, on se propose de définir en suivant un style proche des langages
orientés objets, une modélisation de la trajectoire d’une planéte dans un mouvement circulaire uniforme
autour d’une étoile elle-méme en mouvement rectiligne uniforme. Pour ce faire, on définit une classe Mobile
d’objets animés d’'un mouvement. La classe Mobile est représentée par un systéme avec deux références
libres:

— 4nitiale qui représente la position initiale de l'objet,
dp qui représente les déplacements élémentaires de ’objet.

A T'aide de ces références libres, qui sont des vecteurs de deux éléments correspondant aux axes Ox et Oy, le
systéme M obile définit une position :

Mobile = {position@Q0 = initiale; position = $Mobile . position + dp};

L’attribut position de Mobile est un stream qui représente la trajectoire du mobile au cours du temps.

Une fois que Mobile est défini, nous pouvons définir une nouvelle classe d’objets : les objets mobiles avec
une vitesse uniforme. La classe U-T'rajectoire attend une position initiale (requise par la classe Mobile
dont il hérite) et un vecteur de vitesse pour pouvoir s’instancier :

U-Trajectoire = Mobile # {dp = vitesse}

Le systéme U-T'rajectoire est un systéme avec toutes les définitions du systéme M obile car c’est un systéme
étendu par les définitions de dp utilisé pour calculer les déplacements élémentaires avec une trajectoire
uniforme (on suppose que vitesse est une constante et est égale a la différence de la trajectoire uniforme
entre deux éléments consécutifs du stream). L’opération de concaténation rassemble ces deux systémes et
effectue les liaisons entre la référence libre dp qui apparait dans M obile et la définition de dp dans le systéme
anonyme complétant les définitions de U-Trajectoire.

On poursuit avec cet exemple en utilisant Mobile pour représenter la trajectoire circulaire d’une planéte
en révolution autour d’'une étoile (le soleil par exemple) qui se déplace suivant une trajectoire uniforme. La
classe C—T'rajectoire attend un rayon, un centre pouvant étre animé d’un mouvement quelconque, et une
vitesse angulaire :

C—Trajectoire = Mobile#{ initiale = {centre . 0,angle+ centre . 1},

dp = {dCC, dy},

ot = $,

+@o — 0.0,

t = ot + vitesse__angulaire,

dz@Q0 = —angle* 2.0 % cos(t) * sin(t),

dx = —angle * 2.0 % cos((t + ot)/2.0) x sin((t — ot)/2.0)+
centre .« 0 — $centre . 0,

dy@0 = —angle x 2.0 *sin(t) * cos(t),

dy = —angle * 2.0 *sin((t + ot)/2.0) * cos((t — ot)/2.0)+

centre . 1 — $center . 1}
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Il ne nous reste plus qu’a instancier les classes pour décrire le « systéme solaire » :

Etoile = U-Trajectoire # {vitesse = {1.0, 1.0}, initiale = {0.0,0.0}};
Planete = C-Trajectoire # {angle = 1.0, centre = Etoile . position}

La figure 2 illustre la trajectoire résultante de la planéte, une trajectoire circulaire se déplagant autour d’un
centre, I’étoile, qui elle, est animée d’une translation uniforme.
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Fic. 2 — Simulation d’un mouvement circulaire uniforme autour d’un centre lui-méme en mouvement rec-
tiligne uniforme.
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Chapitre XII

Intégration des GBF et des amalgames
dans 81/2: 'interpréte 81/2p

Dans la deuxiéme partie de ce document, nous avons cong¢u et développé une nouvelle structure de données
et des mécanismes déclaratifs de définition, pour la représentation des espaces homogénes : les GBF.

Nous avons défini et étudié dans la troisiéme partie de ce document une nouvelle structure de données et
des mécanismes déclaratifs de définition, pour la représentation des espaces hétérogénes : les amalgames.

Dans cette quatriéme partie, il est & présent temps d’étudier l'intégration de ces deux structures de
données dans le cadre du langage 81/2. Cette intégration est & l'origine d’une nouvelle sémantique formelle
pour 81/2, qui permet de manipuler les GBF et les amalgames comme de nouveaux types de collections. Cette
nouvelle sémantique, appelée 81/2p, est spécifiée a I'aide de régles de sémantique opérationnelle et s’incarne
dans un interpréte en cours de développement, implémenté en CAML.

Structure de la partie. Cette quatriéme partie est constituée de trois chapitres. Le premier chapitre
expose les principes de 'intégration des GBF et des amalgames dans 81/2. L’objectif est d’étendre la notion
de tissu afin de disposer de streams de GBF et de streams d’amalgames. Cela n’est pas possible dans le
cadre de l'ancienne sémantique des tissus & comportement statique, sémantique qui a été spécifiquement
orienté pour permettre la compilation des programmes 81/2 sur des architectures paralléles. Cela motive
donc le développement d’une nouvelle sémantique qui permet d’interpréter les nouveaux programmes : cette

nouvelle sémantique s’appelle 81/2p.

Le second chapitre (le chapitre XIIT) décrit la sémantique formelle du processus d’évaluation 81/2p. Nous
ne prouvons pas formellement que la nouvelle sémantique est une extension de la sémantique dénotationnelle
proposée dans [Gia91a], mais nous montrons sur des exemples que 81/2p calcule bien la méme horloge que
la sémantique dénotationnelle du compilateur 81/2.

Enfin, le troisiéme chapitre (le chapitre XIV) donne des exemples de programme 81/2p pris dans trois
domaines d’application trés différents: des structures de données dynamiques pour la combinatoire, des
exemples de calcul symbolique et la modélisation de processus de croissance. Ces exemples complétent les
exemples illustrant les amalgames et les GBF, et montrent I'intégration de ces deux nouveaux concepts dans
81/2p. Tous les exemples du chapitre ont été évalués par I'interpréte 81/2p dans sa version courante.

Structure du chapitre. Ce chapitre se décompose en trois sections. La premiére section introduit les
principes d’intégration des GBF et des amalgames dans 81/2. Le principe de base consiste & découpler le
traitement des streams et des collections et d’introduire ces nouvelles structures de données comme des
nouveaux types de collections.

La deuxiéme section traite de I'intégration des GBF en tant que nouveau type de collection. Nous n’avons
pas eu le temps de traiter complétement 'intégration des GBF : nous nous sommes donc restreints & un sous-
ensemble de ceux-ci, correspondant grossiérement a des tableaux dont la taille est dynamique.
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La troisiéme section de ce chapitre traite de I'intégration des amalgames comme nouveau type de collec-
tion. Cette intégration nécessite un nouveau schéma d’évaluation qui correspond & un interpréte.

XII.1 Principes de l'intégration des GBF et des amalgames dans
81/2

Un programme 81/2 est un systéme d’équations qui définissent des tissus. Un tissu est une structure de
données qui combine les streams et les collections. Nous avons mentionné a la section I1.4 qu’un tissu est
une structure de données qui peut étre vue soit comme un stream de collections, soit comme une collection
de streams.

Afin d’intégrer les GBF et les amalgames dans 81/2, nous allons renoncer & ce point de vue et définir
un tissu comme un stream de collections. Les collections permises peuvent étre de deux types: GBF ou
amalgame.

Le stream de GBF étend et généralise la notion de tissu homogéne. Le stream d’amalgames étend et
généralise la notion de systéme 81/2.

Nous verrons que l'introduction des GBF comme un type de collection requiert une gestion dynamique de
la mémoire, puisque le support de la collection (les éléments qui ont une valeur définie) peut varier d’un tic &
I’autre. En 81/2, le calcul du support de la collection correspond & 'inférence de la géométrie & la compilation.
Dorénavant, il est nécessaire de calculer la géométrie d’un tissu & chaque tic.

Par ailleurs, l'introduction des amalgames comme un type de collection nécessite qu’un programme,
correspondant & I’arbre syntaxique d’'une expression, puisse étre une valeur de premier ordre. Cette valeur
est calculée comme le résultat d’une opération sur les amalgames, et une fois close, cette valeur peut s’évaluer
comme une programme 81/2 classique.

La conséquence immeédiate de 'intégration des amalgames dans un langage compilé est que le code généré
par un compilateur doit inclure un évaluateur. Cela est rendu nécessaire par la phase dynamique d’évalua-
tion qui intervient dans le traitement des amalgames. L’exécution du code aura un comportement hybride
nécessitant des phases d’exécution de code compilé entrecoupées de phases d’interprétation de termes (non
compilés). Cela ne constitue pas un probléme car, en adoptant le point de vue des langages réflexifs [Smi84],
on peut estimer que l’exécution d’un programme correspond, en réalité, & une évaluation dans une tour
réflexive ot chaque niveau évalue le niveau supérieur.

Nous sommes extrémement confiants dans cette approche de compilation hybride [CP97, Ple96] ou la
séparation entre phase de compilation et phase d’exécution n’est plus aussi nette que dans les langages
compilés classiques (Pascal, C). On trouvera un exemple d’approche similaire d’exécution hybride dans [BL84b,
pp 290] ou la séparation entre exécution et évaluation commence a étre gommaée.

Cependant, cette approche nécessite une refonte trop grande du schéma de compilation actuel. En effet,
la sémantique dénotationnelle définie dans [Gia91a] restreint les programmes 81/2 traités & ceux qui exhibent
un comportement statique.

Aussi, pour l'intégration des GBF et des amalgames dans 81/2, nous préférons développer une nouvelle
sémantique, 81/2p, qui correspond & une approche totalement interprétée du processus d’évaluation.

Avant de passer aux détails de 'intégration des GBF et des amalgames comme nouveaux types de col-
lection, nous allons expliquer pourquoi le schéma statique de compilation correspondant a [Gia91a| est in-
adapté. Un programme a un comportement statique quand les paramétres de ’exécution sont connus dés la
compilation. Par exemple, il est nécessaire, en 81/2 statique, de connaitre, au moment de la compilation, ’es-
pace mémoire qu’occupera une collection, cet espace mémoire étant fixe durant ’exécution. Autre exemple,
I’ordonnancement des calculs d’un programme 81/2 doit étre automatiquement inféré au moment de la com-
pilation du programme. Cela implique le rejet de certains programmes ayant un cycle dans le graphe des
dépendances syntaziques, mais pas dans le graphe des dépendances sémantiques. Par exemple, le programme
suivant :
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b = (1)
c = ... (2)
x = ifbthenyelsec (3)
y = if -bthenzxelsec (4)

définit quatre équations b, ¢, x et y exhibant une dépendance circulaire entre = et y, a travers les deux
opérateurs if. Si on regarde plus précisément le graphe des dépendances des expressions (cf. figure 1) il
apparait qu’il est toujours possible de résoudre les dépendances entre les expressions x et y. En effet, la
dépendance de x vers y apparait & travers la branche vraie de la définition de x alors que la dépendance
de y vers x apparait a travers la branche vraie de la définition de y. Les gardes b de = et —b de y assurent
qu’il n’existe aucune dépendance entre x et y. Cette résolution a nécessité une connaissance de la sémantique
de l'opérateur if alors qu’un ordonnancement statique nécessite une absence de dépendance entre les deuz
branches de la conditionnelle.

F1G. 1 — Graphe des dépendances des équations (1) a (4).

Ce type de contrainte est nécessaire si on veut déterminer & la compilation la distribution des don-
nées [Mah96] et les schémas de communication qui en résultent [DG93, GDC94] sur une architecture paralléle
4 mémoire distribuée.

Cependant, ce type de contrainte n’est plus acceptable quand il s’agit de développer des structures de
données de trés haut-niveau: on est prét & payer le prix d’une gestion dynamique des données quand elle
seule peut répondre aux besoins cruciaux en expressivité.

XII.2 Intégration des GBF dans 81,2

Le temps nous a manqué pour traiter complétement 'intégration du calcul sur les GBF dans 81/2; c’est
pourquoi nous nous sommes restreint & I'intégration d’une classe trés particuliére de GBF. Les restrictions
sur les GBF utilisables sont les suivantes:

le GBF doit étre un GBF abélien libre ;
le support du GBF (les éléments ayant une valeur différente de nil) doit étre une région décrite par
un élément de [0...n9] X --- X [0...n4];

— les valeurs d’'un GBF doivent étre de type simple : entier, flottant... Ce ne peut étre ni des imbrications
de GBF, ni des amalgames.

Dans la suite, nous appellerons tableau dynamique ou plus simplement tableau cette restriction des GBF. Ce
nom se justifie car a chaque tic de I'horloge, un tel GBF correspond a un tableau, mais ce tableau peut avoir
une géomeétrie différente a chaque tic (rappelons que la géométrie d’un tableau est le nombre de dimensions
et le nombre d’éléments dans chaque dimension du tableau).

Cette classe de GBF est suffisamment générale pour démontrer la faisabilité de l'intégration des GBF
quelconques & valeur simple. En effet :

Pour traiter les supports arbitraires bornés dans un GBF abélien libre, il suffit de gérer des unions de
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tableaux a chaque tic, plutét qu’un tableau unique.

L’extension est simple dans son principe, mais la gestion efficace de grandes unions de régions hyper-
cubiques de Z", nécessaire quand on veut manipuler des régions complexes, est délicate. Une étude
deétaillée est en cours [Sem93, Vit96].

— Le traitement des GBF abéliens non-libres se décompose par I'isomorphisme fondamental en un traite-
ment sur un groupe abélien libre (et on est renvoyé au probléme précédent) et aux modules de torsion.
Il « suffit » donc d’étendre les calculs d’index nécessaires a la gestion des GBF abéliens libres par un
calcul d’index modulo le rang du module de torsion.

Les algorithmes en algébres modulaires sont bien connus [NQ92, Coh93]| et cette extension ne devrait
donc pas poser de probléme de principe.

Si on peut intégrer les GBF abéliens comme un nouveau type de collection, alors l'intégration de
familles de GBF quelconques dans 81/2p ne pose pas de problémes supplémentaires.

Ces restrictions sont motivées par le fait qu’il est ainsi possible, a peu de frais, de réutiliser la machine
virtuelle existante, et que dans un premier temps, il n’est pas nécessaire d’augmenter beaucoup la syntaxe
du langage.

XII.2.1 Nouveaux opérateurs pour la manipulation des tableaux dynamiques

Nous ne permettons pas toutes les expressions sur les GBF décrites dans la section V.5 pour deux raisons :

Le résultat de certaines opérations sur des tableaux dynamiques n’est pas un tableau dynamique. C’est
le cas par exemple pour 'union de GBF, ou la translation.

Le temps nous a manqué pour implémenter I’ensemble des opérations définies.

Nous avons donc choisi de nous restreindre & un sous-ensemble significatif et facilement implémentable au-
dessus de la machine virtuelle existante, ou ne nécessitant pas de grosses extensions de cette machine virtuelle.
Nous allons présenter ces opérations.

XII1.2.1.1 Opérateur #d>: union et translation d’'un GBF dynamique

L’opération de concaténation, « #, », défini dans le langage 81/2 (cf. section 11.3.3.5, page 15) permet
d’effectuer la concaténation de deux collections suivant la n€dimension. Comme nous l'avons vu dans la
seconde partie (cf. section V.5.2, page 58), 'opération de concaténation ainsi définie ne correspond plus a la
concaténation des GBF. L'opération définie sur les GBF est de plus bas niveau.

Les programmes que l'on désire implémenter nécessitent cependant 'utilisation d’une concaténation, au
sens des tableaux. On définit par conséquent I'opérateur #d > de 81/2p, correspondant & la concaténation
de GBF. Cet opérateur effectue les deux opérations d’union et de translation de GBF, ou d correspond 4 la
dimension suivant laquelle la translation doit avoir lieu. Si le support de A est [n1, ... ,n4] alors:

A#p>B = A#B.g,”

ou g; est le i€ générateur de la forme de A.
Pour des raisons de simplicité, dans le reste du document, on établit les correspondances suivantes :

#1>

#
#2> #

et on utilisera les seuls symboles « # » et « # ».

XII.2.1.2 Un opérateur conditionnel sans a-extension

La définition de tableaux dynamiques nécessite de pouvoir comparer deux tableaux de taille différente.
L’unique opérateur conditionnel existant en 81/2 est la conditionnelle qui correspond & la version data-
paralléle de 'opérateur if. Une expression de la forme s = if cthentelse f impose aux trois tableaux c,
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t et f d’avoir une géométrie et un type scalaire identique. Les éléments du tableau s correspondent aux
éléments de ¢ pour les éléments de ¢ vrais et ceux de f pour les éléments de ¢ faux.

Cet opérateur n’a plus de sens quand ses arguments sont des tableaux de tailles différentes. Nous proposons
la définition d’un nouvel opérateur 81/2p, 'opérateur switch qui permet la sélection du tableau ¢ ou du
tableau f en fonction de la condition scalaire c.

XII1.2.1.3 Coupure et extension d’un tableau dynamique

L’opération de coupure-extension d’une collection suivant une géométrie particuliére est essentiellement
utilisée lors de la définition d’expressions impliquant un mécanisme de récursion spatiale (cf. section I11.4,
page 24). Cependant, cet opérateur implique un argument constant. La définition de tableaux dont les
dimensions varient au cours du temps, nécessitent la définition d’'un opérateur qui permette une expression
dynamique comme argument de la coupure-extension.

Nous étendons la spécification de 'opérateur e: [c] de 81/2 (c étant une liste de constantes entiéres)
en permettant l'utilisation d’un argument résultant d’un calcul et dynamique pour la spécification de la
géométrie d’une collection. L’expression e:f permet de coercer la géométrie de e par le vecteur £ qui spécifie
le rang du résultat (i.e. le nombre d’éléments dans chaque dimension). Par exemple :

1 1
1:{1,2,3} = 18,41
1 1

(f est égal a {1,2,3}). Cet opérateur doit s’interpréter comme une version spécialisée de 'opérateur de
restriction explicite introduit dans la section V.5:

e:{n1, ... ,ng} = eongi ..... gfidwhere()gil <ni,...,0<ig<ng

Par ailleurs, nous permettons la définition d’un tableau par énumération de ses éléments (c’est une version
bridée de la définition quantifiée de GBF):

{...,ei,...}

correspond a un tableau dont la valeur du i€ élément est e;, etc.

XII.2.1.4 Rang d’un tableau dynamique

Nous avons présenté dans la section précédente I'opérateur de coercion d’une collection. Nous aimerions
aussi étre capable de déterminer la taille d’une collection afin de pouvoir effectuer des opérations sur celle-ci
en fonction de sa taille (cf. section XIV.4.3, page 219). Nous définissons par conséquent ’opérateur |e|, dont
la valeur est un vecteur d’entiers qui correspond au rang (cf. section 11.3.2, page 12) de I’expression e.

XII.2.2 Réutilisation de la machine virtuelle de gestion des tableaux

Nous disposons déja d’une machine virtuelle permettant de calculer sur des tableaux. En effet, le compi-
lateur statique du langage est capable de générer un code cible C ou bien un code pour une machine virtuelle
de manipulation de tableaux.

Cette machine virtuelle est de type SIMD : elle permet la manipulation de tableaux comme des touts &
travers un ensemble restreint d’instructions élémentaires portant sur des tableaux. Les instructions se divisent
en deux classes:

1. les instructions d’allocation de tableaux,

2. les instructions de calculs qui sont de type code trois adresses.
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Cette machine est aisément portable sur une architecture matérielle vectorielle ou SIMD. Une version écrite
en C, qui traite les éléments des tableaux séquentiellement, existe et est utilisable & partir un autre langage
(comme par exemple le langage CAML), & travers une interface fonctionnelle. L’implémentation repose sur
une représentation par une imbrication de vecteurs.

Bien que la détermination de la dimension des tableaux ait lieu au moment de la compilation, les ins-
tructions d’allocation de tableaux de la machine virtuelle peuvent étre utilisées 4 tout moment: on peut
donc faire de I’allocation dynamique. L’extension de cette machine virtuelle pour traiter quelques opérateurs
supplémentaires nécessaires sur les tableaux dynamiques (comme la restriction) s’est révélée suffisament
simple.

Par conséquent, nous réutilisons dans un premier temps cette machine virtuelle existante pour le déve-
loppement d’un interpréte (d’un sous-ensemble de) 81/2p, avant de concevoir et de développer une nouvelle
machine virtuelle capable de traiter I’ensemble des GBF abéliens.

XII.3 Intégration des amalgames dans 81,2

Pour intégrer les amalgames dans 81/2, nous les considérons comme un nouveau type de collection: un
amalgame est donc une valeur d’un type nouveau. Mais un amalgame est aussi un fragment de programme
81/2. 1l se pose donc un premier probléme qui est celui de la notation des constantes de type amalgames.
Nous verrons ensuite quelle horloge il faut associer & une constante de type amalgame.

XII.3.1 Dénotation d’un amalgame comme valeur immédiate

Un amalgame est a la fois une valeur et un fragment de programme 81/2. Cela pose un probléme: dans
le texte d’un programme, comment distinguer la dénotation immeédiate d'une constante de type amalgame
et une expression & évaluer?

Par exemple, 1234 est la dénotation immédiate d’'un entier et 1234 4 5678 est un programme qu’il faut
calculer. La distinction entre ces deux types d’objet est simple car la syntaxe permet de les distinguer. Par
contre, quand la constante qu’il faut dénoter peut s’interpréter aussi comme un programme & évaluer, il y a
ambiguité. Par exemple:

{a=1+2,b=2"

représente t-il une constante du langage (de type amalgame) ou bien un programme dont 1’évaluation associe
3 4 a et un amalgame 20 & b?

Dans un langage comme Lisp! ol les valeurs peuvent aussi étre des programmes, ce probléme est résolu
en introduisant un mécanisme explicite de quotation. Par exemple :

(setq s ‘(coms,(+12)1))

affecte a s une valeur de type s-expression qui représente un fragment de programme Lisp. L’opérateur de
quotation « ¢ » indique que la liste qui suit ne fait pas partie du programme & évaluer mais doit étre considérée
comme une constante. La construction d’une constante représentant une s-expression fait souvent intervenir
des valeurs calculées et donc on rajoute un mécanisme de « déquotation » : c’est le but de la virgule avant
Pexpression (+ 12). La s-expression construite correspond au programme Lisp qui concaténe la valeur 3 au
symbole [.

Contrairement a Lisp, nous ne voulons pas introduire de mécanisme de quotation explicite, tout au moins
dans un premier temps. En effet, 'étude de I’évaluation des expressions qui impliquent des amalgames
montre qu’on peut reposer sur des régles implicites simples pour décider de I’amalgame dénoté. Par exemple,
I’expression :

14 2°

1. 0n a en téte ici un Lisp dynamique, comme par exemple Frantz Lisp.
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dénote obligatoirement un amalgame. En effet, puisqu’on n’a pas de définition pour la référence x°

peut pas évaluer 1+ 20. Par suite, le programme :

, on ne

{a=1+2"}
est un systéme qui associe une constante de type amalgame a a, de la méme fagon exactement que:
{a=1}

est un systéme qui associe une constante entiére & a. Par contre, que faut-il penser de I’expression :
(1+2)+2°

Il est clair que cette expression dénote une constante de type amalgame, car on ne peut pas l’évaluer comme
une constante arithmétique, puisqu’on ignore la définition de x. Mais on pourrait évaluer (1 4 2) avant de
construire la constante immédiate. En explicitant les quotations a la Lisp, il faut décider si (1+2)+2° dénote
“((142) +2%) ou bien “(, (1 +2) + 29).

L’évaluation d’une expression mixte qui combine amalgame et tableau peut se faire en suivant deux
stratégies :

La réduction des expressions impliquant des tableaux a lieu au plus tard : on attend qu’une expression
composée devienne une expression n’'impliquant que des tableaux pour effectuer les opérations sur les
tableaux. Dans ce cas, expression que nous venons de voir n’effectuera l'opération (1 + 2) qu’une fois
la référence libre = substituée par une expression de tableaux. Si ce n’est jamais le cas, alors cette
opération n’aura jamais lieu. On parle de stratégie tardive.

— La réduction des expressions impliquant des tableaux a lieu au plus tét : dés qu’une opération implique
deux tableaux, alors la réduction de la sous-expression a lieu. Pour ’expression ci-dessus, 'amalgame
dénoté est 3 4+ z° Cette stratégie ne présuppose rien quant a la référence libre . On qualifie cette
stratégie de hdtive.

La stratégie hative est choisie afin d’effectuer au plus tot les calculs, ce qui permet de simplifier les expres-
sions le plus rapidement possible, et d’obtenir la valeur la plus compléte pour une expression qui implique
des références libres. Cette évaluation au plus tot permet la définition de fragments de programmes partiel-
lement évalués, alors la premiére stratégie délégue 1’évaluation & ’exécution finale, celle qui fournit toutes
les définitions aux références libres.

Remarquons que contrairement a Lisp et aux langages impératifs, une référence liée ne peut étre liée
qu’d une seule définition. Par suite, il importe peu d’évaluer hativement ou tardivement une expression : le
calcul résultera toujours en la méme valeur. La seule différence est le moment de I’évaluation. Par exemple,
il importe peu que:

{a=1,b=ag+2°}
dénote:

{a=1,b=ao +2°)}
ou bien:

{a=1,b=1+"}

puisque la référence & a dans I’expression de définition de b est liée « pour toujours » & la méme définition.
Ceci justifie le choix d’une approche implicite de la dénotation d’un amalgame.

D’une facon similaire, on peut passer en revue le traitement de toutes les constructions du langage,
y compris celles portant sur ’aspect stream d’un tissu. Par exemple, pour le traitement de ’opérateur
d’échantillonnage :

1 when b

correspond & ‘(1whenb?). En effet, nous savons que le calcul de ’horloge d’une expression u whenv nécessite
le calcul de I'horloge de v. La référence b° étant libre, on ne peut pas calculer de valeur associée et donc
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1whend? doit étre compris comme la notation d'un amalgame (c’est-a-dire une valeur d'un type spécial) et
non comme un fragment de programme a évaluer. Par contre, I'expression

b° when Clock

est une expression évaluable et sa valeur est 'amalgame bV.

Les régles permettant de désambigiier la dénotation immédiate d’un amalgame sont spécifiées par le
prédicat Code () qui prend la valeur vrai si ’expression argument n’est pas un amalgame :

code({..}) = co({...})
Code(ey # e32) = Code(e;) A Code(ez)
Code(ey « €2) = Code(e1) A (e2 € ID)
Code($e) = Code(e)

Code(e; whenes) =  Code(es)

Code(ey + e2) = Code(e;) A Code(ez)

XII1.3.2 Horloge d’une constante amalgame

De la méme fagon que la constante scalaire 1 dénote un stream d’entier, une constante de type collection
dénote un stream de collection.

La question de la valeur de I’horloge d’une constante amalgame se pose donc. On peut décider d’attribuer
a un amalgame une horloge identique a celle qui est définie pour les constantes arithmétiques : le domaine
de 1 est défini pour tous les tics et seul le premier tic est un top.

Cette solution n’est cependant pas satisfaisante. En effet, dans ce cas une expression d’amalgame ne sera
jamais réévaluée apreés le premier tic: une expression dépendant d’un amalgame ne peut alors pas progresser.

On choisit par conséquent d’attribuer aux amalgames la méme horloge que la constante Clock, dont le
domaine de définition est vrai pour tous les tics et dont tous les tics sont des tops.

Cette horloge permet d’écrire simplement des constantes de type amalgame, sans faire intervenir un mé-
canisme de quotation particulier, tout en s’assurant de la progression des streams impliquant des amalgames.

L’approche que nous avons choisi est implicite et simple. Il se peut qu’elle se révele & 'usage trop grossiére
en empéchant de dénoter trés précisément ’amalgame désiré et de controéler finement les instants d’évaluation.
Il faudra alors introduire un mécanisme de quotation afin de permettre ’expression explicite d’une constante
amalgame et spécifier un calcul d’horloge sur les amalgames permettant de minimiser les évaluations a
effectuer.



Chapitre XIII

Une sémantique pour 81/2p

Dans ce chapitre nous définissons une sémantique formelle du processus d’évaluation 81/2p. Nous ne
prouvons pas formellement que la nouvelle sémantique est une extension de la sémantique dénotationnelle
proposée dans [Gia91la|, mais nous montrons sur des exemples caractéristiques que 81/2p calcule bien la
méme horloge que la sémantique dénotationnelle du compilateur 81/2.

XIII.1 Syntaxe des expressions

Nous nous intéressons a un sous-ensemble de 81/2p, le langage £. La syntaxe abstraite de £ est donnée
par:

EXP := c les constantes, de type tableau ou amalgame
| id les identificateurs,
| id=e la deéfinition de tissu,
| e.id la sélection par un identificateur,
| e.n la sélection par un entier,
| e1#es la concaténation de deux expressions (amalgame ou tableaux),
| {...,e,...} la définition de tableaux,
| {...,id=e,...} la deéfinition de systémes,
| e binop es les opérations binaires arithmétiques et logiques,
| wunop(e) les opérations unaires,
| ife;theneselsees I’opération conditionnelle,
| Clockn I'horloge,
| $e le délai,
| e1fbyes la transcription des quantifications,
| e1whenes I’échantillonnage,
| e:[c] la coercion spatiale.

avec N le domaine des entiers (n € N), ID le domaine des identificateurs de tissus (id € In), UNOP le domaine
des opérateurs monadiques du langage (unop € UNoP) et BINOP le domaine des opérateurs dyadiques du
langage (binop € BINOP).

Comme le décrit la syntaxe des expressions de £, tous les opérateurs de 81/2 définis dans [Gia91a| ne
seront pas décrits dans ce chapitre. En effet, ceux-ci n’ont pas un traitement particulier justifiant leur
description dans ce document. Par exemple, les opérateurs temporels until, after... peuvent étre traduits
grace a l'utilisation de 'opérateur d’échantillonnage when. Nous n’expliciterons pas non plus le traitement
des opérations géométriques de scan et de B-réduction dans la mesure ou leur calcul est immédiat et n’est
pas essentiel & la définition de la notion de réduction des expressions.
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XIII.1.1 Traduction des quantifications temporelles

Nous avons vu dans le premier chapitre (cf. section I1.2.3.3, page 11) que la spécification de la valeur d’un
tissu & des instants distincts se faisait & I'aide d’équations quantifiées. Pour des raisons de simplification des
expressions, on transforme une expression quantifiée en une expression utilisant l'opérateur £by, opérateur
similaire & celui de méme nom défini dans Lucid. Par exemple, ’expression :

TQ0 = 0;
T = $T+2;

est transformée en son équivalent dans L :
T = 0fby$T+2

Une expression sans quantification ne change pas; la traduction d’équations qui ont plus d’un quantificateur,
ou un quantificateur autre que @0, nécessite une opération de transformation plus complexe. Pour des raisons
de simplicité, on restreint donc £ aux seules expressions ayant au plus une quantification de la forme @0 en
plus de la quantification universelle.

XIII.1.2 Traduction des quantifications spatiales

La définition des GBF permet une quantification suivant un coset (cf. section V.6.2; page 61). Pour des
raisons de simplicité, on ne permet pas les quantifications spatiales en 81/2p. Autrement dit, on ne traite pas
les GBF récursifs.

XIII.2 Principes de la sémantique

La sémantique d’une expression est définie par trois grandeurs qui correspondent aux:

1. calcul de ’horloge d’un tissu (spécifié par deux relations de réduction, cf. section suivante),
2. calcul de la géométrie pour déterminer le type d’une expression,

3. calcul de la valeur d’une expression de L.

Ces grandeurs sont calculées pour chaque tic ¢ (¢ € N) de I’exécution du programme. Le calcul de I’horloge,
la géométrie et la valeur d’une expression e dépendent du tic courant ainsi que des sous-expressions de e.

L’environnement de définition &g est une fonction partielle dont la signature est In — L. Notons [id — €]
la fonction qui associe I’expression e a l'identificateur id et qui est indéfinie pour tous les autres identificateurs.
Si p est un environnement, alors p’ = p W [id’ — €'] et p” = p . id’ sont les environnements tels que:

, Cid — id
olid)=1" S
p(id) sinon
et
d si id # id’
o) = VD it
indéfini sinon
L’écriture [idy — eq,...,id, — e,] est une abréviation de [idy — e1]W--- W [id,, — e,]. Les opérateurs « & »

et « . » représentent respectivement 'augmentation et 'appauvrissement d’un environnement. La fonction
Dom() appliquée & un environnement a pour valeur ’ensemble des identificateurs auxquels sont associés une
définition. Par exemple :

Dom([idl ’—>,Zd2’—>,ld2’—>]) = {idl,idg,idg}
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XIII.2.1 Quatre relations de réduction pour calculer la valeur d’un tissu

Quatre relations de réduction sur une expression e & un instant ¢ dans un environnement p sont défi-
nies pour calculer la valeur de e. Ces quatre relations de réduction permettent de calculer les informations
nécessaires au calcul de la valeur, soit :

1. le calcul du dom d’une expression,

2. le calcul du top d’une expression,

3. le calcul de la géométrie d’une expression,
4. le calcul de la valeur d’une expression.

Les calcul du dom et du top d’une expression permettent le calcul de I’horloge d’une expression. Nous verrons
dans la section suivante les raisons de la séparation de I’horloge d’une expression en deux calculs. Le calcul
de la géométrie d’une expression permet de déterminer ses dimensions (si c’est un tableau). Enfin, on peut
en calculer la valeur effective instantanée & partir du calcul de son horloge et de sa géométrie.

XIII.2.2 Séparation de I’horloge d’une expression en deux calculs

L’horloge d’'un stream est un prédicat temporel qui assure que la valeur du stream doit étre re-calculée &
I'instant courant. Soit hor(e) la fonction qui définit I’horloge du stream e. La fonction hor(e) est une fonction
qui & un tic ¢, a pour valeur un booléen. En premiére approximation, on peut dire que hor(e)(t) est vraie si
la valeur de e change a l'instant ¢, sinon elle est fausse.

Dans les définitions des horloges de stream que 'on trouve dans [Pla88, Jen95], la définition de 'horloge
d’un stream est faiblement couplée avec la valeur du stream dans le sens suivant: un tic peut étre dans
I’horloge d’un stream alors que la valeur courante du stream est indéfinie. L’exemple le plus simple d’un tel
stream est I’expression retardée $e qui partage la méme horloge avec e mais dont la valeur est indéfinie au
premier tic de hor(e). Nous aimerions au contraire avoir la propriété suivante :

hor(e)(t) = Val(e)(t) #nil (1)

(Val(e)(t) designe la valeur associée a e a I'instant ¢) mais cette propriété ne peut pas étre obtenue immé-
diatement. Regardons I’exemple suivant. Soit le stream défini par :

Aap = 0 (2)
A = ($4+ 1)whenClock (3)

qui devrait correspondre & un compteur dont la valeur est incrémentée & chaque tic. Or ce n’est pas le cas
si on suppose la propriété (1) vraie. Si on suppose cette propriété vraie, les équations (2) et (3) définissent
alors un stream identique & la constante 0. En effet, I’équation (2) force le stream A & avoir pour valeur 0
au premier top de la constante 0 (¢’est-a-dire au tic 0). La valeur de $A est indéfinie au tic 0. Si on assume
la propriété (1) ou plutot sa contraposée :

Val(e)(t) =nil = —hor(e)(t)
il est nécessaire que I’horloge de $A soit fausse au tic 0. Par conséquence nous avons hor($A4)(0) = false.
Par ailleurs, I’horloge de M whenClock est vraie au tic ¢, & partir du moment ot M posséde une valeur

définie ; si ce n’est pas le cas, on viole la propriété (1). Or M a une valeur définie s’il a déja eu un top au tic
t. Par conséquence, I’horloge de A, pour ¢t > 0, est définie par:

hor(A)(t) = OK($A+1,t) t>0
= OK($4,1)

ot OK (e, t) est un prédicat qui est vrai si e a déja un top a un tic < ¢. Or I'horloge de A et de $A coincident
pour tous les tics ultérieurs au premier top. Nous avons donc aussi :

hor($4)(t) = OK($A,t) t>0

Cette équation admet plusieurs solutions. Par exemple, OK($A4,t) = false pour tout t est une solution
valide, de méme que OK($A,t) = true pour ¢ > 0. Il est usuel, quand il est nécessaire de choisir une
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solution parmi un ensemble d’éléments ordonnés, de prendre la plus petite solution. La relation d’ordre sur
les suites prise habituellement est la relation d’ordre préfize. La solution « naturelle » ici correspond a:

ho = true
h,, = false

Le lecteur désirant trouver un développement plus formel a ce probléme se référera a [Gia9la, DV96].

L’« effondrement » de ’horloge est da a la confusion de deux prédicats: « avoir une valeur définie au
tic t » et « changer (possiblement) de valeur au tic ¢ ». Pour éviter 'effondrement des horloges lors de la
définition récursive de streams, nous séparons I’horloge d’un stream A en deux prédicats, dom() et top();
nous donnons une interprétation intuitive de ces deux prédicats:

— le prédicat dom(A), que 'on appelle par abus de langage le domaine de A, indique quand la valeur de
A est accessible (i.e. différente de nil),

— le prédicat top(A), que on appelle par abus de langage horloge de A, indique quand il est nécessaire
d’effectuer des calculs pour maintenir les relations définies entre les expressions.

Oun trouvera dans [Gia9la, pp 76,77] une discussion plus détaillée sur cette problématique.

XIII.3 Les domaines sémantiques

XII1.3.1 La réduction =

Comme nous ’avons vu, le calcul de I’horloge d’une expression est effectué par le calcul de deux prédicats.
Ces prédicats sont définis sous la forme de régles de réduction. La régle de réduction du domaine d’une

. . D .
expression a pour domaine N X &g x £ — BooL U (ID — BooL) et se note ¢, p - e—dom pour exprimer
que, au tic ¢, dans 'environnement p, le dom de e est égal a dom.

XII1.3.2 La réduction —

D’une fagon similaire, le domaine de la régle de réduction définie pour calculer 'horloge d’une expression

est N x &g X L — BoorL U (ID — BooL) et se note ¢,p F e Z top pour exprimer que, au tic ¢, dans
I’environnement p, '’horloge de e est égale a top.

XII1.3.3 La réduction —»

Le typage de la géométrie des tissus permet de vérifier des propriétés sur la géométrie des tissus, par
exemple avoir pour valeur un systéme ou un tableau, et de calculer la dimension des collections. La géométrie
d’un tissu dépend de la géométrie de ses sous-expressions. Nous associons aux expressions de £ un type, qui
peut étre:

indéfini, c’est le cas de la géométrie d’un tissu avant son premier top vrai. Nous faisons la différence
entre un calcul qui ne termine pas et un calcul qui n’a pas de valeur définie, typiquement un tissu qui
n’a jamais de top. Cette géométrie est notée UndefGEQ.

— un tableau : dans ce cas on spécifie la géométrie du tissu par un type scalaire (int, bool ou float) qui
correspond au type scalaire de ses éléments, ainsi que par le rang du tableau (représenté par une liste
d’entiers).

— un systéme: la géomeétrie associée & un systéme est dans ce cas une fonction qui associe & chaque
identificateur la géométrie de 'expression qu’il référe.

— un amalgame : la géométrie d’'un amalgame est égale & AmalGeo.

En conséquence, le domaine de la géométrie d’un tissu est :

GEO = {UndefGEQ, AmalGeo} U {int,bool,...} x int list U (ID — GEO)
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Le calcul de la géométrie d’une expression est effectué par la notion de réduction: ¢,p - e 3, g pour exprimer
que e a pour géométrie g au tic ¢t dans ’environnement p.

XIIL.3.4 La réduction -

La valeur d’une expression dépend de la valeur de ses sous-expressions. La valeur d’une expression de £
peut étre:

indéfinie : c’est le cas de 'expression {x = $z} qui n’a jamais de top. On note la valeur indéfinie Undef.

un tableau : la valeur est dans ce cas une imbrication de vecteurs qui correspond & la valeur de ses
éléments.

— un systéme: la valeur associée est une fonction qui, & chaque identificateur, associe la valeur de sa
définition.

un amalgame : la valeur associée est une expression de L.

Les tableaux sont représentés par des imbrications de vecteurs homogénes. Si on note S le domaine des
valeurs scalaires, alors le domaine des tableaux est: Array(S). Le domaine des valeurs est :

VAL = {Undef} U Array(S) U (Ip — VAL) U L

Nous ferons référence, dans la spécification de la sémantique, & une relation de réduction « A, 5. Cette
relation de réduction n’est pas spécifiée dans ce chapitre mais correspond & la relation que nous avons définie
dans la troisiéme partie (cf. section X.3.2, page 136). Par conséquent, on identifie:

tprele = pre—eé

dans la mesure ou l'aspect temporel des tissus (matérialisé par ¢, qui représente le tic courant) n’est pas
important dans le cadre de la réduction des amalgames, la perte de l'information du tic courant n’est
pas significatif. La structure de ’environnement p n’est pas exactement la méme dans les deux relations
de réduction, mais on peut aisément convertir ’environnement dans les deux domaines. En effet, afin de
simplifier la présentation, on ne traite pas des opérateurs d’échappement id" et on suppose qu’il n’y a
pas de redéfinition d’un identificateur. Par ailleurs, on augmente le calcul sur les amalgames par une régle
permettant de propager le calcul & travers des opérateurs étrangers (comme le délai, I’échantilloneur) :

pFa—d pkb—V

pFop(a,b,...) — op(a,b,...)

XIII.4 Conventions

Dans ce qui suit, afin d’alléger les notations, nous adoptons les conventions suivantes :

t € N désigne le tic courant ;
— les variables dom et top, éléments de BooL, désignent le domaine et I’horloge d’un tissu;

— les variables e, g, ts, v désignent respectivement un terme de £, une géométrie, un type scalaire (élément
de {int,bool,...}) et une valeur (élément de VAL); id désigne un identificateur ;

p désigne un environnement, i.e. une fonction de Ip — £;
[l v1; v, v3 1] est un élément de VAL, un vecteur de trois éléments ;
— unop et binop représentent respectivement des opérateurs arithmétiques unaires et binaires de 81/2p ;

— ite(cond, Virye, Vralse) est une fonction ayant pour résultat vye sila condition cond est vraie, vyqse S
elle est fausse; on note « == » le prédicat d’égalité entre deux entiers; 'opérateur « % » représente
le reste de la division entiére.
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XIIL.5 Les régles de la sémantique opérationnelle de 81/2p

XIII.5.1 Le prédicat auxiliaire OK(t, p,e)

Nous définissons le prédicat OK (¢, p, e) qui est vrai, si, dans un environnement p a un tic ¢, expression
e a déja eu un tic qui était un top. La fonction OK (¢, p, e) est définie récursivement et par cas:

1. au tic 0, si le tic est un top alors le prédicat est vrai, et faux sinon,

2. si aun tict (¢t > 0), le tic est un top, alors le prédicat est vrai; si le tic n’est pas un top alors la valeur
est égale & OK (t — 1, p, e), c’est-a-dire la valeur est vraie si e & eu un top au tic ¢t — 1.

T
0,pe— top
OK o f
0 OK(0,p,e) = top
T T
0K, t,pke— true L0 t,pke— false OK(t—1,p,e)=p 0

OK (t,p,e) = true OK (t,p,e) =p

REG. 13 Caleul de OK (¢, p,e)

XIII.5.2 Les régles par défaut

Lors de la définition de chaque régle, nous omettrons toujours les régles qui correspondent aux cas « par
défaut ». Par exemple, pour ce qui concerne le calcul de la valeur (c’est aussi vrai pour le calcul de la
géométrie), les régles de réduction ne doivent étre appliquées que si le tissu doit étre re-calculé, c’est-a-dire

si le tic courant est un top pour le tissu. Cette condition est exprimée par la garde ¢t,p - M Z true, qui
apparait dans la réduction de tous les termes de £, ot M est le terme qui est décrit dans la régle. Si le tic
n’est pas un top, la valeur du tissu est celle du tissu au précédent top vrai, Undef si le tissu n’a jamais eu de
top (nous utilisons a cet effet le prédicat OK (¢, p, e) que 'on vient de décrire).

Les régles par défaut ne s’appliquent pas pour le calcul du délai $e. La traitement du délai est particulier
comme nous le verrons (voir la régle (18)) . Par conséquent, pour les régles suivantes, le terme M représente
une expression quelconque de £ qui n’est pas un délai (expression différente de $e).

D
t,p M—false

=dom = —top
t,p- M L false

T T g
Défaut, prl—MP—>false t,p M — false t:l,p}—M_>g 0
0,p = M —> UndefGED toF M3 g
T T v
Défaut, 0,pF M — false t,p M — false t—1,pFM — v 40

0,pF M - Undef tpk ML

REG. 14 Les regles par défaut

La régle ~dom = —top indique qu’une expression ne peut pas avoir de top quand son domaine n’est
pas vrai. La régle Défaut, indique que la géométrie d’une expression qui n’a pas de top & l'instant 0 est
UndefGEQ. Dans le cas contraire, si & un instant ¢ > 0 I’horloge est fausse, alors la géométrie est égale a la
géométrie de 'expression au précédent top. Il en est de méme pour la valeur.
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XIII.5.3 Les constantes

XIII.5.3.1 Les constantes arithmétiques

Cteq : — c € {true,false,1,2,...}
t,pF c—true

D
t,pF c—true

Ctey - ¢ € {true,false,1,2,...}
t,pkc— (t==0)
Cte t,pl—citrue t,p}—cltrue t,pl—citrue
g g g g
t,p - true - bool [1] t,p - false - bool [1] t,pkc = int [1]
T
t,pk t

Ctey pC T EINE {true, false,1,2,...}

tpkc—TIlcll

REG. 15 Les constantes arithmétiques

Dans L, deux classes de constantes sont définies: les constantes booléennes, true et false, et les
constantes numeériques, entiére et flottante.

Une constante posséde un domaine qui est toujours vrai et posséde un top uniquement au premier tic. La
géométrie est de type scalaire entier pour les constantes numeériques et de type booléen pour les constantes
booléennes. La valeur d’une constante est le vecteur dont 'unique élément est égal & la constante.

REMARQUE Pour la spécification de la régle « Cte, », on note c la valeur sémantique associée & la constante c.

XIII.5.3.2 Le tissu Clock n

Le tissu Clock n est un tissu de booléens toujours vrai. Son domaine est toujours vrai (sauf pour le cas
n = 0 ou le domaine n’est alors jamais défini) ; ’horloge est vraie tous les n tics ; sa géométrie est un vecteur
de booléen de taille 1 et sa valeur est un booléen égal & true.

Clock ng 5

t,pF Clockn—(n # 0)

t,pFCl kngt
oc rue
Clock ny P -
t,pt Clockn — ((t%n) == 0)

Clock ng t,p F Clock npi true

t,pF Clockn - bool [1]
Clock n, t,p F Clockn 2, true

tm%Clocknl [l true |1

REG. 16 Le tissu Clock n

XIII.5.4 Les identificateurs

Le calcul du domaine, de ’horloge, de la géométrie et de la valeur d’un identificateur correspond au calcul
du domaine, de I’horloge, de la géométrie et de la valeur de I'expression associée, dans I’environnement qui
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Id, id ¢ D;m(p) tp~id p(;d)ﬂd
t,p Fid—false t,pFid—d
1d, id ¢ D?m(p) t,pNidhF p(id)gtrue i;p N id F p(id) L top
t,pFid — false t,pFid — top
1d, i ¢PDom(p) t,p~\id F p(id) L true f,p ~ id F p(id) 3, g
’ t,p id = UndefGED t,pkid =g
Id, id ¢ ng(p) t,p~id F p(id) L true é, p~idF p(id) Yow
t,p Fid — Undef t,pFid — v

REG. 17 Les identificateurs

ne contient plus la liaison associée & identificateur. En effet, il est nécessaire de retirer la liaison d’un identi-
ficateur pour gérer correctement les expressions récursives (cf. section XII1.6.3). La valeur d’un identificateur
id dépend de ’appartenance de id a l'environnement p:

— si ¢d appartient & p, alors sa valeur correspond & la valeur de ’expression associée ;
si ¢d n’appartient pas & p, alors 'horloge est fausse, la géométrie est égale & UndefGEQ et la valeur est
égale & Undef.

XIII.5.5 Les opérateurs temporels

XIII.5.5.1 L’opérateur de délai

t—LpFegd

Delayy = - L£0
0,p F $e—false t,pk $e—d
D T
F t - _
Delay, — tpt Se—true tp 6:>top OK(t—1,p,e) 0
0,pF $e — false t,pk $e L top
D g
Delay,t t,ptSe—true OK(t,p,8¢) = false t,pke->g
g
0,p+ $e 2> UndefGED t ok $e S g
Delay,d t7pF$6l>true t—LpFeig t7pF$el>false t—17pF$eig
g
tpk$e S g tpk$e g
D
Delay,t t,pF $e—true OK(t,p,$8e) = false t,pkelv
v
07pF$el>Undef t7pF$6i>v
Delay,d tpr$eLtrue t—lpkeuv t,pFSe L false t—1,pk$e v
v
t7pF$eLv t7pF$el>u

REaG. 18  L’opérateur de délai $

Le délai est 'opérateur qui permet le décalage d’un stream dans le temps: il permet 'accés & la valeur
d’un tissu au précédent top. Le domaine de $e est faux au premier tic et égal, & un tic ¢, au domaine de e au
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tic t — 1. Nous avons dit précédemment que I’horloge d’un délai $e était la méme que celle de 'expression e
sauf pour le premier top. Ce n’est pas tout & fait exact.

$ A R R X R X
(—Ft+—Fo—6o—6o—6—6—0o—

FiG. 1 — Calcul de la valeur de $e. Les cercles représentent les tops de 'expression ; les barres verticales
correspondent auz tics; les parties grisées représentent le domaine de I’expression.

Si le domaine du tissu e a pour valeur true, et que $e n’a pas encore eu de top, alors plutot que de donner
une géométrie et une valeur indéfinie & $e, on préfére lui donner la géomeétrie et la valeur de e. La figure 1
détaille le calcul de I’horloge d’une expression impliquant un délai. En conséquence, les régles de calcul par
défaut (régles (14)) ne s’appliquent pas pour le calcul des valeurs du délai.

XIII.5.5.2 L’opérateur fby

eltbyer et et

Fi1G. 2 — Culcul de Uhorloge de eq £by ea. L'expression ey posséde un top tous les tic a partir du premier tic
et expression ey posséde un top tous les trois tics a partir du 3€tic. L’horloge de 'expression £by est celle
de e1 jusqu’au premier top de e1 puis est égale a celle de es.

Nous avons vu que 'opérateur fby était une construction qui permettait la traduction des équations
quantifiées en une équation unique. Une expression s = e; fbyes se comporte comme e; jusqu'au premier
top de ey inclus, puis se comporte ensuite comme ey. Le domaine de s est celui de eq. Le top de s est celui de
e1 jusqu’au premier top de e; puis est égal aux tops de es; il en est de méme pour le calcul de la géométrie
et de la valeur. La figure 2 est un exemple du calcul d’une expression e; fbyes ou e; et ey sont des tissus
munis d’'une horloge différente.
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D
t,pt d
Fbyy : AN ;
t,pF el foyes—dy
T D T T
Fby . 0,pF e1 — top1 t,pF e fbyea—true t,pke1 —topr t,pk ex — top2
t .

0,p F e1 fbyes R top1 t,pk el fbyes R ite(OK(t — 1, p,e1), top2, top1)

Fby,0 : 0,pF e1fbyes T true 0,pF el ER g1

0,ptF e1fbyes igl

T B g
Fby,First - t,pbkeifbyes — true OK(t —1,p,e1) = false t,pker = g1

t,p e fby ez i>g1

T _ g
FbygNefEt : t7p Fer fby €z — true OK(t _ 17 14 61) = true t7p Fes = g2

t,p F e1 fby ez i>gg

Fby,0 : 0, p,F- e1 fby ez 7, true 0,pker R v

0,pF e1fbyes Lvl

Fby, First t,pF e fbyes L true OK(t—1,p,e1) =false t,pke; A

t,pt eifbyes Y

Fby,Next - t7pFelfbyegl>true OK(t—1,p,e1) = true t7pFegi>v2

t,pt eifbyes 25 v

REG. 19  L’opérateur fby

XIII1.5.5.3 L’opérateur when

D D
Wheng0 0,pFei—di 0,pF ex—d> O,pFeglvg
D
0,p - e1whenea—d1 A d2 A\ v2
D D D
Whengt t—1,pkeiwhenes—d t,pFei—di t,pkex—ds t,pkea Y, V2 L£0
D
t,pk eiwhenes—(di Ada Av2) Vd
D
When, - t,pF eiwhenes—true ¢t,p FTeg TR topa t,ph ez Y, V2
t,pt e1whenes — (topa A v2)
When, - t,pt e1whenes L true pker igg t,pk e 9, bool 1]
t,pF ei1whenes — g
When, t,p e1 whenes = true \t?7 pFer ~, v
t,pF e1whenes — v
REG. 20 — L’opérateur when
L’opérateur when est un opérateur d’échantillonnage, analogue temporel de 'opérateur if ... then ...

else. Il permet la sélection des valeurs d’un tissu aux instants o1 un autre tissu de booléens a pour valeur
true.

Une fois que le domaine d’une expression s = e; when es est devenu vrali, il reste toujours vrai. Le domaine
est vrai a partir du moment ot le domaine des deux expression est vrai et ol es posséde une valeur vraie.
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P X

el when e2

Fi1G. 8 — Calcul de la valeur de ey whenes. Le domaine de lexpression est vrai a partir de l'instant ou les
domaines de ey et es sont vrais et ol es a une valeur. L’expression posséde un top pour chaque top de es ot
eo est vrai, la valeur étant alors celle de eq.

Une expression s posséde un top aux instants oll es posséde un top et prend la valeur vraie. La géométrie et
la valeur d’une expression s sont celles de e;.

XIII.5.6 Les deux formes de conditionnelle

XII1.5.6.1 L’opérateur if data-paralléle

D D D
Cond, t,pkFsi—di t,pkalors—da t,pht sinon—ds

D
t,p F if sithenalorselse sinon—di A da A ds
t,pk st Z top1
t,pk if sithenalorselse sinon—true ¢ pt alors N topa
; T
t, p F sinon — tops

Cond; = i€[1,3]
t,p - if sithenalorselse sinon — \/ top;

t,p kst 5, bool I
t,p F if sithenalorselse sinon L, true t,p+ alors Its ]

t,p F sinon Sits

Cond, 5
t,p F if sithenalorselse stnon — ts |
o g tpl si = v
t,p F if sithenalorselse sinon — true v
) ) t,pF alors — vaiors
. S
t,p F if sithenalorselse sinon — g ) v
t,p F sinon — Vsinon
Cond

e . V.
t,pt if sithenalorselse sinon — itegxgxg—g(Vsi, Valors, Usinon )

REG. 21 L’opérateur conditionnel if data-paralléle

L’opérateur conditionnel if de 81/2 et 81/2p est un opérateur de sélection data-paralléle. 11 permet la
combinaison des éléments de deux collections de géométries et de types scalaires identiques suivant une
troisiéme collection de type booléen qui joue le réle de filtre: suivant les valeurs true ou false du tableau
de booléens, les valeurs sont sélectionnées parmi le deuxiéme ou le troisiéme argument du if. Par exemple,
I’expression :

if {true, true, false, true} then{l,2 20,4} else {10,11,3,13} = {1,2,3,4}

est un exemple d’utilisation de I'opérateur if. Les valeurs sont sélectionnées point-a-point par les valeurs du
premier argument de 'opérateur.
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Les dom d’une expression s = if cthene; else e sont égaux a la conjonction des dom de e; et de es; les
tops de s sont égaux a la disjonction des tops de ey et es. Les arguments e et es doivent avoir une géométrie
identique et la valeur de s est égale a la sélection point-a-point des éléments de e; et de ey suivant c.

XIII.5.6.2 L’opérateur conditionnel dynamique switch

OK(t,p,si) = false

Switchg0 .
t, p - switch sithenalorselse sinon—false
D
; . 0, p F alors—d
O,pl—SZLtrue O,pl—szlv » P alors 5 alors
0, p F sinon—dsinon

Switchgl
. . . D .
0, p F switch sithenalors else sinon—ite(v, daiors, dsinon)

D
t,p F alors—daiors

. T Y ) D
P F 51 — true t,p Fsi—wo t,p F sinon—dsinon

. . . D
t — 1, p F switch sithenalorselse sinon—d

Switchg2
. . . D .
t,p b switch si thenalors else sinon—ite(v, daiors, dsinon) V d
o t,p kst ER top
t,p - switch si thenalorselse sinon—true ¢,pt si S t,p alors Z top1

. T
t,p F sinon — to
Switchy ) P P2

t, p b switch sithen alorselse sinon ER ite(v,top1,top2) V (top AN OK (t, p, ite(v, alors, sinon)))
t,pk si < bool [1]
t,p I if sithenalorselse sinon 2, true t,pk st Y, b t,pt alors N g1

t,p F sinon R g2

Switchg 5
t,p b if sithenalorselse sinon — ite(b, g1, g2)

.V .5

) ) X J t7p|751_’vsi t7p|787'i)95i

t, p F switch si thenalors else sinon — true v S
. _ ] s t,p F alors — vaiors t,pFalors = gaiors

t,p F switch si thenalors else sinon — g . v . S

. t,p F sinon — vVsinon t,p F sinon = gsinon

Switch,

. . . v .
t,p - switch sithenalorselse sinon — Switchy,_; xg.,ome Xgeinon—g (Usi, Valors; Usinon)

REG. 22 — L’opérateur conditionnel dynamique switch

Le comportement temporel de 'opérateur switch est différent de son homologue data-paralléle. Le do-
maine d’'une expression s = switchcthene; elsees dépend du domaine de ¢ et de la branche qui est
sélectionnée par la valeur de c. Si ¢ n’a jamais eu de top, ou que la branche sélectionnée n’a pas son domaine
vrai, alors le domaine de s est faux. Si ¢ a déja eu un top, alors le domaine de s est le domaine de 'argument
sélectionné par la valeur de ¢ (cf. figure 4). Une fois le domaine devenu vrai, il le reste. Une expression s
posséde un top a chaque fois que ¢ ou que la branche sélectionnée posséde un top. Le calcul de la géomeétrie
de s ne contraint pas les trois opérandes & avoir les mémes dimensions, la géométrie de s dépendant de la
géométrie de la branche sélectionnée ; la valeur de s est égale & la valeur de la branche sélectionnée par c.
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true true false true true false true
€1

€2

€3

1% 2

2 {ais5\ 2

switch I‘m‘ A AL WER

F1G. 4 — Calcul de la valeur de l’expression switcheq thenes elsees. Le domaine de l'expression switch est
vrai 4 partir du moment ot les domaines de la condition et de la branche sélectionnée sont vrais. L’expression
switch posséde un top quand la condition ou la branche sélectionnée possédent un top. La valeur de switch
étant la valeur de la branche sélectionnée par la condition.

XIII.5.7 Le calcul d’expressions

XIII.5.7.1 Les opérateurs unaires généraux

D
. t,pFe—d .
Unaireg _hpremmd unop € {sin, cos,tan,e: [],...}
t,p F unop e—d
t,p F uno egt t,pke-Lto
. , rue ¢, = .
Unaire; p P (Ip P unop € {sin, cos,tan,e: [],...}
t,pF unope — top
e: ] t,p}—e:[...,ni,...]ltrue t,pl—eitsl
g
tm#e:[...,ni,...]its [...,ni,...]
T 9
. t,pt t t,pk float [
Unaireg P T UNop e — Lrue 9’p ¢ —1oa unop € {sin, cos,tan, ...}
t,pF unope — float [
Fe: il Fe Fe Fe: g
e: : t,pbe:[...,ni,...] —true t,pke—v tpke->g. tpke:[...,ni...]>g
! t7pFe:[...,ni,...]LShrinkgeHg(e)
t,plunope L true t,pke—2uv tpke- t,p - unop e =
Unaire, P P P P ge HP P g unop € {sin, cos,tan, ...}

t,pk unope unopg, —¢(v)

REG. 23 Les opérateurs unaires

L’horloge d'une opération unaire correspond a ’horloge de son argument. Les régles des opérateurs unaires
comportent deux classes d’opérateurs.

Les opérateurs classiques de la logique et de 'arithmétique contraignent la géométrie de leur argument a
étre du type scalaire requis (booléen pour une opération logique et flottant pour une opération trigonomé-
trique par exemple), la dimension étant quelconque, la valeur de I’expression unaire est naturellement une
a-extension! de Popérateur scalaire a ’argument.

L’opérateur de troncature-extension d’un tableau & une dimension quelconque spécifiée par une liste
d’entiers étend une valeur de géométrie g a une valeur de géométrie g’. Le type scalaire ne change pas. De

1. I’a-extension dont il est question ici est bien évidemment ’extension point-a-point d’un opérateur scalaire a un tableau
d’une dimension quelconque (cf. section I1.3.3.1, page 14).
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fagon générale, une valeur est étendue par réplication du motif défini par la valeur initiale jusqu’a atteindre
les bornes de la géométrie spécifiée en argument. Par exemple, 'extension du tableau {{1,2},{3,4}} de
géométrie [2,2] & une géomeétrie [3, 3] est égale au tableau {{1,2,1},{3,4,3},{1,2,1}}.

XIII.5.7.2 Coupure et extension dynamique de la géométrie d’une collection

D D
t,pFei—di t,pkex—do

€1 1 €2¢q D
t7pF€12€2—>d1/\d2
D
o1 e t,pF el : ea—true t,pl—eitopl t,pl—egl>t0p2
1 €2
t,pker:ez R (top1 V top2)
T 9 S . hY
o e t,pbe:es — true t,pke->tsl t,pbex—>int[n] t,pkes—w
1: €24
t,p}—elzegitsv
T v S
t,pFel:ex — true t,pke—uv tpke:f =g
€1 1 €9y

tphertes — Shrinkg, ¢ (v)

REG. 24 L’opérateur dynamique de coercion de la géométrie d’une collection
La sémantique de la coercion spatiale dynamique est identique & la coercion statique (cf. section 11.3.3.4,

page 15) a la différence que, utilisant un tissu pour spécifier le second argument de 'opérateur, il est nécessaire
de calculer celui-ci et de vérifier que c’est bien un vecteur, avant de pouvoir effectuer la coercion.

XIIIL.5.7.3 Rang d’une collection dynamique

D
le] t,pFe—d
d D
t,pk le|—d
D
| t,pt |le|—true t,pke 7, top
t
t,pt le| > top
T S
le] t,pble] — true t,pke->tsl
7 t,pFle| 2 int [ length(l) 11
le] t,p|—|e|l>true t,p}—eitsl

t.pk lel % T nth(l,1); ... ; nth(l,1g(1)) 11

REG. 25 L’opérateur dynamique de calcul de la géométrie d’une collection

La sémantique de l'opérateur || est trés proche de celle d’un opérateur unaire général. Le calcul de la
dimension d’un tissu correspond au calcul de la géométrie du tissu, la valeur étant égale a un tableau ayant
pour € valeur la ¢€ valeur de la géométrie du tissu.

XIII.5.7.4 Les opérateurs binaires

Le domaine des opérateurs binaires correspond & la conjonction des domaines des arguments et le top
a la disjonction des tops des arguments. La géométrie et le type scalaire doivent étre homogénes pour les
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D D
t,pFei—di t,pkex—do

Binaireg D binop € {+,—,A\,V,...}
t,pF e1 binop ea—di A d2
t,pF e1 binope 2>1:rue t,oF el 5 to t ok es L to
Binaire; P e p €2 P 71 P1_LpT e P2 binop € {+,—,A,V, ...}
t,p F e1 binop ea — top1 V topz
. T <] 9
. t,pke1d t t,pk tsl t,pk ts [
Binaireg P €1 0mopez — true LT & P—> s P €2 7 U8 binop € {+,—,\,V,...}
t,pF e1 binopes L int [
. T v S
t,pF e1 binop e — true t,pFer — v t,oFer = g
i ¢] v g
. t,pke binop ez — t,pkF e — v t,pkFes —
Binaire, : rra pe9 P 2 P2 g binop € {+,—,A\,V,...}

‘ v
t,p e1 binop ea — Bopg, xgo—g(V1,v2)

REG. 26 Les opérateurs binaires

deux arguments. De facon similaire aux opérateur unaires, I’'opération binaire est naturellement a-étendue a
la géométrie de ses arguments. La valeur du résultat correspond a ’application point-a-point de ’opérateur
binaire & ses arguments.

XIII.5.8 Traitement des systémes, des amalgames et des tableaux

La définition du domaine sémantique de la géométrie distingue les systémes, les amalgames et les tableaux.
Il est cependant possible, comme nous I’avons évoqué dans le chapitre précédent, de définir des expressions
impliquant des systémes, des amalgames et des tableaux. Les opérateurs définis particuliérement sur ces
objets sont les opérateurs de définition, de concaténation et de sélection.

t7p}—ui>gu t,pl—vigv
tpbu,v# L Comb(#, gu,gv)

Geoy

Geo. torubgs tprog,

t,pku,v. N Comb(sy gu, gv)

REG. 27 Calcul de la géométrie des opérations de concaténation et de sélection pour des opérandes systéme,
amalgame, et tableau.

Les régles (27) définissent le calcul du type de la géométrie d’une opération de concaténation et de sélection
pour des opérandes de type systéme, tableau et amalgame. Nous avons de plus intégré la géométrie indéfinie.
La valeur de la géométrie est spécifiée par la fonction Comb(#, gu, g») dont les valeurs sont spécifiées dans
la table 1.

Le détail de la valeur de la géométrie apparait dans les sections suivantes qui décrivent la sémantique des
systémes et des tableaux ; de méme, nous ne nous occupons pas ici de 'opération de définition, celle-ci étant
spécifiée dans les sections suivantes.

Pour ce qui concerne le calcul de la valeur de ces expressions, les sections suivantes définissent la séman-
tique pour des opérations entre opérandes de type correct, c’est-a-dire qu’une opération de sélection par un
identificateur n’a lieu que lorsque 'opérande gauche de la sélection est un systéme.

REMARQUE Pour le calcul de la valeur d’expression impliquant des objets de type géométrique différent, et
pour lequel le type géométrique n’est pas erroné, il est nécessaire de coercer la valeur d’un des opérandes. Par
exemple, lors d’une opération de concaténation d’un objet de type systéme et d’un objet de type amalgame, il
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# Systéme Tableau AmalGeo UndefGEQ
Systéme Systéme erreur ! AmalGeo UndefGEQ
Tableau erreur ! Tableau erreur ! UndefGEOD
AmalGeo AmalGeo erreur ! AmalGeo UndefGEO
UndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEO

. Systéme Tableau AmalGeo UndefGEQ
Systéme AmalGeo erreur ! AmalGeo UndefGEQ
Tableau erreur ! Tableau AmalGeo UndefGEOD
AmalGeo AmalGeo Tableau AmalGeo UndefGEQ
UndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEO UndefGEO

TAB. 1 — Type de la géométrie des opérations de concaténation et de sélection entre des systémes, des
amalgames et des tableauz. Tableau et Systéme correspondent a des calculs de géométrie a partir de la
géométrie des arguments. Par exemple, [2,3]# [4,3] = [6, 3].

est nécessaire de coercer le systéme en amalgame afin de pouvoir effectuer le calcul entre les deux opérandes.
La table 1 que nous venons de spécifier définit les coercions nécessaires, coercions que nous ne ferons pas
apparaitre dans les régles de la sémantique afin de ne pas les surcharger.

XIII.5.9 Traitement des systémes

Comme nous venons de le voir, nous supposons qu’une expression est correctement typée lors de ’exécu-
tion d’une de ces trois opérations, c’est-a-dire qu’une opération définie sur des arguments de type géométrique
systéme ne peut étre effectuée que si ses arguments sont effectivement de type géométrique systéme.

XIII.5.9.1 La définition de systémes

L’horloge, la géométrie et la valeur d’un systéme sont des fonctions qui associent aux identificateurs du
systéme les horloges, les géométries et les valeurs de leurs définitions. Les régles de notre sémantique calculent
ces valeurs et retournent la fonction qui associe & chaque identificateur la valeur de son definiens. Le calcul
de ces valeurs se fait alors dans '’environnement augmenté des définitions apparaissant dans le systéme : par
exemple, le systéme? {a = bg,b = 1} a besoin de connaitre la définition de b pour résoudre le calcul de a.

D
/= &J...,idi»—>ei,... t, /}_67;—)(12' .
{sys}, r=r¥l D] L i€ [1,n]
t,pF{...ﬂldi:6i7...}—>[...,idz‘l—>di7..4]
. D T
= ... idg Gy e e t,p i t t, o+ i top;
{Sys}t P P&J[ y 0 — €4, ] , P (J’e_)rue , P €; — 1LOp 16[17,”]
t,oH{.. .;idi=e€;...} = [...,id; — top;,...]
'=pW ey idi ey t, ’I—eiitrue t, ’}—eii i .
{sys}, p=pY] . | tp ' : P 9 ie,n
t,oH{...;idi=e;...} = [ .. idi— gi,...]
l— y . . / . T / . V .
{sys}, p=pWl[.. idi —e;...] tp'Fe —true t,p ke — v i€ L]

tpb{. . idi=ei...} B[ .. idi —v;,...]

REG. 28  L’opérateur de définition de systémes

2. Cette expression correspond bien a un systéme. En effet, elle ne comporte aucune référence libre. Toutes les références
étant liées, il est uniquement nécessaire de propager les valeurs des définitions.
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REMARQUE La sémantique d’un systéme, bien que différente de celle définie dans [Gia91a] assure qu’une
expression de la forme {a = a} ne boucle pas (cf. section XIII.6.1, preuve (1)).

XIII.5.9.2 La sélection par un identificateur

D
t,pkFei—d
] D
t,pke1 « id—d(id)
., D T
t,pkF el . id—true t,pkei — top
"t
t,pker .id Z top(id)
t,pFer. id L true t,pF el ig
g

tpter . id 2 g(id)

t,pk el .iditrue t,pF el Lv

t,pber .id Y v(id)

"

REG. 29  L’opérateur de sélection par un identificateur

Nous supposons que 'expression de sélection par un identificateur est correctement typée, c’est-a-dire
qu’une opération de sélection par un label n’apparait qu’avec un systéme en partie gauche du point. Les
dom et top sont donc des fonctions de ID — BooL, la géométrie une fonction de Ip — GEO et la valeur
une fonction de ID — VAL. Les dom, top, géométrie et valeur correspondent a ’application de la fonction
correspondante & la valeur du label dans ’environnement p.

XIII.5.9.3 La concaténation de systémes

Nous supposons, lors de la concaténation de deux systémes qu’il n’y a pas de collision de noms : I’intersec-
tion des identificateurs définis par chaque systéme est vide. Les opérandes d’une opération de concaténation
étant supposées bien typées, les deux arguments de la concaténation sont bien des systémes: il est donc
valide de calculer le dom, le top la géométrie et la valeur de la concaténation en termes de composition des
fonctions de ses arguments.

D D
t,pFei—di t,pkex—d>

#a .
t7pF61#62—>d1Lﬂd2
D T T
4 t,pbFei1#ea—true t,pker —top1 t,phk ez — tope
t
t,pbFei#e2 N top1 W topa
” t,p}—el#ezitrue t,pl—eligl t,p}—egigz
g g
tphei#te, — g1 Wgs
T v v
” t,pFei#ex — true t,pker —v1 t,pkex — v
v

t,pl—el#eglvlwvg

REG. 30  L’opérateur de concaténation de systémes
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XIII.5.10 Traitement des amalgames

Lqg —————————— Code(c)
t,pF c—true

Ly ————— Code(c)
t,pFc— true

Ly Code(c)

t,pkFc 5, AmalGeo

A
t,pt
Lo 2PTCT Y Code(c)

thcLU

REG. 31 — Calcul d’une expression d’amalgame.
Le calcul sur des expressions d’amalgame est entiérement réalisé par la sémantique que nous avons spécifiée

dans le précédent chapitre. Par conséquent, il n’est pas nécessaire de reproduire ici les régles correspondant
au calcul des opérations de concaténation et de sélection.

XIII.5.11 Le traitement des tableaux

XIII1.5.11.1 La définition de tableaux

topF ei—od;
{tab}, e e i€[1,n]
t7pF{..‘,6i7.‘.}—>/\di
t,pk{ €; }gtrue tpk e - top:
{tab}t :P trt Tty e Tvp ? pl 26[1771]
t,oE{...,ei,...} — \/top;
. T .9
{tab}q t,pl—{...,el,...}—>truect,p|—el—>tsl i € [1,n]
’ t,oF{...,e... )= ts nl
T v
{tab}v t,pE{...,ei,...} > true t,pke — v; i€ [1,n]

t7pF{...,ei7.‘.}L [0, 1]

REG. 32 L’opérateur de définition de tableauz

Le calcul de I’horloge d’un tableau détermine la fagcon dont on pourra accéder a ses éléments. Plusieurs
choix, pour la définition de I’horloge d’un tableau, sont possibles:

1. Tous les éléments du tableau ont la méme horloge et I'’horloge du tableau correspond a I'horloge de ses
éléments. Tous les éléments ayant la méme horloge, il n’est pas possible de définir des tableaux partiels
ni des tableaux dont les élément changent & des rythmes différents.

2. L’horloge des éléments du tableau est quelconque. L’horloge du tableau est définie comme 'union des
horloges de ses éléments mais on demande néanmoins & ce que tous les éléments aient leur domaine
vrai. Dans ce cas, les tableaux dont les éléments évoluent & leur propre rythme sont permis alors que
les tableaux partiels sont rejetés.

3. L’horloge des éléments du tableau est quelconque et ’horloge du tableau est ’union des horloges de
ses éléments, sans restriction. Dans ce cas, les tableaux partiels sont admis, i.e. les tableaux dont le
domaine de certains de leurs éléments est faux alors que le domaine d’autres éléments est vrai.



XIIL.5. LES REGLES DE LA SEMANTIQUE OPERATIONNELLE DE 81/2p

201

Nous choisissons pour le moment la seconde possibilité qui nous permet de définir des tableaux ot chaque
élément peut avoir une horloge différente mais ou tous les éléments sont définis. Le domaine d’un tableau
est donc la conjonction des domaines de ses éléments, le top étant la disjonction des tops des éléments du
tableau. La géométrie des tableaux nécessite que les éléments du tableau aient tous la méme géométrie (i.e.
les tableaux sont homogeénes). La valeur d’un tableau correspond & la valeur de 'agrégation de la valeur de

ses éléments.

XIII.5.11.2 La sélection par un entier

D
t,pFei—d
D
t,pFel « n—d

D
t,pFel «.n—true t,pker Ltop

LA T
t,pFel «n—top

t,pkF el .nLtrue t7pF61its h:l 0<n<h

tp%m.nitsl

tpk e 2
t7pF€1.nl>true t7pF61Lv P 61—>g19
t7p|—e1.n—>gz

Y
t,pFel.n A Sellnty, g, (v,n)

REG. 33 — L’opérateur de sélection par un entier

L’horloge d’une sélection d’un tableau par un entier est ’horloge du tableau considéré. La géométrie de la
sélection d’un tableau & n dimensions par un entier est un tableau & n — 1 dimensions de méme type scalaire
que le tableau initial ; la valeur de la sélection d’un tableau est le n€ vecteur du tableau initial.

XII1.5.11.3 La concaténation de tableaux

#a

it

#q

o

D D
t7p [ 61—>d1 t7p [ 62—>d2

t,p}— 61#622&11 A d2

D
t,pbei#ex—true t,pke; i>top1 t7pF62Lt0p2

t,pbF el #e2 Z, top1 V topa

t,phk el #nea 7, true t,pker 5, ts 1Q(hy::1") t7pFegi>ts 1@ (ha::l')

length(l) ==n

t,phk el #ne N 1Q (hy:he):l!

t7pF61#nezig

v
F
t7PF61#€21>true t:P}_eligl t,pker — v

v
t,pkexs — v
tpkes go pre ’

v
t,ple1#nea — #g, xgy—g(v1,v2,1)

REG. 34 L’opérateur de concaténation de tableaux

La concaténation de tableaux se comporte de la méme fagon que la définition de tableaux pour le calcul
de I'horloge. Le dom est la conjonction des domaines de ses arguments et le top, la disjonction des tops.
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L’opération de concaténation permet la concaténation de tableaux suivant une dimension particuliére: par
exemple, dans le cas d’un tableau bi-dimensionnel, la concaténation suivant la premiére dimension est une
concaténation « & droite », suivant la seconde dimension, c’est une concaténation « vers le bas » (cf. sec-
tion 11.3.3.5, page 15). Si on concaténe un tableau a n dimensions suivant la dimension n’, alors les géométries
des n — n’ — 1 premiéres et des n — n’ derniéres dimensions doivent étre identiques.

XIII.6 Preuves d’évaluation de programmes 81/2p

Dans cette section nous allons dérouler « & la main » la sémantique formelle afin de calculer I'horloge
de quelques expressions caractéristiques. Nous verrons ainsi que I'horloge calculée par 81/2p est la méme
que ’horloge calculée par la sémantique dénotationnelle initiale de 81/2. Le but n’est pas de prouver que la
nouvelle sémantique est une extension compatible de I’ancienne, ce n’est pas le but de cette thése, mais de
se convaincre que grosso modo, on calcule la méme chose.

Les expressions caractéristique du calcul d’horloge 81/2 sont les suivantes :

— {a = a} définit (sans boucler) un stream dont le domaine n’est jamais vrai.

— $a + 1 définit (sans boucler) un stream dont le domaine n’est jamais vrai.

— {a=01by(8a + 1)} définit un stream avec un seul top en ¢t = 0.

— {a =01by(3a + 1 whenClock)} définit un compteur qui progresse au rythme de Clock.

— sx = x fby(x + $sz) posséde la méme horloge que celle de z.

Ces expressions sont caractéristiques du calcul d’horloge 81/2: par exemple, les expressions analogues en
Lustre ou bien Signal ne présenteraient pas les mémes horloges.

XIII.6.1 Calcul de la valeur d’une expression récursive simple

Nous montrons dans cette section que le calcul de la valeur d’une expression récursive simple termine et
a pour résultat Undef.

Preuve 1 (Valeur de {a = a} au tic t)

Le calcul de la valeur de {a = a} termine. En effet, l'utilisation de la régle {sys}, pour le calcul de
I’expression nécessite que le domaine et ’horloge des expressions prémisses soit vrai. Or le domaine de
I’expression précédente est faux car:

id ¢ Dom(()
P,
t,0F p’'(a) = a—false t,0F p'(a) =a IR 1
t
t,p’l—aLfalse t,p’l—alf?

. {sus},
t,0F {a=a} —7

ou p' = [a — a]. Par conséquent, la régle par défaut Défaut, est utilisée de fagon a calculer la valeur de

I’expression :

0,0+ M T, false ,
——— Défauty

0,0 M Y. Undet
: Défauty

t,0- M L false t— 1,0 M - Vi = Undef

v Défaut,
t,0 = M — Vj; = Undef

Le résultat obtenu est bien celui qui était attendu: Undef. O
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XIII.6.2 Calcul de la valeur d’un délai

Nous allons montrer que le calcul de la valeur d’une expression simple impliquant un délai termine et a
pour résultat Undef.

Preuve 2 (Calcul du domaine de $a + 1 au tic t)
D’une fagon similaire, le calcul d’une expression {a = $a + 1} ne boucle pas non plus. En effet, la régle
Delayy assure que le domaine de $a + 1 & un instant ¢ quelconque est faux:

D
0,0+ $a— = false
. Bopg, $4,Cteq

D
t—1,0F p'(a) = $a+ 1—>dy = false

d

/ D / D
t—1,p' Fa—d; = false t,p' F 1—>true
$4q Cteg

D D
t,p' F $a—d; = false t,p' F1—d2 = true

Opd
D
t,p' F$a+ 1—(d1 = false) A (d2 = true) = false

ot p) = [a — $a+ 1]. Le dom et le top de I’élément d’un systéme doivent étre vrais pour que la valeur de
I’élément puisse étre calculée. Ceux-ci étant faux, la régle sys, ne peut donc pas s’appliquer :

D
t,p' F$a+1—false t,p F$a —topr tp F1 -1 tops

Bopt v
t,p’F‘JBa—l—lLtopl\/topz t,p'F%a+1—7

s fsvs),
t,0+ {a=8%a+1} —7

La régle par défaut Dé faut, est utilisée pour obtenir, comme valeur de la réduction de I’expression, Undef
(cf. preuve (1)). O

XIII.6.3 Calcul de {a = 0£fby($a+ 1)}
XII1.6.3.1 Tict=0

Calculons la valeur de 'expression A = {a = 0£by($a + 1)} au tic 0. Pour que cette expression ait une
valeur au tic 0, il est nécessaire qu’elle ait un top vrai. Si c’est le cas, la valeur de A sera le résultat de

I’application de la réduction: 0,0 - A Y, v. Vérifions que A & bien un top en 0:

Preuve 3 (Calcul du top de A au tic 0)

D
0,p = 0—true
———— Ctey

D
0,p = 0—true

T Ctet
0,0’ F0— (0 ==0) = true P

T byt
0,0 F0fbyS$a + 1 — true

ou p’ = [a — 0£by($a + 1)]. Nous pouvons maintenant calculer la valeur de A au top 0. O

Preuve 4 (Calcul de la valeur de 0fby $a + 1 au tic 0)

D
0,p - 0—>true

D cd
/
cf. la regle ci-dessus 0,p 7 O——true Ctes
. Fby, 0,0 0L (0==0) = true ,
. €y
0,0 F 0fbySa+1 L true 0,0 F0-s 11011
Fby,

0,0 FOfbySa+1—[10 1]

Par conséquent, au tic 0, la valeur de A est [ 0 |]. |
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Preuve 5 (Calcul de la valeur de {a = A})

cf. (3) cf. (4)
. Fbyt . Fbyy,
0,0 F 0fby(Sa+1) L true 0,0 F 0fby($a+1) — [1 0 I

! fsus),

XI11.6.3.2 Tict=1

Calculons maintenant la valeur de A au tic 1 afin de vérifier que le stream progresse. Nous procédons
pour cela de maniére analogue & ce qui a été réalisé précédemment : on calcule la valeur de I’horloge de A
afin de s’assurer que celle-ci est égale & true:

Preuve 6 (Horloge de 0fby$a+ 1 au tic 1)

1,0+ Ogtrue cf. remarque
D teq ci-dessous cf. (7)
1,p' - 0—true . Lo
P Fby, : Ctey : Binairet
1,p' - 0fby $a + 1—>true 1,0 0 7, true 1, FS%a+1 7, false V false = false

Fby

1,0 F0fbySa+1 -5 iteOK(t — 1,p',0), ta, t1 = to
Il n’est pas nécessaire de calculer la valeur du top de la constante 0. En effet, OK (0, p’,0) ayant pour valeur
true, ce sera le top de $a + 1 qui sera sélectionné. En effet :

D
0,p' = 0—true
2P TR Gey

D
0,p' - 0—true

p Cter
0,00 — (0 ==0) = true

k
OK(0,p',0) = true 0
a
Preuve 7 (Calcul du top de $a + 1 au tic 1)
cf. tic 0
o Idg
(I a2>true 1.0 + 12,
- Delayy cf. (8) Dp T o Trree 5 true Cteq
1, p' - $a—true Binai * Delay: 1,p' F 1—true
inaireq : Ctes
/ D / T / T P
1,p + $a+ 1—>true 1,0+ 8a — false 1,p'F1-— (1 ==0) = false
- Binaire:
1,p' +8%a+ 1 - false V false = false
a
Preuve 8 (Calcul de ’horloge de $a au tic 1)

cf. tic 0

! a ¢ Dom(())

. Fbyg,... — [l

' D cf. tic 0 1,0 Fa — false i

0,0+ p'(a) = 0fby($a + 1)—true ” . Fby, Fby, cf- t-lcl(;
d ' . e : t
D D .
0,0 Fa—t ’ / J
pPha D Tue Delay, 1,0F p'(a)—true 1,0+ p’(a) — false 14, 00 Fa T, true oK
1,p' F $a—true 1,pka L, false OK (0, p,a) = true D lo
elayt

1,0+ $a T, false
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XII1.6.3.3 Le systéme {a = 0£fby($a + 1)} définit un stream qui ne progresse pas

Par conséquent, I’horloge de A étant fausse au tic 1, le stream ne progresse pas. Il n’est pas nécessaire
d’effectuer le calcul aux tics suivants car la preuve que nous venons de produire pour le tic 0 est utilisable
pour tous les tics ¢ tels que ¢t > 0.

XIII.6.4 Calcul de {a = 0£fby($a + 1 whenClock)}

Calculons la valeur de I’expression A = {a = 0£by($a + 1 whenClock)} pour montrer que cette équation
définit un stream qui progresse dans le temps (contrairement & ’expression précédente) et dont la valeur est
incrémentée a chaque tic.

XII1.6.4.1 Tict=0

Au tic 0, ’'équation A posséde un top, car 'horloge de fby est identique a 'horloge que 'on vient de
calculer pour I'expression précédente. De la méme fagon, sa valeur est égale a [| 0 |].

XII1.6.4.2 Tict=1

Au tic 1, on calcule la valeur de A, sans détailler chaque étape. Nous séparons le calcul des preuves quand
celles-ci apparaissent dans le calcul d’autre preuves ou quand il n’est pas possible de les définir en une seule
fois (pour des raisons de place). La valeur au tic 1 de A est définie par la preuve (9).

Preuve 9 (Valeur de a au tic 1)

cf. preuve (10) cf. preuve (17)
. Fbyt : Fby'u
’ T , hY
1,p)HFA>true 1,p)FA—I[l1]]

S {sus},
1,0 F {a = 0£by($a + 1 whenClock)} — [| 1 |]

o p’ = [a — 0£fby($a + 1) when Clock]. O
Preuve 10 (Horloge de A au tic 1)

1,0+ Ogtrue Cette branche n’est pas
D tea  sélectionnée cf. preuve (11)
1,p' - 0—true . :
P — Fbyd . Ctet : Whent
1,p' - A—true 1,0 0 T2 1,0’ + $a + 1 when Clock 7, true

Fby:
1,p’ - 0£fby $a + 1 when Clock Z ite(OK (0, p’,0), true,?) = true

Il n’est pas nécessaire de calculer la valeur de I'horloge de la constante 0 au tic 1 (preuve de 1, p' 0 —7—>7) car
la branche sélectionnée par OK(()0, p’,0) correspond a la preuve du calcul de I’horloge de $a + 1 whenClock
au tic 1. 0

Preuve 11 (Horloge de $a + 1whenClock au tic 1)

cf. (12) cf. (13) cf. (14)

Wheng . Clockt . Clocky

D
0,p"  $a + 1 when Clock —false 1,p’ I Clock 7, true 1,p’ F Clock Y, true

p Wheng
1,p' F $a + 1 whenClock — true A true = true

Preuve 12 (Domaine de $a + 1 whenClock au tic 1)
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cf. (15) cf. (16) cf. (13) cf. (14)
. Clocky . Delayqg . Clockg " Clocky
D D D v
0,p' F $a + 1whenClock —false 1,p'F $a+ 1—true 1,p' F Clock —true 1,p' I Clock — true Wh
ENg
D
0,p' F $a + 1 whenClock —false
a
Preuve 13 (Top de Clockl au tic 1)
D
1,p" F Clock 1—>true(l # 0) = true
s Clocky
1,p’ F Clock 1—true
- Clocky
1,p' F Clock 1 — ((1%1) == 0) = true
O
Preuve 14 (Valeur de Clock1 au tic 1)
cf. (13)
. Clocky
1,p’ - Clock1 7, true
7 Clocky,
1,p' Clock1 — [| true |]
O
Preuve 15 (Domaine de $a + 1 whenClock au tic 1)
5 Delay, — 5 Cteq cf. (13) cf. (14)
0,p' F $a—false 0,p'F1—true _ . 1 Clocky " Clocky
= Binaireg g .
0,p - $a = 1—>(false A true) = false 0,p' F Clock1—>true 0,p’ - Clock1l Y, true
= Wheng0
0, p' - $a + 1 when Clock —(false A true A true) = false
a
Preuve 16 (Domaine de $a+ 1 au tic 1)
cf. tic 0
D Idy
, D
0,p" - a—true
———— Delayy ————— Cteq
1,p' + $a—true 1,p' F1—true _ .
p= Binaireg
1,0 F $a + 1—(true A true) = true
O
Preuve 17 (Valeur de A au tic 1)
cf. (10) cf. (18)
cf. (10) ¢ tic 0 W hent Binaire,
: cf. tic
. Fby, L 0K, 1,p' F $a + 1when Clock — true 1,p' F$a+1 —=+([1 0 11,011 111)=[111]
: : eny
Lo F AL true OK(0,p,0) = true 1,p' - $a + 1when Clock — [| 1 I
5 Fby, Next
1,p' - 0fby $a + 1 whenClock — [I 1 |]
a

Preuve 18 (Valeur de $a + 1 au tic 1)

cf. (19) cf. (21) cf. (22)

. Binaire: . Delayy . Defauty
LpFsa+1l Dtrue 1,0 FSa+1-501011 1,01 501111

v Binaire,
1L,pFS$a+1—+([10I11,[11I11)=TL111]
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O
Preuve 19 (Horloge de $a+ 1 au tic 1)
. (16) cf. (20) — ey
. Binaireq . Delay: 1L, F1— o
/ D / . T / T —_ tet
1,pF8%a+1—true 1,p'F $a — true 1,0/ 1> (1==0)=false _
p Binaire;
1,p'F%a+1 - (true V false) = true
O
Preuve 20 (Horloge de $a au tic 1)
e (16) cf. tic 0 cf. t_ic 0
: 5 claya © 0K, o Ady
1,0+ $a—true OK(0,p',a) =true 1,0/t a 7, true
Delay:
1,0+ $a T, true
O
Preuve 21 (Valeur de $a au tic 1)
cf. tic 0 cf. tic 0
of. (19) . Fby: o by
" Delay; 0,0+ p'(a) L true 0,0+ p'(a) - [1 0 11 p
: v
1,0 F $a L true 0,0 a1 01]
v Delayy
1,0 +8%a—[101]
O
Preuve 22 (Valeur de la constante 1 au tic 1)
— Ciey
0,0 F lgtrue
— 5 Ctegq ’ 5 Ctes
1,p' F 1—true 0,p' F1— (0 ==0) = true
p Ctet v Ctey
1,p/ 1= (1#0)=false 0, F1—T[I11]
v De fauty,
1L,pF1—=Tl111
O

XIII1.6.4.3 Le systéme {a = 0£fby($a + 1) whenClock } définit un stream qui progresse

Par conséquent, ’horloge de A étant vraie au tic 1, du fait de la quantification par Clock, le stream
progresse au rythme de Clock et a pour valeur 1. De la méme fagon que pour 'exemple précédent, il n’est
pas nécessaire d’effectuer le calcul aux tics suivants car la preuve que l'on vient de produire pour le tic 0 est

utilisable pour tous les tics ¢ tels que ¢ > 0 ou seule la valeur de $a change et est égale a la valeur du stream
au tic t — 1.

XIIL.6.5 L’horloge de sz avec sz = z fby(x + $sz) est la méme que celle de z
L’horloge de I'expression :
sx =z fby(x + $sx)

est la méme que celle de z:

1. pour les tics avant le premier top, et celui-ci inclus : nous avons vu que ’horloge de 'expression sx était
I'horloge de 'argument gauche de fby (cf. la régle Fby, et les deux exemples ci-dessus).
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2. pour tous les autres tics: I’horloge de sz est la disjonction des horloges de x et $sx. Elle inclue
donc I'horloge de x et se réduit & celle-ci car I’horloge de sx est liée & false lors de son calcul dans
I’environnement da a la liaison sz = .. ..



Chapitre X1V

Eléments d’implémentation et exemples

Dans ce chapitre nous esquissons des éléments de 'implémentation en CAML de la sémantique présentée au
chapitre précédent. Nous donnons ensuite des exemples pris dans trois domaines d’application trés différents :

— structure de données dynamiques pour la combinatoire,
calcul symbolique,
— modélisation de processus de croissance.

Ces exemples complétent les exemples illustrant les amalgames et les GBF, et montrent l'intégration de ces
deux nouveaux concepts dans 81/2p. Tous les exemples de ce chapitre ont été évalués par la version présentée
de l'interpréte.

XIV.1 Eléments d’implémentation

Nous donnons quelques éléments de I'implémentation des régles d’évaluation de 81/2p en CAML. Cette
implémentation est en cours. Tous les exemples de ce chapitre ont été évalués par le prototype dans son état
actuel.

XIV.1.1 Principe de I'implémentation CAML

Une régle de réduction de la forme:
t,pke Y
se traduit en une fonction récursive de la forme:
let rec fx(t, p, e) = v

La fonction fx est définie par induction sur la structure de l'arbre syntaxique des expressions en CAML.
L’évaluation de ’expression procéde par décorations successives de ’arbre, ce qui nous permet de:

supprimer p par une passe consécutive a la création de l’arbre qui associe & chaque occurrence d’un
identificateur dans une expression sa définition. Cette phase de liaison intervient aprés la création de
I'arbre et avant ’évaluation de ’expression.

mémoiser [LT95] £fx en décorant l'arbre avec les valeurs de fx pour le tic ¢ courant et pour ¢ — 1 (qui
apparait parfois dans le calcul de v).

calculer et de mémoiser certains autres prédicats (comme OK (), ... ).

XIV.1.2 Le jeu d’instruction de la machine virtuelle

Les principales caractéristiques de la machine virtuelle sont :

un jeu d’instructions extrémement réduit (8 instructions),

209
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elle est générique : en effet, les fonctions sont paramétrées par la signature (la géométrie) de ’opération.
L’opération notée unopy, _4(v) correspond en fait & la fonction unop(op, ge, g, v).

elle est facilement SIMD-isable ou vectorisable

Nous donnons & titre indicatif I’ensemble des opérations de la machine virtuelle tableau avec leur équivalent :

€1 .n : Sellntgy g4, (v,n)

e1#n €2 D #gxgog(V1,v2,1)

if si thenalorselse sinon © itegxgxg—g(Usi, Valors; Vsinon)

e: [n] : Shrinkg, _.4(e)

unop(e) : unopg, q(v)

e1 binop ez © Bopg, xgs—g (v1,v2)
switchsithenalorselsesinon : Switchy,,xg.,omexgsinon—g(Usis Valorss Usinon)
e:f : Shrinkge_,g(v)

L’opérateur de calcul de rang d’une collection n’apparait pas car il correspond & un traitement en CAML de
la géométrie d’une expression.

XIV.2 Structures de données dynamiques pour la combinatoire

XIV.2.1 Les « tableaux chinois »

Nous décrivons dans cette section une méthode originale utilisée pour calculer quelques suites classiques.

Le mathématicien chinois Li SHANLAN a défini une méthode pour calculer des suites de nombres de
fagon « quasi automatique ». Sa méthode est similaire a la méthode utilisée pour le calcul du triangle de
PASCAL: une série de nombres est représentée sous une forme pyramidale ot chaque élément est calculé par
une fonction simple de ses voisins et prédécesseurs. Nous ne détaillerons pas ici la méthode utilisée pour
deéfinir ces structures, le lecteur intéressé se reportera a [Mar94, pp 96-106]. Nous donnons dans la figure 1
un exemple d’application de la méthode de SHANLAN pour le calcul des nombres de STIRLING et d’EULER.
Nous décrivons dans les sections suivantes une implémentation directe en 81/2p de ces calculs.

XIV.2.1.1 Calcul des coefficients binomiaux par la méthode du triangle de PASCAL

Les coefficients binomiaux C? peuvent étre calculés de fagon récursive: la valeur du point (ligne, col)
dans le triangle est la somme des points du triangle d’indice (line — 1, col) et (line —1, col —1). On représente
le triangle de PASCAL en prenant pour les lignes I’aspect stream d’un tissu (les lignes du triangle de PAscaL
seront calculées dans le temps), les colonnes étant représentées par I’aspect collection du tissu. Le nombre de
colonnes augmentant dans le temps, il est nécessaire d’avoir des tissus oil la collection peut varier de taille
a I'exécution. Chaque valeur du triangle de PASCAL est définie par les relations de récurrences suivantes :

P(0,0) = 1 (1)
P(i,i) = 1 (2)
P(i,j) = P(Gi—1,j)+P(i—-1,57-1) (3)

Remarquons que la ligne [ (telle que [ > 0) est la somme de la ligne (I — 1) concaténée a droite avec 0 et
de 0 concaténé a gauche avec la ligne (I — 1). Il nous est donc possible de définir une version du triangle de
PAscAL a l’aide des seuls opérateurs de concaténation et de délai. Le programme 81/2p correspondant est :
tQ0 = 1;
t ($t # 0) + (0 # $t) when Clock;

L’initialisation de la collection & la valeur 1 & l'instant 0 provient de (1) et (2); ’équation universellement
quantifiée exprime quant a elle la relation définie par (3). Les 5 premiéres valeurs du triangle de PASCAL
sont :

1 } : int[1]

1, 1} : int[2]
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a + o +
0 l/ 1 0 1 1
2 + 2 + 2 + 2 2
0 1 3 2 0 1 2
B + B + B + B + B 2 3 2 B
+ + !
\ / / \
1 6 11 6 1 11 11 6

Y

v v v ]
(a) Les 4 premiéres étapes du calcul (b) Les 4 premiéres étapes du
des nombres de STIRLING. calcul des nombres d’EULER.

Fi1G. 1 — Calcul des suites récurrentes par la méthode de Li Shanlan. Exemple du calcul des nombres de
Stirling et d’Euler.

Top : 2 : {1, 2, 1} : int[3]
Top : 3 : {1, 3, 3, 1 } : int[4]
Top : 4 : {1, 4, 6, 4, 1 } : int[5]

XIV.2.1.2 Les nombres de STIRLING

Les nombres de Stirling de premiére espéce, S(n,m), ont été définis par J. STIRLING et permettent,

3

entre autre, le calcul les coefficients du développement du polynoéme :
fl@)=2(z+1)...(x+n—-1)

Les nombres de STIRLING ont de nombreuses applications en mathématiques ; ils servent par exemple dans
certains algorithmes de multiplication en multiprécision, ils sont liés aux « nombres harmoniques » et ils ont
des interprétations combinatoires (partitions d’ensembles). La suite des nombres de STIRLING est définie par
les équations récurrentes suivantes :

S5(0,0) =1 (4)
S(n,0) =0 n#0 (5)
S(0,m) =1 m 0 6)
S(n,m) =mn-1)Sm—1,m)+Sn—-1,m—-1) n,m=#0 (7

Le calcul des nombres de STIRLING en 81/2p peut étre réalisé en calculant n dans le temps et en associant le
calcul de m & un vecteur. La figure 1 détaille la méthode de calcul des nombres de STIRLING. Le programme
81/2p correspondant est :

s@0 = 0; /* de (4) ¥/
s@1 = 1whenClock; /*de (4) */
s = (I8f1*8f)+ (8s#0); /*de(7) */
fao = 1 /* de (6) */
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f = 1#s /*de (6) */

L’opérateur |z| calcule le rang du tissu z, c’est-a-dire un vecteur ou l'élément i correspond au nombre
d’éléments de la i¢dimension de z. Par conséquent, Pexpression |$f| se comporte comme un compteur et
correspond au coefficient (n—1) utilisé pour multiplier chaque ligne précédente afin d’obtenir la ligne courante.
Les 5 premiéres lignes du triangle de STIRLING sont :

Top: 0 : {1} : int[1]

Top: 1 : {1, 13} : int[2]

Top: 2 : {1, 3, 2 } : int[3]

Top: 3 : {1, 6, 11, 6 } : int[4]

Top: 4 : {1, 10, 35, 50, 24 } : int[5]

XIV.2.1.3 Les nombres d’EULER

Les nombres d’Euler, E(n,k), ont été définis par L. EULER. Ils permettent de calculer le nombre de
permutations & n éléments se décomposant en p tranches décroissantes de longueur maximale. Par exemple,
pour 'ensemble des six permutations de trois élements {(1,2,3), (1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)},
il existe exactement quatre permutations qui sont formées de deux tranches décroissantes: (1/3,2), (4,1/3),
(2/3,1), (3/2,1). Par conséquent, E(3,2) = 4. La suite des nombres d’EULER est définie par les équations
récurrentes suivantes :

E(0,1) =1 ®)
E(0,k) =0 n#0 9)
E(nk) =kEn—-1k+(n—k+1)En—-1,k—1) nm#0 (10)

L’implémentation du calcul des nombres d’EULER en 81/2p suit le schéma que l'on a défini pour les
nombres de STIRLING : on effectue le calcul de n dans le temps et on associe au calcul de k& un vecteur. La
figure 1 détaille la méthode de calcul des nombres d’EULER. Le programme 81/2p correspondant est :

iota = ($iota # (|$iota| + 1)) when Clock; /* calcul de k pour (10) */
iota@0 = 1;
riota = ((|$riota| + 1) # $riota)when Clock; /* calcul de (n — k + 1) pour (10) */
riota@0 = 1;
e = (04 ($riota = $e)) + (($iota * $e) #0); /* de (10) */
@ = 1; /% de (8) & (9) */

La valeur de iota au tic n est le vecteur dont les éléments sont 1...(n — 1). L’expression riota est la version
« retournée » de iota (un vecteur de valeurs (n — 1)...1). Enfin, I'expression e représente le vecteur des
nombres d’EULER. Les 5 premiéres valeurs du triangle d’Euler sont :

Top: 0 : {1} : int[1]

Top: 1 : {1, 13} : int[2]

Top: 2 : {1, 4, 1} : int[3]

Top: 3 : {1, 11, 11, 1 } : int[4]
Top: 4 : {1, 26, 66, 26, 1 } : int[5]

XIV.2.2 Le triangle de PAscAL modulo 2

Nous revenons dans cette section sur le triangle de PASCAL. On peut s’intéresser & la parité des nombres
qui figurent dans le triangle: on obtient ainsi un triangle de 0 et de 1, le triangle de PASCAL modulo 2. Ce
triangle posséde une structure récursive décrite par la figure 2.a. Si T est un triangle de Pascal modulo 2,
alors le triangle obtenu en concaténant deux fois 7' & lui méme de la maniére décrite ci-aprés est encore un
triangle de PASCAL modulo 2. La construction du nouveau triangle s’obtient en concaténant 7" une premiére
fois en alignant le coin supérieur gauche de T sous le coin inférieur gauche, et en concaténant 7" une seconde
fois au résultat en alignant le coin supérieur gauche de 7" sous le coin inférieur droit.
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De maniére plus générale, le triangle de PASCAL modulo n présente la méme structure récursive si n est
un nombre premier. Cette méthode de construction est intéressante car en n étapes on obtient un triangle
de 2™ lignes.

Le programme 81/2p correspondant manipule le carré qui englobe un triangle (en effet, on s’est restreint &
ne manipuler que des régions rectangulaires). Le programme est trés simple et traduit exactement le processus
de construction :

P = (($p # 0:|$pl) #~ ($p # $p)) when Clock;
peo = 1:[1, 1];

Triangle de Pascal modulo 2

(a) Construction récursive du triangle de Pascar modulo (b) Résultat des 7 premiéres étapes du calcul du triangle
2. Les points correspondent aux sommets ol on réplique de PascaL modulo 2. L’affichage utilise 'interface avec
le triangle. Le triangle initial de la construction figure en Gnuplot que nous avons développé.

grisé. On a figuré quatre étapes successives de construc-

tion.

FiGc. 2 — Le calcul du triangle de Pascal modulo 2. Détail et résultat de lexécution du programme 81/2p.

L’évaluation de ce programme pour les 3 premiers tics a pour résultat :
Top: 0 : { {13} 3} : int[1, 1]

Top: 1 : { {1,073 {1, 1} 3} : int[2, 2]

Top: 2 :{ {1, 0,0, 01},
{1, 1, 0, 01},
{1, 0,1, 03,
{1, 1,1, 13} } : int[4, 4]
Top: 3 : {{1,0,0,0,0,0,0,01},
{1, 1,0,0,0,0,0,01%,
{1, 0,1, 0, 0, 0, 0, 0},
{1, 1,1, 1, 0, 0, O, 0},
{1, 0, 0,0,1, 0, 0, 0},
{1,1, 0, 0,1, 1, 0, 0 },
{1, 0,1, 0,1, 0, 1, 0},
{1,1, 1,1, 1,1, 1, 1} } : int[8, 8]

XIV.3 Calcul symbolique en 81/2p

L’utilisation conjointe des amalgames et des streams 81/2p va permettre d’effectuer des opérations de
calcul symbolique en 81/2. En effet, une expression ouverte correspond & un morceau d’arbre syntaxique

soit encore & une expression symbolique. Les trois sections suivantes illustrent l'utilisation d’expressions
symboliques en 81/2p.
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XIV.3.1 Calcul par développement limité

Un grand nombre de suites mathématiques nécessitent le calcul symbolique d’une premiére suite de valeurs
(par exemple, un développement limité suivant la méthode des développements en séries de TAYLOR) puis
I'instanciation de cette suite avec des valeurs numériques fournissant des valeurs initiales, afin d’obtenir la
suite désirée. Nous reproduisons cette approche ici & travers le calcul formel du développement limité de
I’exponentielle :

2 3 4 5 6

oo
e’ = E—
k!
k=0
z° ozt

T
14+x+ B + E;? 4—'1T + Egi + }g{ + ...

Chaque terme de la somme correspond au terme précédent multiplié par z et divisé par un entier croissant.
Nous utilisons ce schéma pour calculer la suite des sommes partielles: & un instant ¢ on dispose d’une
approximation correspondant & la somme des n premiers termes. A chaque itération, on ajoute un terme 3
la suite: le terme qui est ajouté est le dernier terme multiplié par x et divisé par la factorielle du numéro
d’itération courant.

Le codage en 81/2p utilise la dimension stream du tissu pour représenter les génération successives des
termes et utilise les amalgames pour représenter les termes. On définit une expression fact qui calcule n!
ot n est le numéro de la génération. L’expression terme représente le terme en z et est égal, & chaque
génération au terme de la génération précédente multiplié par z. Enfin, 'expression exp représente le calcul
de l'exponentielle qui est égal au terme de la génération précédente plus le terme courant divisé par la
factorielle courante. Le programme 81/2p est:

n@0 = 0.0 n = $n + 1.0 whenClock;

fact@0 = 1.0; fact = mn=*$factwhenClock;

terme@0 = 1.0; terme = ($terme * x)whenClock;

exp@0 = 1.0 exp = (Sexp + terme/ fact) whenClock;

La référence x reste symbolique car aucun definiendum de nom x n’existe. Les 4 premiéres valeurs de la suite
sont :

{17} : float[1]

{1+ {1r*xx)/{1D}H

1+ ({13 *xx) /{1 +W({1}r*x)*xx)/ {21}

({1 + ({1 *xx) /7 {1+ H{1Y*x)*x) /{23 +(H{1}=*x)*x)*x)/{63}

En définissant une expression qui fournit une valeur a la référence libre z: v = {x = 1.0, = exp} on obtient

la réduction de I'expression symbolique :
{173} : float[1]

{1, 13} : float[2]

{1, 2} : float[2]

{1, 2.5 } : float[2]
{1, 2.66667 } : float[2]
{1, 2.70833 } : float[2]
{1, 2.71667 } : float[2]
{1, 2.71806 } : float[2]
{1, 2.71825 } : float[2]
{1, 2.71828 } : float[2]

On trouvera dans [GG91| un ensemble de calculs symboliques utilisant le formalisme des L systémes et qui
sont, directement, implémentables en 81/2p en utilisant le formalisme des amalgames.

X1IV.3.2 Structures de données réguliéres et calcul de fonctions récursives pri-
mitives

Nous souhaitons calculer au temps t, les t premiéres valeurs d’une fonction récursive primitive. Rappelons
qu’une fonction f est dite récursive primitive si la valeur de f pour l'entier n dépend de la valeur de f pour
des entiers n/ tels que n’ < n.
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L’exemple ci-aprés utilise 'opérateur de coercion, pour implémenter la sélection du n€élément d’un
vecteur. Quand la taille de la collection est supérieure a la valeur de la coercion, alors une troncature est
effectuée. Si ’argument est négatif, cette troncature commence par la fin de la collection!. La fonction sel a
pour valeur le 10€élément (en partant de la fin) de la collection passée en argument. Le stream fibo est un
stream, dont le nombre d’éléments augmente a chaque top, et dont la valeur concaténée est égale & la somme
des derniéres et avant derniéres valeurs de la collection. Le stream fibo correspond & I'implémentation du
calcul de la suite de FIBONACCI. Le programme 81/2p est :

functionsel(a,idz) = (a : { —idx — 1}).0;
fibo@0 = {1, 1}; fibo = $ fibo# { sel($fibo,0) + sel($fibo, 1)} whenClock;

Les 5 premiéres valeurs de la suite calculée par fibo sont :

Top: 0 : {1, 13} : int[2]

Top: 1 : {1, 1, 2 } : int[3]

Top: 2 : {1, 1, 2, 3 } : int[4]

Top: 3 : {1, 1, 2, 3, 5} : int[5]
Top: 4 : {1, 1, 2, 3, 5, 8 } : int[6]

REMARQUE Une variante du programme précédant utilisant deux pas de récursion dans le temps pour
accéder aux deux derniéres valeurs du tissu fibo, est:

fibo@0 = {1}
fibo@l = $fibo# $fibowhenClock;
fibo = $fibo# {sel($fibo,0) + sel($$fibo,0)} when Clock;

XIV.3.3 Factorisation d’un calcul par une expression symbolique et instancia-
tion multiple de cette expression

L’exemple de la section XIV.3.1 utilisait les amalgames pour permettre une définition symbolique d'une
série mathématique puis l'instanciation de cette suite pour obtenir la valeur du calcul.

On peut aussi vouloir instancier plusieurs fois une suite formelle avec des valeurs initiales différentes
pour montrer, par exemple, que la valeur de la suite n’est pas sensible aux conditions initiales. Prenons
par exemple la suite de fibonnaci dont le rapport entre le (n + 1)€et le n€terme tend vers le nombre d’or
(1 ++/5)/2, soit approximativement 1.618. Nous pouvons vérifier cette propriété de la suite en définissant
une expression symbolique représentant les (n + 1)€et n€termes de la suite et calculer leur rapport pour des
valeurs initiales différentes. Pour ce faire, on défini le programme 81/2p suivant :

fib = $fib+ $$fibwhen Clock;
fib@0 = f0;
fib@l = f1lwhenClock;

ol les références libres f0 et f1 vont permettre un calcul symbolique des termes de la suite. La valeur du
n®calcul de fib sera égal au n®terme de la suite. Nous donnons les 7 premiéres valeurs de la suite:

s0

s1

sl + s0

(s1 + s0) + si

((s1 + s0) + s1) + (s1 + s0)

(((s1 + s0) + s1) + (s1 + s0)) + ((s1 + s0) + s1)

((((s1 + s0) + s1) + (s1 + s0)) + ((s1 + s0) + s1)) + (((s1 + sO) + s1) + (sl + s0))

On remarquera que les valeurs calculées pour chaque instant représentent ’arbre de calcul de la suite. Pour
calculer la valeur du rapport fib(n+ 1)/fib(n) pour n = 9, on définit 'expression suivante :

fibo = {f = fib/$fib;
vl = {s0 =1.0;s1 = 1.0} . f,

1. Ce fonctionnement de la troncature n’est pas pris en compte par la sémantique que nous avons proposé. Son intégration
est cependant immédiate et ne présente aucune difficulté majeure.
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v2 = {s0 =2.0;s1 = 3.0} . f}whenClock10;

dont I’horloge whenClock 10 ne posséde un top que tous les 10 tics. On instancie la suite fib avec deux
valeurs différentes dans deux systémes différents : la suite n’est calculée qu’une seule fois mais elle est réduite
avec des valeurs initiales différentes. Le résultat au 2€top (correspondant au 10€tic) est :

{... , 1.61818, 1.61806 }

Cette méthode factorise les calcul d'un arbre de calculs fonctionnels et elle peut étre utilisée dans un
grand nombre de calculs du méme type. Par exemple, pour le précédent calcul de fib, une fois que le calcul
initial de I’« arbre des calculs » est effectué, il est possible d’obtenir de nombreux résultats par réductions
successives, dans différents environnements, de 'expression symbolique. En utilisant la forme symbolique de
la série qui calcule ’exponentielle, on peut calculer 'exponentielle d’arguments différents.

Remarquons qu'’il est possible d’effectuer des évaluations partielles d’expressions en ne fournissant qu'un
certain nombre de définitions pour les références libres. Suivant la stratégie d’évaluation des expressions
composées que nous avons adoptée, la réduction des expressions impliquant des tableaux se fait au plus
tot (cf. section XII.3.1, page 181).

XIV.4 Exemples de modélisations et de simulations de structures
croissantes

XIV.4.1 Le crible d’ERATOSTHENES

Le crible ’ERATOSTHENES est un exemple paradigmatique de programmation par 1'utilisation de taches
dynamiques dans le cadre de programmation concurrente. Une tache est associée a chaque nouveau nombre
premier généré et est connectée aux taches précédemment définies. Ces tache jouent le role d’un filtre. A
chaque génération d’un nombre, celui ci traverse le filtre ainsi créé et s’il arrive effectivement en queue de la
file, c’est que c’est un nombre premier.

Nous décrivons une solution alternative, dans un style plus « data-paralléle », en utilisant des tableaux
dynamiques. Le programme que nous définissons consiste en un générateur de nombres croissants et en un
tableau de nombres premiers. A linitialisation, le tableau des nombres premiers est initialisé avec la seule
valeur 2. Lors de la génération d’un nombre, s’il n’est divisible par aucun des nombres premiers c’est qu’il
est lui-méme un nombre premier, et on le concaténe dans ce cas au tableau des nombres premiers. Cette
croissance du tableau résultat permet une évolution dynamique du tableau des nombres premiers, en fonction
d’un calcul.

La table 1 détaille les 6 premiers instants de 'exécution du programme 81/2p suivant :

generateur@0 = 2; generateur = $generateur + 1 when Clock;

extension = generateur : |$crible|;

modulo = extension % $crible;

zero = (modulo == (0 : |modulo|));

reduit = or\zero;

crible@0 = generateur; crible = $erible # generateur when(not reduit);

Le tissu entier croissant generateur est étendu a la méme taille que le tableau crible contenant les nombres
premiers déja calculés. Le tissu modulo correspond au reste de la division du nombre généré par tous les
nombres premiers. Les éléments du tissu booléen zero sont vrais quand le nombre généré est divisible par un
des nombres premiers déja connus. Enfin, le tissu reduit est égal a la G-réduction du tissu booléen : si reduit
est faux, alors c’est que le nombre généré n’est divisible par aucun des nombres premiers connus. Dans ce
cas, le nombre généré est concaténé au tableau des nombres premiers.
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Top 0 1 2 3 4 5
generateur || {2} {3} {4} {5} {6} {7}
extension {3} {4, 4} {5, 5} {6, 6, 6} {7, 7, 7}

modulo {1} {0, 1} {1, 2} {0, 0, 1%} {1, 1, 2}

zero {0} {1, 0} {0, 0} {1, 1, 0} {0, 0, 0}

reduit {0} {1} {0} {1} {0}

crible {2} | {2, 3} | {2, 3} | {2, 3, 5} | {2, 3, 5} | {2, 3, 5, 7}

TAB. 1 — Les 6 premiéres étapes du calcul des nombres premiers par la méthode du crible d’Eratosthenes.

XIV.4.2 Un modéle de croissance, les DOL systémes
XIV.4.2.1 Présentation des L systémes

Les L systémes sont un formalisme de réécriture paralléle développé par A. LINDENMAYER en 1968 [Lin68].
Ce systéme de réécriture est paralléle, car contrairement aux systémes de réécriture classiques oit un seul
terme est réécrit lors d’une étape de réécriture, tous les termes pour lesquels il existe une régle de production
sont réécrits. Depuis sa définition, ce formalisme a été ’objet d’une étude intensive et a été utilisé dans des
domaines aussi variés que la description d’interactions cellulaires [Lin68] ou la spécification d’un modéle de
calculs paralléles [PH92].

Un L systéme est un triplet G = (X, h,w) ot ¥ est un alphabet, h une substitution finie de ¥ (sur
I’ensemble des sous-ensembles de ¥*) et w, appelé l'aziome du systéme, est un élément de X . Le processus
de dérivation paralléle utilisé dans les L systémes permet la description de phénoménes évoluant simultané-
ment dans le temps et dans l’espace (processus de croissance, description et simulation du développement de
plantes, création dynamique de graphes [Boe95], etc.). Les L systémes, depuis leur définition pour la spécifi-
cation de processus de croissance [Lin68|, ont montré qu'’ils étaient un paradigme efficace pour la description
de nombreux systémes dynamiques (par exemple, dans le domaine des images de synthése [PLHT90], le
calcul symbolique [GG91], la modélisation du développement cellulaire [{BFP92]...). La puissance du forma-
lisme des L systémes provient de sa généricité: les L systémes sont un formalisme de réécriture de termes.
L’interprétation des termes générés lors des dérivations de ’axiome dépend de la nature du processus que
I’on désire modéliser. Chaque sémantique différente associée aux éléments de X permet de décrire I’évolution
dans le temps (I’espace des dérivations de I’axiome) et dans I’espace (I’espace du terme dérivé) d’un systéme
dynamique.

Nous allons nous restreindre & la forme la plus simple des L systémes: les DOL systémes. La lettre
« D » signifie que le systéme de réécriture est déterministe, c’est-a-dire qu’il n’existe au plus qu’une régle de
production pour chaque élément de Y. Nous sommes ainsi assurés que la séquence de dérivation est unique,
alors que dans les L systémes non déterministes, ot il est possible d’appliquer & chaque étape de dérivation
plus d’une régle, il existe plus d’une séquence de dérivation. L’argument numérique du L systéme spécifie le
nombre d’interactions dans le processus de réécriture; ici, les OL systémes sont « context free ».

Nous allons montrer que le formalisme des DOL systémes peut étre facilement implémenté en 81/2p.

XIV.4.2.2 Une traduction des DOL systémes en 81/2p

Nous sommes intéressés par la description du processus de dérivation en 81/2p [Mic96b] des DOL systémes.
La dérivation H(w) d’'un mot w € ¥* est définie de la fagon suivante:

H(a) = h(a) pour a € 3
H(u.v) = H(u).H(v) pour u,v € X1

ot H est I’homomorphisme étendant h. Une traduction d’'un DOL systéme en 81/2p est basée sur le principe
suivant :

un mot est un vecteur d’éléments de X3,
un tissu W est associé a 'axiome w et la valeur W (t) de W au temps ¢ est H'(w).
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Pour implémenter ce mécanisme en 81/2p, chaque régle définissant h est traduite en deux équations 81/2p
suivant la régle de traduction suivante:

. AQ0 = "a’
a— ai ...ap se traduit en (11)
A= (8A1# ... #3A,)whenClock

et un mot w =by ... b, se traduit en W = By # ... # B,.

Nous montrons que pour chaque mot w, W(t) = H'(w). Montrons d’abord par récurrence sur ¢ que
A(t) = H'(a). Cette propriété est vraie pour ¢t = 0. Supposons la propriété vraie pour ¢’ < t. Alors,

At) = (A)@)# ... # (84,)()
(par la propriétée de §) = A (t—1)# ... #A,(t—1)
(par hypothése) = H' '(a1)..... H (ay)
(H homomorphisme) = H' !(a; . )

(
= H” 1)(H( @)

De plus,

W(t) = Bi()# ... # Bu(t)
= H'b)..... H(by)
= H'by ...by,)

— H'(w)

Il est donc possible, par la seule utilisation de I'opérateur de concaténation et de délai, d’implémenter
en 81/2p toute la classe des DOL systémes, en considérant chaque régle de transition comme étant une
équation récursive 81/2p. Nous décrivons dans la section suivante, un exemple classique de L systéme, et sa
transcription en 81/2p.

XIV.4.2.3 Un exemple de DOL systéme: le développement d’un organisme uni-dimensionnel

Nous donnons ici un exemple paradigmatique de formalisation d’un processus de croissance en L systéme.
Nous décrivons les états du développement d’un organisme uni-dimensionnel : un organisme filamentaire, a
travers la définition d’un DOL systéme. Chaque étape de dérivation du systéme de réécriture, représentera
un état de développement de l'organisme. Les régles de production permettent aux cellules de ’organisme,
de rester dans le méme état, de changer d’état, de se diviser en plusieurs cellules ou bien de disparaitre.

Pour chaque cellule, deux états, a et b sont possibles. [.’état a correspond a une division cellulaire, alors
que l'état b, correspond & un état d’attente, durant une étape de division. Les régles de production et les 5
premiéres dérivations sont :

w b, to : b,

b1 aGr — br t1 :ar

p2 ra;—ba, ta :apby

ps br — Ay t3 : bl Qr Ay

Pa tbi—aq ta :apa;brapb,

La polarité des cellules est donnée par les suffixes [ et r. Un arbre de dérivation du processus de croissance
est illustré par la figure 3 (emprunté partiellement & [LJ92]). Les régles de changement de polarité de cet
exemple sont trés proches de celles de la bactérie bleue-verte Anabaena catenula [MW72, KL87].

Une implémentation des régles de production en 81/2p est immeédiate. En suivant les régles données
n (11), le présent systéme peut étre traduit en 81/2p par:
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F1G. 3 — Les 5 premiéres dérivations du processus de croissance de la bactérie Anaeba catenula modélisé
par un DOL systéme (la polarité des cellules est indiquée avec une fléche).

W = ar;

$al # $br when Clock;
$al # $br when Clock;
$ar when Clock;
$al when Clock;

ar@0 = ’ar’; ar
al@0 = ’al’; al
br@0 = ’br’; br
bl@0 = ’bl’; bl

Les 5 premiers pas de ’exécution du programme ci-dessus sont :
Top: 0 : { br } : char[1]

Top: 1 : { ar } : char[1]

Top: 2 : { al, br } : char[2]

Top: 3 : { bl, ar, ar } : char[3]

Top: 4 { al, al, br, al, br } : char[5]

Remarquons que le nombre de cellules & la n€génération est égal & la n€valeur de la suite de Fi1BO-
NAccl [FiB57].

XIV.4.3 Un autre modéle de croissance: la croissance de ’ammonite

Nous reprenons l'exemple de la croissance de 'ammonite que nous avons déja abordé dans la premiére
partie (cf. section I11.3, page 22) mais en utilisant cette fois la capacité de 81/2p & implémenter dynamiquement
le processus.

Le processus de croissance est cette fois décrit par concaténation successive d’un tissu de la bonne dimen-
sion et au bon endroit. La modélisation du phénomeéne de croissance reste identique & celui que nous avons
décrit dans la premiére partie, seule la programmation du modéle différe.

Un tissu entier cpt est utilisé comme compteur, puis utilisé par le tissu entier dir pour indiquer suivant
laquelle des 4 directions I’ammonite est actuellement en train de se développer. Tout le processus de croissance
est modélisé par le tissu gnomon. Suivant la valeur de dir qui est un compteur modulo 4, le tissu gnomon
concaténe le tissu ¢ a la bonne taille (par l'utilisation de l'opérateur :| |) et a la boune position. La
concaténation utilise les opérateurs #( et #1 pour permettre, respectivement, une concaténation horizontale
et verticale. Ces opérateurs sont notés # et # respectivement, dans le code 81/2p. Pour pouvoir interpréter
graphiquement le résultat du calcul, nous utilisons le tissu u qui contient le numéro de génération. Le
programme 81/2p est :

cpt@0 = 1; ¢pt = $cpt + 1whenClock;

dir = (cpt%d);

gnomon = cpt: |$t[;

@ = {{1,1}):

t = switch(dir == 1) then($t) # gnomon else switch(dir == 2) then(($t) # gnomon)
else switch(dir == 3) then gnomon # ($t) else gnomon # ($t);

On remarque que ce programme est particuliérement concis. Les 7 premiéres générations de I’ammonite sont
illustrées par la figure 4.
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Fi1G. 4 — Les 7 premiéres étapes de la croissance de l'ammonite. Les cellules g

trouvent a la méme hauteur.









Conclusion

Résumé des travaux

Nous avons défini dans ce travail deux nouvelles structures de données les GBF et les amalgames. Ces
structures de données permettent la représentation dynamique de l'espace dans un langage déclaratif de
simulation, le langage 81/2.

Plus précisément, nous avons tout d’abord défini la notion de forme. Une forme correspond & un type
définissant un ensemble de déplacements possibles dans une structure de données. Cette forme définit la
topologie des déplacements autorisés. Elle repose sur la présentation finie d’une structure de groupe et définit
par conséquent une notion de voisinage régulier. Nous avons défini un ensemble d’opérations (produit libre,
produit cartésien...) sur les formes qui permettent la construction de formes complexes, a partir de formes
plus simples. La forme représente le type de base de la notion de GBF. Un GBF est une fonction partielle
qui associe une valeur a un élément de la forme. Cette nouvelle structure de données permet la définition
d’espaces plus complexes que les seules régions rectangulaires permises par les tableaux classiques. Nous
avons proposé une implémentation des GBF abéliens. Enfin, nous avons illustré par des exemples classiques
de simulation de systémes dynamiques I'expressivité de la nouvelle structure de données.

Les GBF permettent de spécifier de facon extrémement compacte une notion de voisinage régulier. Par
contre, la représentation d’espaces irréguliers nécessite la définition de ’ensemble des points de ’espace ainsi
que des chemins permettant de se déplacer d’un point & son voisin. Un tel graphe représente, par exemple,
la structure des relations liant les variables d’'un SD. Autrement dit, cet espace correspond au graphe des
dépendances des équations qui modélisent le SD. Nous avons défini une nouvelle structure de données, les
amalgames, permettant la construction dynamiques de DFG. Le formalisme des amalgames est composé de
trois opérateurs, 'amalgamation « {...} », la sélection « . » et la concaténation « # ». Les amalgames
permettent la définition d’expressions ouvertes, et la définition d’un mécanisme de cloture des expressions par
capture de nom rend possible la programmation incrémentielle. Nous avons défini une sémantique formelle
des amalgames et nous avons décrit un évaluateur implémenté en Mathematica. Nous avons illustré la puissance
d’expressivité du formalisme par des exemples. On remarquera en particulier un codage de 'arithmétique
dans les amalgames.

Enfin, aprés avoir étudié ces structures de données pour elles mémes, nous avons introduit les GBF et les
amalgames dans le langage 81/2. La cohabitation des streams, des GBF et des amalgame n’est pas simple.
Nous nous sommes volontairement restreints & un sous-cas des GBF, les GBF abéliens libres de support
décrivant une région de [0...n1] X -+ x [0...n4]. Les deux nouveaux types de données sont considérés
comme des collections de types différents. Les tissus 81/2 deviennent des streams de GBF ou bien des streams
d’amalgames. Nous avons défini une sémantique opérationnelle d’un évaluateur et une implémentation en
CAML est en cours. Des exemples montrent que ces restrictions permettent tout de méme la définition de

programmes significatifs pour le domaine visé.

Tous les exemples spécifiés dans ce document ont été exécutés a 'aide des sémantiques définies et implé-
mentées. Bien que les implémentations ne soient pas entiérement finalisées, elles sont suffisamment robustes
pour permettre 'exécution des exemples décrits dans ce document. De fagon similaire, les sorties graphiques
de ce document ont toutes été réalisées par ’environnement que nous avons développé.
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Poursuite des travaux

Les travaux que nous avons décrit dans ce document comportent de nombreuses lacunes. En effet, pour
des raisons de temps, un certain nombre de problémes n’ont pas trouvé de réponse entiérement satisfaisante.

Les GBF

Le travail effectué sur les GBF ne concerne qu’'un sous-ensemble des GBF, les GBF abéliens. Nous avons
donné dans la deuxiéme partie un schéma d’implémentation général pour les GBF. Nous avons en particulier
détaillé cette implémentation pour les GBF abéliens (cf. chapitre VI, page 69). Mais nous n’avons pas
développé 'implémentation d’une famille intéressante de GBF non-abélien, comme par exemple les groupes
libres (qui permettent la représentation de structures d’arbres) et nous n’avons pas pu étudier l'intégration
de ces deux types de formes.

Si ’on dispose des mécanismes nécessaires a I'implémentation des GBF (cf. section V.7, page 64) le pro-
bléme d’intégration réside uniquement dans la détermination des mécanismes correspondant & une construc-
tion de forme. Par exemple, si I'on dispose d’'un mécanisme pour tester 'appartenance & un coset dans une
forme F et dans une forme G, dispose-t-on du mécanisme pour tester I’appartenance & un coset de F' x G?

Ce type de question est résolu dans le cas des formes abéliennes, car & chaque construction on sait associer
une présentation du résultat, et tous les mécanismes nécessaires sont dérivables de la présentation. Il se peut
que cela ne soit pas le cas pour une forme quelconque; cela dépendra donc de propriétés supplémentaires
spécifiques a la forme. Un travail est donc & faire pour chaque famille de formes non-abéliennes qu’on désire
permettre dans le langage.

Par ailleurs, nous avons évoqué la stratégie d’évaluation data-driven. Cette stratégie pose de nombreux
problémes qu’il faut étudier plus attentivement. En particulier, il serait trés intéressant de disposer d’une
description du domaine de définition d’'une définition récursive de GBF. Dans le cas général, méme abélien,
c’est sans doute hors de portée. Mais en dimension 2 ou 3 (groupe abélien & deux ou trois générateurs),
les outils de la géométrie discréte sont peut-étre utilisables pour résoudre ce probléme. On sait par exemple
décrire I'ensemble qui résulte de l'intersection de deux droites discrétes dans Z2.

Les amalgames

1l existe d’autres opérations intéressantes de combinaison des amalgames. Par exemple, une autre version
de la sélection peut étre envisagée, qui ne se réduit que si 'opérande droit ne comporte plus aucune référence
libre. Cet opérateur correspond & une évaluation « avec mémoire des environnements rencontrés ». Un autre
exemple est donné par une version de la concaténation permettant une liaison tardive des références. Par
exemple, l'expression {a = 1,b = {c = a"} # {a = 9}} se réduirait en {a = 1,b = {¢ = 9,a = 9}}. Ce
mécanisme peut correspondre & un mécanisme de délégation.

L’intégration des amalgames et des GBF dans le langage déclaratif 81/2 pose de trés nombreux problémes
qui n’ont pu qu’étre mentionnés. Par exemple, il reste & définir un véritable calcul d’horloge sur les streams
d’amalgames. Attribuer I’horloge de Clock & un amalgame n’est pas satisfaisant, car cela implique une
évaluation pour chaque tic de I’amalgame.

Les mécanisme de complétion des expressions ouvertes des amalgames repose sur la notion de nom. La
capture de nom permet comme nous l’avons dit une complétion dynamique des expressions. L’intégration des
amalgames dans 81/2 représente plus généralement I'introduction dans un langage déclaratif de la capture de
nom. Toutes les implications de cette introduction n’ont pas été explorées. En particulier, il serait intéressant
d’étudier les interactions avec la notion de fonction, absente de 81/2.

Nous n’avons défini aucun systéme de type pour les amalgames. Si ’on voulait établir une comparaison,
on pourrait dire que les amalgames, dans leur définition actuelle, correspondent au A-calcul non typé. Il
serait nécessaire de définir un systéme de type pour les amalgames afin de rejeter autant que possible, avant
leur réduction, la classe des expressions qui divergent. Cependant, cette définition ne semble pas simple. La
présence de références libres compliquant la tache.
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Les amalgames représentent des objets en soi: ce sont des calculs qui doivent se compléter. Il est donc
décevant de ne disposer que d’une sémantique opérationnelle. Dans un premier temps, nous aimerions dé-
velopper une sémantique dénotationnelle. Cependant, le domaine & associer & un systéme n’est pas immé-
diatement apparent (ce n’est en tout cas pas un environnement). Dans un deuxiéme temps, nous aimerions
développer une sémantique équationnelle qui ferait des amalgames un objet « de plein droit ».

Perspectives

Enfin, les travaux menés dans ce document ouvrent de trés larges horizons quant aux évolutions des
concepts que nous avons défini.

Vers une unification des amalgames et des GBF

On aimerait unifier les notions d’amalgame et de GBF afin de les englober dans une théorie commune
qui soit plus générale et plus puissante que les deux formalismes qui existent actuellement de maniére indé-
pendante. En effet, un amalgame correspond & une collection d’éléments hétérogénes, dont les dépendances
sont irréguliéres et ad hoc, alors qu'un GBF est une collection d’éléments homogénes dont les dépendances
sont réguliéres. Hormis cette distinction, les autres différences entre ces deux notions peuvent s’estomper,
mais il faudrait :

— Un traitement symétrique des amalgames et des GBF : on peut définir en 81/2 un amalgame dont les
éléments sont des GBF. Mais on aimerait pouvoir aussi définir des GBF d’amalgames. Par exemple,
une collection de wlumfs. Bien que cela soit théoriquement possible, 81/2p ne traite pas ce type de
construction car les amalgames et les GBF ne sont pas encore gérés de facon symétrique.

Acceés par un identificateur ou par un label: en 81/2 et en 81/2p, chaque élément d’un amalgame est
accessible & la fois par sa position et par son nom?2. Cela permet de considérer des amalgames avec de
multiples définitions du méme identificateur. La position de la définition permet de lever ’ambiguité
de la référence.

En fait, une fois ce schéma de nommage adopté, il est trés tentant de I’étendre aux GBF en le gé-
néralisant comme [Gar94]: une référence serait alors constituée d’un label (le nom) et d’un index
(la position). Un GBF correspondrait a des éléments indexés avec un label et une position vide. Un
amalgame correspondrait & des éléments accédés par un nom et une position vide.

Ces éléments sont en faveur d’un rapprochement des notions de GBF et d’amalgame. Il existe un lien fort
entre la notion d’amalgame, ou de champ de données, et de fonction. En effet, amalgames et champs sont
des collections dont les éléments sont accessibles par un nom ou un index. On peut donc considérer ces
structures de données comme des fonctions (des noms ou des index vers les valeurs). Traditionnellement,
il existe deux point de vue pour concevoir les fonctions: le point de vue intensionnel et le point de vue
extensionnel (cf. section IV.2.3, page 35). Selon ces distinctions, il est clair que les amalgames et les champs
sont des structures de données extensionnelles et non pas des objets intensionnels. Néanmoins, il faut se
rappeler que la principale caractéristique d’une collection est d’étre manipulée comme un tout : les opérations
permises sur les champs ne font pas référence aux constituants du champ et on construit des amalgames par
concaténation d’amalgames. Autrement dit, ces structures de données sont manipulées intensionnellement
méme si elles sont implémentées extensionnellement. Les tableaux 1 et 2, dans annexe E, comparent les
notions de fonction, d’enregistrement, de tableau, d’amalgame et de champ.

Tout cela montre qu’il existe une structure commune entre ces diverses notions qui reste & mettre en
évidence et & étudier.

2. Nous n’avons pas développé ce point dans ce document, mais dans I’interpréte 81/2p, il est possible d’accéder aux éléments
d’un amalgame par une position.
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Amalgame, GBF et représentations topologiques

Les GBF sont utilisés pour décrire des espaces homogénes. Les amalgames permettent la description
d’espaces ad hoc. Pour décrire un objet physique quelconque, un cone par exemple, on ne peut utiliser un
GBF car le sommet du céne n’aura pas le méme nombre de voisins qu’'un autre point du cone. D’autre
part, 'utilisation d’'un amalgame nécessite d’expliciter tous les voisinages. Entre ces deux formalismes, il y
a certainement la place pour une structure de données permettant des descriptions « raisonnables ». En
topologie, la notion d’atlas permet de « raccommoder » des cartes, chacune décrivant un espace localement
homogeéne différent. La notion actuelle d’amalgame de GBF est rudimentaire car on ne peut a travers un
amalgame que combiner des GBF de méme type. Notre espoir est donc de développer une notion plus fine
d’amalgame de GBF qui jouerait ce role d’atlas.

Par ailleurs, un GBF correspond & un objet topologique bien connu: un groupe de déplacement. En
revanche, & quel objet correspond un amalgame? La figure 9, page 107 représente un amalgame sous la forme
d’un graphe de graphes, ce qui va plus loin qu'un DFG qui n’est qu'un graphe & un seul niveau hiérarchique.
Il est alors tentant de se représenter un amalgame comme un compleze simpliciel. Les complexes simpliciaux
correspondent & une structure riche qu’on sait caractériser. Notre intuition est que cette caractérisation peut
servir & typer les amalgames (déterminer si une expression posséde une forme normale par exemple).

Amalgames, GBF et processus de morphogénéses

Amalgames et GBF peuvent étre considérés comme des outils préliminaires mais indispensables pour
la simulation de processus de morphogénése. En effet, les enrichissements qu’ils apportent & la notion de
collection, permettent trois choses :

La notion d’amalgame permet de construire un programme 81/2 comme résultat d’un calcul. Avec ce
mécanisme, on peut envisager des programmes dont la structure a 'instant ¢t dépend fondamentalement
de I’évaluation du programme a l’instant ¢t — 1.

— La notion de groupe permet de définir explicitement la notion de voisinage et de décrire des topologies

plus riches que celles accessibles a travers la notion de tableau. Il devient donc possible de décrire ou de
construire des formes plus complexes. Par ailleurs, la notion de voisinage devenant explicite, il devient
possible de formaliser précisément ce qu’est un calcul local.
La gestion paresseuse et la partialité des GBF permet la définition de géométries plus compliquées
que celle des tableaux. En effet, un tableau correspond & une zone rectangulaire de Z2, parallépipé-
dique de Z3, etc. Quand on concaténe des tableaux, le résultat est astreint & étre un tableau. Avec
des collections paresseuses, congues comme des fonctions & support borné dans Z™, la concaténation
n’est plus restreinte & s’appliquer & des tableaux conformes, et on peut manipuler des régions bornées
quelconques.

En regard des processus réels de morphogénése, et des mécanismes mis en jeu, les structures de données
évoquées ci-dessus sont peut-étre encore trop simples. L’étude d’applications permettra de préciser ce point.
Par ailleurs, nous espérons que les concepts développés pour I'étude de la morphogénése pourront étre
importés utilement en informatique et enrichir les concepts de programmation.









Annexe A

Code source du calcul de I’équation de
diffusion-réaction

Ce source C est une ré-écriture du code de Greg TURK [Tur91] (greg.turk@cc.gatech.edu), écrit en
1991, suite a [BL74]. Il est donné & titre de comparaison avec le programme 81/2 de la premiére partie (cf.
section III.2, page 20). Nous rappelons & l'issue du programme C le programme 81/2 équivalent.

A.1 Le programme C

extern double drand48();

#define SIZE 60 /* Nombre de cellules dans la ligne */
double x_init = 4.0; /* Concentration initiale de "x" */
double y_init = 4.0; /* Concentration initiale de "y" */
double x[SIZE]; /* Concentration chimique "x" */
double y[SIZE]; /* Concentration chimique "y" */
double dx[SIZE]; /* changements pour "x" */

double dy[SIZE]; /* changements pour "y" */

double diffl = 0.25; /* Taux de diffusion pour "x" */
double diff2 = 0.0625; /* Taux de diffusion pour "y" */

long right[SIZE];
long  left[SIZE];

double beta[SIZE]; /* Le substrat aléatoire */
double beta_init = 12.0; /* Valeur initiale du substrat */
double beta_rand = 0.05; /* Distribution du substrat */

double react_speed = 1.0 /% Vitesse de réaction (par rapport a la diffusion) */

main (int argc, charx argv([])
{
unsigned long t, end_date;
unsigned long ij;
double xdiff, ydiff;
double rsp;

end_date = (argc <=1 ? 0 : atol(argv[i]));
rsp = react_speed / 16.0;

for (i = 0; 1 < SIZE; i++)

{

x[i] = x_init;
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y[il = y_init;
betalil = beta_init + drand48() * 2.0 * beta_rand - beta_rand;
right[i] = (i + SIZE - 1) % SIZE;
left[i] = (i + 1) % SIZE;
}
for (t = 0; t <= end_date; t++)
{
if (t)
{
for (i = 0; i < SIZE; i++)
{
y[i]l += dy[il;
if (y[i] < 0.0)
{
y[il = 0.0;
}
x[i] += ax[il;
}
}
for (i = 0; i < SIZE; i++)
{
ydiff = ylright[i]l] + y[left[il] - 2 * y[il;
dy[i] = rsp * (x[i] * y[i] - y[i] - beta[il]) + ydiff * diff2;
xdiff = x[right[i]] + x[left[i]] - 2 * x[i];
dx[i] = rsp * (16.0 - x[i] * y[il) + xdiff * diffi1;
}
}
return 0;

A.2 Le programme 81,2

iota = '60;

droite = 1if(iota == 0) then59else(iota — 1);
gauche = 1if(iota == 59)then0else(iota + 1);
TSP = 1.0/16.0;

diffl. = 0.25

diff2 = 0.0625;

T = $z + $drwhenClock; z@Q0 = 4.0;

Yy = max(0.0,3y + $dy) whenClock; y@QO0 = 4.0;
beta = 12.0 4 rand(0.05 % 2.0) — 0.05;

xdif f = xz(droite) + x(gauche) — 2.0 * x;
ydif f = y(droite) + y(gauche) — 2.0 * y;

dx = rsp*x(16.0 —z x y)+xdif f = dif f1;



Annexe B

Implémentation du calcul des amalgames
en Mathematica

B.1 Les termes des amalgames, leur écrivain 81/2 et BTpX

On définit ici les tétes des termes représentant un amalgame en Mathematica. Ces termes ont deux formes
externes correspondant a une sortie formatée a la 81/2 et a la INTgX.

Les expressions suivantes décrivent les tétes des termes:
Unprotect [Dot];
ClearAttributes[Dot, Oneldentity];
ClearAttributes[Dot, Flat];
Unprotect[Plus];
ClearAttributes[Plus, Orderless];

SetAttributes[Sys, HoldAll];

Sys[defs___] := ReleaseHold[SYS [Hold[defs] //. Set -> Let]]
Let[1_, r_] LET[1, r]

Up[x_Symbol] := Up[1l, x]

Scope[x_Symbol] = Scope[0, x]
Scope[Scope[n_, x_Symbol]] = Scope[n+1, x]
Scope/: Scopelx_, z_] < Scopely_, z_] = x <y

Les expressions suivantes définissent les sorties formatées a la 81/2:

Format[SYS[1] := "{}"
Format [SYS[x__]1] := If[{} === Cases[{x}, SYS[___], Infinity],
SequenceForm[{x}],
SequenceForm["{", ColumnForm[{x}], "}"1]
Format [LET[x_, y_1] := HoldForm[x = y]
Format [Scope[n_, x_]] := SequenceForm[x, Subscript[n]]
Format [Up[n_, x_1] := SequenceForm[x, Superscript[n]]
Format [Dot [x_Dot, y_Dot]] := SequenceForm["(", x, ") . (", y, "™)"]
Format [Dot[x_, y_Dotl] := SequenceForm[x, ". (", y, ")"]
Format [Dot [x_Dot, y_1] := SequenceForm["(", x, ") .", y]

Les expressions suivantes définissent les sorties formatées a la NTEX:
Unprotect[Plus];
Format [Scope[n_, x_], TeXForm] := StringForm["‘{‘}{“}", n, ToString[x]]

Format [Up[n_, x_], TeXForm] 1= StringForm["‘{‘}{“}", n, ToString[x]]

Format [LET[x_, y_], TeXForm] := StringForm["{= ¢ ‘}{*}", ToString[x], y]

Format [SYSO[], TeXForm] := "systeme{}\\\\"

Format [SYSO[1___], TeXForm] := SequenceForm["{{}", Format[TexList[1], TeXForm], "J}\\\\"]

Format [SYS[], TeXForm]
Format [SYS[1__], TeXForm]

{3

SequenceForm["{{}", Format[TexList[1], TeXForm], "}"]

Format [TexList[1_], TeXForm] := Format[1l, TeXForm]
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Format [TexList[1 1d_], TeXForm]

Format [Dot[x_, y_], TeXForm]

Format [Plus[a_, b_], TeXForm]

If [MatchQ[a, _Integer]

ANNEXE B. IMPLEMENTATION DU CALCUL DES AMALGAMES EN MATHEMATICA

SequenceForm[Format [TexList[1], TeXForm], ",

", Format[ld, TeXForm]]

SequenceForm["{.”, Format[x, TeXForm], "}{", Format[y, TeXForm], "}"]

|| MatchQ[b, _Integer],
SequenceForm[Format[a, TeXForm], " + ", Format[b, TeXForm]],

SequenceForm["{ #”, Format[a, TeXForm], "}{", Format[b, TeXForm], "}"1]

B.2 La liaison des expressions

Préalablement a la définition de la liaison, nous devons définir les fonction Comb(), Dom(), index() et

] -> id]

Lift():
Comb [UnknownP, _] = UnknownP
Comb[_ , UnknownP] := UnknownP
Comb[_SYS, _SYS] = UnknownP
Comb[_, _] = Unknown
Dom[s_SYS] = Cases[s, LET[id_, _
Dom[_Scopel = UnknownP
Dom[_Up] = Unknown
Dom[1l_ + r_] := Comb[Dom[1l], Dom[r]]
Dom[1_ . r_] := Dom[r]
Dom[_] = UnknownP

Index[{}, id_, n_]

Index[{Unknown, 1___}, id_, n_]
Index[{UnknownP, 1___}, id_, n_]
Index[{s_, 1___}, id_, n_]

Lift[s_SYS]

Lift[n_Integer] [Scopelp_, id_]]
Lift[n_Integer] [x_Up]
Lift[n_In][x_ 7 AtomQ]
Lift[n_Integer] [s_SYS]
Lift[n_Integer] [LET[id_, e_]]
Lift[n_Integer][x_ . y_]
Lift[n_Integer][x_ + y_]
Lift[n_Integer] [x_]

Unknown
Unknown
Unknown
If [Member(Q[s,

id], n, Index[{1}, id, n+1]]

Lift[0] [s]

If[n <= p, Scopel[p+l, id], Scopelp, id]]
X

x

Map[Lift[n+1], sl

= LET[id, Lift[n][e]]

Lift[n][x] . Lift[n+1][y]
Lift[n][x] + Lift[n][y]
x[[0]]e@Map[Lift[n], List@@x]

Puis nous pouvons définir la fonction de liaison des expressions :

Bind[s_SYS] Bind [{}] [s]

Bind[1_List][x:Up[n_, id_]]

Bind[1_List] [x_Scope]
Bind[1_List][x_ 7 AtomQ]
Bind[1_List] [s_SYS]
Bind[1 List][LET[x_, e_]]
Bind[1_List][x_ .
Bind[1_List][x_ +
Bind[1_List] [x_]

X

X

y_1]
y_1]

W

If[n > Length[1l], x,

ith[{index
If[index

Index [Drop[l, n], id, nl},
Unknown, x, Scopel[index, id]]]]

Map [Bind [Prepend[1, Dom[s]]], s]
LET[x, Bind[1][e]]

Bind[1] [x]
Bind[1][x] + Bind[1][y]
x[[0]]@@Map[Bind[1], List@ex]

. Bind[Prepend[1l, Dom[x]]] [yl

B.3 La traduction de Y7 en >

Nous définissons les notions de corrections des référence liées, puis des références libres:
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correctB[1_List] [_Up] 1= True

correctB[1_List] [Scope[n_, id_]] := (n+1 <= Length[1]) && MemberQ[1[[n+1]], id]
correctB[1_List][_ ? AtomQ]
correctB[1_List] [LET[_, x_]]

True
correctB[1] [x]

correctB[1_List] [s_SYS] := LazyAnd[correctB[Prepend[1l, Dom[s]]], s]
correctB[1_List][x_ . y_] 1= correctB[1] [x] && correctB[Prepend[1l, Dom[x]]][y]
correctB[1_List][x_ + y_] 1= correctB[1][x] && correctB[1][y]

correctB[1_List] [x_] := LazyAnd[correctB[1l], x]

correctF[1_List] [Up[n_, id_]] := (n >= Length[1l]) || (Unknown === Index[Drop[l, n], id, 0])
correctF[1_List] [_Scopel] := True

correctF[1_List][_ ? AtomQ] := True

correctF[1_List] [LET[_, x_]] := correctF[1][x]

correctF[1_List] [s_SYS] := LazyAnd[correctF [Prepend[1, Dom[s]]], s]
correctF[1_List][x_ . y_] 1= correctF[1][x] && correctF[Prepend[1l, Dom[x]]][y]
correctF[1_List][x_ + y_] 1= correctF[1][x] && correctF[1][y]

correctF[1_List] [x_] := LazyAnd[correctF[1l], x]

et enfin la notion de correction des termes de ¢ :

Correct[1_List][x_] := correctB[1][x] && correctF[1][x]

Correct[x_] ;= correctB[{}][x] && correctF[{}][x]
Nous pouvons alors définir la fonction de traduction d’un terme de ¥z en un terme de Y si la liaison est
correct():

IsVar[x_Symbol] := ! Member(Q[Attributes[x], (Locked | Protected)]

IsVar[_] := False

Id2Ref [s_SYS] Map [Id2Ref, s]

Id2Ref [LET[1_, r_]] LET[1, Id2Ref[r]]

Id2Ref [x_Up] =X

Id2Ref [x_Scope] 1= x

Id2Ref[x_ ? IsVarl] Upl0, x]

Id2Ref[x_ ? AtomQ] X

Id2Ref [x_] x[[0]]@eMap[Id2Ref, List@Qx]

Trad[exp_] := With[{cexp = Bind[Id2Ref[expl]l},
If [Correct[cexp]l, cexp,
If [correctB[{}] [cexp],
"Erreur (?7?) : terme de X7 non traduisible (pb. avc les Refs LIBRES)",
"Erreur: terme de Y7 non traduisible (pb. avc les Refs LIEES)"]]]

B.4 Le prédicats C() et les fonctions annexes

Nous définissons les prédicats C() et les fonctions de manipulation d’environnements.
RC[1_List] [_Scope] := False
RC[1_List] [Up[n_, _]] (n >= Length[1]) || !MemberQ[Drop[l, n], UnknownP]
RC[1_List][e_ ? AtomQ] True
RC[1_List] [LET[_, r_1] := RC[1][r]
RC[1_List][el_ + e2_] ! (MatchQ[el, _SYS] && MatchQ[e2, _SYS]) && RC[1][e1] && RC[1][e2]

RC[1_List][el_ . e2_] := !MatchQ[el, _SYS] && RC[1][el1] && RC[Prepend[1l, Dom[e1]]] [e2]
RC[1_List] [e_SYS] := LazyAnd[RC[Prepend[1l, Dom[el]l], e]
RC[1_List][e_] := LazyAnd[RC[1], e]

NewEnv[env_List, s_SYS] := Prepend[LiftEnv[env], Cases[s, LET[id_, e_] :> Rule[id, ell]
NewEnv[env_List, x_] := Prepend[LiftEnv[env], Dom[x]]

LiftEnv[env_List]
LiEn[Unknown]
LiEn[UnknownP]
LiEn[1_List]

Map[LiEn, env]

Unknown

UnknownP

Cases[1l, Rulel[id_, e_] :> Rulel[id, Lift[0][e]l]]

EnvToScope[l_List]
EToS [Unknown]
EToS[UnknownP]
EToS[1_List]

Map[EToS, 1]

Unknown

UnknownP

Cases[1l, Rulel[id_, e_] -> id]
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SetAttributes[LazyAnd, HoldRest]
LazyAnd[f_, 1_] := ReleaseHold[And@@Map[f, Hold@@l]]

B.5 L’interpréte proprement dit

Nous disposons maintenant de toutes les fonctions nécessaires a la définition de 'interpréte des amalgames.
Celui-ci consiste en une fonction d’évaluation qui effectue une opération de réduction sur une expression.
Nous utilisons 'opérateur de point-fixe de Mathematica, gardé par le prédicat C() pour définir la relation de

réduction « — » (cf. section X.3.2, page 136).
EvalT[e_] := FixedPoint[Eval[{}],e, RC]
Eval[s_SYS] := (saveCurrentExp = s; Eval[{}][s])

Evallenv_List] [LET[1_, r_]]
Eval[env_List] [s_SYS]
Eval[env_List] [e_Up]

LET[1, Eval([env][r]]
Map[Eval [NewEnv[env, s]], s]
e

Eval[env_List] [Scope[n_, id_]] With[{e = id /. env[[n+1]1]},
If [RC[EnvToScope[env],e] [Bind [EnvToScope[env]l][e]l, Scopeln, idl1]1]

Eval[env_List][e_ ? AtomQ] = e

Eval[env_List] [SYS[s1___
Eval[env_List][1_ + r_]

1 + SYS[s2___1] Bind [EnvToScope[env]] [SYS[s1, s2]]

Evall[env] [1] + Evallenv][r]

Evall[env_List] [Dot[s_SYS, r_]] := If[RC[EnvToScopel[env]][r], r,
With[{ns = Eval[env][s]}, Dot[ns, Eval[NewEnv[env, ns]][r]]]]

Evallenv_List][1_ . r_] := With[{1l = Evallenv][1]},
If[MatchQ[11l, _SYS],
With[{nr = Bind[Prepend[EnvToScopel[env], Dom[11]]]([r]},
11.nr],
11 . Eval[NewEnv[env, 11]][r]]]

Eval[env_List] [If[c_, v_, £_]]
Eval[env_List] [e_]

With[{cond = Evall[env][c]}, If[cond, v, f]]
e[[0]]e@Map[Eval[env], List@Qe]

B.6 Exemple de session Mathematica

Nous reproduisons dans la figure 1 page suivante un exemple de session Mathematica ol nous évaluons une
expression des amalgames. L’expression correspond & un calcul de négation logique de I'argument spécifié
par val.
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File Edit Cell Graph Find Action Style  Window Help
(Ap2) a1 86) = SRl Y
ClearA11[T. F. Neqg. r, rr, faonx, vrai, £, ]
r=Sys[val = wvrai,
rr =Sys[vrai-f, fanx - v].val,
neq = Sys[f = faux, v = vrai].rr] ]
(Ap2) Surfi97)= 7
{wal = wrai i
rr = {vrai = £, fawc = v} . wal
neg = {f = faux, v = wrai} . rr 1
(Rp2) Fa[I 98] = _
Trad[r] }
(Ap2) GuefiS5)= N
{wal = vraiIJ 0 i
rr = {vral = £, faux = v } . val1
a 0
neg = {f = faux, v = wrai } . ey
(Ap2) dnfifd)= _
Evalt[r]
0 =
W: 0 =» {wval = vral h
a i
rr = {vrai = £, faux = v } . wrai
a
1] a
neg = {f = favx . v = wrai } . rr
1
0 -
N: 1 =» {wal = wrai i
a a a
rr = §vrai = £, faux =wv } . f
] a _|
neg = {f = faux , v = wrail } . rr
1
0 -
N: 2 =» {wal = wrai H
a
rr = f
1] a
neg = {f = favx . v = wrai } . rr
1
0 -
N: 3 =» {wval = wrai i
a
rr = f
] a
neg = {f = faux , v = wral } . f
i
0 -
N: 4 => {wal = wrai }
a
rr = f
1] a 1]
neg = {f = favx , v = wrai } . faux ]
] ] ]
N: B =» {wal = vrai , rr = £ , neg = faux } ]
£
o ——1 -
Timey 0,30 seconds

F1G. 1 — Exemple de session sous Mathematica. L’expression r correspondant a un systéme de trois élément
est défini. Une fois Uexpression de X1 entrée sous Mathematica, elle s’affiche sous la forme 81/2. Nous donnons
le résultat de la fonction de traduction de 'expression de X7 en Y¢. Puis nous évaluons l'expression qui se
réduit en 5 étape en le résultat escompté.







Annexe C

Le codage de 'arithmétique en
amalgames

Nous détaillons ici le source Mathematica du traducteur de ’arithmétique dans les amalgames:
Amar[x_] := Amar([0, {}, x]

Amar[i_Integer, 1_List, NoAmar[x_]] := x

Amar[i_Integer, 1_List, Zero] := Sys[b = vrail

Amar[i_Integer, 1_List, n_Integer] := Int[n]

Amar[i_Integer, 1_List, Suc[x_]] := Sys[p = Amar[i+1, 1, x], b = faux]

Amar[i_Integer, 1_List, Pre[x_]] Amar[i, 1, x].p
Amar[i_Integer, 1_List, ZeroQ[x_]] := Amar[i, 1, x].b

Amar[i_Integer, 1_List, Rond[f_, g_]] := With[{comp = Unique["comp"], val = Unique["val"l},
With[{tmp = Amar[i+1, 1, g], suite = Amar[i+1, {compl}, £]},
Sys[comp = tmp, val = suite] . valll]

Amar[i_Integer, 1_List, Rond[f__, g_, h_]] := With[{comp = Unique["comp"], val = Unique["val"l},
With[{tmp = Amar[i+1, 1, h],
suite = Amar[i+1, {comp}, Rond[f, gll},
Sys[comp = tmp, val = suite] . vall]

Amar[i_Integer, 1_List, RecPrim[c_, g_, h_]] :=
With[{x = Unique["x"], y = Unique["y"], X = Unique["X"], Y = Unique["Y"],
fct = Unique["fct"], start=Unique["start"], stop=Unique["stop"l},
With[{ny = Amar[i, {Up[x], Up[yl}, h[U1, U2]],
body = Amar([i, {Up[0, x], Up[O, yl], call.retvalue},
IfZeroSymbo[Ul, c[U2], gl[U1, U3111},
Sys[recval = Sys[call = Sys[X=Up[x].p, Y = ny, retvalue=param.(fct.valif)],
aiguillage = Sys[vrai=stop.Upl[codeVrai], faux=stop.Up[codeFaux]]].
(8ys[x=Up[2, 1[[1]]], y=Up[2, 1[[2]]], param=Sys[x = X, y = Y]].
(Up[2,fct].valif)),
finalval = Sys[stop=Sys[]].recval,
fct = body
].finalvalll

Amar[i_Integer, 1_List, IfZeroSymbol[argc_, argv_, argf_]] :=
With[{targc = Amar[i+1, 1, argcl, targv = Amar[i+1, 1, argv], targf = Amar[i+l1, 1, argfl},
Sys[valif = aiguillage.Up[codeCond],
codeCond = targc.b,
codeVrai = targv,
codeFaux = targf] ]

Amar[i_Integer, 1_List, f_[param___Integer]] :=
With[{args = Table[Unique["arg"], {Length[{param}]}]},
SYS@@Prepend [MapThread [LET [#1, Amar[i+1, 1, #2]]&, {args, {param}}],
LET [Reponse, Amar[i+l, args, £]]]]
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Amar[i_Integer, 1_List, f_[param___]] :=
With[{val = Unique["val"], args = Table[Unique["arg"], {Length[{param}]}]},
SYS@@Prepend [MapThread [LET [#1, Amar[i+1, 1, #2]]&, {args, {param}}],
LET[val, Amar[i+1, args, f]]].vall



Annexe D

8,5p : un environnement pour 8i/2p

Nous présentons briévement dans cette annexe l’environnement de développement 8,5p pour le langage
81/2p. Nous présentons uniquement la liaison avec le logiciel de tracé graphique Gnuplot [WKCT90|. Pour
une description compléte de 81/2, le lecteur se reportera a [Gia91a] et les extensions spécifiques & 81/2p sont
décrites dans la quatriéme partie de ce document.

D.1 L’environnement 8,5p

Une commande, dans ’environnement 8,5p commence toujours par le point d’exclamation « ! ». Une
commande peut apparaitre aprés le signe d’invite ! (le symbole « => » de début de ligne, qui invite I'utilisateur
a entrer une expression) ou bien aprés le délimiteur de fin d’expression « ; ». La table 1 récapitule les mots-
clés de 8,5p qui se rapportent plus particuliérement aux opérations graphiques.

'gc 'kill 'killf 'kills !laser 'list !load 'output
'plot !dplot !print !replot !reset 'rot !'send !'set
!'show !'spin

TAB. 1 — Les commandes de l’environnement 8, 5p.

D.2 Principe de l'intégration

L’environnement 8,5p permet de visualiser le résultat d’un programme sous forme graphique, ce au cours
du temps (on parle dans ce cas de visualisation « temps réel » d’un programme) ou bien 4 la fin de ’évaluation
du programme (on parle alors de visualisation « post-mortem » d’un programme). Pour permettre cela, 8,5p
fournit a 'utilisateur des contextes graphiques (gc) qui définissent ’état de sortie graphique d’une expression
81/2p. Ces contextes graphiques s’inspirent de la philosophie de X11: on attribue un gc & une expression
81/2p. Ce sont les attributs du gc attaché a ’équation qui spécifient le mode de tracé de ’expression. Ainsi,
il n’existe qu’une unique fonction de tracé d’une expression, seules les valeurs des gc changent.

L’interaction avec 8,5p est réalisé & travers le découpage de l'opération de tracé en trois phases:

1. Une phase initiale intervenant avant 1’évaluation d’un tissu. Cette phase, le prélude, correspond a la
vérification de la cohérence des requétes de tracé associé a un tissu et l'initialisation de Gnuplot.

2. Une phase d’interlude qui est exécutée pour chaque tic de ’évaluation d’un tissu et qui correspond au
traitement de la valeur du tissu en fonction du tracé qui doit étre effectué. En particulier, si on désire
visualiser pour chaque tic la valeur d’un tissu, il est nécessaire de rafraichir le contenu de la fenétre de
visualisation.

1. Ou prompt en anglais

239



240 ANNEXE D. 8,5p: UN ENVIRONNEMENT POUR 81/2p

3. Une phase terminale, qui intervient & l'issue de 1’évaluation d’un tissu. Cette phase de postlude corres-
pond & la terminaison du processus de tracé. Si le tissu n’est visualisé qu’a l'issue de ’exécution, il est
alors nécessaire d’effectuer le tracé.

La définition des caractéristiques du tracé se fait par uniquement par I'intermédiaire de contextes graphiques
qui sont « attachés » aux tissu que ’on désire visualiser. Par conséquent, le tracé des tissus est totalement,
transparent pour le programmeur, qui décide & 'issue de la programmation les tissus qu’il désire visualiser.

D.3 Les contextes graphiques 8,5p

Les contextes graphiques sont des objets de l’environnement 8,5 qui permettent de définir les caracté-
ristiques du tracé de tissus 81/2 lors de I'exécution d’un programme 8,5. Il est nécessaire de définir un gc
pour spécifier les attributs du tracé. Un gc peut étre partagé par plusieurs tissus: dans ce cas, tous les tissus
partageant un méme gc seront tracés sur la méme fenétre graphique, avec les méme attributs. Un gc est un
systéme 81/2, de type GC. Un gc existe par défaut :

GC default = {color = 1; linestyle = lines; title = "Web output"; refresh; tick; memory;
norealtime; noparametric; window = 0; geometry = none}

Des fonctions de manipulation de gc ont été définies et permettent la création, la duplication, la mise &
jour et 'attachement et le détachement d’un gc a un tissu. La commande 'gc nom = defs définit un gc nom
munis des attributs defs. Il n’est pas nécessaire de définir ’ensemble des attributs de nom. Si on n’en spécifie
qu’un certain nombre, les attributs non spécifiés auront une valeur par défaut : la valeur correspondante du
ge default. La copie d’un gc se fait grace a la fonction !'gc nomy = noms ot nom; et noms représentent
tout deux des noms de gc.

Une fois un gc défini, il est nécessaire de ’attacher & un tissu. Cette opération se fait par l'intermédiaire
de la commande !set gc noMiissu = NOMge Ol NOMyigsy €St le nom d’un tissu défini dans 'environnement
8,5p et nomgy. est un nom de gc précédemment défini. L’attachement d’un gc a un tissu suffit pour effectuer
la sortie graphique des valeurs du tissu. Dans ce cas, I'exécution du tissu doit se faire par I'intermédiaire
des instructions !plot (pour un schéma d’évaluation statique) et !'dplot (pour un schéma d’évaluation
dynamique).

REMARQUE Si on attache un gc & un tissu qui n’est pas évalué directement mais qui se trouve dans le
graphe des dépendances de 'expression évaluée, alors le tracé du tissu est automatiquement effectué. Par
conséquent, si I’on désire tracer un ensemble de tissus, il suffit de créer une dépendance entre les divers tissus,
par 'intermédiaire d’un systéme par exemple.

REMARQUE La derniére définition des gc ne permet que 'attachement d’un gc & une équation quantifiée
universellement. En effet, dans un schéma d’évaluation dynamique, le traitement des équations multiplement
quantifiées ne permet pas une gestion simple des gc. Il est cependant toujours possible de se ramener a ce
cas par la définition de nouvelles équations.

D.4 Sémantique des attributs d’un contexte graphique

Nous allons détailler la sémantique des attributs d’un gc. Nous pouvons répartir les attributs d’un contexte
graphique en dix catégories :

— tick/notick: opération de sélection de tic/top,
memory/nomemory: opération de prise en compte du temps lors du tracé,

— realtime/norealtime: opération de sélection de tracé en temps réel,

— parametric/noparametric/order: opérations de sélection du type de tracé,
linestyle: opération de sélection de style de ligne du tracé,

— window: opération de sélection de fenétre résultat,

— color: opération de sélection de la couleur du tracé,
title: opération de sélection du nom de la fenétre,
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Ces attributs se décomposent en deux classes principales:

1. les attributs qui permettent la définition d’un mode particulier de tracé,
2. les attributs qui permettent de donner une information sur la facon dont doit étre effectué la sortie.

Les attributs de la premiére catégorie sont organisés par paires : memory et nomemory, realtime et norealtime...
Les attributs de la seconde catégorie nécessitent un argument: linestyle nécessite en plus de donner une
information d’attribut sur le format du point utilisé pour le tracé...

Nous allons décrire chacune des catégories, en donnant a chaque fois un exemple de I'utilisation. Pour
détailler les commandes; nous donnerons & chaque fois que ce sera nécessaire des exemples mettant en
évidence les caractéristiques des attributs des gc. Nous commencons par la description des attributs de la
premiére catégorie puis détaillerons les attributs de la seconde catégorie.

D.4.1 Attribut tick, notick

Pour chaque tic n de la simulation, un tissu ¢ a une valeur. Cependant, si ce tic n’est pas un top, alors
la valeur du tissu t au tic n est identique a la valeur de ce méme tissu au tic n — 1.

L’utilisation de l'attribut tick et notick permet de choisir s’il est nécessaire d’effectuer une sortie gra-
phique pour tous les tics d’un tissu, ou uniquement pour les tics qui correspondent a des tops.

D.4.2 Attribut memory, nomemory

Lors du tracé d’un tissu 81/2, il est possible de considérer le tissu & une date n ou bien la succession
des valeurs du tissu jusqu'd n. C’est dans ce cas, ’histoire, ou la trajectoire des éléments du tissu qui
nous intéresse. Ces deux modes de tracé sont possibles par I'utilisation des attributs nomemory et memory
respectivement.

Par exemple, la figure 1 définit un programme résolvant le probléme de la diffusion de la chaleur dans
une barre de métal (cf. section VII.2, page 74). Les figure 1.b et 1.c illustrent le tracé sans ou avec I’attribut

memory.

D.4.3 Attribut realtime = n, norealtime

L’attribut realtime = n permet de choisir entre un tracé en temps réel, c’est-a-dire un tracé suivant
lequel le graphique est rafraichi tous les n tics. La spécification de 'attribut norealtime permet la seule mise
a jour du graphique a l'issue de I'exécution du programme. On parle de tracé en temps réel ou post-mortem.

Equation de la chaleur— Equation de la chaleur—
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(a) Attribut nomemory. (b) Attribut memory.

F1G. 1 — Tracé d’équations avec ou sans mémoire.
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(a) Tic 0. (b) Tic 1. (c) Tic 2. (d) Tic 3. (e) Tic 4.

Fic. 2 — Tracé d’équations en temps réel.

Nous reprenons ’exemple du calcul de la diffusion de la chaleur dans une barre de métal de la section
précédente, mais calculons cette fois la diffusion dans un tore. Les figure 2.a & 2.e définissent I’évolution de
la température dans la surface, au cours des 5 premiers tops; cette exécution correspond a 'utilisation de
l'attribut realtime = 1.

D.4.4 Attribut parametric, noparametric

T T
Henon attractor

Lorentz attractor

02}
0.3+
0.4
1 05 0 05 1
(a) Attribut parametric en 2 dimensions: attrac- (b) Attribut parametric en 3 dimensions: attrac-
teur de HENON. teur de LORENTZ.

FiGc. 8 — Tracé d’équations avec spécification explicite des coordonnées x, y et z.

Jusqu’a présent, nous n’avons rien dit sur la facon dont étaient tracé les tissu 81/2. En effet, les exemples
que nous avons vu représentaient graphiquement les tissus vectoriels et de dimensions 2 en utilisant le temps
comme dimension supplémentaire. Ces représentation graphiques sont implicites: la premiére dimension
collection des tissus est représentée suivant 'axe des X, la seconde dimension suivant axe des Y.

Il est cependant parfois nécessaire d’utiliser deux ou trois tissus scalaires pour spécifier la coordonnée
d’un point. Cela est possible grace a l'utilisation de I'attribut parametric avec une spécification d’un axe X,
Y ou Z par lattribut order = o ol o a pour valeur x, y ou z . Par exemple, si I’on désire tracer la courbe
correspondant aux attracteurs de HENON, dont le programme 81/2 est :

@0 = 0; z =1+ 8y — (a * $z * $z) when Clock;
y@0 = —0.2; y = b* $x when Clock;

ou de LORENTZ:

@0 =2; z=8%2+4 ((—1xa)=*$z*dt)+ (a* 3y * dt) whenClock;
yQ0 =3; y=8y+ (bx 8z x*dt) — ($y *dt) — (32 * $x * dt) when Clock;
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2@0=1; z=82+ ((—1*c)*8$z*dt)+ ($z * $y * dt) when Clock;

il est nécessaire de définir les gc suivant:
'gc x={parametric; order=x; title="Henon attractor"};
'gc y={parametric; order=y; title="Henon attractor"};
ou:
lgc x={parametric; order=x; title="Lorentz attractor"};
lgc y={parametric; order=y; title="Lorentz attractor"};

!gc z={parametric; order=z; title="Lorentz attractor"};

La figure 3 illustre 1’ utilisation des attributs parametric pour tracer une courbe paramétrique en 2 et 3
dimensions.

D.4.5 Attribut linestyle

Attribut Représentation graphique

40

lines les points sont liés par des segments sl | | | I\ne‘s,:)léz:ﬁlsséjf |
points || les points sont affichés par des croix ol impuises— |
linespoint || les points sont liés par des points plus gros (- |
impulses || les points liés par des pointillés
dots || les points sont affichés par des points fins
boxes || les points sont représentés par des rectangles
steps || les points sont représentés par des marches

TAB. 2 — Les attributs de liaison de points Gnuplot accessibles par un gc.

L’attribut linestyle permet de changer le mode de liaison de deux points successifs. Les différents modes
offerts sont ceux de Gnuplot. La table 2 décrit et illustre par un exemple les différents mode offerts.

D.4.6 Les attributs color, window et title

L’attribut color permet de définir la couleur du tracé. L’attribut window définit sur quelle fenétre X11 sera
effectué le tracé. Il est possible de tracer des tissus sur un maximum de 10 fenétres différentes. L’utilisation
des gc permet de tracer un méme tissu sur plusieurs fenétres; plusieurs tissus peuvent étre tracés sur une
méme fenétre, si leurs dimensions sont identiques (il faut que les tissus soient tous deux des scalaires ou des
vecteurs). Cette capacité a tracer plusieurs tissus sur une méme fenétre permet la comparaison immeédiate
des éléments des tissus. Enfin, Iattribut title permet de donner un nom a une fenétre de tracgage.

Toutes les sorties graphiques incluses dans ce document ont été effectuées en utilisant le systéme que l'on
vient de définir.






Annexe E

Comparaison des notions de fonctions,
enregistrements, tableaux, amalgames et

champs

ENREGISTREMENT | AMALGAME | FONCTION | CHAMP | TABLEAU
domaine
label € élément . index € [0..n1] x
. terme € Langage point € Groupe
Identificateurs quelconque -+ % [0..nq]
codomaine

valeur quelconque |

valeur quelconque

| valeur quelconque |

valeur quelconque

valeur quelconque

définition partielle/totale

fct partielle (un
enregistrement ne
définit de valeur que

pour ses slots)

fct totale (un
amalgame est un
environnement qui
permet d’évaluer
n’importe quelle

expression)

fct partielle ou
totale

fct partielle (un
champ n’a de valeur
que pour certain de

ses points)

fct totale (la valeur
d’un tableau est
définie pour chacun

de ses index)

stricticité des constructeurs

strict (sauf en
Haskell)

non (si on considére
une expression
ouverte comme une

valeur indéfinie)

non (les fonctions
d’ordre supérieure ne
sont pas
nécessairement

strictes)

non (la composition
de champs n’est pas
nécessairement

stricte)

strict (sauf en
Haskell )

évaluation paresseuse ou gloutonne

gloutonne (mais

évaluation paresseuse

paresseuse (dans

certain cas, on

les deux existent

gloutonne (mais

des constructeurs n’évalue pas A lors (appel par nom ou paresseuse évaluation paresseuse
d’un produit en de I’évaluation de par valeur) en langageHaskell )
Haskell) A . B)
définition récursive
non (sauf pour les
. . . tableaux systoliques,
non oul oul oul
en Crystal ou Alpha
par exemple)
TaB. 1 Comparaison des notions de fonctions, enregistrements, tableaux, amalgames et champs, 1" partie.
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ANNEXE E. COMPARAISON DES NOTIONS ABORDEES DANS CE DOCUMENT

ENREGISTREMENT |

AMALGAME

FONCTION |

CHAMP

| TABLEAU

opération extensionelle (sélection d’un éléments)

valeur d’un slot

évaluation d’un
terme dans
I’environnement,
fourni par
I’amalgame

application

valeur d’un point

valeur associée a
un index

opération extensionelle (définition

d’un élément)

définition d’un
enregistrement en
extension

définition par

(..

définition en
extension (par
exemple les map
en SETL)

définition
quantifiée (mais le
cas oll une équation
correspond a la
spécification de la
valeur d’un seul point

est un cas dégénéré)

définition en
extension (a la C),
ou par une boucle
d’itération for

opération

intensionelle (composition)

non applicable

non applicable (la

valeur en un point

non-homogeéne)

non-homogeéne)

d’ordre supérieur)

(un label ne peut imbrication des . composition fog . gather
n’est pas un élément
étre une valeur)
d’un groupe)
opération intensionelle (application d’une fonction aux éléments)
non applicable non applicable a-extension: (ce
(type des éléments (type des éléments sont les fonctions oui oui

opération intensionelle (§-réduction

de la structure)

non applicable
(type des éléments

non-homogeéne)

non applicable
(type des éléments

non-homogeéne)

B-réduction :
généralement non
(le domaine d’une
fonction est
usuellement infini),
oui en SETL (pour

les map qui ont un

domaine fini)

(-réduction
suivant un coset
arbitraire

(-réduction
suivant un axe
d’un tableau (en
APL)

TAB. 2 — Comparaison des notions de fonctions, enregistrements, tableauz, amalgames

et champs, 2¢ partie.
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Résumé

Les travaux de recherche effectués dans cette thése s’inscrivent dans le cadre du projet 81/2 qui développe
des structures de données et de controle expressives et efficaces pour la simulation de systémes dynamiques.
L’objectif de ce travail est de concevoir, étudier et développer des représentations dynamiques de 'espace
dans un cadre déclaratif.

Nos travaux ont consisté & introduire dans 81/2 deux nouvelles structures de données, les GBF' et les
amalgames, en proposant une formalisation et en étudiant leur implémentation. Les GBF permettent de
représenter des espaces réguliers et homogeénes, tandis que les amalgames permettent de construire, par
calcul, des espaces hétérogénes et ad-hoc. Ces deux nouvelles notions trouvent directement leur application
dans le domaine de la simulation des systémes hautement dynamiques (comme par exemple les processus de
croissance en biologie). Elles trouvent aussi une application directe en informatique classique, en fournissant
un nouveau cadre théorique pour 1) la spécification, I’analyse et I'implémentation de données récursives (les
GBF permettent en particulier de considérer les arbres et les tableaux dans le méme cadre théorique) ; 2) la
conception et la formalisation des nouveaux mécanismes de programmation incrémentielle qui commencent &
apparaitre dans des langages tels que Java (les amalgames permettent en particulier de conjuguer a la fois un
mécanisme d’instanciation par capture implicite et d’extension des programmes). GBF et amalgames sont
d’abord étudiés pour eux-mémes puis sont introduits et intégrés au langage déclaratif 81/2 pour donner lieu
a la définition du langage 81/2p.

Nous avons montré, par de nombreux exemples significatifs, la pertinence des choix effectués. Ceux-
ci mettent en évidence le gain en expressivité apporté par ’enrichissement de la notion d’espace, et des
primitives permettant la définition d’objets sur ces espaces. Les notions de GBF et d’amalgame permettent
la définition, de fagon extrémement concise, de structures de données réguliéres et irréguliére, dans un
cadre déclaratif, et ouvrent de nouvelles voies pour la paramétrisation et la construction incrémentielle de
programmes.

Abstract

The work presented in this thesis is part of the 81/2 project that develops expressive and efficient data
and control constructs for the simulation of dynamical systems. The aim of this work is to define, study and
develop dynamical representations of space within a declarative framework.

We have introduced two new data structures in 81/2, the GBF and the amalgams, by proposing a
formalization and studying their implementation. GBF allow the definition of regular and homogeneous
spaces, while the amalgams allow the construction, through some computations, of heterogeneous and ad-
hoc spaces. These two new notions have direct applications in the domain of simulation of highly dynamical
systems (as for example growing processes in biology). They also find a direct application in computer
science by defining a new framework for 1) the definition, analysis and implementation of recursive data
(the GBF define for example a unified framework for the notion of array and tree); 2) the definition and
formalization of new incremental programming mechanisms that are arising in recent languages like Java
(amalgams allow the formalization of an instantiation mechanism by implicit name capture, and program
extension). GBF and amalgams are first studied on their own and are afterwards introduced and integrated
into the declarative framework of the language 81/2 to define the language 81/2p.

We have shown, through numerous and significant examples, the pertinence of our choices. They put into
evidence the gain of expressivity brought by the improvement of the notion of space, and by the primitives
allowing the definition of objects onto those spaces. The notions of GBF and Amalgam allow the definition,
in a very concise manner, of regular and irregular data structures, within a declarative framework, and open
some new perspectives for the parameterization and the incremental construction of programs.



