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a3 ������ �� ������� � ��� ������� �	�	 ����� � �	��	������� �� a � 	 ��<
�	����	 �	� P(a)� 7����	 ������� ����� ��������� �'�����	 "����	�	
�		 ���
� �� a�

∀x∃y∀z[z ∈ y ⇐⇒ z ⊆ x]. F���G

&� 	���
�� �'� � ���!		 H⊆I �	� �� #�
�� �� �	��
	 ��������	 �� -����	
������
�	 �	�����
��	 A �����	 �		 ��� 
����	�� !���
�� �� �##�
��<
������ � �	
��� z ⊆ x3 -�����3 �	� A ��
	 �'� ��	 ����'�
	 ���������	
#�
 ��#
���
� ���������	 ∀y(y ∈ z ⇒ y ∈ x)�



�� �����	
	 �� ����	�� �� ����
	�������


�������	� �
	���	���

�	�����
���	 ��� 
����	�� k + 1<�
�� R(x1, . . . , xk, xk+1)� &� ���� �'� A
��� �	�����	 (�������	 � k �����	�
� �� �� '�

∀x1 . . .∀xk∀z∀w[R(x1, . . . , xk, z) ∧ R(x1, . . . , xk, w) ⇒ z = w]

&� �'���� ������� ��� 
����	�� �����	���R � �	
��� ∃zR(x1, . . . , xk, z)�
���������	 ��� 
����	�� �����	��� R A3 ������3 � �	
��� ∃x1 . . . ∃xk
R(x1, . . . , xk, z)� ,��� ��� 
����	�� �����	��� R(x1, . . . , xk, z), ��
���
<
��	 �#���	 z = ϕ(x1, . . . , xk) #�
 ������
� ��� 
����	��� ,�*����	 ��	A3
��� ��	�� 
����	��5 z = ϕ(x1, . . . , xk) �� � �	����	 �� R(x1, . . . , xk, z).

'	(������	 �)�)� *�� R(x, y) ��� �	�����	 (�������	# �	 � ������� 	
"�������	 �� R ���� ����	��# ���� � ��	����	 �		 �����	 (x, y) 
��
�&	 R(x, y) �� �&���� �����	���

��� (�)��� �������� � ���"�������	��

&�� E(x, y, a1, . . . , ak) �� ��������	 � ��� #�
�����
� �	�	 a1, . . . , ak ���
�'� E ��*����� ��� 
����	�� �����	��� �� �� �
�	����	 � ��� a ��
������� �
!��
�
�	� O	����	 ��#	

� �'� � �	��
	 �����
�	 U �	����* �
�	�����	�� ��������5 ������ �� ������� b � ��� ������� �	�	 �����������
� �������� ���� ������� �� a �'� �� �
	���	 �� �	����	 �� -�����

����	�� �����	���� &� �	�� �'� � �������� �	� A �� ����		 ����	��
!���K3 � ��
��
� ��� �	
���3 ���	 �	
�� ��� ���� ��*���� F����
�!��G
�� ����	��� �� -����	 ����	 ����� �'�����	 ��&	�� �� ������� 5

∀x1 . . .∀xk
{∀x∀y∀y′((E(x, y, x1, . . . , xk) ∧E(x, y, x1, . . . , xk) ⇒ y = y′)
⇒ ∀t∃u∀y[y ∈ u ⇐⇒ ∃x(x ∈ t ∧ E(x, y, x1, . . . , xk))]}

F��"G

�	�� E(x, y, x1, . . . , xk) A ��� �	
��� -����-�� ����� #�
����
� F�	�
����	 ��� ��
��!�� �!�
� x � yG�



���� ������ ������	�� �� ������������	 �"

(�)��� � ���"��	���	�

,��� �� ������� a � ��� �	
��� A(x, a1, . . . , ak) � ��� #�
����
� �	�	
a1, . . . , ak � �� ��� ��
��!�� �!�
�3 ������ �� ������� � ��� ������� �	�	
�� ������� �� a �'� �	�������	 � �	
���� �	 ��&	�� �� �����	�����	
�	������ �	
� ���������� ��� �������� ����	��5

∀x1...∀xk∀x∃y∀z[z ∈ y ⇐⇒ (z ∈ x ∧A(z, x1...xk))] F��)G

�	�� A(x, x1...xk) A ��� �	
��� -����-�� ����� #�
����
� � �� �<
���	 ��� ��
��!�� �!�
� x� 7����	 ��'��� �� ����	��3 �� 
���%3 A ��
��<
�!�� ��	 ��'��� �� 
��#���������	� �� �4���� #	����	 E(x, y, a1, . . . , ak)
� �	
��� Hy = x ∧ A(x, a1..ak)I �� 	������ ��� 
����	�� �����	��� ��
�� �
�	����	 �� ��� A(x, a1..ak) A � �	����	� :�
 �����	�� �� 
��#���<
������	 ������ �������� ��� �������� ���� ������� �� a �'� �##�
���<
�	�	 � �	����	� �'������	 b -����	 �������3 b A �	
� �	
���	 ����
������� �� a �'� �	�	 ��� �	���	�� A(x, a1, . . . , ak)� ,� �����	 �� #	�
�� �������
% � �	����	�� b = {x ∈ a;A(x, a1, . . . , ak)} #�
 
�##
������
�
-����	 ��������

*��!�������	 �)�)� .�
� ��	 ����	�� a 	 b, a × b : � ��	����	 �		
�����	 (x, y) 
�� �&	 x ∈ a 	 y ∈ b �	

� #
	�	��	 ��
������	 �� a � b, /
�� ����	�	�

*���
) a× b = {z ∈ P(P(a∪ b)); ∃x∃y[z = (x, y)∧ x ∈ a ∧ y ∈ b]} �'�
A �� ������� #�
 �����	�� �� �	�#
����	���

#��������� �)�)� 0�� (������	 / �� ����	�	�

*���
) P�� �����	�� f A ��� �	���	�� �� �	##�� (x, y) ��� �'� x ∈ a
� y ∈ b �	�� a, b �	�	 
��#����������� � �	����	 � ��������� ���
�����	��� $	
� #�
 �����	�� �� �	�#
����	��3 f A �� �������5 f =
{z ∈ a× b; ∃x∃y(z = (x, y) ∧R(x, y))}.

$ -����	 #���	 ����	 �� �
��	 �� ���	��
�
� ���������� ����������
��	�	�



�) �����	
	 �� ����	�� �� ����
	�������


+	��	� �)�)� 1���
	 �� ����	�	# 	 ��� ���# �&	 ��� &� 		�	�
��

*���
) &�� a �� ������� -������� ��������
�	 #�
 �����	�� �� �	�#
��<
��	�� ������ �������� {x ∈ a; x �= x}� 7����	 ������� �	� '� �������3 �
��� ������% A ��� �	��������� �������	�� �� �������	����%�

��������� ��	�	 ��
% ���	���	 �	� � ���!		5 ∅� 7����	 ������� ��
#�
����� �� ��*��
� �����	 ���� ����	�� ��� ��	
�� �	� ���	
� ����<
����	� :
���3 #�
=3 A 	##	
���	 ��
� ��� ���	��
���	�� �� ����	 �'�
"������� �	� ������ �� �	��!� ��"������� �		 ���
� 	 �� )�	� ��
����������	�
��
*���
) (��� ������� d �'� A �� �	��	������� �� ∅ A ��	�	� ,��-��
������ P(∅) � '� ∅ �	�� ����	 ������	� 7����	 ���	��
� ����������
�� {∅}� (
� �� d ⊆ {∅} ��= �	

�!!� ��
� �'� d = ∅ 	##�
� d = {∅}�
,��-�� P({∅}) '� ��� ������� �������� ∅ � {∅} � -����	 ���	��
� ��<
�������� �� {∅, {∅}}� &���	 �	
� a, b ��� ������� -�������� �� 
����	��
(x = ∅ ∧ y = a) ∨ (x = {∅} ∧ y = b) A ��� 
����	�� �����	��� � ��
�
�	����	� $##�����	 	 ��'��� �� 
�0����	�� � -����� 
����	�� � �<
�������� {∅, {∅}} �� 	������ �� ������� c �'� '� #�
 ����� ������� a � b�

��% *��	���

$ #�
��
� �� ∅3 #	�����	 ��*��
� � ������ ���� 	
����� On� ������ A
-�����5 ∅ A �	
����� 0� &� α A �� 	
�����3 �	
� ���'� α ∪ {α} 	 A3
� �� �'���� � ����	����	 �� α� ,��-�� � �������	
� �� 0 A 1 = {∅}� �
�������	
� �� 1 A �������� {∅, {∅}} �'� �'����
��	 23 � �	�K ���� �� ��
�	�	 	��� 	
����� �	������ ����� �� 	
����� �'� 	 #
����	�	3 �������3
�� ����#�	3 2 = {∅, {∅}} = {0, 1}� E� -����� �	� A ��� ��*����	��

��	
	���

'	(������	 �)�)� 0� ����	�	 / �
�������	 �	 ������(� � �	��	�
	 ����
���	
�+ ∀x(x ∈ α ⇒ x ⊆ α)�

���
 ��
� � ��
 ���������� 	� ������ 	����������� ��� �		��
�� ��
 	�������
�

���������� �� ������� ����� �
��� ����
����������� ��� ������ ���������� 	� ������ ���
��� ��� 
 ���� ����
 �������



���� 	����
� ��

'	(������	 �)�)� 0� ����	�	 ������
�� a / !�� 	
�����	 )����� ����
��

�����	�	 ��� !��
� �� a &� �� �������

'	(������	 �)�)� 0� ����	�	 α / �� 	
����� �	# 	 ��
��
� �	 / 
����
��
�!� 	  	� ������
� �	� "�����
	�	����

,�������	 �)�)� ."��� �� �!��
� ����!	�	�� αεOn �	� ��
	��	�	 Hα A
�� 	
�����I��

1����� 	
����� �##�
����� � �� �����	5 �� �	�����
� �� 	
����� α3
������	 ��� ��	� ������� �##�
����� � �� �����	3 #�
�'D ∈ A ��� 
����	��
��	
���� ��
���	 �� α� ,��-�� α �	� #�= �##�
����
� � �� �����	�

�	� �)�)� *�� α �� ������	� *	 β / �� 		�	�
� �� α, ���� β /
�� ������	�

*���
) &� β ∈ α, �	
� β ⊂ α ���-��3 #	��'D α A !�� 	
�����	 �� ∈,
���'� β A !�� 	
�����	 �� ∈ . ��	�
� β A �
�������	5 ��� σ ∈ β, #	��'D α
A �
�������	3 σ ∈ α. $	
� #�
 	��� γ ∈ σ, �� ����	 �'� ∈ A �� 	
���� ��
α � γ, σ, β �	�	 ������� �� α, ����� �'� γ ∈ σ ∧ σ ∈ β ⇒ γ ∈ β.

-��	�.�����	 �)�)� � 2	��� 3�4�4 �� �	��	

	 �� �5	����	 �&	 ����
������	 / "����	�	 �	�� ������� �&	 � ��	�	�����

�	� �)�)� *���� α, β ��	 �������# 	 �	��	�
� �5	�������� ����
	)��!�	�
�+

,�- α < β

,��- α ∈ β

��� ��	��� � ��
 ���
����� ��
�����
 � 
�����������
�
�������
�� �� �� ��� ∈ 
��
 ���
����� 	� 
��
�������
 ��
 	�� ������� !���

	���������� �� ������� �
 ��
� 	���� ��	��
�� ��� � �� ������ 	������ �
�� ����

�� ����	��� 	� ������� α ∈ On� "���
��
 xεOn, ��# ���� ��
  �
�� 
����
 	�$���
�
� �� ���	��
��� ���� ��
 ���
����� ��
��
�



�� �����	
	 �� ����	�� �� ����
	�������


,���- α ⊂ β

�� ���	��
���	�� �'� � #���	 iii. �-����� �� #
�������� �	� A ����<
������ 6��	�� ���-�� ��� ���	��
���	���
*���
) ii.⇒ iii. A ��
	 #�
 � ����� ��"�"�
&�##	����	 iii. &�� γ � #
��	 	
����� �� β−α Fγ ������ #�
�'D β A !��
	
�����	G� $	
� α = {x ∈ β; x < γ}5 ������� �� x ∈ α, �	
� x ∈ β
#�
�'D3 #�
 �#	����3 α ⊂ β. ,��-�� x ∈ β � x < γ #�
�'D3 #	��'D α
A �
�������	3 �	
� �� '� �'�3 ���� ��� ������� y, x3 �� x ∈ α � y < x,
�	
� y ∈ α. ,��-�� �� �	��� x ≥ γ,� �� ��
�!!� γ ∈ α �'� �	��
������ �
��*����	�� �� γ. O�����
��3 �� x ∈ β � x < γ, �	
� x ∈ α F#�
 ��*����	��
�� γG� ,���
� #�
�� α = {x ∈ β; x < γ} = {x ∈ b, x ∈ γ} = β ∩ γ = γ
F#�
�'D β A �
�������	 ���-�� γ ⊂ βG� ,��-�� α = γ, -����� α ∈ β.

,�� ��*����	�� �� 	
����� #	�����	 ����

� �'�5

-��	�.�����	 �)�)& *	 α / �� ������	# ���� α ∪ {α} / �� ������	�

�� �
���������% A ��������� ��	�
� ��� a ⊆ α ∪ {α} �	� ��	�	3 �� a A
����	 �	������	 �� F	 ����� �G α, �	
� '� �� �����	 #�
�'D α A !��
	
�����	� $�
������ a = b ∪ {α} �	� b ⊂ α. ��������	 �����	 �� b A
���'� #�; #���		 �� α #�
�'D b ⊂ a ⊂ α. $!!���	 ���	��
��	 �'� 	���
�	��	������� �	� ��	�	 �� α ∪ {α} '� �� �����	�

� ����	����	 �� α A3 #�
 ��*����	��3 � #�; #���		 	
����� ��#�
�	
�
F���	��	 � 
����	�� �� �##�
�������G �� α�

�	� �)�)/ $	� ���� ������	 α# α ∪ {α} / � ��� ����	����	�

*���
) &�� σ �� 	
����� ��#�
�	
� �� α� $	
� α ∈ σ � #	��'D3 #�

�#	����3 σ A �� 	
�����3 �	
� A �
�������	3 ���-�� α ⊂ σ� 7����	
���	��
� �'� α ∪ {α} ⊆ σ� :�
 �(���
����	����"�"3 α ∪ {α} ≤ σ.

� �������	
� �� �� 	
����� α �� ���	�� �	� α+1� O�����
��3 α �� ����
� ��	�	�	����	 �� α+ 1�

�� �����	
 ��� β �  �� ��	��
�� ����	� � 
���� ���
������ ��	��
��



���� ����	�� ��

��������	 �+

��+ &������ �����	,	���

������	�� �����*���	 A � �������� �	
���5

∃w(∅ ∈ w ∧ ∀y(y ∈ w ⇒ y ∪ {y} ∈ w)). F���G

������	�� A �-�������� �� #
	#	����	��5

61���
	 �� ������	 �����
�7�

O�����	 #�
�'D�
P� 	
����� α �� ���� ���
� -����	5 	��� 	
����� β #�; #���		 	

����� �� α � ����
�	 �� ∅3 '� �� #
�������	
�� &� ������ �� 	
����� �	�
*���	3 �	
� �'������	 w � #
��	 �
� -������ &� '� �'� w A �������� ��
����� �� 	
����� *����5 #�
�'D �� α A �� 	
����� *���	3 �	� �� #�= ���
�
w ≤ α, ��
������ w ��
�!!� *���	� 1� ����� �'� α < w.�

,���	 ���	
� ��� ��*����	��5

'	(������	 �)�)� 0� ������	 α �� ���	 �����# )����� / ��� !��
� 	
������(� � (����� ∀β(β ∈ α⇒ (β + 1 ∈ α))�

P� 	
����� ����� A �� 	
����� �'� �	� '� #
�������	
�� ,��-�� ��
	
����� ����� A �	� *���	� ��	�
� w A �� 	
����� ������ �������3 ��
α ∈ w3 �	
� α+ 1 ∈ w : #�
�'D α+ 1 A *���	� $!!���	 ���	��
��	 �'�5

-��	�.�����	 �)�)� 2"�5	�������	 6	���
	 �� ������	 ���
	7 / 	)��!�
�	�
	 �"�5	�������	 6	���
	 �� ������	 ��� ���
�7�

&� ������ �� 	
����� �����3 �	
� �	������ �'��
������ � �	
���
���� O�����
��3 ��##	����	 �'� -����� �	
��� ��� ��
� �3 ��� a �� �������
�'� �	������ � �	
���3 �	�����
���	 � #
��	 	
����� �'� �	� A ������	
�� a3 ��� α� $	
� α �= ∅ � α �	� '� #
�������	
�5 �� α = β ∪ {β}3 ��
��
�!!� β ����
�	
� � α, ��	A β ∈ α, ���-�� β ∪ {β} ∈ α, �'� A ���
�	��
������	��� ��= ��	 ��
� �'� ������ �� 	
����� ��*���	5 α� $!!���	
���	��
��	 �'�5

-��	�.�����	 �)�)� "�5	�������	 6	���
	 �� ������	 �����
�7 / 	)��!�
�	�
	 �� ������ 3�8�

�%���
 	�����
����� ����
 �� �
��� ��� 	� 	�� ��	��
�� 	������ �� �� � ���
��������� 
���
����� &�� �
 	�����
����� � ��	
 �� !�����
���'�(�)



�/ �����	
	 �� ����	�� �� ����
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�� ������ ���� �	����� � �������-����	.��

.�#	
����	 -�� �� ������	 � ���� ���� ����	�� ��� ��	
�� ���� �������
�� B�
��	<�
���C�3 �� ��� �� A �
�����	 �� -����	 ��#��		5

$���	�� �� 6������	����%5

∀x∀y[∀z(z ∈ x ⇐⇒ z ∈ y) ⇒ x = y];

F$���	�� ��� �	##��5

∀x∀y∃z∀t[t ∈ z ⇐⇒ (t = x ∨ t = y)]; )

$���	�� ���P��	��5

∀x∃y∀z[z ∈ y ⇐⇒ ∃t(t ∈ x ∧ z ∈ t)];

$���	�� ���������� ��� :�
��5

∀x∃y∀z[z ∈ y ⇐⇒ z ⊆ x];

$���	�� �� .��#���������	5

&�� E(x, y, x1, . . . , xk) ��� �	
��� -����-�� ����� #�
����
� F�	�
����	 ��� ��
��!�� �!�
� x � yG

∀x1 . . .∀xk{∀x∀y∀y′((E(x, y, x1, . . . , xk) ∧E(x, y, x1, . . . , xk) ⇒ y = y′)
⇒ ∀t∃u∀y[y ∈ u ⇐⇒ ∃x(x ∈ t ∧E(x, y, x1, . . . , xk))]};

F$���	�� �� �	�#
����	��5

&�� A(x, x1...xk) ��� �	
��� -����-�� ����� #�
����
� � �� ����	
��� ��
��!�� �!�
� x�

∀x1...∀xk∀x∃y∀z[z ∈ y ⇐⇒ (z ∈ x ∧A(z, x1...xk))]; )

$���	�� �����*���	5

∃w(∅ ∈ w ∧ ∀y(y ∈ w ⇒ y ∪ {y} ∈ w)).



���� ����	�� ��

��������	 ��

/��"����' ���� ���	���

�	� �)�)� 9��� ����	�	 �� ������� &� �� ���
	 ���	����	# �&	 /
"�����	 �	�� 		�	�
� �� )�	�
� ����	�	 	� / �� ������	�

*���
) &�� a �� ������� �� 	
�����3 � β =
⋃
α∈a α. &� x A �� �	��	�������

�	� ��	�	 �� β, �� '� x∩α0 �= ∅ #�
 �� ��
�	 	
����� α0 ∈ a. $	
� x∩α0

'� �� #�; #���		 ������	3 �� -����	 A �� �	��	������� �	� ��	�	 �� ��
������� !�� 	
�����	 α0. � #�; #���		 ������	 �� x ∩ α0 A �'��
������
� #�; #���		 ������	 �� x. ��= ���	��
� �'� β A !�� 	
�����	 ���

����	�� �� �##�
������� ∈ . ��	�
�3 �� x ∈ β � y ∈ x, �� '� x ∈ α #�

�� ��
�	 α ∈ a, ���-�� y ∈ α, -����� y ∈ β. 7����	 ���	��
� �'� β A ��
	
������ &� '� β ≥ α #�
 	��� α ∈ a; ��	�
�3 �� γ ≥ α #�
 	��� α ∈ a,
�	
� α ⊆ γ #�
 	��� α ∈ a, ���-�� β ⊆ γ, ��	A γ ≥ β.

#��������� �)�)� .�
� ��	 ������� α, β, �� &� α < β �����	 β < α
�����	 α = β.

�	� �)�)� 9��� ����	�	 
�����
�!� �� ������� / �� ������	�

*���
) &�
% ��Q������ ���	��
�
� �'� �� a A �� ������� �
�������	 ��
	
�����3 �	
� a A !�� 	
�����	 ��� 
����	�� �� �##�
�������� :�
 �
����� ��)�)3 a '� �� ����� ��#�
�	
� α �'� A ����	�� ���� ������� ��
a. &� β ∈ a, �	
� β ⊆ α. ,��-�� β = α, 	##�
� β ∈ α. ��= ���	��
� �'�
a ⊆ α + 1, �'� A �� ������� !�� 	
�����	 #�
 ��##�
�������� :�
����	3
���'� a A !�� 	
�����	 #�
 ��##�
��������

+	��	� �)�)� 2� ����	 �	�� ������� ��� / �� ����	�	�

*���
) &� � ����� ���� 	
����� �	��� �� �������3 �	
� ��
�!!� ��
������� �
�������	 �� 	
������ ,��-��3 #�
 � ����� ��)�)3 On ��
�!!�
�� 	
������ :	�
���	 �4�
��
�3 �	
�3 �'� On ∈ On, �� ������
	
����� �##�
����� � �� �����	� �	��
������	���

+	��	� �)�)& *	 ��	 ������� α, β ���� �������# ���� ���� ������



�� �����	
	 �� ����	�� �� ����
	�������


*���
) :�
 �#	���� ������ �� ��	�	
*��	 f : α → β. �� #�
���	�
� f A ���
�����	�� ��
��������� �
�������� &�##	����	3 #�
 ����
�	3 �'� ������ γ �
#�; #���		 ������	 �� α ��� �'� f(γ) < γ. $	
� f(f(γ)) < f(γ) #�
�'D
f A �
�������� E� f(γ) A �� 	
����� #�; #���		 �� γ, ���-�� � ����	 �'�
f(f(γ)) < f(γ) �	��
������ � ��*����	�� �� γ. :�
����	 #�
 	��� γ ∈ α,
γ ≤ f(γ) ∈ β ���-�� γ ∈ β. ��	A α ⊆ β. $��	������� �� ���	��
� �'�
β ⊆ α F���'� f−1 A ��
��������� �
�������G� 1� �	�������	 �'� α = β.

'	(������	 �)�)/ 0� !�	� 	
���� �� ��� ����� :# / ��� �	�����	
�"�����	 
�
�	 <X �� X 
�	 �&	 �	� ���� 		�	�
� x �� X, � ��	����	
Sx(<X) �	�� y ∈ X 
�� �&	 y <X x / �� ����	�	  	� ������
��

,��	 �� ������� a, #�
 	��� x ∈ a Sx(a) = {y ∈ a; y <a x} A ��
�	��	�
� ������	 �� a.

+	��	� �)�)�0 9��� ����	�	  	� ������
� (a,<a) / ������(� � ��
����� ������	�

*���
) 0����
�� &� f A �� ��	�	
*��	 �� a �� �� 	
����� α � g A ��
��	�	
*��	 �� a �� β, �	
� g ◦ f−1 A �� ��	�	
*��	 �� α �� β. ,��-��
α = β.
1���
	���� :	����	 b = {x ∈ a;Sx(a) A ��	�	
�	 � �� 	
����� }, �	��
Sx(a) = {y ∈ a; y <a x}. :�
 	��� x ∈ b �'���	 β(x) �	
����� ��	�	
�	
� Sx(a). ��������� {β(x); x ∈ b} A �� ������� �
�������	 �� 	
�����5 ��
α ∈ β(x) #�
 �� ��
�	 x ∈ b �	
� α A ��	�	
�	 � �� �������	 �������
F��
���	G �� Sx(a) : ��� ��	�	
*��	 �� 	������ ��� 
���
���	�� � α ���
�����	�� ����
�� �����	�	
*��	 �
� Sx(a) � β(x).,��-�� α A ��� �	
��
β(y) #�
 �� ��
�	 y <a x. :�
����	 {β(x); x ∈ b} A �� 	
������ $	
� �
�����	�� �'� �� 	��� x ���	��� β(x) A �� ��	�	
*��	 �
� b � �� 	
������
&� b �= a �	
� b = Sx0(a) #�
 �� ��
�	 x0 ∈ a. E� �!!���	 �##���
���	��
��	 �'� b A ��	�	
�	 � �� 	
����� ���-�� x0 ∈ b = Sx0(a),
�	��
������	��� $	
� b = a ���-�� �� '� �� ��	�	
*��	 �
� a � ��
	
������



���� ����	�� ��

��������	 ��

+	��	� �)�)�� *�� X ��� ����	 �&	 ��� / �� ����	�	 	 R ��  ���
�����	 �� X# 	���
	 ��� �	�����	 (�������	 �&	 �
� ����	 �� ����������

�� X 	 On.

*���
) :�
 	��� x ∈ X ������ �� ����	 	
����� ��	�	
�	 � Sx(<X).
:	��	 �	
� ��*��
� � 
����	�� �����	��� α = H(x) �
����� � �	
���
Hα A �� 	
����� ��	�	
�	 � Sx(<X)I� >�� 
����	��3 ��	�
�3 ���!����� ��
��	�	
*��	 �
� X � On : �� x <X y, �	
� Sx(<X) ⊂ Sy(<X), #�
����	
H(x) ∈ H(y). ���������� ��H A �� ������� �
�������	 �� 	
����� �'� �	�
A �� �������3 -����� A � ����� On. ,��	��
���	 ���-�� �'� ���������
A �
��������5 ��� H(x) �� ������	 ����������� �� H, ��� α ∈ H(x).
����	�	
*��	 �
� H(x) � Sx(<X) ���	��� � α �������� Sy(<X) #�
 y <X

x. ��	A α = H(y). ,��	��
���	3 ��*��3 �'� ��������� �� H �	� A ��
�������5 �� �	�����
� J−1 �'� '� #�
 �	����	 ��������� �� H, � '� X #�

��������� :�
 	 ��'��� �� 
��#���������	3 #	��'D X �	� A �� �������3
� �	����	 �� J−1 �	� #�= ����
� �� ��������



�� �����	
	 �� ����	�� �� ����
	�������




����	�	 �

����	� �� �	����	��

?� ����	�� �� ��� �� A #�
��	 �� ��#��		 #
��������3 �	
���	 � ��	
��
���� ������� �� B�
��	<�
���C�3 � ��� �� �� 
���
�
% �	� ��!!
������	��
ZF � � �������� ����	��3 ������3 �	� �� #�
�� ��� ��	
��3 �� �
����
���������� �� (��������	 F��	
� �� ������ AF G� ����������	 �������	��
A � ��������5

∀x[x �= ∅ ⇒ ∃y(y ∈ x ∧ y ∩ x = ∅)].

������	�� ���� �'�5 	��� ������� �	� ��	�	3 '� �� ������	 �'� �	� '�
���� ������	 �� �	���� �	� �������� �� -�����	��� 7����	 ����	�� ��<
#��� �'� �	� �����	�	 ��������	�� ��*���� ������������ 1	� ������3 ��	A3
����� ��������	�� (un)n∈w F��� ����	�����	 �����
� A ��� �����	�� ��
�	����	 wG ��� �'� #�
 	��� n ∈ w3 un+1 ∈ un� ���������� �� -�����
��������	�� ��
�!!� �� ������� #�
 �����	�� �� 
��#���������	3 � �	�<
�
����
�!!� ���-�� AF � �� #�
���	�
�3 �	
�3 �����	�� �� �	�����	��
��#��� �'� ∀x(x /∈ x)� ������	�� �� �	�����	��3 �� A ����	3 �	� �� #�
��
��� ��	
�� �� ����	 �'� A ����#������� ���� ����	�� �� ZF F�� -����	
�	������	 �����#������� �������	�� �� �	�����	�� �	� ��

% �
������3
#�
 � ���	��
���	�� �� ���� T9
�����3 �++�UG�

�"



�) �����	
	 �� ����	�� �� �	�����	��

��� 0�,	����	� "�� �	
���	� �
��� ���	���

&� �	�����
� ��� �	
��� � ��� ��
��!�� �!�
� E(x)� $Q�'D E(α) ���
��
� #�
 	��� 	
����� α3 A �������
�	 � ��Q������ �'�3 #�
 	��� 	
�����
α3 �� E(β) A ��
� #�
 	��� β < α3 �	
� E(α) A ��
�J �� ��
� ��
���� A
�������
�	 � ��Q������ �'� ��� ��
� � �	
��� �'� �����5

∀α(∀β(β < α ⇒ E(β)) ⇒ E(α)).

�� ���	��
���	�� A ���������5 &�##	����	 ∀α(∀β(β < α ⇒ E(β)) ⇒
E(α)), �	
� �� E(α) A ���	 #�
 �� ��
�	 αεOn, �	�����
���	 � #
��	
�� ��� 	
������ &� '� �'� #�
 	��� β < α3 E(β) A ��
	 � ���-��3 #�

�#	����3 E(α) A ��
	� �	��
������	���

7����	 #
����#�	 �� �	
����� �� ���	�	 �� ���	��
���	�� �'� �� �'����
�����
������	 �	� ��������	 ���� ������� � 7����	 �	����	 ���	��
�
�
�'� ��� #
	#
���% A ��
� #�
 ����� �� 	
�����3 #	�
��	 ��##	

� #�

���
	�� ����

�!� �'�3 ���	 �� 	
����� α ��� #
	#
���% A ��
� #�
 �����
�� 	
����� #�; #���	� �� α. &�
% ��Q������ ���	��
�
�3 �	
�3 �'� ��#	��<
�� ��������� ��#��� �'� � #
	#
���% A ��
� #�
 α. 1�� �����	
 #�
��
��� ���	��
���	�� #�
 ������	��3 #�
=3 �	�
��	 �
����
� ��#�
��������
� ���	 �� ��� α = 0, � ���	 �� ��� α A �� 	
����� �������	
�3 � � ���	 ��
��� α A �� 	
����� ������ 1� #�
��
��	 �������� �� �� -���'� ����#�	
�� ���	��
���	�� #�
 ������	�� ���� 	
������ � 
������� �	�K 	�������3
��
���	 �����#����!�� #�
 � ������	�

��� �� ������)�� �
�
����1�

�� 	��� �	��	 U �� ZF, A #	���!�� ��*��
� ��� �	���	�� V �	��
����
�	�� ������ &� ���	��� �� 	��� 	
����� α �� ������� Vα, ���	��	 �
�������� ��*����	��5

• V0 = ∅3
• Vα+1 = P(Vα)3

• Vα =
⋃
β∈α Vβ �� α A �� 	
����� ������



���� 
� ������� ����
����� ��

�� #
�������� A � ��*����	�� �� ��� 
����	�� �����	��� y = Vα ��
�	����	 On.

�� �	���	�� V A ����� �����	��3 �� ����	 ��������	3 ��� Vα F#�

αεOnG�

,�������	 �)�)� .	������ � �	�����	 xεV :

xεV ⇐⇒ ∃α(αεOn ∧ x ∈ Vα).

� ���	�	 ��� ���	��
���	�� #�
 ������	�� ���� 	
����� �� ��� ��
A �
�����	 �� -����	 ��#��		 �� #�
����� �� ���	��
�
� �'�3 #�
 	���
α ∈ On3 Vα A �� ������� �
�������	�

�	� �)�)� $	� ���� αεOn# Vα / �� ����	�	 
�����
�!��

*���
) &� α = 0 � �	�����	�� �� �
���������% A !�������� �	����������
&� α A3 ������3 �� 	
����� �������	
�3 #
���������� α = β + 1, �	
�
��� x ∈ Vβ+1 �� ������� -������� ��������
�	� :�
 ��*����	�� �� Vβ+1,
x ⊆ Vβ. $	
�3 #�
 	��� y ∈ x3 �� '� y ∈ Vβ. :�
 �#	���� �� ������	�� Vβ
A �
�������	 ���-�� y ⊆ Vβ � -����� y ∈ Vβ+1. ,��	��
���	3 ��*��3 �'�
� ���� A ��
	 #�
 α 	
����� ������ &�� x ∈ Vλ, �	� λ 	
����� ������
Vλ =

⋃
σ∈λ Vσ ���-��3 x ∈ Vσ #�
 �� ��
�	 	
����� σ < λ. :�
 �#	����

�� ������	�� Vσ A �
�������	3 ���-�� x ⊆ Vσ. :�
����	3 ��� y ∈ x, �� '�
y ∈ Vσ � 3-�����3 y ∈ ⋃

σ<α Vσ.

$��	
� #�
 ������	���3 A #	���!�� ���	��
�
� �'�3 ���� ��� 	
�����
α, β :

α ≤ β ⇒ Vα ⊆ Vβ.

7����� 
������� �� #�
����	�	3 �	
�3 �� �4�
��
� �'� #�
 	��� α5

Vα =
⋃
σ<α

P(Vσ).

N 	���	 #�
 α = 0� $�
������3 ��##	����	 α = β+13 �� x ∈ Vβ+1 �	
�
x ∈ P(Vβ), ���-�� x ∈ ⋃

σ<α P(Vσ)� O�����
��5 �� x ∈ ⋃
σ<α P(Vσ)3

�*���	������ � �
 � β.



�� �����	
	 �� ����	�� �� �	�����	��

�	
� x ⊆ Vσ #�
 �� ��
�	 	
����� σ < α. σ ≤ β #�
�'D α A � �������	
�
�� β3 ���-�� #�
 -����	 �!!���	 ����	 �	#
�3 Vσ ⊆ Vβ. :�
����	 x ⊆ Vσ
��#��� x ⊆ Vβ, ��	A x ∈ Vβ+1. &�3 ��*��3 α A �� 	
����� ����� �	
�3
#�
 ��*����	��3 Vα =

⋃
σ∈α Vσ. &�� ���-�� x ∈ Vα3 x ∈ Vσ #�
 �� ��
�	

σ < α. :	��'D Vσ A �
�������	3 �	
� �� '� ���'� x ⊆ Vσ, ��	A x ∈ P(Vσ).
,��-�� x ∈ ⋃

σ∈α P(Vσ). O�����
��5 ��� x ∈ ⋃
σ∈α P(Vσ)J ������ ��

	
����� σ < α ��� �'� x ⊆ Vσ. $	
� x ∈ Vσ+1� :	��'D α A �� 	
�����
�����3 ���'� σ + 1 ∈ α, ���-�� x ∈ ⋃

σ<α Vσ.

��� �� ��	�� � 
	 �	�����

'	(������	 �)�)� .�
� �� ���	�	 a# � 
���	 �� a ,�	 �	���
� rg(a)-
/ � ��; ������ ������	 α 
�	 �&	 a ∈ Vα�

� 
���	 A ���#
� �� 	
����� �������	
�5 �� �� ������� x ∈ Vα � α A ��
	
����� �����3 �	
� �� '� x ∈ ⋃

β∈α Vβ, ��	A x ∈ Vβ #�
 �� 	
�����
β < α. :�
����	 α �	� #�= ����
� � 
���	 �� x�

,��	��
���	 	
� ��� #
	#
���% �'� ��
% ��������� �� ������	�

�	� �)�)� 0� ����	�	 x / �� V �	 	 ��
��
� �	 ���� 		�	�
� �� x
/ �� V � ���
�	 �	 rg(x) = α ���� �	� ���� y ∈ x �� &� �&	 rg(y) < α�

*���
) &�� a �� ������� �� V �� 
���	 α = β + 1J �	
� a ∈ Vβ+1 ��	A
a ⊆ Vβ� 7����	 ��	 ��
� �'� 	��� ������	 �� a A �� V 3 � '� �� 
���	
����
�	
� 	 ����� � β, ���-�� ���	
� �� α� O�����
��3 ��� a �� �������
��� �'� 	��� ������	 �� a A �� V � ��������� ��� 
���'� ���� ������� ��
a A �� ������� �� 	
�����3 �'� �������3 #�
 � ����� ��)��3 �� 	
�����
α #�
 ���
��	 ��#�
�	
�� ,��-�� a ⊆ Vα+1, -����� a A �� V �

P����
� #
	#
���% ��#	
����� A � ��������5

�	� �)�)� 9��� ������	 α / �� V 	 rg(α) = α + 1.

*���
) &�� α � #
��	 	
����� ��� �'� α /∈ Vα+1, �� ������� $	
�
β ∈ α⇒ β ∈ Vβ+1J ���-��5

α ⊆
⋃
β∈α

Vβ+1 =
⋃
β∈α

P(Vβ) = Vα



���� ������� ��������� �� �� ������� �+

��= ��	 ��
� �'� α ∈ Vα+13 �	��
�
������� ���#	����� &�� α � #
��	
	
����� ��� �'� α ∈ Vα, �� ������J �� '� α ∈ ⋃

β∈α P(Vβ)J ������3 #�
����	3
β < α ��� �'� α ∈ P(Vβ)J �� ����� α ⊆ Vβ �3 #	��'D β ∈ α3 β ∈ Vβ,
�	��
�
������� �� ��*����	�� �� α�

��� �)�
�
�� ���	����1� � 
	 �	�����

,�*����	 � �	��	�� �� �&������ 
�����
�!��

+	��	� �)�)� $	� ���� ����	�	 x 	���
	 �� ����	�	 
�����
�!� Ct(x)
�&	 ���
�	�	 x, 	 �&	 / ���
	��
� �� ���� ����	�	 
�����
�!� ���
	�	�
	
x� 0� 
�	 ����	�	 �� �&���� �'����
� �
�������� �� x�

*���
) &� ��*�����3 #�
 ������	��3 ��� �����	�� f �� �	����	 w, #	���<
�	5 f(0) = xJ f(n + 1) =

⋃
y∈f(n) y� &� #	�� #	�3 a =

⋃
n∈w f(n)5 a A

�������� �'� �����	 ��
����	3 ��	A Ct(x)� N ��������3 �������3 �'� x ⊆ a�
��	�
�3 a A �
�������	5 �� y ∈ a3 �	
� y ∈ f(n) #�
 �� ��
�	 n ∈ w3
���-�� y ⊆ f(n + 1) � y ⊆ a� &� z A �� ������� �
�������	 �'� �	������
x3 �� ���	��
� #�
 ������	�� �'� f(n) ⊆ z #�
 	��� n ∈ w� N ��
	 #�

n = 0J �� f(n) ⊆ z �	� y ∈ f(n) �	
� y ∈ z3 ���-�� y ⊆ z� :�
����	⋃
y∈f(n) y ⊆ z, ��	A f(n + 1) ⊆ z� :	��'D z �	������ f(n) #�
 	��� n3

�	
� a ⊆ z.

��% �	�"�	�	�� � ∀x(xεV )

+	��	� �)�)� 2"������� �� (��������	 	)��!�	 �"�5	�������	+ 6	�<
�� ������� ��������
�	 A �� V ,�<��&= "���!	��� ������� "������� ��
(��������	# / �	�	������ 	 ��<��	�
	 �&	 V ��� "���!	��� ��
	��-�

*���
) &�##	����	 �'� 	��� ������� ��������
�	 ��� �� V � ��� a ��
������� �	� ��	�	� &��3 ��	�
�3 b �� ������	 �� a �� 
���	 �����	 α�
(��� ������	 �� b A �� 
���	 ���	
� �� α3 -����� �	� #�= ����
� ������	
�� a� 7����	 ��	 ��
� �'� b ∩ a = ∅3 �� ����� �����	�� �� �	�����	���



�/ �����	
	 �� ����	�� �� �	�����	��

:�
 ���	��
�
� ��4�
����	�� 
���#
	�� �����	 � >�	
��� �����5 ���	
�� ������� a ������ � �'����
� �
�������� �� a, Ct(a) A �� ������� �
����<
���	� &�##	����	3 �	
�3 �'� AF ��� �	��������	 � �'� ������ �� �������
a �'� �	� A �� V � &�� b �� ������� �
�������	 �	�������� a F�� ��� ��<
����� ������ �� -����	 ������ Ct(a)G3 � ��� c = {x ∈ b; x /∈O}� $	
�
c �= ∅5 ������� a ⊆ b Fa A �	� ��	�	 ��
������ ��
�!!� �� V G � #	��'D
a /∈ V, ������ �� ������	 x0 �� a �'� �	� A �� V J ��	A x0 ∈ c� :�
 	���
x ∈ c3 c ∩ x �= ∅5 #�
�'D �� x ∈ c3 ��A �� ������	 y �� x �'� �	� A ��
V F��
������ x �����	 ��
�!!� �� V G� :	��'D b A �
�������	3 y ∈ b, �	
�
y ∈ c #�
 ��*����	�� �� c � x ∩ c �= ∅� ��������� c �	��
������ �����	��
�� �	�����	���



����	�	 �

����	� �� �����

�� -����	 ��#��		 �� �
����
% �������	�� �� ������ P�� #
��� #�
�� ��
%
�������� �� ����
�� �	
�����	�� �������	��3 �� �
����
%3 �� ������	3 ��

�		 �'� ���	 ��	�� ��� ����������3 ��	A �� �������
���	 ����� ���
#
����#�� ��	
��� �'�3 ����	 ���	 �� 	���3 A #	���!�� ���	��
�
� �		
���������	 �����	�� �� ������
,	!!���	 � .���� ��� ���!
� ����
���	�� �������	�� �� ������ ��<
��������	 �� ���
� �� ������� ��*���	 �� #��� �� ���
#� �3 ��##	����	
�� �	�
 �	��
��
� �� ��	�	 ������� #
������	 ��� ���
#� F� ��� �	�G
#�
 	��� #��	� :	�����	 ������
� �� #
����
�3 �� ����#�	3 ����� � �	� �
���
#� ����
�� &	��������	 �	
�3 � ���
#� �	� #��� �� ������5 �	� #	���<
��	 ���������
� �� �����	 ����
	 �� ��� �	

��#	������ �����	 ������
	�
,��-��3 �	� #	�����	 �	��
��
� �������� ��
���	 #
	������	 �	�� #
�<
��� $!!���	 !��	��	 �� �������
� �����	�� �� ����� #�
 � -���5 ���	
�� ������� a �� ������� �	� ��	�� F�������� �� #��� �� ���
#�G3 ������ ��
������� �'� '�3 �� �	���� �	� 	��� ������� �� a, �� �		 ������	 F���<
����� �'� '� ��� �	� ���
#� �� 	��� #��	G� �� ��
� #�
	� �����	�� ��
����� �� ���� �'�3 ������ ��� 
��	� �'� �� #�
����� �� ��	��	�	 �� 	���
������� �� a, �� �		 ������	�

��



�� �����	
	 �� ����	�� �� ���
��

��� ��������� � ������

������	�� �� ����� F�� ������	 AC<��������� $S�	� 	� �'	���<G A �
�������� ����	��5

������ �)�)� ACi
�+

∀x((∅ /∈ x ∧ ∀y∀z(y ∈ x ∧ z ∈ x ∧ y �= z ⇒ y ∩ z = ∅)) ⇒

∃u∀y(y ∈ x ⇒ ∃k(y ∩ u = {k}))).

������	�� ���� �'� ���	 �� ������� a �� ������� �	� ��	�� � � ��� �
��� ���������3 ������ �� ������� �'� '� �� �		 ������	 �� �	���� �	�
	����	 ���� ������� �� a.
&� 	���
�� �'� �� a A �������� -�	������ 
��#���	 �� ��� 
����	�� �� �-���<
�����3 �	
� c A �������� ��� 
�##
���������� ������	�� �� �����3 ����3
A �-�������� ���4�
����	��5 	��� ������� �� ����� �� �-��������3 ��<
����� ���������� �� 
�##
���������� 7����	 �� �	
����� ��% ��� �'��
������
�� #�
�'D �����	�� �� ����� A ����	 ��#	
������

+	��	� �)�)� AC ⇐⇒ 6�	� ���� ����	�	 A, ��� R ��� �	�����	
�� 	)��!�	��� �� A# A/R �"����	�	 )����	�
	 ����� R− ���	

	 ��
����	�	 �� �����	�	�
��
�7�

*���
) &�##	����	 �����	�� �� ����� � ����	 A �� ������� � R ���

����	�� �� �-�������� �� A. A/R A ��� ������� �� ������� �	� ��	�� �
� ��� � ��� ���������� :�
 �����	�� �� �����3 ���-��3 ������ �� �������
�'� '� �� �	���� �	� 	��� ����� �� A/R ��	 � �� �		 ������	 �'�
#	�����	 ������
� �	�� ��	 
�##
����������
O�����
��3 ��� A ��� ������� �� ������� �	� ��	�� � � ��� � ��� ����������
:	�����	 ��*��
� ��� 
����	�� �� �-�������� R ��

⋃
A : &���	 a, b ���

������� ��
⋃
A, aRb �� � �	����	 �� Ha � b �##�
����	�	 �	 �����	 �������

�� AI� :�
 �#	���� �	
� ������ �������� ��� 
�##
��������� c. �'��
������
c '� �� �	���� �	� 	��� ������� �� a �� �		 ������	�

�ACi �
 ��� �
���
 	� ����
 ������
����� ���������
�



���� 
� �������
� �	��
���	�� ��

,��� �)�)� 2� ���������	 6�� ����	�� �	� (������ �� ����	�� ��� !��
�
a, ���� � ��	 � ��	 �������
�7 / �	�	������ �<��&= "������� ��� ���
��	�	�	�
	 (����

&�##	����	3 �������3 �'� a = {{p, s}, {s, t}, {t, p}}. :�
 �	������
� ���<
��	�� �� �����3 �	�
�� �
	��
� �� ������� �'� �!!�� �� �	���� �	� 	���
������� �� a �� ��� 		�	�
�� ?� ������� �� a �� ����
�����	� &� �����3
�� ����#�	3 p #�
 � #
��	 ��� �
�� &� A �	��
���� � ������
� t #�
 � ���	��	
������� ��� �
� F��
������ c∩{p, s} = {p, s}G3 �� �	�K c∩{t, p} = {t, p}.
&�3 ������3 �� ������ s #�
 � #
��	 ��� �
� �������3 �	
� �� A �	��
���� �
������
� t #�
 � ��
�	� $��	
� ��� �	��3 �������� �	��
���	 �	� �	������
�����	�� �� �����5 c ∩ {s, t} = {s, t}.

��� �� "��	��"��� ����
�����	�

������	�� �� ����� �� #
���� � ����
	�� �	
�����	��� 7�� �� ������	
�� �
	���	 ��
� �	
�����	�� �������	�� �� ����� F�-�������� �	��	
ZF + AF G�

�� �
	���	� � ������

'	(������	 �)�)� *�� a �� ����	�	 �� ����	�� ��� !��
�# f : a → ⋃
a

/ ��� �����	�� �� ����� #�
 a �	# 	 ��
��
� �	# �	� ���� x ∈ a# f(x) ∈ x.

������ �)�)� ACf + $	� ���� ����	�	 a �� ����	�� ��� !��
�# 	���
	
��� (������	 �� ��	
� �	� a.

������	�� �� ������
� �'� ������ ��� 
��	�3 � �����	�� f, �
���� ��
-��� #	�����	 ������
� �� 	��� ������� �� a �� �		 ������	� :�
= �	�
�� ���� -���A -����� 
��	�3 �� �
����3 ��	A3 �� �� ����	�� 6��� ���
��
�

�!�73 �� ����	 �'� ����
���� ���������� �� ��� �����	�� �� ����� F� 
�<
�	� �� ��� �� #�
� �	#
�G �� ����� �#����
�� �	�� #	�����	 �	��
��
<
�� � #
	!��� A3 ���-��3 �'� � ���#���	 �� ��
����
� �	� �	��
����<
�	 �������	�� �� �����3 -����	 #
����#�	 ���!
� ����
� �����#����!��
#�
 � ���
������	 �� ����
�� 	������ ���������� �	� � -��� �� ���	��
��	
��#	
���������� ��	
���� ,� -����	 �� #�
�
% ��� *�� �� -����	 ��#��		�



�� �����	
	 �� ����	�� �� ���
��

�� ����� � ���	

'	(������	 �)�)� *�� (a,<) �� ����	�	 ������
�+

,�- m / �� ������	 �������� �� a �	# 	 ��
��
� �	# ���
	���
	 w ∈ a 
�	 �&	 m < w.

,��- c / �� �����	
���� �� b ⊆ a �	# 	 ��
��
� �	# �	� ����
x ∈ b, x ≥ c.

,���- b ⊆ a / ��� ������ �	# 	 ��
��
� �	# (b, <) / 
�
��	�
	
������
��

������ �)�)� ACz,2	��� �� ����-+ *	 (a,<) / �� ����	�	 ��� !���

�# ������
� 	 
�	 �&	 ���� ��
	�� �� a &� �� ���������
	# ���� a &�
�� 		�	�
� �������	�

��� ���2
�1���	�� ���� ����
�����	�

�� �������� �4�
����	�� �	�	 ���	
� �-�������� ������	�� �� ������

������ �)�)� ACP + $	� ���� ����	�	 a, 	���
	 f : P(a) − {∅} → a

�	 �&	 �	� ���� x ∈ P(a) − {∅}, f(x) ∈ x.

������ �)�)� ACord+ $	� ���� ����	�	 a# 	���
	 �� ������	 α 	 ���
(������	  ��	

�!� f : a→ α.

,��	��
���	 �� ZF +AF ��-�������� ���� ����	�� *� 	
� ���������
���������� &� ���	��
�
% �'� ACi ⇒ ACf ⇒ ACP ⇒ ACord ⇒ ACz ⇒
ACi.

ACi ⇒ ACf : &�� a �� ������� �	� ��	�	� :�
 	��� x ∈ a, ���
x′ = x× {x}.

a′ = {x′; x ∈ a} A �� ������� #�
 �����	�� �� 
��#���������	 � ��
������� �� a′ �	�	 ��������� � �	� ��	��� :�
 ACi ������ �� ������� c ���
�'� #�
 	��� x′ ∈ a′, c∩ x′ A �� ����	���	� &� ��*����� f : a→ ⋃

a �	��



���� 
�� ����
���� ��

� �	��
���	�� �"

� �����	�� �'� �� 	��� x ∈ a ���	��� f(x) = (c∩x′). f A ��� �����	�� ��
����� #�
 a.

ACf ⇒ ACP : &�� a �� �������3 P(a) − {∅} A �� ������� �� ��<
����� �	� ��	��� :�
 ACf ������ ��� �����	�� f : (P(a) − {∅}) →⋃

(P(a) − {∅}) ��� �'� #�
 	��� x ∈ (P(a) − {∅}), f(x) ∈ x. E�⋃
(P(a) − {∅}) = a, ���-�� �!!���	 ���	��
��	 ACP .

ACP ⇒ ACord : &���	 a �� ������� �	� ��	�	 � f : P(a)− {∅} → a
��� �'� #�
 	��� x ∈ P(a) − {∅}, f(x) ∈ x. &� ��*����� #�
 ������	��
��� 
����	�� �����	��� �� �	����	 On :

h(α) =

{
f(a− h[α]) = f(a− {h(β); β < α}) �� h[α] ⊂ a � h[α] �= a F∗G,
a ��
�������

&� � �	�����	�� F∗G A �	��������� �	
�3 #�
 � #
	#
���% �� f, �� '�
�'� h(α) ∈ (a − h[α]); #�
����	 h(α) ∈ a 	##�
� h(α) = a; �� �	�<
����	�� F∗G A �-�������� � a − h[α] �= ∅. &� ���	��
�3 �	
�3 �'� ��<
���� αεOn ��� �'� h(α) = a. &� �	�K �	� �	���3 �������3 #�
 	��� αεOn,
�� ��
�!!� h[α] ⊂ a, h[α] �= a � h(α) ∈ a. h A ���������5 �� β < α,
h(α) = f(a− {h(β); β < α}) /∈ {h(β); β < α}, #�
����	 h(α) �= h(β). &�
x = {z ∈ a; ∃α ∈ On(h(α) = z)}, h A ��� !�����	�� �
� On � x. 6�����3
�	
�3 h−1 : x → On, � -����	 �	��
������ �����	�� �� 
��#���������	
#�
�'D3 #�
 �����	�� �� �	�#
����	��3 x A �� ������� F�	��	������� ��
aG� ,��-�� On A �� ��������

ACord ⇒ ACz : &�� (a,<) �� ������� 	
�����	� &� c A ��� <<������
�������� #�
 �������	�� �� a3 ��	A c A ��� <<������ � #�
 	��� ������
c′ �� a, c �⊂ c′, � m A �� �����	
���� �� c, �	
� m A �� ������	 <<
�������� �� a. ������� �� m �	� A ��������3 �	
� ������ z ∈ a ��� �'�
m < z. E� �	
� c∪{z} A ��� ������ � c ⊂ c∪{z}, � -����	 �	��
������
� ���������% �� c. :�
 ���	��
�
� ACz, A ��Q������ �	��
�
� �'� ��
(a,<) A �� ������ 	
�����	3 �	
� ������ �� a �� ������ �������� #�

�������	��� &���	 α ∈ On � h : α → a ��� !�����	��� &� ��*����� #�




�) �����	
	 �� ����	�� �� ���
��

β < α,

Mβ =

{ ⋃
δ<βMδ ∪ {h(β)} �� -����� A ��� ������,⋃
δ<βMδ ��
�������

⋃
β<αMβ A ��� ������ �������� #�
 �������	���

ACz ⇒ ACi : &�� a �� ������� �� ������� �	� ��	�� � � ��� � ���
���������� &���	 b = ∪a � x = {c ⊆ b; ∀z ∈ a(#(c ∩ z) ≤ 1)}�. &� c ∈ x,
�	
� c∩z A ����� ��������� ��	�	 	##�
� A �� ����	���	� ��	�
� x �= ∅
#�
�'D ∅ ∈ x. ��*�� �� c ∈ x, �	
� c ∈ P(b). :	��'D x ⊂ P(b), �	
� x A
	
�����	 #�
 ������	��� 7����� ����� �� #�
����	�	 �� ���	��
�
�3 �	
�3
�'�5 �� y ⊆ x A �	������� 	
�����	3 �	
�

⋃
y ∈ x. ������� �� z ∈ a ��

����	 ��� #	���!��% F#�
 LG5 �� ∀s ∈ y(s ∩ z = ∅), �	
� z ∩ (∪y) = ∅
� ∪y ∈ x. &� ∃s ∈ y(s ∩ z = {u}), �	
� z ∩ (∪y) = {u}, #�
�'D ��
v ∈ z ∩ (∪y), �	
� ������ s′ ∈ y(v ∈ s′ ∩ z). :	��'D y A �	�������
	
�����	 #�
 ������	��3 �	
� s ⊆ s′ 	##�
� s′ ⊆ s; #�
����	 s ∪ s′ = s
	##�
� s∪s′ = s′ � z∩(s∪s′) A �� ����	���	3 � ��= ��#��� u = v.

⋃
y A ��

�����	
���� #�
 y. $!!���	 ���!���	 �'� 	��� �	��	������� �	�������
	
�����	 �� x '� �� ����� ��#�
�	
� F�����	
����G �� x; :�
 ACz, x '�
�� ������	 �������� m. ,��	��
���	 ��*��3 �'� #�
 	��� z ∈ a, m∩ z
A �� ����	���	� &� ��������� z ∈ a ��� �'� m ∩ z = ∅ � t ∈ z F������
#�
�'D �� ������� �� a �	�	 �	� ��	��G3 �	
� m ∪ {t} ∈ x F�������
����
��
���� #�
�'D �� ������� �� a �	�	 � ��� � ��� ���������3 -�����
��������
� �� ������	 �� z � m �	� ������� �����
����	�� �� m �	� ��
��
� ������� �� aG3 � ��= �	��
������ � ���������% �� m.

�� ������� � �������

,���	 -�� �� ������	 ��
� �	
�����	�� �� AC :

������ �)�)� ACbo,>	��	�� �� �	��	�-+ 9��� ����	�	 ��? 	��	�	
 	� ������
��

��#(c ∩ z)� �
 ���+ �
 �
�	��
���� 	� �(c ∩ z)��



���� 
�� ����
���� ��

� �	��
���	�� ��

��	A #�
 	��� ������� a, ������ R ⊂ a× a ��� �'� (a,R) A !�� 	
�����	�

'	(������	 �)�)� *�� {ai; i ∈ I} ��� (������ �� ����	�� ��� ������ ��
I, � #
	�	��	 �� {ai; i ∈ I} / "����	�	 {f : I → ⋃

i∈I ai; ∀i ∈ If(i) ∈ ai}.

������ �)�)� ACπ : � �����

� �� ��� (������ �� ����	�� ��� !��
� /
��� !��
��

+	��	� �)�)� ACbo ⇐⇒ ACord�

*���
) *	 ACord, ���� ACbo+ &�� a �� ������� -�������3 #�
 ACord
�����	�	 �� 	
����� α � ��� !�����	�� ϕ : a→ α. ,�*����	 ��� 
����	��
R �� !�	� 	
���� �� a :

#�
 	��� x, y ∈ a, R(x, y) ⇐⇒ ϕ(x) ∈ ϕ(y)

:	��'D ∈ A �� !�	� 	
���� �� α, �	
� R A �� !�	� 	
���� �� a.
*	 ACbo, ���� ACord+ &�� a �� ������� -����-��3 #�
 ACbo ������ ��
!�	� 	
���� R �� a. ,�*����	 ��� �����	�� ϕ : a→ On

#�
 	��� x ∈ a, ϕ(x) = {ϕ(y); yRx}.
���������� ��� �����	�� �##��� ��*���� A �� 	
����� α� ,��-��
�!!���	 ��*���	 ��� !�����	�� �
� a � α.

-��	�.�����	 �)�)� >�

� �� ����	�� ���	�� �� ����  	� ������ ��

������� ��� f ��� �����	�� !�����	�� �
� �� ������� ����
�!�� a �
w, ��*����	 �� 	
���� �� a : #�
 	��� x, y ∈ a, x <a y �� � �	����	 ��
f(x) ∈ f(y).

+	��	� �)�)& ACπ ⇐⇒ ACf

*���
) *	 ACπ, ���� ACf + &�� a �� ������� �� ������� �	� ��	���
�	�����
���	 ��������% �� a, ���� ���	��� �� 	��� i ∈ a �� ������� ai = i.
���������� A ��� ������� �� ������� �	� ��	�� {ai; i ∈ a} F����	 �� ��
�
��
����5 #	��	 ���#
� ��
� �� �� ������� �� ������� �	� ��	�� a, ���



�� �����	
	 �� ����	�� �� ���
��

������� �� ������� �	� ��	��3 �����������	 	��� ������	 �� a �	� ��
�����	G� :�
 ACπ, ������ ��� �����	�� f : a → ⋃

i∈a ai ��� �'� #�
 	���
i ∈ a, f(i) ∈ ai. E� ai = i, ���-�� ������ ��� *���	�� �� ����� �� a.
*	 ACf , ���� ACπ+ &�� a = {ai; i ∈ I} ��� ������� �� �������� a A
�� ������� �� ������� �	� ��	��3 ���-�� #�
 ACf ������ ��� �����	��
f : a → ⋃

a ��� �'� #�
 	��� ai, f(ai) ∈ ai. :	��'D a A ��� �������
�	� ������ �� �� ������� I, �	
� ������ ��� �����	�� g : I → a �'� ��
	��� i ∈ I ���	��� ai. �	�#	����	 f � g 	�������	 ��� �����	�� g ◦ f :
I → ⋃

a =
⋃
i∈I ai ��� �'� #�
 	��� i ∈ I, g ◦ f = f(g(i)) = f(ai) ∈ ai.

g ◦f �##�
����� � #
	�	��	 ��� ������� �� ������� a, �'� ���-�� A �	�
��	�	�

��������� ���� ������ �"�	�	��

7��� �'� ����� A ��� �	
�� ��!	� �������	�� �� ������

������ �)�)/ ACDip,������� �		 ��	
	 ���	��	�
�-+ *�� a �� ���
��	�	 ��� !��
� 	 R ��� �	�����	  ������ �� a 
�	 �&	 ∀x(x ∈ a ⇒
∃y(y ∈ a∧yRx)), ���� 	���
	 f : w → a 
�	 �&	 ∀n ∈ w(f(n+1)Rf(n)).

1� ��#��		 � �� A ����	 �'� �����	�� �� �	�����	�� ��#������ ��<
�������� �� ��� ��������	�� ��*���� ������������ �� 
���% #�
 �� �	��	
�� ZF +ACDip, A ���'� ��
	 �'� �� �����	�� �� �	�����	�� A ���	3 �	
�
������ ��� ��������	�� ��*���� ������������

*��!�������	 �)�)�0 ¬AF + ACDip ⇒ H������ ��� ��������	�� ��*����
�����������I�

*���
) ¬AF A � �	
��� ∃k(k �== ∅ ∧ ∀x(x ∈ a⇒ ∃y(y ∈ a ∧ y ∈ x))).
&� ��� �	
��� A ��
� �	
�3 #�
 ACDip, ������ ��� �����	�� f : w → a
��� �'� ∀n ∈ w[f(n + 1) ∈ f(n)]. ��	A ������ ��� ��������	�� ��*����
������������

,��� �)�)�� *� ���	�!� �&	 "������� �� ��	
� / ������	��� �	 �	� ���
���
���	 � $����������	 @�A�BC�



���� 
�����	�� �� ���
�� �� ���������� �+

&� #	�
�!!� #����
�3 �������3 �'� � �����	�� f �� ��� �� #�
� ��� ��<
�	��
���	�� ��� ��������� ��*��!��5 �� #
���� #�
 f(n), �� 	��� �������
b �� a �� ������	 �'� -����	 ������� '� �� �	���� �	� a. ������ #	�<
�	�	 ����
�� #�; ������� �'� b '� �� �	���� �	� a, �� �� ���	 �	� #	���<
��	 �4�
��
� �� #	��
�� ���#
� ������
� ��	 �
� -�����3 ����� 
��	

�
�
������	�� �� ������

+	��	� �)�)�� AC ⇒ ACDip.

*���
) &�� a �� ������� �	� ��	�	 � R ��� 
����	�� !���
�� �� a ���
�'� ∀x(x ∈ a ∧ ∃y(y ∈ a ∧ yRx)). &�� f ��� �����	�� �� ����� #�

P(a) − ∅; f : P(a) − ∅ → ⋃

(P(a) − ∅). �� �����	�� h : w → a
��*���� �� h(0) = f(a); h(n + 1) = f({z ∈ a; zRh(n)}) A !�� ��*����
F∀n ∈ w{z ∈ a; zRh(n)} ∈ P(a)−∅G � �	������5 ∀n ∈ w(f(n+1)Rf(n)).

��� ��������� � ������ �	 ����������

�	�� �� A ��% ��������	3 �� ���������� �� �� �	����������� ��	 �����<
��	�� �� ������ &� �
����
���	3 -��3 ����� ��	
��� �'�3 ����������3 �	�
#	�����	 ���	��
�
� ����� ����	�� �� ������ :
���3 #�
=3 ���������	
����� 
���	�� �'� #	�
�!!�
	 ����
�� � 
�*���
� �����	�� �� ������
$!!���	 ��% 	���
���	 �'� �����	�� �� ����� A ����
�	3 #�
 ����� ��<
#����3 ���� ��
� ����	��� ?� ����	�� �� ZF, �������3 F������	 �����	��
�����*���	G ����
���	�	 ���������� �� ������� �'� �	�	 ��������������
�	��
��!�� �� �	�	 	���	� ������	�� �� �����3 ������3 �	� ������ �
�	��
���	�� �4������ �� �� ��	�	 �������3 �� ��
������� �		 �����������
7����	 �	��
����
�!!� �� �������	����� �	�� �!!���	 ����	 �� ��#��		
� � 
�*���
	�
��A ����	 �� ��
	 ��#���	 ��������
�!�� �������	�� �� ������ &��	�<
�	 � �	
�����	3 �!!���	 ����	3 ��� ���	��
���	�� A -���	�� �'� ���
� ��
��% ��� #
������ �� ��
��% ��� �	�����	��� (
�3 ���!
� �'�
�	� ����	 #�; ����
� ��� �	�����	�� �'� ��� #
������� ������	�� ��
�����3 �� ����#�	3 �� �� ��� ��	 �� #�
����� �� ���	��
�
� ��#	
�����



"/ �����	
	 �� ����	�� �� ���
��

��	
���3 �����
	 ��#��� � �	��
���	�� �� 	������ ���������� �	��
	��<
�������5 �	� �����	�� �� ����� �� ���	��
� �'� �� ��� ���
� A #	���!��

�����
� ��� ���
� �� 
����	 #�
� �� ���
� 	
������� &� ���������	 ���<
��	�� �� ����� �	�
���	 �	
� ����
� ��#��� �� �	�#��
� ��� ������ �
#�
��	��	 �##��� ��������	 A �	�	 �	�� � ��������� �� �����&�>����� 5
��� ���
� #�= ����
� ��	�#	��� �� �� ����
	 *���	 �� #�
��3 �	� � -���
�� #�= #	� 
��	�#	

� ��� ���
� �� 
����	 �	##�	�
&�!!��� -����	 #�
��	��	 ��� ��� �	��������� �������	�� �� �����3
�	� ���	��
� �'� �����	�� �� ����� A �������
������� �	��
	��������	3
#	�
�!!� ����
� �	��
	��������� #����	��	 � ��	
�� ��� ����
��

O�����	 	
�3 ������3 �� -��� ���� �� �� ��	 �������	�� �� ������
6��	 ����� ����#� ��#���� ,�� �������� ��	
��� ��
= �		 ������� ���
���	��
���	��� ��
�'�
= #	� �� �#����
� #�
�'D ��� ��	
��� �	�	 �	�	
��#	
������

�� 3������ � ��""����	�����	� � (��	�

�� 	���#���	 #
��� �� ����	 �� >�	
��� �� .�##
��������	�� �� &�	��
F#�
 ���
�	
� ������� �� ���� TR	'���	��3 �+��U G�

+	��	� �)�)� >�	
��� �� 
�##
��������	�� �� &�	��
9��� ��	 �� ���	��� / ������(� �"��	 �� �� ��

�����	�� �	#�� ,�!!	��#
�#�
�� 	 �'���� � ���
	���- �	 ��� *����� �� *
��	�

*���
) &�� S(A ) 	 �#���	 �� &�	�� �� A . 1	����	 B(S(A )) ����!
�
�� �		� ���� �#�
��<�'���� �� S(A ). ,�*����	 �� �##�����	�� H ��
�	����	 A ��� �'� #�
 	��� ������	 a �� A :

H(a) = {h ∈ S(A ); h(a) = 1}.
�� �����	�� �##��� ��*���� �� ���	��
� ����
� �� ��	�	
*��	 �� ���!
�
�� �		� �� A �� B(S(A )). 1�� ���	��
���	�� �� ��	
��� �� ��
����
� �������� ����5 	 �#���	 �� &�	�� �� �� ���!
� !		���� A A ��	
�#���	 �	#		���	 !		���	� :�
 � ���	��
���	�� �� ���� �� �� ��
��
�� ��	
��� �� >L�'	�	4 �'� �� ���	��
� ���������	 �����	�� �� ������
� ��	
��� �4�
�� �'�5



���� 
�����	�� �� ���
�� �� ���������� "�

� #
	�	��	 �� ����� � ������� �� �#��� �	#		���� �	�#���� A ��	 �#���	
�	#		���	 �	�#���	�

V #	���!�� ���	��
�
� �'� ����� � ���!
� �� �		� *���� I#	��	�	
����
� ���	�#	���I �� �� #
	�	��	 *���	 �� ���!
� ��� ��	
� �� ��
��%
F�� ���� ����
	����	�� &���	�� ���G� 7����	 �� �� ����
�� �	� ��
	 #�

� ���!
� ��*����� � ��	
��� �� &�	�� �� #�
����� �� �4�
��
� �'� 	���
���!
� �� �		� F*���� 	 ��*����G #�= ����
� ����
�� �� #
	�	��	 ��
���!
� ��
��������� �����	�#	��!��3 ��	A � ���!
� ��� ��	
� �� ��
��%�
��	�
� 	��� ����	
� �� #
	�	��	 #�= ����
� ����������	 ���� �������
�� ��	 �#���	 �	#		���	 �		���	� 7����	 
������	 A ��#	
����� #�
<
�'D ���!����� �� ������	 �
� � ���!
� �� �		� � �� �#��� �	#		����
!		����� ��*��3 � ��	
��� �� &�	�� �� #�
����� �� ���!��
� ��
� �����%
	�
� � -��� �
� ���!
� �� �		� � �#��� !		����5 �
� *�
� � �	��	��<
����� �'����J �
� ����� � �	��	������� �#�
��J �
� 	�	�	
*��� � �����	��
�	�������

�� 3������ � ���"�������

P� ��
	 ��	
��� ��#	
����� � ��� ���	��
���	�� 
��'���� �����	�� ��
����� A � >�	
��� �� �	�#�������
F#�
 ���
�	
� ������� �� ���� T�	
� ��� �����
3 �++�UG

+	��	� �)�)� >�	
��� �� �	�#�������5 *�� L �� ��������� �	 ����
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) &� ���� �'� ��� ��	
�� T �� �� ��������	 L '� ��� ������	�� ��
L -����	 #�
 	��� �	
��� �	� ����������� ��� ��
��!�� �!�
� F (x)
�� L , ������ �� ���!		 �� �	������ cF �� L ��� �'� � �	
��� �'����
∃xF (x) ⇒ F (CF ) ��� ��� �	
��� �� T. &� ���	��
��	 #
��� ��� ����5

�	� �)�)� ,�	��� AC- *�� L �� ��������� 	 T ��� 
	���� �� L
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��	�
	 ������(��� �	� 1���
��� �� ��������� L ′ 	�
	�����	 �� L ,
�

	��
� �������	��� �� L �	� ��� �� �� ���
��
	# 	� ��� 
	���� T ′

	�
	�����	 �� T �� L ′, 
�� �&	+
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	���� �� �� ��������� L ���
��
�	�
	 ������(��� �	� 1���
	 �� 	�
	�����	 T ′ �� T ,�� L - ���
��	�
	
������(��� �	 	 �������	 ,���/ �	� ���� (����� �&���� F �� L , �� &�
�&	 F ∈ T ′ �����	 ¬F ∈ T ′ -�

$##�����	 � ��� ���� �� 	������ �� ��� ��	
�� �	��������!�� F� ��	<

�� T �����������	 �� ��	
���G3 ��� ��	
�� T ′ �'� � �	������ � �'� A
*��������� �	��������!�� � ��������� &� �	��
����� �	
� �� �	��	
�� T ′. � �	��	 	������	 ��
% ���'� �� �	��	 �� T. ?��
����	3 #�
=3
� ���	��
���	�� �� ���	��	 ���� �'� #�; �� ����
���� #�
�'D 
��'����
�����	�� �� ������
&�� E = {B; B A �� ������� �� �	
��� �'���� �� L , T ⊆ B,
B A *��������� �	��������!�� }. E A �� ������� 	
�����	� (��� �	��	��<
����� �	� ��	�	 � �	������� 	
�����	 �� E '� �� �����	
����� $	� �
	��� �� ���� ������ �� ������	 �������� T ′ �� E . &� ���	��
� ��<
*�� �'� T ′ A *��������� �	��������!�� � ��������3 � �	������ #�
��= �
�	�����	�� �� �����

N 	##	
���	 �#����
� #�
�'D -����	 
������	 A ����	 ��#	
������ �
��	
��� �� �	�#������� A �� ��	
��� ����
�� ��� ��	
�� ��� �	����
E	�	 #	�	 �� -����� ��	
�� #�= ����
� ����	 ����� ������
� �����	��
�� ������ 6��	 ���� �'� ���� ��� ��	
��3 �� 	��� �	��	������� *���	 ���
��	
�� ������� �� �	��	 FA ��
	 �	��	 �� ��
�	 I#���	 �� �����IG3 �	
�
� ��	
�� �� -�����	�� ������� �� �	��	� 7����	 ��	
��� �� #�
�����
�� ���	��
�
� ��� 
������� �	��������� #�
 ����!
�5

• �� ��	
�� ��� �
�##� *���� �	� A ����	�������!��3 ��	A �	� ������
��� ��	
�� �'� A �	��������� �� ����� � �	� -��� �	��� �'� �	�	
�
�##� *�����

• �� ��	
�� ��� �
�##� ��*���� �	� A *��������� ����	�������!�3 ��	A
�	� ������ ��� �	
��� �'� A �	��������� �� ����� � �	� -��� �	���
�'� �	�	 �
�##� ��*�����
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• �� ��	
�� ��� ���#� �� ��
����
������ ����
�� �� 0 �	� A ����	�����<
��!���

• �� ��	
�� ��� ���#� �� ��
����
������ 0 �	� A *��������� ����	��<
�����!���

�� -����	 
���� #	���!�� ���	��
�
� -����� � ��
� 
�������3 � ��	
���
�� �	�#�������3 #�= ����
� �	�����
��	 � �		��� #	
����� ��� ��	
��
��� �	����

�� 3������ � ���"������� "�� � ��	�
����
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���% � ��	
��� �� �	�#������� A ���#
� ���	��
�!�� #�
 ��������
����
�!��� ,���	 -�� �� ������	 ��� ���	��
���	�� �� -����	 
������	
�'� �	� �� �##�	 ������	�� �� ������ &�
% ��Q������ ���	��
�
� �
�����

�	� �)�)� ,�	��� �'-*�� T ��� 
	���� �� �� ��������� ����
<
�!�� L ���
��	�
	 ������(��� �	� 1���
	# ���� �� 	�
	�����	 T ′ ��
T ���
��	�
	 ������(��� �	 	 �������	�

*���
) :	��'D � ��������	 A ����
�!�� #	�����	 �����
�
� � ���
�	
��� �'����3 	�������	 � ��������	�� A0, A1, ..., An, ... ��	��
����	
#	�3 #�
 ������	��3 ��� ������� �� ��	
�� {Tn;n ∈ N} ��� �'�5
F�G Tn A ��� ��	
�� *��������� �	��������!��

F��G Tn �	������ � �	
��� �'���� An 	##�
� � �	
��� �'����
¬An.

�� ��	
�� T ′ �'� ��
�'���	 A ����	�� ��� ��	
�� ��� ������� �##���
��*����3 T =

⋃
n∈N

Tn.

&� 	���
�� �'� �� ���	 �� �� ��������	 #�; �'� ����
�!�� -�����
���	��
���	�� #�= ����
� �������� �����
���	 �������� ��� �	
���
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�'���� �� ��������	 �	� � ��	 ��
������ E� #�
�'D � �� ������� #	���<
��	 ���	���
� �� ��
����� A ������
�	 �'� ��� ������� ��� !�� 	
����!��
�3 #�
 -����	3 A �������
�	 �����	�� �� ������

�� 3������ �  �		-��	�)

>
� � ��	
��� �'� �� ���	��
��	 �	� �����	�� �� ����� �!!���	 ���'� �
>�	
��� ��  �'� �����' F#�
 �����	
� ������� �� ����
T1�
��� ��� ���C�������3 �++�UG

+	��	� �)�)� >	��	�� �� D���������&�
*�� V ��� ������ !	

����	 �� ����� �� ������ K, ��� N : V → R ���
(������	 �� ��	��	# ��� U �� ��

������� !	

����	 �� V 	 ��� ϕ : U → K

��� (������	 ��	��	 
�	 �&	 |ϕ(x)| ≤ N(x) �	� ���� x �� U. ���� 	���
	
��"����������	 ��	��	 ψ : V → K �&	 	�
	��	 ϕ 	 
�	 �&	 |ψ(x)| ≤ N(x)
�	� ���� x �� V.

� ��	
��� ��  ���<�����' A ��	 ��
�����	 ����
�� ��������� ���<
��	���� :�
����� �� �������
� 	#�
��	
� ����
� ��*���� �� �� �	��	�#���	
�� -���'� �#���	 ����	
��� � ����	 	 �#���	3 � �	��
�3 ��	�
� �'� �� �	�	
I�!!�������I �����	��� ����
� �	������ ��*���� �� 	��� �#���	 �	
���	
�� 
����
� 	 �����	 ��	 �#���	 ���� ����
��������

&���� ���
����� ��"����	��

���	 ���	
� -���'� ��	
��� F#�
 �##
	�	�������� �� �����	
T:���������<�������	3 �++)U � T&�
����3 �+�+UG�

+	��	� �)�)� 9��� ������ !	

����	 ���	
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*���
) &� �	�����
� �������� H �� ����� � �	��	������� �� V ����
�����
����#�������3 	
�����	 
��#���	 ��������	��� ���#	���� �� ����� ��
B	
� A �	���������3 #�
�'D ����	�� �� ��� ������ �� ������� �� H A
���	
� �� ������� ����
����� ����#�������� P� ������	 �������� ��
H A ���	
� ��� !����
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+	��	� �)�)� *	 A / �� ��	� �����
�
�!� ���
����# ���� ���� 	�
	�	�
� x ��� ��!	�
� �	 �����
�	�	 � �� ��	�	 �������	�

*���
) &� �	�����
� �������� ���� ����� �� A #
	#
� F��	A �	� �	��������
�G � ��� x �##�
�����J ��� ������� A �	� ��	�	 #�
�'D �	������ xA F��
����	 �'� x �	� A ����
��!�� ����� �'� 1 /∈ AG �� A 	
�����	 ���������	���
V ����� �

���
� �� �	�����	��3 �� �� 	���
�� �'� ����	�� �� ����� #
	#
�
A3 � ��� �	��3 �� ����� #
	#
�	 F#�
�'D ����	 �	������ �������	 �G�

�� ��	������

�� ���	��
���	�� ��� #
�������� ��	
��� �� ������	 �������
� �'� ���<
��	�� �� ����� ���!
� ����
� �����#����!�� -����	 �� '� � �'� ��
� �	�
������� ��*���� #�; �'� ����
�!��� $!!���	 ����	3 �� ����#�	3 �'� ��
��

������� � ��� �� �##��� � ��	
��� �� &�	�� �	�	 ���	��
�!�� #�
 �� �����<
�� *���� ����� 
��	

�
� ������	�� �� ������ $��	������� � ��	
��� ��
�	�#������� #�= ����
� ���	��
��	 #�
 � �������� ����
�!�� ����� ���<
����
� �����	��3 �	�����	 � ���	��
���	�� �� ����	 �'� � �	
��� �� ��
��� ��������	 #	��	�	 ����
� ���#
� �����
���� 7����	 A �	���	 � ���<
�	 �'� �� ������� *���� � ��*���� ����
�!�� �	�	 ���#
� !�� 	
����!���
,��-�� � �	��
� �
������	�� �������	�� �� ����� �� ��� �����������
�� ������� ��*����5 �� �	� ���������
	 ������� ��*���� F!����
�!!� ����
�
���������� ���� ������� ��*���� #�; �'� ����
�!��G3 �����	�� �� �����
��
�!!� !�������� ��
	� �� ��##	����	�� �'� ������� ��*���� �������	3
��!!���	 ����	 ������
	����	��3 �	� A �	�K #���*�� �	�� #�= ���!
�
��
P� *������� �	� �
��� ������������ �� �	���	�� ��*����3 ��##	
���	 ��
����	 �'� 	��� 	�����	 ��������
�	 *���	 �	�	 A *���	� ?� ������� ��<
*����3 �	���

�!!�3 �	�	 ���� *���	�� ������*���� �� ����	 �'� 
������	3
� #	���
�	
�3 #
����'� #�
 � 
��	���	�� �� #
	!���� $ -����	 #
	#	��<
�	3 �� �	�� �'� ���������� �� ������� ��*���� A �� #
	�	��	 ��� �	��
��
��	
�� ���� �������5 �����	�� �����*���	 ����
����3 �##���	3 �'� ������
�� ������� ��*���	� &	��	����
� -����	 ��#���	 �
�3 �
��	3 
������� #�

� �	��
� ��������	��3 ��!!��� ���������� � *������	 �	� �!!�� �
����
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�
����	� ����#�
����� ����������3 �������3 ���!
� ��
� 
���	�� �� ����	
�'� �� ������� ��*���� �����	�	� 1�� #
����� ����������3 �� '� ���#
�
� �'� ��
� �	� �������� ��� ����
� ����
�� 	 �	� -��	 ��� 
���3 ��
����#�	3 �'� �	�	 ������� ��*�����

1�� #
	����� ��#��	�3 ���
	��

��	 � �	��	�� �'� �� ��
�	�	 #�
 ��<
�	��
�
�3 *�������3 �����#������� �������	�� �� ������
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!�"�� �� #�$����	��

�� -����	 ��#��		3 ���
	��

��	 � �	��	�� �������
�� �� �4
	���
� �
���	��
���	�� �������#������� �������	�� �� ����� �� ��	
�� ����
������� ZF � 1� ��#��		 �'� �����
%3 � ��	
��� �'� ����
���� �����#��<
����� �������	�� �� ����� �	� ��

% ����
������ ���	��
��	� �� ��<
���
��	3 �������3 � ���	��
�
� � �	��������� �������	�� �� ������ >��<
�����3 -����	 ��
% �
�����	 �� #
������ ��#��		3 A �������
�	 ���'� ��
���	��
���	�� ��� �	��������� ��� �	������	 �������	�� �� ������

%�� ������1�������	� � ����
��

(��� ����� X, A ��� �	���	�� �� ������� ��������
�	 �'� �	�������	
��� ����
������ 
����	�� ���
��3 � ���	��
��	 xεX F�	� x ���!		 ��
��
��!��G� ,��� ��� ����� F
��#� �������GX3 � ��� �	
���E(x1, . . . , xk)
� k ��
��!�� � #�
����
� �� X� &� ���	�� EX(x1, . . . , xk) � �	
��� E
�	�
�!����
� � X � �� ��*����� #�
 ������	�� �� �	�	 ��������5

• &� E A ��� �	
��� ��	���� � #�
����
� �� X 	 ����� #�
����
�3
�	
� � 
����������� �� E � X A � �	
��� E �������

• &� E A � �	
��� ¬F 3 �	
� EX A ¬FX .

• &� E A � �	
��� F ∨G3 �	
� EX A FX ∨GX .

"�
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• &� E A � �	
��� ∃xF (x, x1, . . . , xk)3 �	
�EX A ∃xεX(FX(x, x1, . . . , xk)).
F
��#� ∃x ∈ X(FX(x, x1, . . . , xk)).G

$	
� �� E(x1, . . . , xk) A ∀xF (x, x1, . . . , xk)3 �	
� EX(x, x1, . . . , xk)
A ∀xεX(FX(x, x1, . . . , xk)) F
��#� ∀x ∈ X(FX(x, x1, . . . , xk))G�
N �������
�	3 �	
�3 ��
� ��� 	���
����	�� ��#	
�����5 �� �	�����
� ���

�	
��� E(a1, . . . , ak) � #�
����
� �� ��� ����� F
��#� �� �������G X,
�	
� EX(a1, . . . , ak) A ��
� ��������
�	 ��3 � �	����	 �� E(a1, . . . , ak)
A ��
� �� X.

+	��	� �)�)� *�� U �� ���	� �� ZF � *	 M / ��� ����	 ,�����
����	�	- ��� !��
� 	 
�����
�!�� �	"���!	���# ���� M ������(�+

• "������� �� 	�
	�������
�#

• ������(� "������� �� (��������	 �	 U � ������(�#

• 	 ������(� "������� �	"�����
� �	 	 ��
��
� �	 wεM ,����� w ∈
M -�

*���
) ������� �� 	�
	�������
�+ ��������
�	 U A ��
	 �����	��
∀x∀y(∀z(z ∈ x ⇐⇒ z ∈ y) ⇒ x = y). �� #�
���	�
� A ��
� �� U
� �	
���5 ∀xεM∀yεM (∀z(z ∈ x ⇐⇒ z ∈ y) ⇒ x = y) F
��#�
∀x ∈ M∀y ∈ M (∀z(z ∈ x ⇐⇒ z ∈ y) ⇒ x = y)G� &� �� U A ��
	 a �= b
�	� a, bεM F
��#�a, b ∈ M G3 �	
� ������ c �� U ��� �'�3 �� ����#�	3
c ∈ a � c /∈ b. :	��'D M A �
�������	3 �� ����	 �'� c ∈ a, ����� �'� cεM
F
��#�∈ M G� $!!���	 ���	��
��	 �'� ∀xεM∀yεM (x �= y ⇒ ∃zεM (z ∈
x ⇐⇒ z ∈ y)) F
��#� ∀x ∈ M∀y ∈ M (x �= y ⇒ ∃z ∈ M (z ∈ x ⇐⇒
z ∈ y))G3 �'� �-����� ������	�� �� �������	����% 
����������	 � M .
,��-�� M �	������ �����	�� �� �������	����%�
������� �� (��������	+ ��������
�	 A ��
	 ∀x((x �= ∅) ⇒ ∃z(z ∈ x ∧
z ∩ x = ∅)). &� �	�����
� � �	
��� y = ∅ : ∀k(k /∈ y), ���� ��#��� �'�
∀kεM (k /∈ y)�. ,��-�� �������� ��	�	3 A ��� ���'� �� M . O�����
��3

���
 ��
� ��
�����
 M � ��
 ��
� �
�� ��� � a � �� ������ �
�� ��� aεM ,

����
 ��� ���� ������ b ∈ a, bεM .

�&�� ��� 
���
����� �
 	�����
����� �������, �� �
� �� ��� M � �� ������� ��
������
 � 	�����
 �� ��	� ���	��������� 
�
�����



���� �
����������	�� �� �	��
� "+

�� ������� ��	�	 ∅M �� M , A ��� ���'� �� U . &�##	����	3 �������3 #�

����
�	3 �'� ∃k(k ∈ ∅M ), �	
� #�
 � �
���������% �� M , ∃kεM (k ∈
∅M ). �	��
������	��� 7����	 ���	��
� �'� �� �� U A ��
	 �����	�� ��
�	�����	�� �	
�3 �� #�
���	�
�3 A ��
	 �'� ∀xεM ((x �= ∅M ) ⇒ ∃z(z ∈
x ∧ z ∩ x = ∅M )). :	��'D M A �
�������	3 �� ����	 �'� ������ z ∈ x �
xεM ����� �'� zεM . &� �	�����
�3 �	
� �������� z ∩ x, ��� �������
A ����� � {k ∈ x; k ∈ z} = {k ∈ M ; k ∈ x � k ∈ z} = (z ∩ x)M ,
#	��'D M A �
�������	� $!!���	 ���	��
��	 �'� �� U A ��
	 AFM , ��	A
�����	�� �� �	�����	�� 
����������	 � M . ,��-�� M �	������ �����	��
�� �	�����	���
������� �	"�����
�+ &� ���	��
�3 ��*��3 �'� ��M �����	�� �����*���	
A ��
	 �� � �	����	 �� wεM . :�
 �#	����3 �� U A ��
	 �����	�� ∃w(∅ ∈
w ∧ ∀y(y ∈ w ⇒ y ∪ {y} ∈ w)). ��������� �'� �	������ ��� �	
��� A w,
� #
��	 	
����� ��*���	� $!!���	 ��% �	��
��	 �'� ∅ = ∅M , ���-�� ��
U A ��
	3 �� #�
���	�
�3 �'� ∅M ∈ w ∧∀yεM (y ∈ w ⇒ y ∪ {y} ∈ w). &�
yεw, �	
� �'��
������ {y} = {y}M . ��	�
�3 ���� ��� ������� -�������
a, bεM , a ∪ b = {k; k ∈ a ∨ k ∈ b} = {kεM ; k ∈ a ∨ k ∈ b}, #�
�'D M A
�
�������	� ,��-�� �� yεM , �	
� y ∪ {y} = (y ∪ {y})M . ��= ���	��
�
�'� U �	������ ∃w(∅M ∈ w ∧ ∀yεM (y ∈ w ⇒ (y ∪ {y})M ∈ w)). :	��'D
wεM , �	
� M �	������ �����	�� �����*���	�
O�����
��3 ��##	����	 �'� �����	�� �����*���	AI ��� ��
	 ��M , �	
�
(AI)M A ��
	 ��U . &� '� �'� ∃xεM (∅ ∈ x∧∀yεM (y ∈ x⇒ y∪{y} ∈ x)).
&�� a �������� �� M �'� �	������ ��� ����	��� &�3 #�
 ����
�	3 ���������
�� ������� ��������
�	 u ��� �'� u ∈ a � u ∪ {u} /∈ a �	
�3 #�

�#	����3 u �	� A �� 	�����	 �� M . ,���
� #�
��3 #�
=3 � �
���������%
�� M � ��#	���� u ∈ a �� ��#	�� uεM . ,��-�� #	�����	 �4�
��
�
∅ ∈ a ∧ ∀y(y ∈ a ⇒ y ∪ {y} ∈ a)). 1� :�
��
��	 ��) �� ��#��		
� �!!���	 ����	 �'� �������� �'� �	������ �����	�� �����*���	 A ��
	
����� �	� *���	� $!!���	 ��*���	3 ��	�
�3 w �	�� � #
��	 	
�����
�	� *���	� 7����	 ���	��
� �'� w ∈ a 	##�
� w = a. �� ���
��!� � ����
F#�
 � �
���������% �� M G wεM .



)/ �����	
	 �� ������ �� ��
����	��

%�� ��	�����	�� ����������� � ��	����	�

�� -����� ����	�� �	��
�
��	 �'� �� ����� �� �	��	 �� ZF �	
� ������
�� �	��	 �� ZF +AF. 1�� ���	��
���	�� �� -����	 
������	 ��##	
<

��	3 ���-��3 ���������� �� �� �	��	 �� ZF �3 �� -����	3 �	��
��
��	
� ��
�
�'�� V �� ��� �� A #�
��	 �� ��#��		 �3 ���	��
�
��	3 ��*�� �'�
V A �� �	��	 �� ZF + AF � (��� 
������	3 �	�� -����	3 ��� �	
��
�	 T / ��� 
	���� ��� ���
�����

����# ���� ���&	 � 
	���� T ′ / ���
���
�����

���� �� �'���� ����
�
� �� ��� ���
�����

���	
� �	�
�!��

+	��	� �)�)� *	 	���
	 �� ���	� �� ZF ���� 	���
	 �� ���	� ��
ZF + AF

*���
) &�� U �� �	��	 �� ZF. V A ��� �	���	�� �
�������� ���-��3
#�
 � >�	
��� "����3 V �	������ �����	�� �� �������	����%� ��	�
� �����
�� 	
����� �	�	 �� V ���-��3 �� #�
�� �	�
� w A �� V. $��	
� #�
 �
>�	
��� "���� V �	������ �����	�� �����*���	� ,��	��
���	3 	
�3 �'�
V A �� �	��	 ���� ��
� ����	�� �� ZF + AF.
������� �	"0����	+ :�
 �#	���� U �	������ �����	�� ������	��� ��<
	�
� �� aεV, �	
�

⋃
a = (

⋃
a)V , ������� x ∈ ⋃

a ⇐⇒ ∃y(x ∈ y ∧ x ∈
a) ⇐⇒ ∃y(x ∈ y∧y ∈ a∧yεV ) ⇐⇒ ∃y(x ∈ y∧y ∈ a∧yεV ∧xεV ) ⇐⇒
x ∈ (

⋃
a)V . ,��-�� #�
 ���	��
�
� �'� V �	������ �����	�� ������	��

A ��Q������ ���	��
�
� �'� ∀xεV (
⋃
xεV ). &�� aεV, �	
� �� b ∈ ⋃

a,
�	
� ������ c ��� �'� b ∈ c � c ∈ a. :	��'D V A �
�������	3 �	
� c ∈ a
��#��� cεV, ���-�� bεV. 7����	 ���	��
� �'� ����� �� ������� ��

⋃
a

�	�	 �� V. :�
 � ����� �����
⋃
aεV.

������� �	"����	�	 �		 $��
�+ U �	������3 #�
 �#	����3 �����	�� ��<
�������� ��� #�
��� ��	�
� #�
 	��� ������� a �� V, P(a) = {x; x ⊆
a} = {xεV ; x ⊆V a} = (P(a))V . $	
� A ��Q������ ���	��
�
� �'�
∀x ∈ V (P(x) ∈ V ). :�
 � �
��������% �� V, �� a A �� 	�����	 �� V �	
�
	��� ������� b ∈ P(a) A �� ������� �� ������ �� a, ���-�� #�
 � �����
����� �� '� b ∈ V. :�
����	 P(a) A �� V.
������� �� E���������	�
�+ &�� aεV � R(x, y) ��� �	
��� � #�
����
�
�� V, �'� ��*����� �� V ��� 
����	�� �����	���� >�� 
����	�� A ��*����
��������
�	 U ��� �	
��� V (x) ∧ V (y) ∧ RV (x, y). :	��'D U �	�<
����� �����	�� �� 
��#���������	3 #	�����	 �##���
	 �� #
��������



���� ������ �� ��
����	�� )�


����	�� #�
 �4�
��
� �'� ������ �� U �� ������� b � ��� ������� �	�	 �
�������� ���� ������� �� a �
����� -����� 
����	�� �����	���� 7����	
������� '� ����� � ��	� ������� �� V, ���-�� ���	 �����	 A �� 	�����	 �� V.
������� �� ���������	+&�� x �� ������� ��������
�	 �'� A ��� �	���	��
V. $	
� 	��� ������	 �� x A ���'����	 ��� �	���	�� V. &�� b �� �<
�����	 �� x �� 
���	 �����	5 �	
� b ∩ x = ∅, #�
�'D ��
������ ��
������	 �� b ∩ x ��
�!!� ������	 �� b, ���-�� �� 
���	 ��
���������
����
�	
�3 �� �	��
������	�� �	� � ����	 �'� �!!���	 ����	 b �� 
���	
�����	�

%�� (�)��� � ��4�����	�

&� �	�����
��	 ��� �	���	�� X � ��� �	
��� E(x1, . . . , xk) � #�
����
�
�� X. &� ���� �'� X ���!�	�	 � E -����	 	��� k<�#� �� ������� �� X
�	������ E(a1, . . . , ak) �� � �	����	 �� �	������ EX(a1, . . . , ak).

(���
����	 �'� �� E A ��� �	
��� ����� -�����*���	
� �	
� E =
EX , -����� -������� �	���	�� �	������ � E. P�� �	
��� A �� (����
��	�	��� �� A ��� �	
�� P1P2 . . . PnF �	� F �	
��� ����� -�����*��<
�	
� � 	��� Pi #�
 1 ≤ i ≤ n A ����� � ¬ 	##�
� � ∃x. ,��� ��� �	
���
E �� �	
�� #
������ �� ��
% �'� ��� (����� G ��	�	�	 E �� A 	�������
��������	 �� ��
�	 ����
	 �� ����� ¬ � ∃x �� ����� �� E.
,��� ��� �	
��� A ���#
� #	���!�� �
	��
� ��� �	
��� �� �	
�� #
�<
����� �� ���� �-�������� � �'� �!!�� � ������ ��
��!�� �!�
� � �� ������
#�
����
� F�� ����3 �� ����#�	3 T�	
� ��� �����
3 �++�UG�

�	� �)�)� *�� E ��� (����� �� (���� ��	�	��� �	��� �����	
��#
	 (Xn)n∈w ��� ����	�����	 ��	��	�
	 �� ����	��F *�� X =

⋃
n∈wXn. *	

���� Xn ���!�	�	 �� (����� E, 	 � 
�

	 	 (����	 ��	�	�	�
�# ����
���&	 X ���!�	�	 � E 	 � 
�

	 	 (����	 ��	�	�	�
��

*���
) � ���� �� ���	��
� #�
 ������	�� ��� �	�#�����% ��� �	
<
���� � ���� A �������� �� E A ����� -�����*���	
�3 #�
�'D �� �� ���	
-����-�� ������� �	������ � E � �	� �����	�	 �	
��� #
�������� �� E�
&� E A ¬F 3 Xn �	������ � E � � ����� � #
��������3 -����� � F � � �����



)� �����	
	 �� ������ �� ��
����	��

� #
��������� ,��-��3 #�
 �#	���� �� ������	��3 X �	������ � F � � �����
� #
��������� &� '� �	
�5

∀x1 ∈ X . . .∀xk ∈ X(F (x1, . . . , xk) ⇐⇒ FX(x1, . . . , xk)).

:	��'D E A ¬F � EX A ¬FX , A �������� �'� X �	������ � E. &� E A
∃xF (x, x1, . . . , xk), Xn �	������ � E � �� �	
��� #
��������3 ���-��
� F � �� �	
��� #
��������� 1� �����3 #�
 �#	���� �� ������	��3 �'�
X �	������ � F � �� �	
��� #
��������� &� ���	��
� �	
� �'� X
�	������ � E. &���	 a1, . . . , ak ∈ X, �� EX(a1, . . . , ak) A ��
	3 �� '� ∃x(x ∈
X ∧ FX(x, a1, . . . , ak))J ��� a ∈ X ��� �'� FX(a, a1, . . . , ak). :	��'D X
�	������ � F �	
� �� '� F (a, a1, . . . , ak) � ���-�� ∃xF (x, a1, . . . ak); ��

����� �'� E(a1, . . . , ak) A ��
�� O�����
��3 �� E(a1, . . . , ak) A ��
�3 �� '�
a1, . . . , ak ∈ Xn #�
 �� n ��Q����������� �
����J #	��'D Xn �	������ �
E �� '� EXn(a1, . . . , ak) ��	A5

∃x[x ∈ Xn ∧ FXn(x, a1, . . . , ak)].

,� �	��������� ������ �� ������	 a �� Xn ��� �'� FXn(a, a1, . . . , ak).
:	��'D Xn �	������ � F, �� '� F (a, a1, . . . , ak); #	��'D X �	������ � F,
�	
� FX(a, a1, . . . , ak) � -����� ∃x(x ∈ X ∧ FXx, a1, . . . , ak). 7����	
���	��
� �'� EX(a1, . . . , ak) A ��
��

&� 	���
�� �'� � ���� �##��� ���	��
��	 A ��	 ��'��� �� ��	
���
F#�
 	��� �	
��� E �� �	
����� �� ��������	 ��
	G� �	 ��&	�� �� ��(�
	�����	 A ��	 ��'��� �� ��	
��� �'� �� ���	��
� ��� ��	
�� ZF �	�
�����	�� �� �	�����	���

+	��	� �)�)� ,��� AF - *�� E(x1, . . . , xk) ��� (����� �	��� �����	
��F
���� �	� ���� ������	 α, 	���
	 �� ������	 ���
	 β > α 
�	 �&	 Vβ
���!�	�	 � E.

*���
) &� ���	��
� #�
 ������	�� F�� ����	 ��������	G ��� �	�#�����%
�� E �'� �� ��##	�� �� �	
�� #
������3 �'� #�
 	��� 	
����� α ������ ��
	
����� β ��#�
�	
� � α ��� �'� Vβ �	������ � E � � ����� � �	
���
#
��������� N �������� #�
 E �	
��� ����� -�����*���	
�3 #�
�'D �� ��
���	 E � EX #�
 ��� �	���	�� -����-�� X3 �	�	 ������ :�
����	



���� ������ �� ��
����	�� )�

Vα+w �	������ � E. &� E A � �	
��� ¬F, �	
� ������ �� 	
����� �����
β > α ��� �'� Vβ �	������ � F � � ����� � �	
��� #
��������J �	
� Vβ
�	������ ���'� � E : ������� �� a1, . . . , ak ∈ Vβ �	
� F (a1, . . . , ak) ⇐⇒
F Vβ(a1, . . . , ak), � ���-�� E(a1, . . . , ak) ⇐⇒ EVβ(a1, . . . , ak). &�##	��<
��	 �'� E ��� ��� �	
�� ∃xF (x, x1, . . . , xk); #�
 �#	���� �� ������	��3
#�
 	��� 	
����� α, ������ �� 	
����� ����� β > α ��� �'� Vβ �	������
� F � � ����� � �	
��� #
��������� &� ��*����� ��� 
����	�� �����	���
y = ϕ(x1, ..., xk) k<�
�� �
����� ���������	5

y A �� ������� �� 
���	 �����	 ��� �'� F (x, x1, ...xk)�

:�
 ��*����	�� �� ϕ �� '� �
���� ������	�� �� �	�����	��5

∃xF (x, x1, ...., xk) ⇐⇒ ∃x[(x ∈ ϕ(x1, ..., xk)) ∧ F (x, x1, ..., xk)].

&� ��*����� #�
 ������	�� �� w ��� ��������	�� �� 	
����� (βn)n∈w ��
�	�	 ��������� β0 A � #�; #���		 	
����� > α, ��� �'� Vβ0 �	������
� F � � ����� � �	
��� #
��������� &�##	����	 �� ���
 ��*���	 βi #�

	��� i ≥ 2n, �� #	��5 β2n+1 � #
��	 	
����� > β2n, ��� �'� Vβ2n+1

�	������ ϕ(a1, ..., ak) #�
 	��� (a1, ..., ak) k<�#� �� ������� �� Vβ2n . P�
��� 	
����� ������ ������ #�
�'D

⋃{ϕ(a1, ..., ak); (a1, ..., ak) ∈ V k
β2n

} A ��<
� ��
�
�'�� ��������� V �� -����	 	��� ������	 �� -����	 ������� A
�'��
������ �� V. ,��-�� ��� ������� �##�
����� � Vγ #�
 �� ��
�	 	
<
����� γ � -����� A �	������	 �� Vγ. β2n+2 A � #
��	 	
����� > β2n+1

��� �'� Vβ2n+2 �	������ � F � � ����� � �	
��� #
��������� �� ������<
��	�� βn A ��
��������� �
�������J ���-�� �� β = supβn, β A �� 	
�����
�����3 � Vβ =

⋃
n∈w Vβn =

⋃
n∈w Vβ2n . :	��'D 	��� Vβ2n �	������ � F �

� ����� � �	
��� #
��������3 ���'� Vβ #�
 � ����� 2.4.1� .���� ��
���	��
�
� �	
� �'� Vβ �	������ � E. &���	 a1, ...ak ∈ Vβ � n �� ����
	
��Q���������� �
���� #�
�'D a1, ...ak ∈ Vβ2n . &� E(a1, ..., ak) A ��
	 �	<

� �� '� ∃xF (x, a1, ..., ak), ���-�� ∃x[x ∈ ϕ(a1, ..., ak) ∧ F (x, a1, ..., ak)].
&�� a ∈ ϕ(a1, ..., ak) ��� �'� F (a, a1, ..., ak). &� '� a1, ..., ak ∈ Vβ2n, �
���-�� a ∈ Vβ2n+1 , ��	A a ∈ Vβ. :	��'D Vβ �	������ � F, �� '� �<
	
� F Vβ(a, a1, ..., ak), ���-�� ∃x(x ∈ Vβ ∧ F Vβ(x, a1, ..., ak)). :�
����	
EVβ(a1, ..., ak) A ��
�� O�����
��3 �� EVβ(a1, ..., ak) A ��
�3 ������ a ∈ Vβ
��� �'� F Vβ(a1, ..., ak). :	��'D Vβ �	������ � F 3 �	
� F (a, a1, ..., ak) A
��
� � -����� �� '� E(a1, ..., ak).



)� �����	
	 �� ������ �� ��
����	��

-��	�.�����	 �)�)� *	 E / ��� (����� �&����# ���	 �&	 Vβ ���!�	�	
� E 	)��!�	 � ���	 �&	 E / !	�� �	"���!	��� �	# 	 ��
��
� �	# / !	��
�� Vβ. �	 �	��	 �&	+ �	 E / ��� (����� �&���� �&	 / !	�� �	"���!	���
���� �	� ���� ������	 α 	���
	 �� ������	 β > α 
�	 �&	 E / !	�� ��
Vβ.



����	�	 %

����������� ����&���	� ��

�����

���������3 �!!���	 �� ��
������ �������
� �� �4
	���
� � ���	��
���	��
��� �	��������� �������	�� �� ����� �'� A ��
�	����	 �� -����	 ��#�<
�		� �� �����
��	 � ���	��
�
� 
��	
	������� �		 � �	��������� ��<
�����	�� �� ����� � �	� ���'� � �	��������� ��� ��� ������	��� 7���<
�	 A ����	 �
�����	3 ��������3 �� �	
����� �� ��
������ �������
� #�
 ��	
�����	 #�; ���������	 ��� ���	��
���	�� �� �	'��3 �'� �	�#��� � ��<
�	��
���	�� �������#������� �������	��� � ���	
�3 ���-��3 �� ����
��<
���	3 #	�
% ����
�
�� �	� � #
	�� ��� �	��������� ��� ������	�� �����
#
	!����

+�� �	����� � ����
��

�� -����� ����	�� �	��
�
��	 �'� A #	���!�� ���	���
� �� 	��� �	
���
	���� ���������� ��������
�	3 �'� �'����
��	 (������ :�
 �	� �	�<
�	���
� � �	
��� �!����� �	� � �	
��� �'� �	�	 ������� ��������
�	3
�'����
��	 	������
� � #
����
$� �	�������� 	���� ∨,¬, �� ���!	� ∈,=, � � -�����*���	
� �����������
∃ ���	����	 5 ������� �������� ��������
�	

�� ����#�	 0, 1, 2, 3, 4; �'� �	��
��	 ∨,¬,∨, ξ,≈ . &������	3 #	�3
�� ������� ����
�!�� V � ��� ������� �'������ !���� �� �	�	 ��������

)"



)) �����	
	 �� ������������ ��

�����	�� �� ���
��

��� #
��������5 �������� ���� ����
� ≥ 5. &� x A ��� ��
��!�� � �	##��
	
������ (

∨
, x) ��
% ���	����

∨
x. &� ��*����� #�
 ������	�� ��� �����	��

n �→ Fn �� �	����	 w : F0 A �������� ��� �
�#� 	
������ (ξ, x, y) �
(≈, x, y) #�
 x, y ∈ V . ,���	 �� ��
� ��
����

F0 = [{ξ} × V 2] ∪ [{≈} × V 2].

?� ������� �� F0 �� �'�����	 (����	 �
����&	� :�
 	��� ����
	 n,

Fn+1 = Fn ∪ [{¬} × Fn] ∪ [{∨} × F 2
n ] ∪ [({

∨
} × V ) × Fn].

Fn+1 A ��	A �������� �	�������	 ���� ������� ��Fn � � �	##�� � � �
�#�
	
������ ��� �	
�� (¬, ϕ), (∨, ϕ, ψ), (

∨
x, ϕ) #�
 ϕ, ψ ∈ Fn � x ∈ V . &�

#	�� F =
⋃
n∈w Fn; F A �����	�	 �		 (����	�

-��	�.�����	 �)�)� G �&����# ����# �&	 ���� 	������
� �	��� �����	
��
����������	 ��� (����� 	 �� ���� (����� �� ���&	��� ���
� ����������	
�� 	������
��

�	�K �	��
���	 F 3 #	�����	 ���	��
�
� �'� F ⊆ Vw, ���	��
���	 #�

������	�� �� n �'� #�
 	��� n, Fn ⊆ Vw. �� ������	 � �	
��� (ξ, x, y), (≈
, x, y), (¬, ϕ), (∨, ϕ, ψ), (

∨
x, ϕ) ��
���	 ���	���� 
��#����������� xξy,

x ≈ y,¬ϕ, ϕ∨ψ,∨x(ϕ). �� �	
��� (¬ϕ)∨ψ,¬((¬ϕ)∨(¬ψ)),¬∨
x(¬ϕ)

��
���	 ���	���� 
��#����������� ϕ ⇒ ψ, ϕ ∧ ψ,∧ x(ϕ) P�� (����� ϕ
� �����	
�� A3 #�
 ��*����	��3 ��� �	##�� 	
������ (ψ, η), �	�� ψ A ���
�	
��� � η ��� �����	�� �'� '� #�
 �	����	 �� �	��	������� ����������
��� ��
��!�� �!�
� �� ψ�

,�*����	 	
� ��� 
����	�� �����	��� Y = V al(φ,X) �	�� φ A ���
�	
��� � X �� ������� �	� ��	�	� �� !��� �� ��*����	�� �'� ��
��	3
�� φ = A(x1, ..., xk), �	
� Y ��
% �������� ��� k−uple �� ������� �'�
�	�������	 AX(x1, ..., xk).
�'���	 vl(φ) �������� ��� ��
��!�� �!�
� �� φ F�� 
��	
�� �'� vl(φ) A
�� ������� �� ����
� n ≥ 5G�

• &� φ A xξy F
��#� x ≈ yG3 V al(φ,X) = {δ ∈ X{x,y}; δ(x) ∈ δ(y)
F
��#� δ(x) = δ(y))}�J

�XY � �������� 	���� �������� 	� 	������ Y 
 �
���� �� X



���� ������� ��������
� �� ������ �� 	����
� )�

• �� φ A ¬ψ, V al(φ,X) = Xvl(ψ)
� V al(ψ,X)J

• �� φ A ψ ∨ θ, V al(φ,X) = {δ ∈ Xvl(ψ); � 
���
���	�� �� δ � vl(ψ)
�##�
����� V al(ψ,X) 	##�
� � 
���
���	�� �� δ � vl(θ) �##�
�����
� V al(θ,X)}J

• �� φ A ∨
xψ, V al(φ,X) = {δ ∈ Xvl(ψ); ������ �� �������	�� γ �� δ �

vl(ψ) ��� �'� γ ∈ V al(ψ,X)}.

+�� �	����� �,	�!��� �	 �����	� � ���	���

&� �	�����
� �� �����
�	 U �'� �	����* �����	�� �� �	�����	��� &�
��*����� � �	���	�� DO ���� ����	�� �	��� �� �� 
	����� �� ��������

'	(������	 �)�)� $	� ���� ����	�	 a, aεDO �	 	 ��
��
� �	 �����	�	
�� 	
����� α � ��� �	
��� ϕ(x, α1, ..., αk) � ��� �	� ��
��!�� �!�
� �
� #�
����
� �� αεOn � ��� �'�� a A �����	 ������� �� Vα �'� �	������
ϕVα(x, α1, ..., αk)�

�	� �)�)� *�� a �� ����	�	 	 A(x, α1, ..., αk) �� 	������
� �� ���
��� !���� �	 � 	��# 	 � �����	
�� α1, ...., αk �� On, 	 
�	 �&	 a / �
��� ����	�	 �&	 ������(� "	������
�� ���� a / �	��� �	 �� 
	����� ��
��������

*���
) :	�����	 �##���
� 	 ��'��� �� 
�0����	��3 #�
�'D �����	��
�� �	�����	�� A ��##	��	 ��
	 �� U . :�
����	 ������ �� 	
����� α >
α1, ...αk � ��Q����������� �
���� #�
�'D a ∈ Vα, ��� �'� Vα �	������
����������	A(x, α1, ...., αk). $	
� a A � �		 ������	 �� Vα �'� �	������
���������	 AVα(x, α1, ..., αk). ��	A a A ��*��!�� �� ��
���� �� 	
������

O	����	 ���	��
�
� � ������
�� �� ����� )���� �� #�
 #	��
	
��
�3 �!!���	 !��	��	 �� ���
	��

� ��� 
����	�� �����	���� ��= ��
%
����	 ��� ��� ����	�� �'� ����	�	�

���
��� ���� � ��, ������� ����
 �����
 ��#+ V al(ψ, Vα) = {a} 	��� ψ � �

������
 ϕ(x, α1, ..., αk)�



)� �����	
	 �� ������������ ��

�����	�� �� ���
��

�� ��������	� σ(On)

&��C ��� �	���	��3 ��� ��������	�� *���� �� 	������ �� C A3 #�
 ��*����	��3
��� �����	�� ��*���� �� �� ����
	 n, � ��	
� �� C. ������
	 n �� �'����
���&	��� ��� ��������	��� �� �	���	�� ��� ��������	�� *���� �� 	����<
�� �� C �� ���	�� σ(C). &�� �	���	�� σ(On) ��� ��������	�� *���� ��
	
�����3 ��*����	 ��� 
����	�� ��	
���� R #	����	5
s < t F�	� RG �� � �	����	 ��5
[sup(s) < sup(t)] ∨ [sup(s) = sup(t) ∧ l(s) < l(t)] ∨ [sup(s) = sup(t) ∧
l(s) = l(t) ∧ s �= t ∧ s(n) < t(n) #�
 � #
��	 	
����� n ��� �'� s(n) �=
t(n)]. l(s) ������� � ���'���� ��� ��������	�� s, sup(s) � #�; �
����
��	
� ������	 ��� �����	�� s F	��� ������� �	������� 	
�����	 � *���	
'� �� #�; �
���� ������	G�
�� 
����	�� R �	�K ��*���� A ��� 
����	�� �� !�	� 	
����5 �������3 �
�	���	�� St(R) ��� ��������	�� s < t F�	� RG '� ����� � ��	� ������ ��
σ(γ + 1) �	� γ = sup(t) F�� -����	 � ��������	�� �� St(R) �	�	 ����
�	
�
�	��	 R � t, -����� �	� #	��	�	 ���
� �� ���
��	 ��#�
�	
� #�; �
����
�� γG� ,��-�� A �� ��������
&�� �	
� X �� ������� �	� ��	�	 � ��� ������� �	�	 ����� �� σ(On); ���
γ � #�; #���		 	
����� ��� �	
�� sup(s) #�
 s ∈ X; ��� n � #�; #���		
����
	 ��� �	
�� l(s) #�
 s ∈ X � sup(s) = γ; �� ��*�����3 #�
 ������	��3
����##�����	�� f �� �	����	 n : �� i ∈ n, f(i) A � #
��	 	
����� ���
�	
�� s(i) #�
 s ∈ X, sup(s) = γ, l(s) = n, � s(j) = f(j) #�
 	��� j < i.
�� �����	�� f �	�K ��*���� A � #�; #���		 ������	 �� X.
�'��
������ R A �	��� #�
�'D ���� ��� ��������	�� s, t �� σ(On), -���<
�	 �!!���	 �##��� ���	��
��	 �� #�
����� �� �4�
��
� �'� {s, t} A ��
������� !�� 	
�����	 ���-�� s < t ∨ t < s ∨ s = t.
:	�����	 �	�����
� �	
� �'� R A ��� 
����	�� �� !�	� 	
����� σ(On)
A #�
����	 ��� �	���	�� !�� 	
������ �'� �	� A �� �������J ������ #�

� >�	
��� ��)��� ��� 
����	�� �����	��� s = J(α) �'� ���!����� ��
��	�	
*��	 �
� On � σ(On).



���� ������� ��������
� �� ������ �� 	����
� )+

5	 !
�	 ���	� "�� Vw

�� -����� ����	�� �� ��*��
% ��� 
����	�� �����	��� �'� ���!����� ���
!����	�� �
� Vw � w F����� ����	�� �� �����G�

�	� �)�)� *	 n / �� ��
	��# {0, 1}n / 	)����
	�
	 � �� ��
	�� 	 �
��� ��
��
��

*���
) ��������% A �������� #�
�'D ��� ����
� �������� �	� #	��	�	 ��<
��
� �-��#	������ � ���� �� ���	��
� #�
 ������	�� �� n : �� {0, 1}n A
�-��#	����� ������
	 k �	
� {0, 1}n+1 A �-��#	����� � k × {0, 1} ��	A
������
	 2k.

&� ��*����� #�
 ������	�� �� n ∈ w ��� !�����	�� ϕn �� Vn �� �� ����
	
vn. :�
 n = 0, ϕn = ∅ � vn = 0; &�##	����	 ��*���� ϕn �� ��*����� ���
!�����	�� ψn : P(Vn) → {0, 1}vn, ��	A ψn : Vn+1 → {0, 1}vn �� �	�	
��������5

ψn(X)(i) = 1 ⇐⇒ ∃x ∈ X(i = ϕn(x))

#�
 X ⊆ Vn, � 0 ≤ i < vn. {0, 1}vn A �� ������� �� ��������	�� *���� ��
	
����� F������� �� ��������	�� �� ���'���� vn �� 	
����� 0 � 1G� 7�����
A !�� 	
������ ��� 
����	�� ��*���� �� σ(On) �� #�
��
��	 #
���������
:�
 � ����� )���� �	
�3 �	
����� ��	�	
�	 � -����	 ������� A �� ����
	
�'� ������
��	 #�
 vn+1. &� '� ���-�� ��� !�����	�� ϕn+1 �� Vn+1 �� vn+1

��*���� �� ϕn+1 = H(ϕn) �	�� � 
����	�� ϕ′ = H(ϕ) �� �������5
	���
	 d ∈ w 	 D 
�� �&	 ϕ : D → d, 	 ϕ′ / � (������	 �� ������� P(D)
�

	��
� ������	��� "����������	 ψ : P(D) → {0, 1}d ���������	�
	
�	��

� �� ϕ, 	 "���������� �� {0, 1}d ����
� �	  ��� �����	 R ��� ����
�������� 7����� 
����	�� A ��*���� �� ��� �	
��� ����� #�
����
�� ,�
�	��������� � 
����	�� �����	��� n �−→ ϕn �� �	����	 w, ��*���� �	�K
#�
 ������	�� A ���'����� ����� #�
����
�� &� '�3 ���-��3 ��� 
����	��
�����	��� n �−→ rn ����� #�
����
� �'� � 	��� ����
	 n ���	��� �� !�	�
	
���� rn �� Vn F�������� �
����� ϕ−1

n �� !�	� 	
���� �������
	 vnG�
&� ��*����� �	
� �� !�	� 	
���� r �� Vw, #	����	 x < y F�	� rG �� �
�	����	 ��5 rg(x) < rg(y) �����	 [rg(x) = rg(y) = n∧x < y ,��� rn.-H�
(��� �������	 ������� �� -����	 !�	� 	
���� A ��	�	
�	 � �� ����
	5
�������� ���� x < x0 F�	� rG A �	������	 �� Vn, �� n A � 
���	 �� x0;



�/ �����	
	 �� ������������ ��

�����	�� �� ���
��

-����� � ��	 	
����� A �� ����
	� 7����	 ���	��
� �'� � !�	� 	
����
r �� Vw A ��	�	
�	 � w. ����	�	
*��	 ���������� !�� 	
�����	 (Vw, r)
�� w A � 
����	�� �����	��� ��
���� #�
�'D A ��*���� �� ��� �	
���
����� #�
����
��
7����	 
������	 �� #�
����� �� �4�
��
� �'� #	�����	 ���	���
� �� 	���
�	
��� ��������
�	 �� ����
	3 �� -����	 �!!���	 ����	 �� :�
��
��	
)�� �'� F ⊆ Vw.

+�� �	����� �����������	�� �,	�!��� �	 ���-

��	� � ���	���

�	� �)�)� *	 a / �	��� �	 �� 
	����� �� ������� ���� 	���
	 ��
	������
� A(x, γ) �� ��� !���� �	 � 	�� � ��� ����� �����	
�� / "�����
��	 γ, 	 �&	 / ������(�

� ����	�
	 �� a.

P� ��� ��������	 �� �'���� �	�������	 �� a �� 
	����� �� ������� �
*���
) 1�� #
�������� #�
��
�* �!!���	 �	��
��	 �'� �����	�	 ��� !�<
����	��3 � #
��� J �� On �� σ(On) � � ���	��� K �� w �� Vw. :	��'D
a A ��*��!�� �� ��
���� �� 	
�����3 ������ �� 	
����� α0 � ��� �	
���
ϕ0(x, α1, ..., αk) � #�
����
� �� α0 ��� �'� �����	 ������� �� Vα �'� �	�<
����� ϕVα

0 (x, α1, ..., αk) A a. �'������	 �	
� n0 �����
	 �'� K ���	���
�� �	
��� ϕ0(x, x1, ..., xk) ����� #�
����
�3 � �'������	 β0 �	
�����
�'� J ���	��� �� ��������	�� (α1, ..., αk). &� �	�����
� �	
� ���������	
�������� E(x, n0, α0, β0) : n / �� ��
	�� β0, α0 ���� ������� � ������
������
� (K(n0), J(β0)) / ��� (����� ψ � �����	
�� �� α0 	 
�	 �&	
x / "����� ����	�	 �� Vα0 �&	 ������(� ψ �	�
�!����
� � Vα0� V �'��
	
�'� -����	 ��������	 A �	��������	 �		 �� a � '� #�
 �	� #�
����
� ��
	
����� n0, α0, β0. &� �� ��	� �
	��
� �� ���������	 � �� �		 #�
����
	3
�� ������� �	� γ0 �	
����� ���	����	 �� J �� �
�#� (n0, α0, β0), �����<
����	 ��
���	 ��
% A(x, γ0) : 	���
	 �� ��
	�� n 	 α, β ������� 
�� �&	
J(γ0) = (n, α, β) 	 E(x, n, α, β)�

�� �	���	�� DO �	� A �
��������� �

�&�� �
 	�����
����� ��� DO ��� � ��
�����
 ��� -.������� /0012 3�������� /45�



���� ������������ ��

�����	�� �� ���
�� ��

,�*����	 ��� �	��	�	���	�� �� DO3 � �	���	�� HDO �'� A �
��<
�������

'	(������	 �)�)� xεHDO �	 	 ��
��
� �	 ���� 		�	�
� �� {x}∪Ct(x)
/ �	��� �	 �� 
	����� �� �������

�� �	���	�� HDO �� �'���� �	���	�� ���� ����	�� 	�	��
�����	�
	
�	��� �� �� 
	����� �� �������� &� 	���
�� �'� A ��*���� �� �� ��������	
����� #�
����
�� �� �
���������% ��HDO ����� �� ����	 �'�5 �� aεHDO,
�	
� 	��� x ∈ a �##�
����� � Ct(a) ���-�� #�
 ��*����	�� xεHDO.

�	� �)�)� 0� ����	�	 a / 	�	��
�����	�
	 �	��� �	 �� 
	����� ��
������� �	 	 ��
��
� �	 a / �	��� �	 �� 
	����� �� ������� 	 ���� ���
		�	�
� / 	�	��
�����	�
	 �	��� �	 �� 
	����� �� ��������

*���
) �� �	�����	�� A ������������� �������
��� &�##	����	 �	
� �'�
	��� ������	 �� a �� �� HDO � �'� a ��� �� DO. Ct(a) = a∪⋃

y∈aCt(y) :
������� Ct(a) ⊆ a∪⋃

y∈aCt(y) #�
�'D a ⊂ a∪⋃
y∈a Ct(y)� O�����
��3 #�


	��� y ∈ a, Ct(y) ⊂ Ct(a), ���-�� ����� �� ������� �� a ∪ ⋃
y∈a Ct(y)

�	�	 ���'� ������� �� Ct(a). $	
� {a}∪Ct(a) = {a}∪a∪⋃
y∈aCt(y) =

{a} ∪ ⋃
y∈a(Ct(y) ∪ {y}). O	����	 ���	��
�
� �'� #�
 	��� x ∈ {a} ∪

Ct(a), x A ��*��!�� �� ��
���� �� 	
������ &� x ∈ {a} ∪ Ct(a), �	
�
x ∈ {a} ∪ ⋃

y∈a(Ct(y) ∪ {y}). ,��-�� �� x ∈ (Ct(y) ∪ {y}) #�
 �� ��
�	
y ∈ a, �	
�3 #�
 �#	����3 x A ��*��!�� �� ��
���� �� 	
������ &� ������
x ∈ {a}, ��	A x = a �	
�3 ���	
� ��� �	�� #�
 �#	����3 x A ��*��!�� ��
��
���� �� 	
������

+�� �	�"�	�	�� ����������� � ������

� �������� ��	
��� ���	��
� � �	��������� 
������ �������	�� �� �����5
�� �� �	��	 U0 �� ZF, A #	���!�� �	��
��
� �� �	��	 �� ZF +AF +
AC. ,� U0 �� #	�
% �	��
��
� �� �	��	 U �� ZF + AF �� -��� ��
%
#	���!�� �	��
��
� � �	���	�� HDO. � �������� ��	
��� �� #�
�����
%
�� �	�����
��



�� �����	
	 �� ������������ ��

�����	�� �� ���
��

+	��	� �)�)� *�� U �� ���	� �� ZF + AF. 2� ��	����	 HDO
���
���
� �� U , ������(� ZF, "������� �� (��������	 	 "������� �� ��	
��

������� �� 	�
	�������
�+ HDO A �� �	��	 �
�������	 � >�	
���
"���� �� #�
����� �� �	�����
��

������� �� (��������	+ HDO A �� �	��	 �
�������	 � >�	
��� "����
�� #�
����� �� �	�����
��

������� �	"�����
�+ 	��� 	
����� α A �'��
������ �� DO FA ��*��<
�	 �����������	 x = αG ���-�� A ���'� �� HDO. �� #�
���	�
� w A ��
HDO, �'�3 ���-��3 #�
 � >�	
��� "���� �	������ �����	�� �����*���	�

������� �	"�����	+ &�� a �� HDO, ��� b ����	�� ���� ������� �� a.
V �'��
	 �'� 	��� ������	 �� b A ��HDO, ���-�� A ��Q������ ���	��
�
�
�'� b A �� DO #�
 � ����� )����� a A �� DO ���-�� A �����	 	�����	
�'� �	������ �� ��
�	 ��������	 A(x, α). E� �	
� b A � �		 	�����	 �'�
�	������ B(y, α) : ∀z(z ∈ y ⇐⇒ ∃u(u ∈ a ∧ z ∈ u)). ,��-�� b A � �		
	�����	 �'� �	������ ���������	 ∃x[A(x, α) ∧ B(y, x)] �'� '� #�
 ����	
#�
����
	 �	
����� α� 1� ����� �'� b A ��*��!�� �� ��
���� �� 	
�����
#�
 � ����� )�����

������� �	"����	�	 �		 ���
�+ &���	 a �� ������� ��� �	���	��
HDO � b �������� ��� #�
�� �� a �'� �	�	 �� HDO. (��� ������	
�� b A �
�����
������� ��*��!�� �� ��
���� �� 	
�����3 ���-�� A ��Q<
������ ���	��
�
� �'� b A ��*��!�� �� ��
���� �� 	
������ &� A(x, α) A
��� ��*����	�� �� a �� ��
���� �� 	
�����3 �	
� b A �����	 	�����	 �'�
�	������ ���������	 B(x, a) : ∀z[z ∈ y ⇐⇒ HDO(z) ∧ z ⊆ a], ���-��
���'� ���������	 ∃x[A(x, α)∧B(y, x)]. $!!���	 ��% 	���
���	 �'� HDO
A ��*���� �� �� ��������	 ����� #�
����
�3 ��= ���	��
� �'� b A ��*��!��
�� ��
���� �� 	
������

��&	�� �� ����������	�
�+ &� �	�����
� �� ��������	R(x, y, a1, ..., ak)
� ��� ��
��!�� �!�
�3 � #�
����
� �� HDO � �'� �� HDO ��*����� ���

����	�� �����	���� >�� 
����	�� �����	��� A ��*���� ��������
�	



���� ������������ ��

�����	�� �� ���
�� ��

U �����������	 �������� �'� �	��
��	 S(x, y, a1, ..., ak)5 xεHDO ∧
yεHDO ∧ RHDO(x, y, a1, ..., ak)� &���	 a �� 	�����	 �� HDO, � b ���<
����� ��� �������� ���� ������� �� a �
����� -����� 
����	�� ���<
��	���� (��� ������	 �� b A �� HDO �� A ��Q������ ���	��
�
� �'� b
A �� ,(� &���	 A(x, α), A(x1, α1), ..., A(xk, αk) ��*����	�� �� a, a1, ..., ak
F
��#�����������G �� ��
���� �� 	
������ $	
� b A �����	 ������� �'�
�	������ B(y, a, a1, ..., ak) :

∀z[z ∈ y ⇐⇒ ∃t(t ∈ a ∧ S(t, z, a1, ..., ak))]

���-�� ���'� ���������	5

∃x, x1, ..., xk[A(x, α) ∧ A(x1, α1) ∧ ... ∧A(xk, αk) ∧ B(y, x, x1, ..., xk)]

� ��� ����� #�
����
� �	�	 �� 	
����� α, α1, ..., αk. &� '�3 ���-��3 �'� b A
��*��!�� �� ��
���� �� 	
������

������� �� ��	
�+ ,��	��
���	 �'� HDO �	������ � ��	
��� ��
B�
��	3 ���-�� �����	�� �� ������ :	�����	 ��*��
� ��� 
����	��
�����	��� α = Θ(ϕ), � ��	
� �� On, ��*���� �� �� ��������	 �����
#�
����
�3 ���������3 � ��� �	����	 A � �	���	�� ��� �	
��� �� ���
��
��!�� �!�
�5 �� �	
��� ϕ = ψ(x, α1, ...., αr) �� ���	��� #
��� �
�	##�� �� 	
����� (n, β) �	�� n A �����
	 ���	����	 �� �	
��� �����
#�
����
� ψ(x, x1, ...., xr) �
����� � !�����	�� K; � β A �	
����� ���	���<
�	 �� ��������	�� �� 	
����� (α1, ...., αr) �
����� � !�����	�� J. &� ���	���
#	� �� 	
����� α �� �	##�� (n, β) �
����� ���	�	
*��	 J.
:�
 �	�� A ����� ��*����3 Θ A ��������� �� -����	5 ���� ��� �	
��� ���<
����� ψ(x, α1, ...., αr)3φ(y, β1, ..., βk), �	
� 	 ψ(x, x1, ..., xr) �= φ(y, y1, ..., yk)
� �� �� ���	 �� ����
� �'� K ���	��� �� ��� �	
��� �	�	 ��������J 	##�
�
ψ(x, x1, ..., xr) = φ(y, y1, ..., yk) �� (α1, ...., αr) �= (β1, ..., βk), �� �� ���	
�� ����
� �'� J ���	��� �� ��� ��������	�� �	�	 ���������
&� ��*�����3 �	
�3 ��� 
����	�� �����	��� β = D(x) �� �	����	 DO �
� ��	
� �� On �
����� ���������	5 β / � ��; ������ ������	 �&	 ����
��	�	�
� � ������ (α, γ) 
�	 �&	 γ / "������	 �������
� �� Θ � ���
(����� ϕ �� ��� !���� �	 � 	�� 	 � �����	
�� �	"������	 α 	 
�	 �&	
"����� ����	�	 �� Vα �&	 �����(� "	������
� ����������	�
	 �� (�����



�� �����	
	 �� ������������ ��

�����	�� �� ���
��

ϕ �	�
�!����
� � Vα / x� &� 	���
�� �'�5 ���	 �� ������� xεDO #	��	�	
����
�� #�; �	
��� �	��������� �		 �� x ��	�
�3 #�
 ��� ������ �	
���
�	��������� �		 �� x, #	�����	 ���
� #�; �� �� 	
����� α �'� �	������ �
#�
����
� �� ��� ��� �	
��� � ��� �'� x ∈ Vα. ,��-�� α � γ ��
���	 #�

��	 �����	 ������� x, #�
 -����	 ������	 �'� β A H� #�; #���		 	
�����I
���	����	 �� �	##�� (α, γ). ����������	 β = D(x) A ����� #�
����
�J A
�'��
	 �'� x �= x′ ⇒ D(x) �= D(x′) F#�
�'D � �	���	�� ��� �	
���
�	��������� ��� �� x A ��������� ��� �	���	�� ��� �	
��� �	���������
�		 �� x′ �� x �= x′G� 1� �	������ �'� � 
����	�� R(x, y) ��*���� ����<
�������	 ����� #�
����
� DO(x)∧DO(y)∧D(x) ≤ D(y) A ��� 
����	��
�� !�	� 	
���� ��� �	���	�� DO : 	��� ������� X � ������� �� DO '�
�� �����	3 ������� {α = D(x); x ∈ X} A �� ������� FA ��������� �� X
�'� A �� �������3 ���-�� A �� ������� #�
 
��#���������	G� :	��'D ��
�
���� �� �� ������� �� 	
����� '� �� �����	 γ. &�##	����	 γ = D(y)
#�
 �� y ∈ X, �!!���	 ����	 �'� y A ����	3 ���-�� y A � �����	 �� X.

&�� �	
� a �� ������� �� HDO. �� 
���
���	�� �� -����	 !�	� 	
����
� a A �������� b = {(x, y) ∈ a2;D(x) ≤ D(y)}. :	��'D �� ������� ��
b �	�	 �� HDO, A ��Q������ ���	��
�
� �'� b A �� DO. �� �4���� b A �
�		 ������� �'� �	������ ���������	5 B(y, a) : ∀z[z ∈ y ⇐⇒ ∃u∃v(u ∈
a ∧ v ∈ a ∧ z = (u, v) ∧ D(u) ≤ D(v))] F�������% A ��� �	���������
�������	�� �� �������	����%G� ,��-�� �� A(x, α) A ��� ��*����	�� �� a
�� ��
���� �� 	
�����3 �	
� b A ��*���	 �� ��
���� �� 	
����� �������<
����	 ∃x[A(x, α) ∧ B(y, x)]. ��= ���	��
� �'� b A �� HDO. b A �� !�	�
	
���� �� a �� U , ���-�� ���'� �� HDO : #�
�'D 	��� �	��	������� �	�
��	�	 �� a, �� #�
���	�
� -��� �'� �	�	 �� HDO, '���	 �� #�; #���		
������	 F�	� !G� $!!���	 ���	��
��	 �'� HDO �	������ � ��	
��� ��
B�
��	�

� ��	
��� �##��� ���	��
��	 ����
���� � ������
	��� �������	�� ��
�����5 �� ZF ������� �� �	��	 �	
� ������ �� �	��	 ���'� �� ZF+
AF + AC. :�
 �	��
�
� ������	��	��� �������	�� �� ����� �	�
���	
���	��
�
� � �������� ��	
���5

+	��	� �)�)� *	 ZF &� �� ���	�# ���� ZF +AF +¬AC ���	

	
�� ���	��



���� ������������ ��

�����	�� �� ���
�� �"

7����	 
������	 A ����	 ���	��
��	 �� �	'�� �� �+)�� �� ���	��
���	��
�� �	'�� �� !��� ��� �	��
���	�� �� �� �	��	 �� ��� ����� �� ����	��
�� B� �	�	 ��
� � �����	�� ��� ����� A ���	3 �'� �� �	��
����� ��������
� ������� �� �	
�����
�� ����	 ������� � ���	��
�
� 
��	
	������� � �	��������� �����<

��	�� �� ������ 7����	 A ����	 �
�����	3 ��������3 �� �	
����� �� ��
�<
����� �������
� #�
 ��	 �����	 #�; ���������	 ��� ���	��
���	�� ��
�	'��� � ���	
�3 ���-��3 �� ����
�����	3 #	�
% ����
�
�� �	� � #
	��
��� �	��������� ��� ������	�� ����� #
	!����



�) �����	
	 �� ������������ ��

�����	�� �� ���
��



����	�	 '

�	���
��	��

�� ��	
�� ���� ������� '� �� ����	 ���!
��	5 �!!���	 ����	 �� ��#��		
� �'� A ���� �	� �������	 �� ������#�
� � ��	
�� � � �	������ ����������
����������	��3 � ��� ��	���
��� 6��������	 � ��	
�� � ����##���	��
� #
����#�� ��	
��� �!!���	 �
���	 � !��� #�
 ��� �	�#
����	�� #�;
�##
	�	����� �� -����� ��� ��
����
������� .�0������	3 �������3 ���� ��<
��	�� �� ZF 5 � 	#�
���	�� �� !���3 -��� � ��� �� 
���
���	�	 �� ����	��3
�	�	 � �
���� ���	��3 �������� ��� #�
�� �3 �� �� ��	�3 �����
����	���
1������ �� -����� 
�0���� � �	�	 �� ��� �	�3 ��������������3 �	������
��� �������3 � ��
� �����	�� �	�	3 �	
��3 -��� #�; ���� �� ����������
�	��'D � #�; ���������5 �� 
���
���	 �� 	#�
���	�� ��� ��
������ >��
	#�
���	�� �	�	5 � #
	�	��	 ��
������	3 ����	�� ��������� � � �����	��
��#	�������3 � �	�	 -��� �'� � ��	
�� ���� ������� '� #�; ��Q�	�%
� ����
���
�� � ��
����
� ��	���
��	 �� #
	�	��	 ��
������	3 #
	!�!�<
�����3 A �������� � �����3 �� A ���	 ��	����	 #�
 ����	�� ��������� ��
A �	� -����� 	#�
���	�� �'� � ��Q�	�% ��� ��	
�� ���� ������� 
���<
���	 �����	
�� 7����	 #������	 �����	�� ��������� �� ��� ������� 	
�������	 �� �	�	 ��	���
��	5 #������	 � ��� ������� ��������� � ��
����������	 ����	�� H������	 �������	�� �� 
�#�����	��I� 7����	 ��
�
�������	�� �� 
�#�����	�� A ��� #
	����
� #�
 �	� ���#���3 ������ �� ��	<

�� ���� ������� A �������
�	 
��	����
� �� ������� �
����� � #
	�	��	

��



�� �����	
	 !� �	��
���	��

��
������	 �	� � ����	���	 / � � ����	���	 � �� �	�K ������	3 #
	����<
��	 �� �	�	 ����
�	 
��#���	 � �	��
	 �	�	 ����
�� �� �##
	����
�� �
-����	 	�����	 ���������	5 ���	������	� �� ��	
�� ���� �������3 ����
�� ��������	 �� �!�
�
�� ��� ��	���
�� '� �	� #	�'� #���� �� ��!	��<
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