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de toutes les itérations finies du saut Turing ? Nous allons voir que non :
la théorie de (D, <) est de complexité mazimale. Qu’entendons-nous par
la? Considérons T5, la théorie du second-ordre de (N, x, +,0, 1), c’est-a-dire
I’ensemble des formules du second ordre qui sont vraies dans N. On rappelle
qu’une formule du second ordre est de la forme VX 3Y ... F(X,Y,...) ou
les variables X, Y ... sont des ensembles d’entiers, et ou F' est une formule
du premier ordre, paramétrée par ces ensembles.

La théorie Ty est donc ’ensemble des formules du second ordre qui sont
vraies dans N. Si I'on a acces a Ty, on peut savoir si une formule de la
théorie du premier ordre de (D, <) est vraie : les quantifications Ja et Va
peuvent se remplacer par des quantifications sur les éléments de 2N et,
a 'aide du théoreme 9-3.4 relativisé aux parametres du second ordre —
lequel permet de transformer un prédicat %9 (X,Y,...) en une formule %,
de l'arithmétique —, on peut transformer une formule du premier ordre F
de (D, <) en une formule de second ordre équivalente F* de (N, x,+,0,1).
Simpson a montré que I'inverse était vrai aussi : via un codage ingénieux, il
est possible de transformer une formule de 'arithmétique du second ordre
en une formule équivalente de (D, ).

Insistons avant d’aller plus loin sur la complexité extréme de Ts. Nous
étudierons dans la partie IV tous les détails de la complexité de T5 res-
treinte aux formules I1], c’est-A-dire restreinte aux formules au sein des-
quelles les quantifications du second ordre sont toutes universelles. Nous
verrons que cette théorie a déja un degré Turing considérablement élevé
comparé & () ou méme & toutes les itérations finies de §)’. Ce degré Turing
est néanmoins bien défini, et il est absolu dans le sens ou la valeur de vérité
d'une formule II} sera la méme dans les modeles transitifs de la théorie
des ensembles partageant les mémes ordinaux calculables (voir la partie IV
pour une définition formelle). A partir du niveau de complexité IT3 des for-
mules, ce sens devient plus flou. La valeur de vérité de ce genre de formule
restera toutefois inchangée dans tous les modeles transitifs de la théorie des
ensembles qui partagent cette fois non pas les méme ordinaux calculables,
mais les méme ordinaux dénombrables. Sous réserve d’accepter ’absoluité
des ordinaux dénombrables, la vérité des formules II3 est elle aussi absolue.
Le degré Turing du niveau I1} de T3 est quant & lui plus élevé que tous les
degrés Turing abordés dans le présent livre (il s’agit en quelque sorte du
supremum de tous les singletons I}, dont nous verrons la définition dans
la section 30-4). La valeur de vérité d'une formule IT pourra quant i elle
différer entre deux modeles de ZFC qui partagent les mémes ordinaux, et
le sens qu’il y a a dire qu'une telle formule est vraie ou fausse s’évanouit
ici encore un peu plus. Quant au degré Turing de la théorie IT3 de Ty, de 1
ou nous sommes, c’est-a-dire le monde des choses calculables, depuis lequel
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nous observons la structure de I'univers, méme les meilleurs télescopes ne
permettent pas de le voir : il est tout simplement trop éloigné de nous.

Voila donc la complexité de la théorie des degrés Turing! Nous livrons ci-
apres la preuve moderne du théoreme de Simpson, qui differe de celle qui
fut originellement produite, et qui présente son intérét propre. Le résultat
de Simpson découle du théoreme suivant, ou n € N..

4 N

Théoréme 4.4 (Slaman et Woodin [206])
Tout sous-ensemble dénombrable RC D" de n-uplets de degrés Turing
est uniformément définissable dans (D,<) avec un nombre fini de pa-

rameétres. Formellement, il existe une formule F(z1,...,Zn, Y1, sYm)
telle que, pour tout RC D", il existe des paramétres p1,...,Pm € D pour
lesquels (ay,...,a,) €D si, et seulement si, F(ay,...,a,,pP1,..-,Pm) €st
vrai dans (D, <).

S J

Voyons tout de suite comment utiliser le théoreme 4.4 pour montrer le
théoreme de Simpson : il suffit de coder un modele standard de I’arithmé-
tique dans les degrés Turing.

Théoréme 4.5 (Simpson [201])
La théorie du premier ordre des degrés Turing est many-one équivalente
a celle de I'arithmétique du second ordre.

PREUVE. Nous avons déja vu dans les paragraphes précédents comment
transformer un énoncé de (D, <) en un énoncé équivalent de arithmétique
du second ordre. Voyons a présent comment faire I'inverse.

L’idée est de coder un modele standard de (N, 4+, x,0,1) dans les degrés
Turing. Un tel modeéle sera codé par un ensemble fini de parametres codant
pour un ensemble N de degrés Turing qui représentent N, avec un degré
spécifique représentant 0 et un autre représentant 1. Les relations + et x
sont elles aussi codées par un ensemble fini de parametres.

Il est possible de créer une formule de D qui vérifie si un ensemble fini de
parametres code bien pour le modele standard de arithmétique : il s’agit
simplement de vérifier les axiomes de l'arithmétique de Robinson (voir la
section 9-2.3), lesquels sont en nombre fini, et de vérifier ensuite que tout
sous-ensemble du modele possede un plus petit élément. On peut se re-
porter au théoreme 9-3.13 pour voir que ces conditions sont nécessaires et
suffisantes pour vérifier que I'on a bien affaire au modele standard des en-
tiers. La quantification universelle < tout sous-ensemble du modeéle possede
un plus petit élément > peut étre remplacée par une quantification uni-
verselle sur les degrés Turing utilisés comme parametres pour coder des
sous-ensembles de N (notre ensemble de degrés qui représente N).
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Etant donné une formule F de l'arithmétique du second ordre, on peut
finalement la transformer en une formule équivalente F* dans D, en rem-
placant les quantifications sur les ensembles par des quantifications sur
les parametres codant pour ces ensembles. La formule du second ordre de
I'arithmétique sera donc interprétée dans D par la formule : il existe des
parametres codant pour un modele standard de 'arithmétique, tel que F™*
est vérifiée dans ce modele. [

Passons a présent au codage de Slaman et Woodin. Le lemme qui suit
constitue la partie difficile de la preuve. Il repose sur un forcing qui peut
sembler relativement simple dans son principe, mais dont I’exécution s’avere
délicate et demande pas mal d’astuce pour étre menée a bien.

Lemme 4.6 (Slaman et Woodin [206]). Toute anti-chaine dénombra-
ble dans les degrés Turing est uniformément définissable avec trois pa-
rametres. *

PREUVE. Soit (a,)nen une anti-chaine dans les degrés Turing, et soit b un
majorant de cette anti-chaine. Nous allons définir deux degrés go, g1 tels
que pour tout degré y < b ne majorant aucun a;, alors gg Uy et g Uy
ont une borne inférieure, et cette borne inférieure est y. En d’autre termes,
tout degré a la fois sous gy U y et sous g1 U y doit aussi étre sous y. A
Iinverse, il existera pour tout ¢ un degré a la fois sous gy U a; et sous g1 U a;
qui ne sera pas sous a;. Il s’ensuit que chaque a; sera un élément minimal
satisfaisant la formule
Fx)=x<b Adc(c€x Ac<goUx A c<g Ux).

En particulier, les degrés a; seront exactement les degrés x satisfaisant la
formule F(x) AVy < x =F(y). Le fait que les a; forment une anti-chaine

est utilisé uniquement pour les définir comme solutions minimales de F,
mais n’intervient plus par la suite.

Nous utiliserons pour la construction des degrés gy et g le fait suivant :
tout degré Turing contient un ensemble X calculable en n’importe quel
sous-ensemble infini de X. On peut le voir de la maniere suivante : étant
donné un ensemble Y quelconque, on définit X comme étant I’ensemble des
préfixes o < Y, via un codage des chaines finies par des entiers.

Soit B un représentant de b et, pour tout n, soit A,, un représentant de a,,
calculable en n’importe lequel de ses sous-ensembles infinis. Nous allons
définir deux ensembles Gg, G1 tels que pour tout i il existe C' L1 A; tel
que C <17 Go@ A; et C < G1 D A;, et tel que pour tout Y <t B et tout D
telque D <7 Go @Y et D < G1 @Y, alors Y 27 D ou bien Y 271 A;
pour un certain j.

On procede a cet effet via un forcing qui présente des similarités avec celui
du théoreme 2.7.
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Soit P I'ensemble de conditions de la forme (og,o1,n) pour og, 01 € 2<N,
avec |og| = |o1| et n € N. L’entier n sert a restreindre les extensions
possibles, la chaine o( est utilisée pour le premier générique Gy et la
chaine o7 pour le deuxieme générique G;. Tout comme dans la preuve
du théoreme 2.7, on peut voir Gy et G; comme étant construits par co-
lonne. L’entier n indique que la construction sera dorénavant restreinte sur
les n premiéres colonnes : pour une colonne k < n, si a ¢ Ag, il n'y a
alors aucune restriction pour le bit (k,a) des deux génériques. Si en re-
vanche a € Ay, alors le bit (k,a) des deux génériques doit étre identique
(sans nécessairement étre égal a Ay (a)).

Formellement, (o¢,01,n) = (70,71, m) si 09 < 79, 8i 01 < 71, si n < m, et
si de plus la condition suivante est vérifiée : pour tout k < n, alors pour
tout a € Ay tel que |o;| < (k,a) < |7, les valeurs 79({k,a)) et 7 ({k,a))
doivent étre les mémes.

Considérons Gy, G; deux ensembles suffisamment génériques pour ce for-
cing. Pour chaque A,, et pour a € A,, suffisamment grand, on aura

Go((n,a)) = Gi((n,a)),
par définition de ce qu’est une extension valide dans ce forcing. En par-
ticulier ; les ensembles X', X7 C A, définis par X'(a) = 0 si a ¢ A,,
et X'(a) = Gi({n,a)) sinon, sont les mémes sauf pour un nombre fini de
bits, et sont donc tous les deux calculés par Go ® A, et G1 ® A,.

Montrons que si Gg, G7 sont suffisamment génériques, alors aucun A, ne
peut calculer les ensembles X', XT* ainsi définis. Etant donné une condi-
tion (0g, 01, n), on peut prendre n’importe quelle extension pour le c6té oy,
ce qui force alors certains bits de I’extension pour I'autre c6té. En considé-
rant le fait qu’il y a nécessairement des sous-ensembles infinis de A,, non
calculables en A,,, on peut nécessairement trouver une extension 7y = o
telle que pour une fonctionnelle ®. donnée, ®.(A,) ne produise jamais la
restriction de 7y qui sera faite pour en faire un préfixe de X — soit parce
que ®.(A,,) sera partielle, soit parce qu’elle produira une chaine incompa-
tible avec le préfixe de X' ainsi forcé. Comme X7 coincide avec X sauf
sur un nombre fini de bits, alors A,, ne calculera pas non plus X7". Cela nous
donne la premiere partie de ce que l'on cherche & montrer : pour tout A,
il existe un ensemble calculable en Go® A,, et en G; ® A,,, mais pas en A,,.

Il reste a montrer que pour tout Y <7 B tel que Y ne calcule aucun A,
sSiGo®Y et G; @Y calculent un méme ensemble C, alors Y >p C. Soit
alors p = (09, 01,n) une condition et soient ®.,, P., une paire de fonction-
nelles. On sépare dans un premier temps la chaine oy de notre condition p.
S'il existe x et 79 = ¢ tels que pour tout py = T on a P, (Y @ po,x) T,
on considere alors une chaine 7 telle que la condition (79, 71,n) forme une
extension valide, pour laquelle on aura forcé la partialité de @, (Y @ Go).
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Supposons a présent que pour tout x et pour tout 7y = o il existe py = 7
tel que @, (Y @ po,x) J. Supposons dans un premier temps qu’il existe
une extension 7 > o telle que, pour toutes extensions pg, p1 = 7 et pour
tout x, on ait O, (Y @ pg, ) |=a et ., (Y @ p1,x) = b impliquent a = b.
Alors, on ne peut produire qu'un unique ensemble via @, (Y & Go) pour
un générique G quelconque, et cet ensemble est calculable alors en Y. On
force donc @, (Y @ Go) a calculer quelque chose qui est déja calculable
en Y. Supposons finalement que, pour tout 7 = oy, il existe pg, p1 = 7 et x
tels que ®q (Y @ po, ) 1# P, (Y @ p1, ) |. Le lemme suivant s’avere utile.

Lemme 4.7. Pour tout 7 > o, il existe z et deux extensions pg,p1 = 7
qui different sur seulement un bit et tels que

(beo(Y@vax)l«:a 7é (I)EO(Y@phl‘)\l,:b. *

PREUVE. Il suffit de trouver deux extensions de 7 de méme taille et incom-
patibles sur un certain z. Soient i, ..., % les bits sur lesquelles ces exten-
sions different. On inverse le bit iy dans la premiere extension, et on ’étend
pour obtenir une valeur ag pour . Si ag # a, on a terminé. Sinon, on inverse
a son tour ¢; dans cette nouvelle extension, que ’on étend encore pour obte-

nir une valeur a1, et ainsi de suite. Si chaque valeur a1 = ay =+ = ax_1,
alors ag—1 # b, et notre chaine differe maintenant d’un seul bit de celle
qui a produit b. L]

On se sert du lemme précédent pour calculer a I’aide de Y une suite de qua-
druplets (70.m;, T1,m» tm, Tm )meN aVEC iy, < imy1 telle que, pour tout m, les
chaines 79, 71, different sur exactement le bit 4,, et soient incompatibles
sur x,,. La suite de bits (i,,)men est une suite infinie et Y-calculable. Rappe-
lons que notre condition de forcing est de la forme (og, o1, n). S’il existe i,
tel que i, = (k,a) pour k > m, cela entraine que pour toute extension 7’
de o1 telle que (79,m, 7', n) est une extension valide, alors (7 ,,,, 7', n) en est
aussi une, car il n’y a aucune contrainte sur le bit ¢,,. On peut donc trouver
une extension de 7’ de oy qui force une valeur pour z,, (& supposer que ’on
ne puisse pas forcer la partialité de ce c6té 1a), et I'on prend l'extension g ,
ou 71, de o¢ qui force une valeur différente. On force donc @, (Y ® Gy)
et D, (Y @ G1) a étre différents.

Si & présent il n’existe pas i, = (k,a) pour k > m, alors il doit exister par
le principe des tiroirs un certain k& < m pour lequel une infinité de i,, est de
la forme (k, a). Aussi n’est-il pas possible d’avoir Ay(a) = 1 pour chacun de
ces iy, car on aurait alors un sous-ensemble infini de Ay et Y-calculable, or
par hypothése tout sous-ensemble infini de Ay calcule Ag, et Y ne calcule
pas Ay. Il doit donc exister 7o m, T1,m €t im = (k, a) tel que Ag(a) =0. La
encore, toute extension 7' de oy qui est compatible avec 79 ., le sera aussi
avec Ty, car il n’y a aucune contrainte sur le bit 4,,. On peut alors trouver
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une extension 7’ de oy qui force une valeur sur z,, — & moins que 1’on ne
puisse forcer la partialité de ce c6té la— et choisir une extension parmi 7 ,
et 71, qui force une autre valeur sur x,,. Cela conclut la preuve. n

Et voila. La preuve du lemme ne fut pas sans difficulté, mais nous sommes
a présent presque au bout de nos peines. Montrons finalement que tout
sous-ensemble dénombrable de D" peut étre codé dans les degrés Turing.

PREUVE DU THEOREME 4.4. Dans ce qui suit, les variables en majuscule
dénotent des ensembles ou suites de degrés Turing. Soit un ensemble dénom-
brable de n-uplets R € D". Soit b un majorant sur I’ensemble des degrés
concernés par R (c’est-a-dire sur la réunion des projections de R sur chaque
coordonnée), et soit (x;);cn une liste de tous les degrés sous b. Notons que b
n’est qu’'un majorant, et que certains x; peuvent donc ne pas étre des degrés
du n-uplet R.

On trouve alors une anti-chaine (cf)k<n7 ien telle que B = (ciC U X;)k<n, ieN
forme un ensemble de degrés calculatoirement indépendants (on montre
sans peine qu’une telle anti-chaine existe, par extensions finies). Pour k < n
fixé, soit Cj, = (cf)ieN. On définit finalement

S={c;, Ux;, U - Uc} Uxy, : (Xiy,...,%;,) € R}

Comme B est calculatoirement indépendant, il existe pour tout a € S
un n-uplet de degrés by, ..., b, € B, unique a l'ordre pres, tel que

a=b; U---Ub,.

Par ailleurs, I'indépendance calculatoire de B garantit également que pour
le degré by il existe un unique i < n tel que by = ¢!, U x,, pour un
certain m, et ce m est lui aussi unique. Il en va de méme pour bs, bg, ...,
ce qui permet de définir R de la maniére suivante : (x1,...,X,) € R si

x1 <bA--Ax, <bATy1€C ...qy,€C, (x3Uy1)U - U(x,Uy,)ES.

Comme chaque C; et comme S sont des anti-chaines, elles sont définissables
d’apres le lemme 4.6. Une telle formule est donc définissable dans les degrés
Turing. [

Slaman et Woodin ont utilisé leur technique de codage comme point de
départ a une étude complexe de la rigidité des degrés Turing. Une structure
est dite rigide si elle n’admet pas d’automorphisme autre que l'identité,
c’est-a-dire dans le cas des degrés, de bijection on triviale f : D — D telle
que a < b + f(a) < f(b). Par exemple, la structure (R, +, x, <) des réels
est une structure rigide. Etant donné un automorphisme f:R—= R, on

doit avoir f(0) + f(1) = f(1) et donc f(0) = 0, puis f(1) = f(1)xf(1)



