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Notations

XF Le sous-shift défini par la collection de motifs interdits F (4)

ΣX alphabet du sous-shift X. (4)

An (F), En (F) Ensemble des motifs admissibles et extensibles de XF de support Bn (4)

Bn La boule J−n, nKd (4)

σz Opérateur de translation par z ∈ Zd (4)

‖z‖∞ Norme infinie, si z = (z1, . . . ,zd), alors ‖z‖∞ = maxi |zi|. (9)

ei Base de Zd : ei = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0) (10)

ψ(x)↓, ψ(x)↓t, ψ(x)↑ ψ s’arrête (s’arrête en t étapes, ne s’arrête pas) sur l’entrée x (22)

≤T ,≡T ,degT Réduction, équivalence et degré Turing. (23)

≤m Réduction many-one. (23)

Γx
{
v ∈ Zd

∣∣ ∀z ∈ Zd, xz+v = xz
}
, le treillis des vecteurs de périodicité de x ∈ ΣZd

(55)

PX ,P
1
X ,P

h
X Ensembles des : périodes fortes, 1-périodes, périodes horizontales (55)
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Introduction

Historiquement, les pavages ont été introduits par deux communautés dis-
tinctes, ayant deux points de vue et donc deux formalismes différents.

Le premier de ces formalismes, les tuiles de Wang [Wan61], a été introduit
afin de déterminer l’indécidabilité de certains problèmes de logique, voir Kahr,
Moore et Wang [KMW62]. Ce sont des tuiles carrées dont les bords sont colorés
et un jeu de tuiles est un ensemble fini de tuiles de Wang. Un pavage par un
jeu de tuiles est une décoration du plan Z2, par les tuiles du jeu, telle que deux
tuiles voisines ont leur bord en commun de la même couleur. Ce formalisme
a également permis de montrer de nombreux résultats d’indécidabilité dans le
domaine des automates cellulaires, voir Kari [Kar92, Kar94, Kar90b, Kar90a].

Le second de ces formalismes, les sous-shifts de type fini (SFTs), a été in-
troduit par des dynamiciens, Morse [Mor21], Morse et Hedlund [MH38], afin
d’étudier le comportement de certains systèmes dynamiques. Ils ont également
été utilisés par Shannon [Sha48] comme modèle pour les cannaux de commu-
nication discrets ou encore par IBM pour le codage d’informations sur certains
supports magnétiques. On peut définir de manière générale les sous-shifts de
dimension d, qui sont les coloriages de Zd par un nombre fini de couleurs ne
contenant aucun motif interdit par une famille spécifiée. Ils sont de type fini
lorsque cette famille de motifs interdits est finie. Ils peuvent également être dé-
finis de manière purement topologique : étant donné un ensemble de couleurs
Σ, ce sont les sous-ensembles fermés et invariants par translation de ΣZd

.
Le formalisme que nous adopterons ici est celui des sous-shifts, qui est lé-

gèrement plus général et qui permet de définir des sous-classes intéressantes :
les sous-shifts effectifs, qui sont des sous-shifts que l’on peut définir avec un en-
semble de motifs interdits récursivement énumérable, et les sous-shifts sofiques,
qui sont les projections lettre à lettre des SFTs.

En dimension 1, les SFTs forment un domaine de recherche très riche. La
pléthore de résultats, voir Lind et Marcus [LM95], est en partie due au fait
qu’à chaque SFT correspond un graphe, les points du SFT étant les marches bi-
infinies sur ce graphe. De ce fait, l’étude de ceux-ci entretient des liens très forts
avec la théorie des automates, mais aussi avec l’algèbre linéaire. La plupart des
problèmes y sont décidables, à commencer par savoir si un SFT est non-vide :
le problème revient à déterminer si le graphe qui le représente contient un cycle,
donc de manière équivalente à savoir si le SFT contient un point périodique.

À partir de la dimension 2, il n’y a plus de liens simples avec les graphes,
Nasu [Nas95], et les SFTs deviennent plus complexes : par exemple, le problème
de savoir si un SFT est non-vide devient indécidable, comme cela a été prouvé
par Berger [Ber64, Ber66]. Ce résultat est basé sur la construction d’un jeu de

ix



x INTRODUCTION

tuiles apériodique : un jeu de tuiles qui ne produit que des pavages apériodiques.
Des SFTs ne contenant que des points apériodiques ne pouvaient pas exister en
dimension 1. Ceci laisse présager que la plupart des propriétés sur les SFTs en
dimensions supérieures à 2 seront indécidables, et peut donc rendre pessimiste.
Lind [Lin04] en dit d’ailleurs :

The fact that none of these three basic questions, (1) the exis-
tence of points, (2) the extension of finite configurations, (3) the
existence of periodic points, can be decided by a finite procedure is
what I call the “Swamp of Undecidability.” It’s a place you don’t
want to go.

Dans cette thèse, nous sautons avec joie et allégresse dans ce “bourbier” :
nous considérons la théorie de la calculabilité et de la complexité comme un outil
servant à l’étude des SFTs de dimension supérieure à 2. Cette approche est moti-
vée par le fait que les pavages sous leurs différentes formes ont permis d’exhiber
des problèmes complets simples pour de nombreuses classes de calculabilité et
de complexité grâce à un codage très simple des diagrammes espace-temps de
machines de Turing. Ainsi, les pavages ont permis à Levin [Lev73] de montrer
l’existence d’un premier problèmeNP-complet en même temps que Cook et d’un
problème PSPACE-complet. Ils ont aussi servi à trouver des problèmes NP-
complets en moyenne, Levin [Lev84, Lev86], Π0

1 et Σ0
1-complets, Berger [Ber64],

Π1
1-complets et Σ1

1-complets, Harel [Har85]. Emde Boas [Emd97] a même mon-
tré que de nombreuses réductions en complexité étaient plus simples lorsque
l’on partait d’un problème de pavage. Nous allons donc voir la calculabilité et la
complexité comme un outil servant à étudier les sous-shifts plutôt que comme un
obstacle insurmontable, dans la lignée de certains résultats liant la calculabilité
et l’étude des sous-shifts [AS09, Hoc09a, HM10, Mey10, Sim11b].

Le problème qui constitue le fil directeur de cette thèse et que nous attaquons
sous cet angle est la conjugaison, un problème lié à l’aspect dynamique des SFTs.
Deux sous-shifts sont conjugués quand il existe un codage local réversible qui
transforme toute configuration de l’un en une configuration de l’autre : chacun
des deux sous-shifts code l’autre. La conjugaison est la bonne notion d’isomor-
phisme pour les sous-shifts et peut être vue comme une relation d’équivalence qui
permet de séparer les sous-shifts en classes d’équivalence. Les sous-shifts d’une
même classe sont du même type (fini, effectif, sofique...) et ont exactement le
même comportement, les mêmes propriétés dynamiques. Un sous-shift X peut
également coder un sous-shift Y sans que cela soit réciproque, on dit alors que
X se factorise sur Y . La dynamique de Y est alors une “sous-dynamique” de X.

Le problème de la conjugaison pour les SFTs et sous-shifts sofiques est dé-
cidable sur N, voir Williams [Wil73], indécidable sur Nd et Zd pour d ≥ 2 et
ouvert sur Z. Pour les sous-shifts effectifs il est indécidable sur Nd et Zd pour
toute dimension d ≥ 1. Le problème de la factorisation est indécidable en di-
mensions d ≥ 2 et ouvert sur Z, bien qu’une réponse partielle ait été donnée par
Boyle [Boy83]. Même si l’on sait que ces deux problèmes sont indécidables en
dimensions d ≥ 2, connaître leur degré de difficulté exact donnerait peut-être
une intuition sur leur difficulté en dimension 1.

Comme on ne peut pas répondre en général au problème de la conjugaison,
des stratégies ont été développées pour pouvoir répondre dans certains cas. Les
invariants de conjugaisons font partie de ces stratégies et permettent parfois de
montrer que deux sous-shifts ne sont pas conjugués. Un invariant de conjugai-
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son est un objet associé à un sous-shift qui sera le même pour deux sous-shifts
conjugués : cela peut être par exemple un nombre réel, un groupe ou encore
une suite. Les deux invariants les plus étudiés sont l’entropie, qui est un nombre
réel mesurant la croissance du nombre de motifs en fonction de leur taille, et le
nombre de points périodiques, qui est la suite (pn)n∈N∗ où pn est le nombre de
points de période n du sous-shift. Ces deux invariants n’ont pas qu’un intérêt
pour la séparation des classes de sous-shifts, ils permettent également de mieux
comprendre la dynamique de ceux-ci. C’est pourquoi il est intéressant de savoir
quelles valeurs ils peuvent prendre. En dimension 1 ces deux invariants ont été
caractérisés entièrement à l’aide de quantités liées à la matrice les représentant.
En dimensions supérieures, seule l’entropie a fait l’objet d’une caractérisation
par Hochman et Meyerovitch [HM10] : les entropies de SFTs sont exactement les
réels récursivement énumérable par la droite. Cette caractérisation a ensuite été
généralisée à d’autres invariants de croissance du nombre de motifs par Meye-
rovitch [Mey10], dont les caractérisations étaient encore de nature calculatoire.
Dans cet article, Meyerovitch a posé la question de la caractérisation du nombre
de points périodiques en dimensions d ≥ 2, suggérant que le calcul pourrait, une
fois de plus, jouer un rôle important.

Ce rôle du calcul dans l’étude des SFTs est finalement assez naturel étant
donné le codage très simple des diagrammes espace-temps de machines de Tu-
ring. Toutefois, une étude plus approfondie du lien entre les puissances de calcul
des SFTs et des machines de Turing permet de mieux comprendre les SFTs en
tant que modèle de calcul. Les SFTs sont des classes Π0

1 de {0, 1}N, un objet
classique et bien compris de la théorie de la calculabilité, voir Cenzer et Rem-
mel [CR98] par exemple. La compréhension de la structure calculatoire des SFTs
passe donc par la comparaison de ceux-ci aux classes Π0

1. La question la plus
naturelle est de savoir si toute classe Π0

1 est récursivement isomorphe à un SFT.
En effet, les résultats prouvés jusqu’à maintenant suggèrent un lien très fort
entre les deux objets, Simpson [Sim11b] a par exemple démontré que les SFTs
avaient exactement les mêmes degrés Muchnik et Medvedev que les classes Π0

1.
Miller [Mil12] a quant à lui prouvé le même résultat pour les sous-shifts effec-
tifs en dimension 1. Les degrés Medvedev et Muchnik, sont des mesures de la
complexité des points les plus simples d’une classe Π0

1 et à ce titre ne donnent
qu’une information partielle sur la similitude entre les sous-shifts de type fini ou
effectifs et les classes Π0

1. En particulier, ils ne donnent pas toute la structure
calculatoire de l’objet. Pour connaître celle-ci plus en détail, il faut s’intéresser,
étant donné un SFT, à l’ensemble des degrés Turing de ses points. Cet ensemble
permet une meilleure compréhension de la structure calculatoire d’une classe Π0

1,
mais n’est pas aisément manipulable. Cenzer, Dashti et King [CDK08], Cenzer,
Dashti, Toska et Wyman [Cen+10, Cen+12] ont montré que les ensembles de
degrés Turing des classes Π0

1 dénombrables et des sous-shifts effectifs dénom-
brables étaient les mêmes. La comparaison entre les degrés Turing des SFTs
et des classes Π0

1 pourrait également permettre de prouver qu’il n’existe pas
d’isomorphisme récursif entre les classes Π0

1 et les SFTs en général. Par ailleurs,
comme la conjugaison est une forme particulière d’isomorphisme récursif, les
degrés Medvedev, les degrés Muchnik et l’ensemble des degrés Turing associés
à un sous-shift sont invariants par conjugaison.
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Contenu de la thèse

Dans cette thèse, nous tentons d’apporter une réponse à toutes ces questions.
Ainsi nous commencerons au chapitre 1 par définir les objets que nous étudions.
Nous présentons dans celui-ci certaines preuves illustrant des méthodes utilisées
dans l’étude des sous-shifts ou en calculabilité, ainsi que la construction de
Robinson [Rob71] dont nous ferons usage à plusieurs reprises par la suite.

Le chapitre 2 sera consacré à l’étude de la structure calculatoire des sous-
shifts et à sa comparaison avec celle des classes Π0

1. Nous montrons qu’il existe
un quasi-isomorphisme récursif entre les classes Π0

1 et les SFTs : pour toute
classe Π0

1 S, il existe un sous-shift et un ensemble récursif C de points récursifs
de X tels que S et X \ C soient isomorphes. Ceci permet de prouver que les
classes Π0

1 contenant un point récursif et les SFTs contenant un point récursif
ont exactement les mêmes ensembles de degrés Turing. Étant donné que les
classes Π0

1 dénombrables contiennent toujours un point récursif, ceci permet de
compléter les résultats des articles [CDK08, Cen+10, Cen+12] sur le cas dénom-
brable. Nous prouvons également dans ce chapitre un résultat sur la structure
de l’ensemble de degrés Turing des SFTs ne contenant aucun point récursif :
ceux-ci sont de mesure de Martin 1, voir Kechris [Kec95]. C’est-à-dire qu’ils ad-
mettent toujours un cône de degrés Turing : un degré Turing et tous les degrés
supérieurs à celui-ci. Ce résultat structurel permet de montrer qu’il n’existe pas
en général d’isomorphisme récursif entre les classes Π0

1 et les SFTs, et donc en
particulier que l’on ne peut pas obtenir mieux qu’un quasi-isomorphisme.

Dans chapitre 3 nous nous intéressons aux ensembles de périodes des sous-
shifts de type fini, effectifs et sofiques. Contrairement à la dimension 1, en di-
mensions supérieures, il peut y avoir de nombreuses notions de périodicité, que
nous définirons dans un premier temps. La définition de périodicité la plus inté-
ressante et proche de celle de la dimension 1 que nous étudions est la périodicité
forte, c’est à dire quand le treillis des vecteurs de périodicité est de la forme nZd.
Pour les sous-shifts de type fini de toutes dimensions d ≥ 2, nous caractérisons
les treillis de cette forme pouvant apparaître dans les points à l’aide de la classe
de complexité NE. Nous parvenons également à caractériser le nombre de points
fortement périodiques à l’aide de la classe de complexité de comptage #E. Ce-
pendant, ces deux caractérisations nécessitent de considérer les SFTs en toutes
dimensions. Nous caractérisons également une autre notion de périodicité, cette
fois-ci uniquement en dimension 2 : la 1-périodicité, c’est-à-dire lorsque le treillis
des vecteurs de périodicité est de dimension 1. Les ensembles de 1-périodes des
SFTs de dimension 2 sont caractérisés à l’aide de la classe de complexité en
espace NSPACE(2n). En dimensions supérieures, la 1 périodicité ne peut plus
être caractérisée en termes de classes de complexité et pourrait l’être en termes
de calculabilité. Ensuite, nous nous intéressons aux ensembles de périodes des
sous-shifts effectifs et sofiques, donnant une caractérisation à l’aide d’ensembles
Π0

1. Les limites de ce chapitre résident dans le fait que l’on ne parvient pas à
des caractérisations de tous les types de treillis périodiques, on souhaiterait en
particulier pouvoir caractériser, en dimension d, les treillis de dimension d de
n’importe quelle forme.

Enfin, au chapitre 4, nous nous intéressons aux problèmes de la factorisation
et de la conjugaison du point de vue de leur complexité calculatoire, prou-
vant que la conjugaison est Π0

1-complète pour les SFTs sur Zd pour d ≥ 2 et
Σ0

3-complète pour les sous-shifts effectifs de dimension d ≥ 1 et sofiques de di-
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mension d ≥ 2. Nous prouvons également que la factorisation est Σ0
3-complète

pour les sous-shifts de type fini, sofiques et effectifs. Il est intéressant de noter
que la conjugaison en dimensions d ≥ 2 est au premier niveau de la hiérarchie
arithmétique, et donc relativement simple : de la même complexité que décider
si un SFT est vide. Le fait que la conjugaison soit plus simple que la factori-
sation pour les SFTs mais pas pour les effectifs et les sofiques est tout aussi
intéressant.

Le graphe ci-dessous résume les dépendances entre chapitres :

1

2 3

4

2.2.1

La seule dépendance notable est que l’on utilise au chapitre 4 une construc-
tion que l’on introduit au chapitre 2 en section 2.2.1. On pourra d’ailleurs lire la
section 2.2.1 seule avant de lire le chapitre 4, car elle est indépendante du reste
du chapitre 2.
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Il existe deux formalismes permettant de décrire les objets que nous étudions
ici : les pavages et les sous-shifts.

La formalisation en tant que pavages remonte à Wang [Wan61] et prend son
origine dans l’étude de certains fragments de la logique du premier ordre. Une
tuile de Wang est un carré unité dont les quatre bords sont colorés qui ne peut
pas être tourné. Un jeu de tuiles est un ensemble fini de tuiles. On peut placer
deux tuiles côte à côte uniquement si les bords se touchant sont de la même
couleur. La question de la pavabilité du plan est de savoir si étant donné un jeu
de tuiles τ , on peut placer des tuiles de τ à toutes les coordonnées du plan Z2

sans qu’il n’y ait d’erreur.
C’est dans ce formalisme qu’ont été prouvés la plupart des résulats liés à

la décidabilité ou à la complexité calculatoire. Le résultat central, dû à Berger

1
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[Ber64], est l’indécidabilité de la pavabilité du plan : il n’existe pas d’algorithme
qui prenant en entrée un jeu de tuiles renvoie si oui ou non il pave le plan.

La formalisation en tant que sous-shifts a été introduite par Morse et Hed-
lund [MH38] afin d’étudier des systèmes dynamiques : étant donné un espace
compact X et une transformation réversible φ, une trajectoire est une séquence
de points de X obtenus par applications successives de φ :

. . . , φ−2(x), φ−1(x), x, φ(x), φ2(x), . . .

Si l’on divise l’espace X en un nombre fini de partitions, chacune représentée
par un symbole de P = {1, . . . , n}, on peut alors associer à chaque trajectoire un
mot biinfini : à chaque point de la trajectoire on associe le symbole représentant
la partition dans laquelle il se trouve. Décaler le mot à gauche correspond donc
à appliquer φ à tous les points de la trajectoire, le décalé du mot correspond
donc encore à une trajectoire. Les ensembles de mots ainsi créés sont appellés
sous-shifts, car ils sont invariants par décalage. La figure 1.1 montre comment
un espace X peut être partitionné et comment les trajectoires sont transformées
en mots biinfinis.

φ−1(x)

x

φ(x)

φ2(x)

φ3(x)

φ4(x)

φ−1(y)

y φ(y)

φ2(y)
φ3(y)

φ4(y)

x

x−1x0 x1 x2 x3 x4

y

y−1 y0 y1 y2 y3 y4

Figure 1.1 – Un système dynamique que l’on a divisé en trois partitions. On
peut voir comment on a fait correspondre des mots biinfinis à deux trajectoires.

Ces mots biinfinis sont des éléments de PZ, mais dans la suite nous allons
plutôt nous intéresser aux éléments de PZd

, c’est à dire aux systèmes dynamiques
ayant d transformations qui commutent, on appelle d la dimension du système.
On verra dans ce chapitre que ces ensembles sont exactement ceux définis par
des familles de mots interdits et nous nous intéresserons au cas particulier où
cette famille est finie, c’est à dire aux sous-shifts de type fini (SFTs), qui, en
dimension 2, correspondent aux pavages. Plus précisemment, tout ensemble de
pavages généré par un jeu de tuiles est conjugué à un SFT et inversement.

Pour une introduction plus complète à la dynamique symbolique, on pourra
consulter l’excellent ouvrage de Lind et Marcus [LM95].

Dans ce chapitre, nous commençons par définir les sous-shifts en section 1.1,
puis nous introduisons la classes des sous-shifts de type fini, et expliquons le lien
avec les tuiles de Wang. Nous définirons également une topologie dans laquelle
les sous-shifts sont des espaces compacts, permettant de ce fait d’utiliser des
techniques d’extraction. Nous finirons cette section en introduisant les invariants
de conjugaison. Ensuite, en section 1.2 nous effectuerons quelques rappels de
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calculabilité et donnerons la preuve de l’indécidabilité de la pavabilité du plan
de Robinson, dont nous réutiliserons la construction dans les chapitres 2 et 3.

1.1 Sous-shifts

1.1.1 Définitions de base

Un ensemble fini de symboles Σ est appelé un alphabet . L’espace des confi-
gurations sur Σ en dimension d est l’ensemble des fonctions de Zd dans Σ, noté
ΣZd

. On appelle également l’espace des configurations le full-shift , pour une
raison que nous donnerons ultérieurement.

Une configuration est une fonction c : Zd → Σ. Si on regarde Σ
comme un ensemble de couleurs, c est alors un coloriage de Zd avec ces
couleurs. Ci-dessous, on peut voir un extrait d’une configuration sur
un alphabet à quatre symboles en dimension 2.

Définition 1.1.1 Configuration

Nous allons en fait nous intéresser aux sous-ensembles du full-shift qui satis-
font un ensemble de contraintes particulières : on souhaite garder uniquement
des configurations où certains motifs n’apparaissent jamais.
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Un motif est une fonction m : P → Σ, où P ⊂ Zd est fini et appelé
le support de m. m est donc un coloriage d’une portion finie de Zd. On
notera Pm le support d’un motif m.

Définition 1.1.2 Motif

Étant donnés un alphabet Σ et une famille F de motifs interdits,
on appelle sous-shift l’ensemble XF des configurations ne contenant
aucun des motifs de F . C’est à dire

XF =
{
c ∈ ΣZd

∣∣∣ ∀z ∈ Zd,∀m ∈ F , c|z+Pm
6= m

}
.

Les configurations de XF sont appelées les points du sous-shift, et d
est la dimension du sous-shift. Dans la suite, on notera ΣX l’alphabet
d’un sous-shift X. Par abus de notation, on notera parfois simplement
F le couple normalement formé de F et Σ.

Définition 1.1.3 Sous-shift

La figure 1.2 montre un exemple de sous-shift, sur deux symboles et ,
défini par une famille finie de motifs interdits F .

Étant donné une famille de motifs interdits F , un motif sera dit admissible
s’il ne contient aucun motif de F . Un motif sera appelé extensible s’il appa-
rait dans un point du sous-shift XF . Il est important de noter que si un motif
extensible est nécessairement admissible, l’inverse n’est pas nécéssairement vrai.

Pour une famille de motifs interdits F , on notera An (F) (resp. En (F))
l’ensemble des motifs admissibles (resp. extensibles) de support Bn, la boule
J−n, nKd de rayon n et de diamètre 2n+ 1. On appelle un motif de support Bn
un bloc de taille n ou encore n-bloc.

Un même sous-shift peut être défini par de nombreuses familles de motifs
interdits différentes. Notons que la notion de motif admissible est liée à l’en-
semble de motifs interdits considéré, tandis que la notion de motif extensible est
uniquement liée au sous-shift.

Le nom sous-shift vient du fait que ces espaces sont invariants par translation
(ou shift-invariants), également appelée shift en anglais. Pour z ∈ Zd, on note
σz l’opérateur de translation par z. Si x est une configuration, alors σ agit sur
x par

∀p ∈ Zd, σz(x)(p) = x(z + p).

Un espace X tel que σz(X) = X pour tout z ∈ Zd est appelé invariant par
translation, ou encore shift-invariant . Les espaces invariants par translation ne
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Σ = { , }
F =

{
, , ,

}

Figure 1.2 – Le sous-shift XF ne contient que deux configurations différentes,
l’une ayant le symbole à l’origine, l’autre le symbole .
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sont pas nécessairement des sous-shifts.

1.1.2 SFTs et tuiles de Wang

Notons que dans la section précédente, nous n’avons imposé aucune restric-
tion sur la famille de motifs interdits F . En fonction du type de famille que
l’on autorise, on définit des classes de sous-shifts différentes. La plus naturelle
est celle des sous-shifts de type fini, qui sont le principal objet d’étude de cette
thèse.

Un sous-shift de type fini est un sous-shift X qui peut être défini
par une famille de motifs interdits F finie.

Définition 1.1.4 Sous-shift de type fini (SFT)

Il est utile de voir que l’on peut aisément convertir une famille finie de motifs
interdits en une autre définissant le même sous-shift mais dont les motifs ont tous
le même support. Par exemple, le sous-shift de la figure 1.2 peut également être
défini par des familles de motifs dont les supports sont tous Bn pour n’importe
quel n ≥ 2, pour n = 2 on a les motifs suivants :

On appelle rayon d’une famille de motifs interdits F , le plus petit r tel que
les supports de tous les motifs de F soient inclus dans Br. Le rayon d’un SFT
X peut alors être défini comme le plus petit r tel qu’il y ait une famille F de
rayon r telle que X = XF .

Un SFT peut être défini aussi bien par motifs interdits que par motifs au-
torisés : pour une famille de motifs interdits F de rayon r les motifs autorisés
sont ΣBr \ F , le complémentaire des motifs interdits sur leur domaine.

La classe des SFTs est à mettre en relation avec les tuiles de Wang [Wan61].



1.1. SOUS-SHIFTS 7

Soit Q un ensemble fini de couleurs, une Tuile de Wang est un
quadruplet d’éléments de Q. On peut voir une tuile de Wang comme
un carré dont les côtés sont coloriés :

Un jeu de tuiles est un ensemble fini de tuiles de Wang. On dit qu’un
jeu de tuiles τ pave le plan si l’on peut placer sur chaque point de
Z2 une copie d’une des tuiles de τ de manière à ce que deux tuiles
adjacentes aient leurs bords communs de même couleur. On appelle
une telle décoration de Z2 un pavage valide ou simplement pavage.
L’ensemble des pavages valides par un jeu de tuiles est un espace de
pavages.

Définition 1.1.5 Tuile de Wang

La figure 1.3 montre un exemple de jeu de tuiles ainsi qu’un pavage associé.

τ = { , }

Figure 1.3 – Un exemple de jeu de tuiles et un pavage associé.

Notons que les pavages par le jeu de tuiles τ de la figure 1.3 et les points du
sous-shift de la figure 1.2, sont égaux à renommage des tuiles/symboles près.
Mais est-ce que tout SFT peut être “converti” en espace de pavages et inverse-
ment ?

Il est clair qu’un espace de pavages est un SFT : on peut voir τ comme un
alphabet, la famille de motifs interdits est alors formée de tous les motifs 2× 1
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et 1×2 dont les couleurs sur le côté adjacent ne sont pas les mêmes. L’ensemble
des pavages est donc un sous-shift de τZ

2

. On notera Xτ le SFT de dimension 2
produit par un jeu de tuiles.

Réciproquement, une famille de motifs interdits F peut être convertie en
jeu de tuiles de manière à ce que son espace de pavages soit “isomorphe 1” au
SFT XF : On peut d’abord supposer, sans perte de généralité, que le support
des motifs interdits de F est Bn. À chaque motif autorisé par F on associe la
tuile de Wang où la couleur du haut est formée des n − 1 lignes du haut du
motif, celle du bas des n − 1 lignes du bas, celle de gauche des n − 1 colonnes
de gauche et celle de droite des n − 1 colonnes de droite. La figure ci-dessous
montre comment à partir d’un motif 3 × 3 autorisé, on construit une tuile de
Wang.

Un pavage par ce jeu de tuiles correspond exactement à une configuration de
XF , et on peut déduire de chaque tuile le symbole associé dans l’alphabet du
SFT.

Ce lien entre les SFTs et tuiles de Wang est important, dans le sens où
la plupart des résultats ayant trait à l’aspect algorithmique ont été prouvés
dans ce formalisme. Par exemple, Berger [Ber64, Ber66] a prouvé qu’il était
indécidable de savoir si un jeu de tuiles donné pouvait paver le plan. C’est à
dire qu’il est indécidable de savoir si un SFT est vide. Levin [Lev86] a par
exemple utilisé les tuiles de Wang pour donner un problème complet lorsqu’il a
défini la complexité moyenne d’un problème. Harel [Har85] s’en est servi afin de
montrer des problèmes complets pour certaines classes de complexité, mais aussi
pour certaines classes d’indécidabilité. Emde Boas [Emd97] a d’ailleurs montré
que les tuiles de Wang sont un outil idéal pour faire des réductions.

1.1.3 Quelques opérations sur les sous-shifts
On présente ici quelques opérations sur les sous-shifts de même dimension

par lesquelles la classe 2 du sous-shift transformé est stable :
– La première opération est l’union disjointe que l’on note t. Si X,Y sont

deux sous-shifts du même type, alors leur union disjointe X t Y est le
sous-shift défini sur l’alphabet ΣX tΣY où les règles sur chaque alphabet
sont conservées et où l’on interdit en plus à des symboles de ΣX d’être
voisins de symboles de ΣY .

– La seconde est la superposition, que l’on peut également voir comme un
produit cartésien : Soient X,Y deux sous-shifts du même type, le pro-
duit cartésien X×Y , peut être vu en pratique comme un sous-shift défini
sur l’alphabet ΣX × ΣY où les règles de X (resp. Y ) s’appliquent sur la

1. La bonne notion est la conjugaison, nous la définissons plus loin.
2. Nous verrons dans la suite d’autres classes de sous-shifts, comme les sous-shifts effectifs

ou sofiques, qui sont également stables par ces opérations.
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composante des symboles de ΣX (resp. ΣY ). On peut également interdire
certaines superpositions de symboles en retirant simplement celles-ci de
l’alphabet ou encore en rajoutant cette superposition comme motif inter-
dit. En pratique, même lorsque l’on imposera des conditions de superposi-
tions, on notera toujours (de manière abusive) la superpositionX×Y , bien
que formellement ce soit un sous-shift inclus dans celle-ci. On appelera X
et Y des couches, ou encore des composantes du sous-shift.

1.1.4 Aspects topologiques des sous-shifts

La topologie joue un rôle important dans l’étude des sous-shifts, en grande
partie car ceux-ci sont des espaces compacts et que les techniques d’extraction
y sont donc utilisables. On pourra consulter le livre de Kuratowski [Kur66] pour
des rappels de topologie.

La topologie usuelle

On peut définir une topologie sur les configurations à l’aide de la distance

d(x, y) = 2−min{‖z‖∞ | z∈Zd,x(z)6=y(z)}

où ‖z‖∞ = maxi |zi|. Avec cette distance, plus la portion sur laquelle deux
configurations coincident au centre est grande, plus elles sont proches. Dans
cette topologie, les cylindres

Cm =
{
x ∈ ΣZd

∣∣∣ x|Pm
= m

}
,

où m est un motif, forment une base d’ouverts/fermés. Cette topologie s’étend
naturellement aux sous-shifts, qui sont des espaces compacts dans celle-ci :

Théorème 1.1.1 (Compacité des XF ). Pour toute famille de motifs interdits
F , l’espace XF est compact.

Preuve. Soit (c0i )i∈N une suite de configurations de XF . D’après le principe Pigeon-
Trou 3, il existe une infinité de configurations de (c0i ) contenant le même symbole
au centre. On note (c1i )i∈N cette suite de configurations. Parmi les (c1i )i∈N il y a une
infinité de configurations coïncidant sur la boule de rayon 2. On construit ainsi une
infinité de suites (cni )i∈N, où (cn+1

i ) est extraite de (cni ) et dont tous les éléments
sont identiques sur la boule de rayon n + 1 au centre. Si l’on prend la sous-suite
(ci0)i∈N de (c0i ) celle-ci converge vers la configuration c qui est égale à cn0 sur la
boule de rayon n. Comme toute zone arbitrairement grande de c apparaît dans une
configuration valide, c ∈ XF .

Une conséquence intéressante de la compacité des sous-shifts, est que si l’on
prend un sous-shift X = XF , et que (xi)i∈N est une suite de configurations pour
laquelle le i-bloc au centre de xi est admissible, alors xi → x ∈ X.

La condition de shift-invariance à elle seule ne suffit pas à caractériser les
sous-shifts, elle n’implique en effet pas la compacité de l’espace : par exemple

3. Certaines personnes appellent ce principe, principe de Dirichlet, principe Chaussette-
Tiroir, ou encore simplement lemme des tiroirs, l’auteur de ce mémoire pense, éventuellement
à tort, qu’ils ont tort et que l’appellation principe Pigeon-Trou mériterait d’être généralisée.
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l’ensemble des configurations contenant exactement un symbole 1, est shift-
invariant mais n’est pas un sous-shift, car la suite ci de configurations où le 1
est en position (i, i) converge vers la configuration uniforme avec uniquement
des 0 ne faisant pas partie de l’ensemble.

Théorème 1.1.2. Les sous-shifts sont exactement les sous-ensembles fermés,
shift-invariants de ΣZd

.

Preuve. Soit X ⊆ ΣZd

un ensemble fermé, shift-invariant. Soit F l’ensemble
des motifs n’apparaissant dans aucune configuration de X. Clairement X ⊆ XF .
Prenons maintenant une configuration c ∈ XF , par shift-invariance, tout motif de c
apparaît au centre d’une configuration de X, on a donc une suite de configurations
de X convergeant vers c. Comme X est fermé, c ∈ X, donc X ⊆ XF .

Soit XF un sous-shift. Il est shift invariant et d’après le théorème 1.1.1 il est
fermé.

Fonctions continues commutant avec le shift

Après avoir défini une topologie, il est naturel de considérer les fonctions
continues par rapport à cette topologie. Cependant, dans notre cadre les fonction
intéressantes sont celles qui commutent avec le shift. On dit qu’une application
g commute avec le shift si g ◦ σz = σz ◦ g pour tout z ∈ Zd. En particulier, il
suffit que g commute avec les σei où les ei forment la base usuelle de Zd.

Théorème 1.1.3 (Curtis, Hedlund, Lyndon [Hed69]). Soient X,Y deux sous-
shift quelconques et G : X → Y une application continue commutant avec le
shift, alors il existe r et g : ΣBr

X → ΣY tels que

∀x ∈ X,∀z ∈ Zd, G(x)(z) = g(x|z+Br
).

On appellera r le rayon de g.

Preuve. Application directe de la définition de continuité.

Ce théorème montre, en substance, que si une application continue commute
avec le shift, alors elle est locale. Par abus de notation on notera souvent de la
même manière la fonction locale g et la fonction globale G.

Les fonctions de ce type le plus souvent étudiées dans notre cadre sont les
fonctions de conjugaison et de factorisation. Nous les étudierons plus en détail
par la suite.

SoientX,Y deux sous-shifts, on dit qu’ils sont conjugués si et seule-
ment s’il existe une fonction de conjugaison de l’un vers l’autre : une
fonction continue bijective commutant avec le shift F : X → Y .

Définition 1.1.6 Conjugaison
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Soient X,Y deux sous-shifts, on dit que X se factorise sur Y si et
seulement s’il existe une fonction continue surjective commutant avec
le shift F : X → Y . On dit que Y est un facteur de X.

Définition 1.1.7 Factorisation

Soient X,Y deux sous-shifts, on dit que X se plonge dans Y , on
note X ↪→ Y , si et seulement s’il existe une fonction continue injective
commutant avec le shift F : X → Y . On dit que F est un plongement
de X dans Y .

Définition 1.1.8 Plongement

1.1.5 Autres types de sous-shifts
Nous avons mentionné précedemment l’existence d’autres types de sous-

shifts : les sous-shifts sofiques et effectifs. Ceux-ci sont des classes de sous-shifts
qui recouvrent respectivement les facteurs de SFTs et les sous-shifts dont les
contraintes sont descriptibles algorithmiquement.

Sous-shifts sofiques

Une extension naturelle des tuiles de Wang est de rajouter une couleur sup-
plémentaire au centre de chaque tuile, comme en figure 1.4a. On peut alors pour
chaque pavage, ne conserver que cette information par le biais d’une projection.
Ainsi si la couleur supplémentaire vient d’un alphabet C, chaque pavage est
alors associé à un coloriage du plan par C, donc une configuration. On appel-
lera ces tuiles de Wang des tuiles décorées, et l’espace de pavages associé un
espace de pavages décoré.

Les ensembles de configurations générés de cette manière sont appelés des
sous-shifts sofiques. La classe des sous-shifts sofiques a été introduite initia-
lement par Weiss [Wei73] comme la clôture par factorisation de la classe des
SFTs.

Un sous-shift Y est sofique si et seulement s’il existe un SFT X
une fonction continue surjective commutant avec le shift G : X → Y
telle que G(X) = Y

Définition 1.1.9 Sous-shift sofique

Il faut toutefois prouver que les espaces ainsi définis sont bien des sous-shifts :
Preuve. X étant compact et G étant continue, G(X) est compact. De plus, G(X)
est shift-invariant.

Il y a au moins trois définitions équivalentes des sous-shifts sofiques, dont
les deux précédentes :
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(a) Des tuiles de Wang avec une information supplémentaire au centre.

(b) Les configurations du sous shift X, il peut être défini par un ensemble fini de
contraintes.

(c) Les configurations du sous shift Y , qui ne peut pas être défini
à l’aide d’une collection finie de motifs interdits.

Figure 1.4 – En (b) et (c), deux sous-shifts X,Y , X se factorise sur Y en
tranformant le symbole en , et en tranformant tous les autres symboles en
. En (a) des tuiles de Wang avec lesquelles tout pavage valide se transforme en

une configuration de Y quand on ne retient que la couleur au centre de chaque
tuile. Notons que le sous-shift Y n’est pas de type fini.
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1. Les sous-shifts sofiques sont les facteurs de SFTs.
2. Les sous-shifts sofiques sont les projections des espaces de pavages décorés

sur leur décoration.
3. Les sous-shifts sofiques sont les projections vers un alphabet C2 de SFTs

définis sur un alphabet C1 × C2.
Preuve. On va prouver l’équivalence de ces définitions dans le sens (1) ⇒ (3) ⇒
(2)⇒ (1) :

(1)⇒ (3) Soit Y un sous-shift sofique défini par un SFT X et une factorisation
G de rayon r. Prenons le SFTX×Y où un symbole a ne peut apparaître sur la
deuxième composante Y que si c’est l’image par G de son voisinage Br. Clai-
rement, les configurations formées uniquement de la deuxième composante
sont exactement les configurations de Y .

(3)⇒ (2) Soit Y un sous-shift sofique défini par un sous-shift XF × Y et la
projection lettre à lettre canonique π, on a vu dans la section 1.1.2 comment
on pouvait transformer un SFT en tuiles de Wang. On transforme donc F en
tuiles de Wang, que l’on décore avec la lettre de Y associée.

(2)⇒ (1) Les tuiles de Wang décorées forment l’alphabet du SFT constitué par
ses pavages, la fonction de factorisation est alors triviale.

La classe des sous-shifts sofiques contient les SFTs. Mais un sous-shift sofique
n’est pas nécéssairement de type fini. Par exemple le sous-shift Y défini à la
figure 1.4c n’est pas de type fini, alors qu’il est facteur de X qui est de type
fini :
Preuve. Si Y était de type fini, alors il existerait une famille F de motifs interdits
de rayon r telle que Y = XF . La configuration c1 contenant exactement un point
noir et la configuration c2 en contenant exactement deux à distance plus grande
que 3r ayant exactement les mêmes motifs de taille r appartiendraient alors toutes
les deux à XF . Donc Y n’est pas un SFT.

Sous-shifts effectif

Les SFTs et sous-shifts sofiques sont intéressants parce qu’ils sont simples à
décrire, c’est à dire qu’ils sont définissables de manière finie. Une autre classe de
sous-shifts intéressante est celle de sous-shifts effectifs, c’est à dire ceux que l’on
peut définir à l’aide d’une famille de motifs interdits générée par un algorithme.

Un sous-shift effectif X est un sous-shift pour lequel il existe une
famille de motifs interdits récursivement énumérable F telle que X =
XF . C’est à dire qu’il existe une machine de Turing M qui énumère les
motifs de F .

Définition 1.1.10 Sous-shift effectif

On a en figure 1.5 un exemple de sous-shift effectif, celui-ci est constitué de :
– toutes les configuration sur l’alphabet

{
,
}

– dès que le symbole apparaît, alors il n’y a que ce symbole dans la même
colonne, et aucune autre colonne avec celui-ci. De plus, la partie à gauche
de la colonne est le symétrique de celle à droite.
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Σ = { , , }

F =
{

, , ,
}
∪

⋃

n∈N

{

n
,

n n
,

n n

}

(a) Les quatre premiers motifs forcent un colonne à être composée soit uniquement de rouges,
soit de blancs et/ou de noirs. Les motifs suivants forcent à ce qu’il y ait au plus une colonne
rouge et à ce que quand une colonne rouge apparaît les symboles soient symétriques des deux
côtés.

(b) Un point de ce sous-shift comportant une colonne rouge, la partie à gauche de la colonne
est le symétrique par rapport à celle-ci de la partie à droite.

Figure 1.5 – Exemple de sous-shift effectif : en (a) les motifs interdits qui le dé-
finissent et en (b), un exemple de configuration comportant une ligne rouge. Les
configurations ne comportant pas de ligne rouge sont toutes les configurations
sur les deux symboles restant.

On peut aisément remarquer qu’un sous-shift est effectif s’il existe une famille
récursive de motifs interdits le définissant. En effet, on peut transformer une fa-
mille de motifs interdits récursivement énumérable en famille de motifs interdits
récursive en rendant son énumération croissante : l’énumération fait croître le
support des motifs. Pour faire cela, on prend une énumération quelconque, à
chaque nouveau motif interdit m de l’énumération initiale, on fait correspondre
un nombre fini de motifs interdits de support Bn, avec Pm ⊆ Bn, qui sont tous
les motifs m′ de ΣBn tels que m′|Pm

= m. On a ainsi rendu l’énumération des
motifs interdits croissante, on peut donc décider si un motif appartient à notre
nouvel ensemble de motifs interdits, ce dernier est donc récursif.

Un sous-shift sofique est effectif, en revanche un sous-shift effectif n’est pas
nécessairement sofique : Par exemple, le sous-shift de la figure 1.5, que l’on
notera X, n’est pas sofique :
Preuve. Supposons que X soit sofique, il existe alors un jeu de tuiles de Wang
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décorées τ contenant K tuiles et une projection de rayon 1 π telle que π(Xτ ) = X.
On s’intéresse maintenant uniquement aux configurations contenant une ligne rouge
verticale d’abscisse 0 : le symbole en (i, j) est le même que celui en (−i, j).

Prenons une boule B = z + Bn avec z ∈ Zd, telle que pour tout i, (0, i) 6∈ B :
il y a 2n

2

motifs possibles avec ce support dans ces configurations. Il y a donc au
moins 2n

2

préimages distinctes de ces motifs par π qui apparaissent dans celles-ci.
Mais il y a au plus K4n bordures possibles pour ces préimages, donc si l’on a choisi
n suffisamment grand, il y a deux préimages m1,m2 de motifs différents ayant la
même bordure 4. Soit x1 une configuration qui contient l’image de m1 et x2 une
qui contient l’image de m2, on peut remplacer m1 dans la préimage de x1 par m2,
l’application de π donne alors une configuration contenant une ligne rouge mais non
symétrique par rapport à celle-ci. X n’est donc pas sofique.

On peut adapter cette preuve en n’importe quelle dimension, prouvant ainsi
que les sous-shifts effectifs de dimension d ne sont pas des sous-shifts sofiques
de dimension d. Il existe cependant un lien entre les sous-shifts sofiques de
dimension d+ 1 et les sous-shifts effectifs de dimension d. On peut prouver que
le relèvement d’un sous-shift effectif en dimension supérieure est sofique.

Soit X ⊆ ΣZd

un sous-shift de dimension d, le relevement de X en
dimension d+k est le sous-shiftX ′ ⊆ ΣZd+k

dont les configurations sont
les configurations de X identiques sur les dimensions supplémentaires.

Définition 1.1.11 Relèvement

Par exemple, le relèvement d’un sous-shift X de dimension 1 en dimension 2
est le sous-shift constitué des configurations dont toutes les lignes sont identiques
et égales à un point de X.

Théorème 1.1.4 (AS, Hochman [Hoc09b], Durand, Romashchenko et Shen
[DRS10]). Un sous-shift X de dimension d est effectif si et seulement si son
relèvement en dimension d+ 1 est sofique.

Ce théorème nous permettra en particulier de construire des sous-shifts so-
fiques de dimension d + 1 simplement en décrivant le sous-shift effectif de di-
mension d correspondant.

1.1.6 Sous-shifts de dimension 1

Bien que les objets que nous étudions principalement dans cette thèse soient
des sous-shifts de dimension supérieure à 2, nous aurons occasionnellement be-
soin de résultats sur les sous-shifts de dimension 1. Les SFTs et sous-shifts
sofiques de dimension 1 ont été extensivement étudié, un excellant ouvrage ré-
capitulant les principaux résultats est le livre de Lind et Marcus [LM95]. Nous

4. Il s’agit à nouveau d’une application du principe Pigeon-Trou.
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nous intéressons ici spécifiquement à un aspect, celui de la périodicité :

Un point x ∈ ΣZ est périodique si son orbite {σk(x) | k ∈ Z} est
finie.

Définition 1.1.12

De manière équivalente un point x est périodique s’il existe un mot w ∈ Σ∗

tel que x = · · ·www · · · . Nous aurons besoin de la propriété suivante par la
suite :

Propriété 1.1.1. En dimension 1 tout SFT non vide contient un point pério-
dique.

Afin de montrer cette propriété, nous allons montrer le lien qu’il peut y avoir
entre les sous-shifts sofiques de dimension 1 et les graphes orientés. Un graphe
est un couple (V,E). Les éléments de V sont appelés noeuds et ceux de E des
arêtes. Une arrête a a un noeud de départ noté t(a) et un noeud d’arrivée noté
h(a).

Soit G = (V,E) un graphe orienté, on définit le sous-shift XG en-
gendré par G de la manière suivante :

XG =
{
x ∈ EZ ∣∣ Pour tout i ∈ Z, h(xi) = t(xi+1)

}

Définition 1.1.13 SFT engendré par un graphe

Un tel sous-shift est clairement de type fini, les motifs interdits étant tous les
mots fg tels que h(f) 6= t(g). Ce que l’on souhaite montrer est que tout sous-
shift de type fini est équivalent à un tel graphe. Il y a toutefois un problème : tel
qu’exprimé ici, le SFT engendré par un graphe est nécessairement de rayon 1,
alors qu’il y a des SFTs de rayons plus grands. On peut cependant transformer
n’importe quel SFT de rayon r en un SFT de rayon 1 en augmentant simplement
l’alphabet, qui est alors Σ2r+1. C’est-à-dire en incorporant la mémoire dans
l’alphabet. Ainsi le point

· · ·x−r · · ·x−1x0x1 · · ·xr · · ·

devient le point

· · ·




x−2r
...

x−r
...
x0



· · ·




x−r−1
...

x−1
...

xr−1







x−r
...
x0
...
xr







x−r+1

...
x1
...

xr+1



· · ·




x0
...
xr
...
x2r



· · ·

dans le nouveau SFT, qui est maintenant de rayon 1. On obtient donc le théo-
rème suivant :
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Théorème 1.1.5. Tout SFT X de dimension 1 est représentable par un graphe
G, dont les chemins biinfinis correspondent aux points de X.

On peut directement déduire de ce théorème la propriété 1.1.1, car pour
qu’il y ait une marche biinfinie sur un graphe, il est nécéssaire que ce dernier
contienne un cycle : un chemin passant uniquement par ce cycle est périodique
et appartient au SFT.

La propriété 1.1.1 n’est en revanche pas nécessairement vraie pour les sous-
shifts de dimension 1 qui ne sont pas de type fini ou sofiques. Par exemple le
sous-shift effectif où l’on interdit tous les mots awawa, où a est une lettre et
w un mot, ne peut pas contenir de point périodique mais est non-vide car il
contient au moins le mot de Prouhet-Thue-Morse [Thu12, Mor21].

En dimension 2, une généralisation de cette représentation par un graphe a
été donnée par Nasu [Nas95] sous la forme des systèmes textiles : deux graphes
et un homomorphisme entre ces graphes.

1.1.7 Périodicité, quasipériodicité et minimalité

La périodicité est une propriété des configurations essentielle à l’étude des
SFTs. On a vu, avec la propriété 1.1.1, qu’en dimension 1 tout SFT non-vide
contenait un point périodique. Cette particularité permet de décider algorithmi-
quement si un SFT est vide, grâce au fait que si un SFT est vide, par compacité,
il existe un rayon r tel qu’il n’existe aucun motif admissible de support Br. La
procédure est alors simple, on cherche à remplir des boules Br pour r de plus
en plus grand jusqu’à ce que cela soit impossible, ou que l’on remarque que l’on
peut construire une configuration périodique.

Mais en dimensions supérieures, un SFT non vide n’a pas forcément de point
ayant un vecteur de périodicité et savoir si un SFT est vide devient indécidable,
comme nous le verrons plus tard (section 1.2.3).

Soit c une configuration, on appelle vecteur de périodicité de c tout
vecteur v ∈ Zd tel que σv(c) = c, on dira aussi que c est périodique
selon v. Le vecteur nul est toujours un vecteur de périodicité.

Définition 1.1.14 Vecteur de périodicité

Pour les SFTs de dimension d = 1, avoir un vecteur de périodicité non nul est
équivalent à avoir une orbite

{
σz(x)

∣∣ z ∈ Zd
}
finie. On peut donc généraliser

la notion de périodicité aux dimensions supérieures en gardant cette définition
par orbites finies. Celle-ci est équivalente à la définition en termes de vecteurs
de périodicité suivante :

Une configuration c est périodique s’il existe n ∈ N∗ tel que pour
tout 1 ≤ i ≤ d, σnei(c) = c.

Définition 1.1.15 Configuration périodique
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Figure 1.6 – A gauche un fragment de configuration périodique, les deux vec-
teurs de périodicité sont mis en évidence. A droite une configuration avec un
vecteur de périodicité non-nul.

Cette définition est aussi équivalente à avoir d vecteurs de périodicité non
colinéaires. Nous étudierons de manière approfondie les notions de périodicité
en dimensions d ≥ 2 au chapitre 3.

Wang [Wan60, Wan61], après avoir introduit les tuiles, a conjecturé que la
pavabilité du plan (savoir si un SFT en dimension 2 est non-vide) était décidable.
Cette conjecture, fausse, était partiellement due à l’intuition conférée par le
théorème suivant, qui ramène la notion de périodicité à l’existence d’un vecteur
de périodicité :

Théorème 1.1.6. En dimension 2, tout SFT admettant un point ayant un
vecteur de périodicité non nul admet un point périodique.

Remarque 1.1.1. Nous ne donnons pas la preuve de ce théorème ici, car elle
découle directement du lemme 3.1.2 que nous montrerons plus tard et de la
propriété 1.1.1.

Ceci laissait penser que la situation allait être similaire à la dimension 1 en
dimensions supérieures. Ce n’est pas le cas : il existe des SFTs non vides ne
contenant aucun point admettant un vecteur de périodicité non nul. L’existence
de tels SFTs, que l’on nomme apériodiques n’est pas évidente, Berger [Ber66,
Ber64] montra en même temps leur existence et l’indécidabilité de la pavabilité
du plan. Par la suite de nombreux SFTs apériodiques ont été construits par
Robinson [Rob71], Kari [Kar96], Culik II [Cul96], Durand, Romashchenko et
Shen [DRS09], Durand, Romashchenko et Shen [DRS12], Poupet [Pou10].

La figure 1.6 montre une configuration périodique et une configuration avec
un seul vecteur de périodicité en dimension 2.

En dimension supérieure à 2, un SFT n’a pas nécéssairement de point pé-
riodique, mais on peut néanmoins prouver que tous les SFTs ont au moins une
configuration quasipériodique, et donc avec une certaine régularité :
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Un configuration c est quasipériodique/minimale pour tout motif
p de taille n, il existe m, tel que dans toute position z ∈ Zd, c|z+Bm

contient le motif p. On appelle Bm la fenêtre de p. On dira qu’une
configuration est strictement quasipériodique si elle est quasipériodique
mais pas périodique.

Définition 1.1.16 Configuration quasipériodique/minimale

Ainsi, une configuration périodique est quasipériodique. On obtient alors un
analogue de la propriété 1.1.1 qui est vraie en toute dimensions est la suivante :

Propriété 1.1.2 (Durand [Dur99]). Tout sous-shift non-vide contient une confi-
guration quasipériodique.

On peut même aller plus loin, avec la notion de minimalité :

Un sous-shift minimal est un sous-shift X non vide tel qu’il n’existe
pas de sous-shift Y ( X non vide.

Définition 1.1.17 Sous-shift minimal

Intuitivement, un sous-shift minimal est un sous-shift dont tous les points
contiennent les mêmes motifs. En effet, si un point contient un motif qui n’est
pas dans certains autres, on peut interdire ce motif et obtenir un sous-shift non
vide inclus dans celui-ci.

La propriété qui nous intéresse est la suivante :

Propriété 1.1.3 (Birkhoff [Bir12]). Tout sous-shift non vide contient un sous-
shift minimal.

Le lien entre la quasipériodicité et la minimalité est dû au résultat ci-dessous.

Théorème 1.1.7. Un sous-shift minimal ne contient que des configurations
quasipériodiques.

Preuve. Soit X un sous-shift minimal, supposons qu’il contienne une configuration
c qui ne soit pas quasipériodique. Il existe alors un motif m qui n’apparait pas dans
des zones arbitrairement grandes de c. On a donc une suite croissante de motifs
extensibles mi dont aucun ne contient m, par compacité, on peut extraire de cette
suite une suite convergeant vers une configuration c′, ne contenant pas m. Si l’on
ajoute aux motifs interdits de X le motif M , celui-ci n’est donc pas vide, il contient
donc strictement un autre sous-shift non vide.

Inversement, une configuration quasipériodique engendre un sous-shift mi-
nimal.

1.1.8 Conjugaison et invariants de conjugaison
Une des premières choses que l’on peut être amené à remarquer sur les sous-

shifts est que le même sous-shift peut être défini par de nombreuses familles
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de motifs interdits différentes. Par exemple, le premier exemple de sous-shift
(figure 1.2) peut être défini par les deux ensembles de motifs interdits suivants
sur l’alphabet { , } :

F1 =
{

, , , , ,
}

F2 =
{

, , ,
}

Plus généralement, on souhaite pouvoir déterminer si deux sous-shifts sont
égaux ou s’ils ont les mêmes configurations à un recodage près. La notion d’iso-
morphisme qui capture parfaitement l’équivalence entre deux sous-shifts est la
conjugaison, voir la définition 1.1.6.

La conjugaison correspond à un codage local réversible. Informellement, deux
sous-shifts sont conjugués si l’on peut faire correspondre les configuration de l’un
et de l’autre deux à deux, simplement par un renommage des couleurs dépendant
uniquement d’un voisinage fini. Par exemple, les deux sous-shifts de la figure 1.7
sont conjugués.

La conjugaison peut être vue comme une relation d’équivalence et sépare les
sous-shifts en classes où tous les éléments sont conjugués. Savoir si deux sous-
shifts appartiennent à une même classe est le problème de la classification des
sous-shifts.

Cette classification est intéressante parce que les éléments d’une même classe
partagent de nombreuses propriétés et caractéristiques, et en particulier ont une
même dynamique. Une propriété ou un objet associé à un sous-shift qui est
préservé par conjugaison est appelé invariant par conjugaison :

Un invariant de conjugaison est un objet o(X) associé à un sous-
shift X, tel que si X et Y sont deux sous-shifts conjugués, alors o(X) =
o(Y ).

Définition 1.1.18 Invariant de conjugaison

L’entropie est l’invariant de conjugaison le plus étudié :

L’entropie h(X) d’un sous-shift X est définie par

h(X) = lim
n→∞

log #En (X)

#Bn

Définition 1.1.19 Entropie

L’entropie est une mesure de la croissance du nombre de motifs de taille n
qui apparaissent dans les points du sous-shift.

Les invariants de conjugaison permettent souvent de prouver de manière
simple que deux sous-shifts ne sont pas conjugués. Ainsi, il suffit par exemple
de prouver que deux sous-shifts n’ont pas la même entropie pour savoir qu’ils
ne sont pas conjugués.
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(a) Configurations du sous-shift X

(b) Configurations du sous-shift Y

(c) Fonction locale
correspondant à la
fonction de conju-
gaison F : X → Y .

(d) Fonction lo-
cale de son inverse
F−1 : Y → X.

Figure 1.7 – Deux sous-shifts conjugués ainsi qu’une fonction de conjugaison
et son inverse.

Théorème 1.1.8. L’entropie est un invariant de conjugaison.

Preuve. Soient X,Y deux sous-shifts conjugués. On peut supposer sans perte de
généralité que la fonction de conjugaison et son inverse ont un rayon r, et on a
donc :

#En−r (X) ≤ #En (Y ) ≤ #En+r (X)

#En−r (X)

#Bn−r
· #Bn−r

#Bn
≤ #En (Y )

#Bn
≤ #En+r (X)

#Bn+r
· #Bn+r

#Bn
Le passage à la limite, étant donné que limn→∞

#Bn±r

#Bn
= 1, donne le résultat.

Avec l’entropie, on peut voir trivialement par exemple que le full-shift sur k
symboles n’est pas conjugué au full-shift sur k′ symboles quand k 6= k′.
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En dimension 1 l’entropie d’un SFT est le logarithme du rayon spectral de la
matrice le représentant. Les entropies y ont été caractérisées, par Lind [Lin84],
comme étant les logarithmes de nombres de Perron multipliés par un rationnel
positif. En dimensions supérieures, il existe également une caractérisation, qui
n’est plus algébrique mais de nature calculatoire :

Théorème 1.1.9 (Hochman et Meyerovitch [HM10]). Pour d ≥ 2, la classe
des entropies des SFTs (resp. sous-shifts sofiques) d-dimensionnels est la classe
des réels positifs récursivement énumérables par la droite 5.

Il est aisé de voir que l’entropie est récursivement énumérable par la droite :
il suffit de noter que #An (X) ≥ #En (X), puis de noter que remplacer le
nombre de motifs extensibles par le nombre de motifs admissibles dans la formule
définissant l’entropie ne change pas la limite. Comme le nombre de n-blocs
admissibles est calculable, on a le résultat. La réalisation de tous les nombres
réels récursivement énumérables par la droite comme entropies de SFTs est en
revanche difficile.

Un second invariant intéressant et utile est le nombre de points périodiques :

Théorème 1.1.10. La suite (pn(X))n∈N∗ où pn(X) est le nombre de points de
X de plus petite période n est un invariant de conjugaison.

Preuve. Remarquons tout d’abord que l’invariant est bien défini, car il ne peut y
avoir qu’un nombre fini de points périodiques de période n. Soient X et Y deux
SFTs conjugués, et h leur fonction de conjugaison. Soit x ∈ X, si x est périodique
de période p, alors h(x) est aussi périodique de période p. Si de plus p est la plus
petite période de x, alors c’est aussi la plus petite période de h(x) : en effet, si h(x)
avait une plus petite période que p, alors comme x = h−1(h(x)), celle-ci serait
aussi une période de x, ce qui est impossible.

En dimension 1, la suite (pn)n∈N∗ correspond exactement à la suite (trAn)n∈N∗
des traces des puissances A, la matrice représentant le SFT. Nous donnerons
une caractérisation de cette suite au chapitre 3 pour les dimensions supérieures
à 2.

1.2 Calculabilité

Dans cette section nous commençons par introduire les notions de réduction
pour les sous-ensembles de N et la hiérarchie arithmétique. Ensuite nous donnons
le premier lien entre SFTs et calculabilité : la preuve de l’indécidabilité de la
pavabilité du plan. On pourra consulter le livre de Rogers [Rog87] pour une
introduction en profondeur à la calculabilité.

Nous travaillerons toujours sur des machines de Turing à ruban semi-infini,
où la tête peut aller dans trois directions : à gauche, à droite ou encore rester
sur place.

On dira qu’une fonction ψ est récursive ou calculable s’il existe une machine
de Turing la calculant. On note ψ(x) ↓ quand la fonction est définie en x (en

5. On rappelle qu’un nombre réel récursivement énumérable par la droite est un nombre h
s’il existe une suite (hn)n∈N de rationnels tels que hn → h et hn ≥ h. Cette notion correspond
à la classe des nombres réels Π0

1 de la hiérarchie arithmétique de nombres réels de Zheng et
Weihrauch [ZW01].
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particulier, on noteraM(x)↓t quand la machineM s’arrête au bout de t étapes)
et ψ(x)↑ lorsqu’elle ne l’est pas. Une fonction récursive est totale quand pour
tout n ∈ N, ψ(n)↓.

Un problème désignera dans la suite un sous-ensemble de N, une “solution”
au problème étant un élément de ce sous-ensemble. Un problème est dit récursif
si sa fonction caractéristique est récursive. On peut représenter un problème
par un élément x de {0, 1}N : un élément x de {0, 1}N est récursif s’il existe une
machine de Turing qui prenant en entrée i retourne xi. Un problème A est dit
récursivement énumérable (resp. co-récursivement énumérable) s’il existe une
machine de Turing qui énumère les éléments de A (resp. N \A).

Dans la suite, (Mi)i∈N (resp. (MA
i )i∈N) désignera une énumération accep-

table des machines de Turing (resp. des machines de Turing à oracle avec oracle
A).

1.2.1 Réductions et degrés Turing

Une fonction ψ : {0, 1}N → {0, 1}N est récursive s’il existe une machine de
Turing à oracle M qui avec oracle x calcule ψ(x), c’est à dire Mx(i) = ψ(x)i.
Il est intéressant de noter qu’une fonction ψ : {0, 1}N → {0, 1}N récursive est
nécessairement continue (use principle).

Pour deux suites infinies x, y ∈ {0, 1}N (que l’on peut également voir comme
des fonctions caractéristiques de sous-ensembles A,B de N), on dit que x ≤T y
(x se réduit à y) si il existe une fonction récursive φ : {0, 1}N → {0, 1}N tel que
φ(y) = x, il s’agit de la réduction Turing . Si x ≤T y et x ≥T y, on note x ≡T y.
La relation ≡T est une relation d’équivalence, et les classes d’équivalence par
cette relation sont appelés degrés Turing , on note degT x le degré Turing de x.
La relation ≤T s’étend naturellement aux degrés Turing.

La réduction Turing permet d’ordonner les problèmes en fonction de leur
difficulté. Cet ordre n’est pas total : il existe des degrés Turing incomparables.
Le degré Turing le plus simple est 0, celui des ensembles récursifs.

Le jump Turing d’un ensemble A, noté A′ est l’ensemble suivant

A′ =
{
n
∣∣MA

n (n)↓
}
.

Pour n’importe quel problème A, on a A <T A
′. On peut définir inductivement

A(n+1) =
(
A(n)

)′
, avec A(0) = A.

Il y a d’autres notions de réduction, et en particulier la réduction many-one
≤m, qui est plus classique. Soient A,B ⊆ N, on dit que A ≤m B s’il existe
une fonction récursive totale f : N → N telle que x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B pour
tout x ∈ N. Si l’on voit A,B comme des éléments x, y de {0, 1}N, alors x ≤m y
si il existe une fonction récursive totale f telle que xi = yf(i). Il est clair que
si x ≤m y, alors x ≤T y, le contraire n’étant pas vrai. On peut aussi définir
des degrés many-one de manière analogue aux degrés Turing, nous n’en aurons
cependant pas l’usage ici.

On dira que deux ensembles A,B sont récursivement isomorphes s’il existe
une fonction f : A→ B bijective récursive dont l’inverse est récursif.
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1.2.2 Hiérarchie arithmétique

La hiérarchie arithmetique est une classification des problèmes par rapport
à leur caractérisation logique :

Un ensemble S ⊆ N est Σ0
n, s’il existe un prédicat récursif φ tel que

x ∈ S ⇔ ∃x1,∀x2, . . . Qxn, ψ(x, x1, . . . , xn),

où Q est un ∀ si n est impair et un ∃ sinon. Un ensemble est Π0
n si

c’est le complémentaire d’un ensemble Σ0
n et ∆0

n s’il est à la fois Σ0
n et

Π0
n.

Définition 1.2.1 Hiérarchie Arithmétique

En particulier, un ensemble S est Π0
1 s’il existe une machine de Turing M

telle que
x ∈ S ⇔M(x) ne s’arrête pas.

Inversement, un ensemble S est Σ0
1 s’il existe une machine de Turing M telle

que
x ∈ S ⇔M(x) s’arrête.

Les ensembles Σ0
1 et Π0

1 sont donc respectivement les ensembles récursivement
énumérables et co-récursivement énumérables.

On peut d’ailleurs définir la hiérarchie à partir de relativisations et donc
uniquement en termes de machines de Turing : un ensemble S est Σ0

n (resp. Π0
n)

s’il existe un ensemble A Π0
n (resp. Σ0

n) et une machine de Turing M telle que
M avec oracle A s’arrête (resp. ne s’arrête pas) sur l’entrée x si et seulement si
x ∈ S.

À l’intérieur d’une même classe Π0
n ou Σ0

n, il existe des problèmes plus durs
que les autres : les problèmes complets. Les problèmes complets sont des pro-
blèmes qui permettent de résoudre tous ceux de la même classe.

Un problème P est dit Σ0
n-dur (resp. Π0

n-dur) pour la réduction
many-one si pour tout problème A qui est Σ0

n, on a A ≤m P . Il est dit
Σ0
n-complet si en plus il est Σ0

n (resp. Π0
n).

Définition 1.2.2 Problèmes complets

En particulier, on peut voir directement que l’arrêt, 0′, est complet pour la
classe Σ0

1, et son complémentaire pour la classe Π0
1. Pour chaque niveau de la

hiérarchie il y a des problèmes complets. Le problème complet canonique pour
Σ0
n est 0(n) :

Théorème 1.2.1. 0(n) est Σ0
n-complet.

Un exemple simple de problème complet est TOTAL : TOTAL est l’en-
semble des machines de Turing qui s’arrêtent sur toutes les entrées.
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Théorème 1.2.2. TOTAL est Π0
2-complet.

Preuve. Pour voir que total est dans Π0
2, il suffit de remarquer que l’on peut

exprimer pour une machine M le fait qu’elle est totale par la formule suivante :

∀x∃tM(x)↓t

On peut bien entendu décider M(x) ↓t : il suffit de simuler t étapes de cal-
cul de M . On va maintenant prouver que le problème est Σ0

2-dur : Soit S =
{n | ∀x, ∃y, ψ(n, x, y)} un ensemble Σ0

2-dur, à chaque n ∈ N, on associe une ma-
chineMn qui sur l’entrée x teste en parallèle pour tous les y si ψ(n, x, y) et s’arrête
lorsqu’elle en a trouvé un. Ainsi,Mn(x)↓ si et seulement si ∃y, ψ(n, x, y), etMn

est totale si et seulement si ∀x, ∃y, ψ(n, x, y).

Dans la suite, nous allons nous servir du problème COFIN dans certaines
réductions : COFIN est l’ensemble des machines de Turing qui ne s’arrêtent
pas sur un nombre fini d’entrées.

Théorème 1.2.3. COFIN est Σ0
3-complet.

La preuve de ce résultat peut être trouvée dans le livre de Kozen [Koz06].
Tous les problèmes naturels ne sont pas dans la hiérarchie arithmétique :

étant donnés un SFT et un symbole, savoir si ce SFT contient une configura-
tion contenant une infinité de fois ce symbole est un problème dit analytique,
voir Harel [Har84].

1.2.3 Indécidabilité de la pavabilité du plan

On a évoqué plus tôt, en section 1.1.2, le fait que savoir si un SFT est vide
est indécidable, on donne ici une preuve ultérieure à celle de Berger, due à
Robinson [Rob71]. Celle-ci est un peu plus simple et surtout sera à la base de
certaines constructions dans la suite.

Théorème 1.2.4 (Berger [Ber64]). L’ensemble {F | XF = ∅} est Σ0
1-complet.

Il est clair que le problème est dans Σ0
1 : étant donné F , si XF est vide, alors

il existe k tel qu’il n’existe aucun motif admissible de support Bk. La preuve de
la dureté est plus ardue, nous la donnons dans la suite (théorème 1.2.5), mais
nous expliquons d’abord comment coder des calculs de machine de Turing dans
les SFTs et le jeu de tuiles de Robinson qui constituent le coeur de la preuve.

Liens entre SFTs et machines de Turing

Nous allons maintenant expliquer un codage qui explique pourquoi les SFTs
de dimension supérieure à 2 et les machines de Turing sont particulièrement liés.

Le ruban d’une machine de Turing, à une étape de temps t, peut être vu
comme un mot infini. En rajoutant l’état et la position de la tête, on a donc
toute l’information sur la machine à cette étape de temps et on peut en déduire
l’état au temps t+ 1. On peut donc représenter le ruban et l’état de la machine
au temps t par le mot suivant :

at0a
t
1 . . . a

t
i(q, a

t
i+1)ati+2 . . .
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où q est l’état dans lequel est la machine à cette étape et la tête est sur la
case où se trouve q. Entre t et t + 1, la tête bouge au plus de une case et la
lettre dans une case ne dépend que de la même case au temps précédent et de
ses deux voisines.

Le diagramme espace temps d’une machine de Turing peut donc être vérifié
à l’aide de contraintes locales. Ainsi à une machine de Turing donnée, on peut
associer un jeu de tuiles. Ce jeu de tuiles est calculable en temps linéaire à partir
de la description de la machine de Turing. L’idée est que chaque tuile contient
un morceau du ruban. On peut voir en figure 1.8 le jeu de tuiles associé à une
machine de Turing et la manière dont un diagramme espace temps est vérifié
par un jeu de tuiles.

Ainsi si l’on se donne une machine de Turing et le jeu de tuiles associé, ainsi
qu’une tuile blanche, et que l’on force la tuile en (0, 0) à être la tuile qui initie le
calcul, celle dont les bords gauche et bas sont blancs, on ne peut paver le plan
que si la machine de Turing ne s’arrête pas.

On ne peut néanmoins pas déduire directement l’indécidabilité de la pavabi-
lité du plan de ce codage : en effet, on a besoin de forcer l’apparition de la tuile
initiant le calcul pour que celui-ci ait lieu. Ainsi, si on prenait le jeu de tuiles tel
quel, on obtiendrait des pavages ne correspondant à aucun calcul : par exemple
un pavage avec uniquement des tuiles contenant le ruban pourrait paver le plan
à partir de n’importe quel mot biinfini sur l’alphabet de la machine. On doit
donc trouver un moyen de forcer les seuls pavages valides à être ceux où un
calcul valide apparaît. Ceci va être fait grâce à un jeu de tuiles apériodique.
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(a) Tuiles permettant d’encoder une machine de Turing. Les tuiles sont données par la
fonction de transisition de la machine δ(s, a) = (s′, a′, d) où d détermine de quel côté la
flèche sort de la tuile.
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(b) Diagramme espace temps d’une ma-
chine de Turing.

q0 a00 a01 a02 a03

a10 q1 a11 a12 a13

a20 a21 q3 a22 a23

a30 a31 a32 q7 a33

a40 a41 q4 a42 a43

a50 a51 q3 a52 a53

(c) Pavage valide par le jeu de tuiles de la
machine de Turing.

Figure 1.8 – Comment coder des machines de Turing dans des pavages. Seules
les évolutions valides de la machine de Turing pavent le plan sans erreur.
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(a) (b)

Figure 1.9 – Le jeu de tuiles de Robinson : en (a) les croix et en (b) les bras.
Selon dans quel sens est la flèche principale (la seule qui soit continue d’un bord
à un autre), un bras est soit vertical soit horizontal.

Figure 1.10 – Une partie d’un pavage obtenu à l’aide du jeu de tuiles de Robin-
son. On peut remarquer la structure hiérarchique formée de carrés imbriqués.
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Jeu de tuiles de Robinson

Le jeu de tuiles de Robinson est apériodique et va permettre de faire ap-
paraître du calcul dans tous les pavages. Ce jeu de tuiles a été introduit par
Robinson [Rob71], puis Allauzen et Durand [AD01] en ont ensuite simplifié la
preuve.

On va représenter le jeu de tuiles de Robinson à l’aide de tuiles où les couleurs
ont été représentées par des flèches, deux tuiles pouvant être voisines si les flèches
sur leur bord commun se prolongent et vont dans le même sens. On ne donne
ici que les tuiles et l’idée de la preuve que la construction forme bien un jeu de
tuiles apériodique non-vide.

Le jeu de tuiles est constitué de deux couches, les tuiles de base, en figure 1.9,
et une deuxième couche, les tuiles de parité :

Dans un pavage à l’aide des tuiles de parité, les seuls pavages possibles sont
ceux où les tuiles alternent horizontalement et verticalement dans le même ordre
que ci-dessus.

On va imposer certaines règles de superposition entre les deux couches. La
tuile de parité d’en bas à gauche ne peut être superposée qu’à une croix (définie
en figure 1.9), tandis que celle d’en bas à droite (resp. haut à gauche) ne peut
être superposée qu’à un bras vertical (resp. horizontal).

Les pavages obtenus ont une structure hiérarchique : des carrés de côté 2k+1
ayant une croix au centre qui est le coin d’un carré de côté 2k+1 + 1, et ainsi de
suite. La structure hiérarchique des pavages garantit leur apériodicité. On peut
voir en figure 1.10 un extrait de n’importe quel pavage par ce jeu de tuiles.

Il reste maintenant à incorporer le calcul dans ce jeu de tuiles. L’idée est que
chaque carré va contenir un calcul partiel de la machine de Turing. On souhaite
néanmoins éviter que plusieurs calculs ne se superposent. La première astuce est
de remarquer que les carrés de côté 22k + 1 (resp. 22k+1 + 1) n’intersectent pas
les carrés de côté 22k

′
(resp. 22k

′+1 + 1), c’est à dire que les carrés d’ordre pair
(resp. impair) dans la hiérarchie n’intersectent pas d’autre carré d’ordre pair
(resp. impair). Afin de pouvoir identifier la parité des niveaux, on introduit une
nouvelle couleur en plus au lieu d’une seule pour les carrés, les nouvelles tuiles
sont en figure 1.11. Ceux-ci peuvent donc maintenant être soit rouges soit bleus,
un carré rouge n’intersecte pas de carré rouge et un carré bleu n’intersecte pas
de carré bleu. On pourra se référer à la figure 1.12.

La dernière étape de la construction permet de montrer la dernière partie
du théorème 1.2.4 :

Théorème 1.2.5. Le problème {F | XF = ∅} est Σ0
1-dur.

Preuve. La réduction va se faire en prenant le problème 0′ = {M |M ↓}. On veut
donc associer à une machine de Turing M un jeu de tuiles τM tel que XτM = ∅ si
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(a) (b)

Figure 1.11 – Les tuiles de base du jeu de tuiles de Robinson avec deux
couleurs.

Figure 1.12 – Une partie d’un pavage à l’aide du jeu de tuiles de Robinson
avec les deux couleurs, les carrés de même couleur ne s’intersectent jamais. Les
carrés bleus sont de taille 22k+2 + 1 et les carrés rouges de taille 22k+1 + 1, avec
k ∈ N.
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et seulement si M ↓.
En utilisant le jeu de tuiles de Robinson défini précédemment, il suffit de faire

en sorte que chaque carré bleu contienne un calcul partiel de la machine de Turing
M , et d’interdire l’état d’arrêt d’apparaître.

La difficulté est d’éviter une superposition infinie de calculs, étant donné qu’à
l’intérieur d’un carré bleu il y a de nombreux carrés bleus plus petits. La régularité
des pavages permet néanmoins de ne mettre du calcul que dans les zones du grand
carré qui ne sont alignées ni verticalement ni horizontalement avec les plus petits
carrés. Ces zones doublent de taille à chaque niveau, l’espace/temps disponible croit
donc avec le niveau auquel on se trouve. Si la machine s’arrête, il y aura donc une
erreur de pavage à un des niveaux.
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Dans ce chapitre, nous tentons de mieux comprendre la structure calculatoire
des SFTs. La première étape est de comprendre à quel point les configurations
d’un SFT peuvent être compliquées, au sens calculatoire du terme : plus le degré
Turing d’une configuration est élevé, plus elle est compliquée. Il est clair qu’il y
a des SFTs avec des configurations ayant un degré Turing arbitrairement élevé :
le full-shift contient toutes les configurations, il contient donc des configurations
arbitrairement compliquées mais également des configurations très simples. Une
première question est donc plutôt de savoir s’il existe des SFTs dont tous les
points sont de degré Turing élevé. Une réponse à cette question a été donnée
par Hanf [Han74], Myers [Mye74], qui ont prouvé le résultat suivant :

Théorème 2.0.6 (Hanf [Han74], Myers [Mye74]). Il existe un SFT X ne conte-
nant aucun point récursif.

Mais on sait également que les SFTs contiennent toujours un point de degré
Turing strictement inférieur à 0′, voir Jockusch et Soare [JS72].

Les sous-shifts de type fini, effectifs et sofiques sont des classes Π0
1, des objets

très étudiés de la calculabilité, voir Cenzer et Remmel [CR98], Simpson [Sim11a]
par exemple. Les classes Π0

1 sont les ensembles de {0, 1}N effectivement clos,
c’est à dire les ensembles d’oracles sur lesquels une machine de Turing donnée
ne s’arrête pas. La compréhension de la structure calculatoire des SFTs passe
donc par la comparaison avec les classes Π0

1 en général. Le premier résultat
dans ce sens est dû à Simpson [Sim11b], qui a caractérisé les degrés de difficulté

33
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des SFTs à l’aide des degrés Medvedev et Muchnik, montrant que c’étaient
exactement les mêmes que ceux des classes Π0

1. Miller [Mil12] est arrivé à la
même caractérisation en termes de degrés Medvedev/Muchnik pour les sous-
shifts effectifs en dimension 1.

Cependant, les degrés Muchnik et Medvedev ne donnent pas d’information
sur toute la structure de la classe Π0

1, ils ne donnent de l’information que sur
les points les plus faciles. Donc pour avoir une compréhension plus complète de
la structure des SFTs, il faut également regarder la structure de leurs degrés
Turing. Nous tentons d’apporter dans ce chapitre des réponses aux question
suivantes :

– Quels sont les ensembles de degrés Turing des SFTs ?
– Est-ce que ce sont exactement les mêmes que ceux des classes Π0

1 de
{0, 1}N ?

– Existe-t’il pour chaque classe Π0
1 de {0, 1}Nun SFT qui lui est récursive-

ment isomorphe ?
En dimension 1, des réponses partielles à certaines de ces questions ont été

données par Cenzer, Dashti et King [CDK08], Cenzer, Dashti, Toska et Wyman
[Cen+12, Cen+10] dans le cas des sous-shifts dénombrables et effectifs en les
catégorisant par rang de Cantor-Bendixson, voir Kuratowski [Kur66]. En effet,
le cas des SFTs et des sous-shifts sofiques n’est pas intéressant : soit le sous-shift
est vide, soit tous ses points sont récursifs, soit il est isomorphe à {0, 1}N.

Une autre point de vue a été adopté par Durand, Levin et Shen [DLS08],
qui se sont intéressés à la complexité algorithmique des motifs apparaissant
dans les points d’un SFTs de dimension d ≥ 2, prouvant que tout SFT a une
configuration dont tous les motifs sont simples au sens de Kolmogorov.

Nous tentons d’apporter des réponses complètes à ces trois questions dans ce
chapitre. Dans un premier temps, en section 2.1, nous rappelons la définition de
classe Π0

1 et de degrés Medvedev et Muchnik. Nous y donnons également le lien
entre classes Π0

1 et SFTs, ainsi que la preuve de Simpson. Ensuite, en section 2.2,
nous étudions les ensembles de degrés Turing des SFTs. Nous commençons par
prouver (section 2.2.1) que pour toute classe Π0

1 de {0, 1}N, il existe un SFT qui
lui est quasi-isomorphe. Pour prouver ce résultat, nous introduisons une nouvelle
construction, basée sur une grille irrégulière, qui nous permet d’insérer du calcul
dans un SFT dont toutes les configurations sont récursives, de manière à ce que
le SFT de base n’ajoute pas de complexité au calcul. Enfin en section 2.2.2 nous
nous intéressons à la structure des degrés Turing des sous-shifts et prouvons
que les ensembles de degrés Turing des SFTs ne contenant aucun point récursif
contiennent toujours un cône de degrés Turing : un degré ainsi que tous les
degrés qui lui sont plus grands.

2.1 Classes Π0
1

Si un jeu de tuiles, une collection de motifs interdits, est une donnée finie,
il n’en est pas de même des points du SFT qui lui est associé. À un recodage
récursif près, on peut voir les configurations des SFTs comme des points de
{0, 1}N. On peut alors vérifier si une configuration c appartient à un SFT X à
l’aide d’une machine de TuringM de la manière suivante : la machine va vérifier
à chaque coordonnée, selon un bon ordre, s’il y a un motif interdit. Si tel est
le cas, la machine s’arrête, dans le cas contraire elle continue à la coordonnée
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suivante. On a alors :
c ∈ X ⇔ M(c)↑

Ce mode de reconnaissance peut être mis en parallèle avec les ensembles Π0
1 que

l’on a vu précédemment à la section 1.2.2 : on accepte uniquement les éléments
sur lesquels la machine ne s’arrête pas. La principale différence par rapport aux
ensembles Π0

1 est que les entrées sont maintenant des éléments de {0, 1}N et
non plus des entiers. On appelle les sous-ensembles de {0, 1}N reconnus de cette
manière des classes Π0

1.

Un ensemble S ⊆ {0, 1}N est une classe Π0
1 si et seulement s’il existe

une machine de Turing à oracle M telle que :

x ∈ S ⇔
M ne s’arrête pas sur l’oracle x

en partant du ruban vide.

Les classes Π0
1 sont également appelées ensembles effectivement clos.

Définition 2.1.1 Classe Π0
1

Comme exemples de classes Π0
1, on a par exemple :

– L’ensemble des suites telles que si i est une puissance de 2, alors xi = 1 :
s’il y a une erreur, on peut la détecter en temps fini, mais s’il n’y en a pas,
la machine de Turing ne s’arrêtera jamais.

– L’ensemble des complétions d’une théorie T récursivement énumérable :
un ensemble de formules qui rendent la théorie T complète. En effet étant
donné un candidat à la completion, il faut vérifier que T avec sa complétion
est consistante, mais également pour toute formule φ que celle-ci est soit
vraie, soit fausse dans la théorie complétée.

Les classes Π0
1 sont également appelées problèmes de masse (mass problems

en anglais), voir Simpson [Sim11a] et ont été intensivement étudiées, on pourra
également se référer au futur livre de Cenzer et Remmel [CR] ou à leur article
de synthèse [CR98].

Théorème 2.1.1. Un sous-shift sofique/effectif/de type fini est une classe Π0
1.

Preuve. Comme la classe des sous-shifts effectifs englobe les deux autres classes, il
suffit de donner la preuve dans ce cas. Soit X un sous-shift effectif, etM la machine
qui énumère ses motifs interdits. La machine reconnaissant les points du sous-shift
lance M et vérifie en parallèle si aucun des motifs générés par M n’apparaît dans
l’oracle c : la machine garde une liste des motifs déjà générés et revérifie à chaque
motif interdit supplémentaire toutes les coordonnées déjà vérifiées et une coordonnée
supplémentaire.

2.1.1 Degrés Medvedev et Muchnik
On a vu précédemment les degrés Turing comme évaluation de la difficulté

d’un problème. Ceux-ci ne permettent cependant pas de caractériser directement
la difficulté des problèmes de masse. En effet, pour les problèmes de masse,
il faudrait considérer l’ensemble formé par les degrés Turing de chacun des
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membres. L’ensemble des degrés Turing des membres est une mesure très fine
de la complexité du problème de masse, ce n’est cependant pas un objet facile
à manipuler. Afin d’étudier la complexité des problèmes de masse, ont donc été
introduits les degrés Medvedev et Muchnik, [Med55, Muc63].

Soit S1, S2 ⊆ {0, 1}N, alors S1 ≤s S2 s’il existe une fonction ré-
cursive f : S2 → S1. On note ≡s la relation d’équivalence associée.
Les degrés Medvedev sont alors les classes d’équivalence de ≡s, on note
degs S le degré Medvedev d’une classe S.

Définition 2.1.2 Degré Medvedev

Un problème de masse S1 se réduit Medvedev à un problème S2 s’il existe
une procédure pour exhiber une solution du problème S1 à partir d’une solution
du problème S2, c’est à dire si à partir de tout point de S2 on peut calculer un
point de S1. Le degré Muchnik est la version non-uniforme du degré Medvedev :

Soit S1, S2 ⊆ {0, 1}N, on note S1 ≤w S2 si

∀x ∈ S2,∃y ∈ S1, y ≤T x.

On note ≡w la relation d’équivalence associée. Les degrés Muchnik sont
alors les classes d’équivalence de ≡w, on note degw S le degré Muchnik
d’une classe S.

Définition 2.1.3 Degré Muchnik

Un excellent survey sur les degrés Medvedev et Muchnik a été écrit par
Hinman [Hin12].

Il est clair que pour deux problèmes de masse S1, S2 :
– Si S1 ≤s S2, alors S1 ≤w S2 : ceci explique la notation s et w, l’une étant
forte, strong, l’autre étant faible, weak.

– Si l’ensemble des degrés Turing de S1 est inclus dans celui de S2, alors
S2 ≤w S1.

Les degrés Medvedev et Muchnik forment des treillis distributifs bornés, dont
les bornes sup et inf sont les suivantes, pour S1, S2 ⊆ {0, 1}N :

S1 ∧ S2 = {0f | f ∈ S1} ∪ {1g | g ∈ S2}
S1 ∨ S2 = {h | f ∈ S1, g ∈ S2, h(2i) = f(i), h(2i+ 1) = g(i)}

dont les bornes inférieures et supérieures sont 0 = deg ({0000 . . . }) et ∞ =
deg (∅). Dans le cas des classes Π0

1 non-vides, ce sont toujours des treillis distribu-
tifs bornés. La borne inf reste la même, mais la borne sup devient deg (DNR2),
avec DNR2 =

(
x ∈ {0, 1}N

∣∣∣ xi 6= Mi(i)
)
, (Mi)i∈N étant une énumération ac-

ceptable des machines de Turing.
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2.1.2 Des classes Π0
1 aux pavages

On a vu précédemment que chaque SFT était une classe Π0
1, mais les classes

Π0
1 sont-elles isomorphes aux SFTs ? Un premier résultat, facile, est le suivant :

Lemme 2.1.1. Pour toute classe Π0
1 S, il existe un SFT X et un symbole t,

tel que l’ensemble des configurations de X ayant t à l’origine est récursivement
isomorphe à S.

Preuve. Soit M une machine de Turing reconnaissant S, on peut l’encoder dans
un jeu de tuiles, comme on l’a vu précédemment (voir figure 1.8a). On force force
la tuile en (0, 0) à être celle commençant le calcul. On rajoute une information sur
chaque tuile contenant le ruban : un oracle. C’est à dire qu’on rajoute simplement
sur chacune de ces tuiles un symbole 0 ou 1, tout en forçant celui-ci à rester le même
sur chaque colonne. Ainsi, de manière non déterministe, tous les oracles peuvent
apparaître, mais seuls ceux sur lesquels la machine de Turing ne s’arrête pas ne
provoqueront pas d’erreur. L’isomorphisme est alors le suivant : à un membre s
de S, on fait correspondre le point x, tel que x(i,0) soit une tuile de bord bas,
contenant si comme oracle, les symboles de x en n’importe quelle coordonnée sont
alors déterminés par le calcul. Dans l’autre sens, il suffit de récupérer le contenu de
l’oracle à la ligne d’ordonnée 0.

Ce résultat n’est pas très satisfaisant dans la mesure où l’on s’est affranchi
de la caractéristique principale des SFTs : l’invariance par translation. Dans la
suite nous allons prouver des résultats liant les degrés de difficulté des classes
Π0

1 et des SFTs tout en respectant les particularités des SFTs.

2.1.3 Degrés Medvedev des SFTs
Le lien entre les degrés Medvedev des SFTs et des classes Π0

1 a été étudié
pour la première fois dans Simpson [Sim11b], avec comme résultat principal le
théorème suivant :

Théorème 2.1.2 (Simpson [Sim11b]). Les degrés Medvedev des classes Π0
1 sont

les mêmes que ceux des SFTs de dimension 2 (et donc aussi > 2. Plus précisé-
ment, pour toute classe Π0

1, il existe un SFT de même degré, et inversement.

La preuve de ce théorème est une modification mineure de la preuve de Hanf
[Han74] et Myers [Mye74].
Idée de preuve. Le premier sens est facile, tout SFT étant une classe Π0

1. Dans
l’autre sens, on part d’une classe Π0

1 S, et on exhibe un SFT dont on peut extraire
de chaque point un membre de S et pour lequel à partir de chaque membre de S
on peut produire un point.

Le jeu de tuiles de Robinson permet d’avoir des calculs arbitrairement longs
d’une machine de Turing. On souhaiterait utiliser la méthode du lemme 2.1.1, mais
le problème est que sans modification du jeu de tuiles, chaque diagramme espace-
temps partiel apparaîssant dans un point peut avoir un oracle (partiel) différent.
Myers [Mye74] explique cependant comment on peut synchroniser le ruban de départ
de la machine de Turing pour tous les carrés à l’intérieur des pavages par le jeu de
tuiles de Robinson. On peut alors récupérer l’oracle à partir d’un point en regardant
des carrés de plus en plus grands, ce qui prouve un sens. Inversement, on peut aussi
aisément construire un point à partir d’un membre de la classe Π0

1 et d’un des points
calculables que contient le SFT de Myers.
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Il n’y a cette fois-ci plus d’isomorphisme : le SFT de Myers sans le calcul
contient 2ℵ0 points, et lorsque l’on ajoute le calcul, chaque membre de la classe
Π0

1 apparaîtra sur chacun de ces 2ℵ0 points.
Pour la dimension 1, on arrive à la même caractérisation, mais en prenant

les sous-shifts effectifs :

Théorème 2.1.3 (Miller [Mil12]). Les degrés Medvedev des classes Π0
1 sont les

mêmes que ceux des sous-shifts effectifs de dimension 1. Plus précisément, pour
toute classe Π0

1, il existe un sous-shift effectif de même degré, et inversement.

2.2 Degrés Turing

Le problème de la construction précédente est qu’à un membre de la classe
Π0

1 S correspondent une infinité non dénombrable de points du SFT X. La
fonction f : X → S amène donc des points très complexes sur des points
beaucoup plus simples. L’idéal serait de réussir à avoir une construction qui
conserve le degré de difficulté de chaque membre, et donc d’avoir plutôt un iso-
morphisme récursif. Comme il y a des classes Π0

1 dénombrables, si l’on souhaite
une construction générique il nous faut un SFT dénombrable dans lequel on
peut introduire des calculs de machines de Turing. Cependant, ce SFT aura
nécessairement des configurations dans lesquelles on ne peut pas mettre de cal-
cul : étant dénombrable, il a nécessairement des configurations périodiques (on
pourra consulter Durand [Dur99]), qui ne peuvent donc pas contenir de calcul.

Nous allons donc prouver le théorème suivant :

Pour toute classe Π0
1 S ⊆ {0, 1}N, il existe un SFT X, tel que S

est récursivement isomorphe à X \ C quotienté par Z2, où C est un
ensemble récursif de configurations récursives.

Théorème 2.2.1 Quasi-isomorphisme

Ce résultat est optimal : on verra en effet dans la suite qu’il est impossible
d’avoir un isomorphisme. Une des conséquences de ce théorème concerne les
ensembles de degrés Turing : il assure que la classe Π0

1 S et X \C ont les mêmes
ensembles de degrés Turing et donc que S et X ont les mêmes ensembles de
degrés Turing, à 0 près.

2.2.1 Une grille irrégulière

Afin d’arriver à ce résultat, nous avons besoin d’une grille infinie pour y
mettre du calcul. Il faut aussi que toutes les configurations où il n’y a pas de
calcul soient très simples, c’est à dire récursives. Il faut en particulier s’arranger
pour que quand cette grille apparaît dans un point, elle contienne forcément un
calcul correct.

Pour cela, on doit faire en sorte que dans tout point où la grille infinie ap-
paraît il y ait un “coin”, une tuile spéciale permettant de commencer le calcul.
Une grille simple comme en figure 2.1a amènerait par compacité des configura-
tions comme en figure 2.1b et ne permettrait donc pas d’atteindre notre but.
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(a) Une grille régulière
avec un coin.

(b) Une grille régulière
sans coin.

(c) Une grille irrégulière.

Figure 2.1 – Des grilles

Le moyen que nous avons trouvé afin d’éviter ce problème est de rendre la grille
irrégulière, comme en 2.1c, où a priori il est possible de ne pas avoir le même
problème.

Le jeu de tuiles de Wang T de la figure 2.2 va nous permettre d’obtenir le
résultat. Remarquons tout d’abord que la configuration montrée en figure 2.3,
que l’on appellera α, est valide. La configuration α forme de plus une grille dans
laquelle on peut mettre du calcul, comme on le verra plus tard. Nous allons voir
qu’il s’agit de la seule configuration qui contienne une grille infinie. Nous allons
également expliquer comment mettre du calcul dedans.

Avant les preuves, définissons le vocabulaire permettant de décrire les points
du SFT XT .

– La tuile 30 est la tuile de coin.
– Les tuiles 20 et 27 sont les tuiles de fin.
– Les tuiles 30, 32, 33, 34 sont des tuiles de début.
– Une ligne horizontale est un alignement horizontal connexe de tuiles conte-

nant une ligne noire verticale (tuiles 5, 6, 7, 17, 21, 24, 25, 26, 31, 35, 36,
37), pouvant être fini à droite par des tuiles de fin, à gauche par des tuiles
de début.

– Une ligne verticale est un alignement vertical connexe de tuiles contenant
une ligne verticale noire ou bleue (tuiles 13, 14, 15, 16, 18, 19, 22, 23, 28,
32, 33, 34, 38) pouvant être terminé en haut par les tuiles 5, 21, 26, en
bas par les tuiles 6, 20, 25, 27, 30, 36, 37.

– Une diagonale est une succession diagonale (positions (i, j), (i + 1, j +
1), . . . ) de tuiles parmi 4,11,12.

– Un carré de taille k est un motif extensible de support J0, k + 1K2 tel que
{0}× J1, kK et {k+ 1}× J1, kK soient des lignes verticales et J1, kK×{0} et
J1, kK×{k+ 1} des lignes horizontales. Un carré n’a pas de ligne horizon-
tale/verticale dans le sous-motif de support J1, kK2. On peut remarquer
que comme la couleur au dessus de la ligne horizontale du bas et celle du
bas de la ligne horizontale du haut n’est pas la même, un carré contient
nécessairement une diagonale aux positions (i, i), pour 0 < i < k+ 1 ainsi
qu’un signal de comptage quelque part entre les deux lignes horizontales.

– Un signal de comptage est un chemin connexe de tuiles parmi 3, 7, 10,
12, 14, 19, 22, 32, 33, 38, tel que le signal rouge soit continu. Un signal
de comptage peut être terminé à gauche par les tuiles 30, 32 et à droite
par les tuiles 7, 21. Le signal de comptage compte le nombre de carrés sur
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1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35

36 37 38 39 40

Figure 2.2 – Le jeu de tuiles T .
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Figure 2.3 – Le point α, qui peut être vu comme une grille irrégulière lorsque
l’on oublie tout sauf les lignes noires et le signal de croissance.

chaque alignement horizontal et s’assure qu’il ne puisse pas y en avoir plus
que la hauteur de ces carrés.

– Un signal de croissance est un chemin connexe de tuiles parmi 7, 14, 22,
23, 24, 25, 26, 27, 30, 31, 36, 38, tel que le signal bleu soit continu. Ce
signal force les carrés à être plus grands de 1 sur la ligne du dessus.

– Une rangée de carrés est un alignement horizontal de carrés.
Notons tout d’abord que lorsque la tuile de coin apparaît dans un point,

alors celui-ci est nécessairement un translaté de α, le point de la figure 2.3 :
en effet, au dessus de la tuile de coin apparaît nécessairement la tuile 33 et à
sa droite la tuile 31 puis la tuile 27. Ces tuiles forcent l’existence d’un premier
carré de côté 1 : la première rangée de carrés. Le signal de croissance force le
premier carré de la rangée du dessus à être de côté 2 et le signal de croissance
force celle-ci à avoir exactement 2 carrés. Et ainsi de suite...

Le SFT XT admet une seule configuration, à translation près, conte-
nant deux lignes horizontales ou plus : la configuration α de la fi-
gure 2.3.

Lemme 2.2.2

Preuve. Soit x un point contenant deux lignes horizontales, ces deux lignes sont
nécéssairement face à face : soit elles sont infinies, soit elles finissent à gauche
auquel cas elles finissent à la même colonne, les tuiles ne pouvant être que sur la
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même colonne. On peut supposer sans perte de généralité qu’elles sont à distance
k + 1 et qu’il n’y a pas de troisième ligne horizontale entre elles.

Comme les bords supérieurs et inférieurs d’une ligne horizontale ne sont pas
de la même couleur, il doit nécéssairement y avoir une ou plusieurs diagonales
bien formées entre les deux lignes. Chaque diagonale force des lignes verticales,
formant ainsi des carrés de taille k. De plus, ces carrés sont nécessairement coupés
horizontalement par une ligne rouge, qui se qui se déplace verticalement de 1 à
chaque fois qu’elle croise une ligne verticale, garantissant ainsi qu’il y ait exactement
k carrés dans cette rangée, celle-ci n’est donc pas infinie.

Le signal de croissance apparaît nécessairement sur la ligne verticale de droite du
carré le plus à gauche d’une rangée, et force l’existence de carrés de taille k+1 dans
la rangée du dessus et de taille k−1 dans celle du dessous, forçant donc l’apparition
de lignes horizontales. La tuile de coin apparaît forcément au début du carré de la
rangée la plus basse, celle contenant exactement un carré, de taille 1.

On pourra noter que si la tuile de coin apparaît en (0, 1), alors il y a des
lignes horizontales de longueur (k + 1)k + 1 qui commencent à chaque position(

0, k(k+1)
2

)
: ces lignes sont le bas d’une rangée de k carrés. On notera que le

signal de croissance forme une parabole.

Le SFT XT est récursif : il existe une machine de Turing qui prenant
en entrée un numéro de configuration et une coordonnée z ∈ Z2 donne
le symbole en z de la configuration correspondante.

Lemme 2.2.3

Preuve. D’après le lemme 2.2.2 il y a une seule configuration, à translation près,
qui a deux lignes horizontales ou plus, les autres configurations sont alors de l’une
des formes suivantes :

– Il y a une ligne horizontale, auquel cas le point peut avoir au plus une ligne
verticale au dessus et une en dessous, sinon il y aurait forcément des carrés, et
donc deux lignes horizontales. Il peut alors y avoir aussi un signal de comptage
arbitrairement loin au dessus et en dessous. Toutes ces configurations sont
descriptibles algorithmiquement.

– Il n’y a pas de ligne horizontale, il peut alors y avoir au plus une ligne verticale.
Un signal de croissance peut là encore apparaître. Ces points sont également
descriptibles algorithmiquement.

Tous les points de XT sont montrés en figures 2.3 et 2.4, ils sont tous descriptibles
par une même machine de Turing.

Le SFT XT est dénombrable.

Corollaire 2.2.4

Il nous reste maintenant à voir comment insérer du calcul dans la configura-
tion α afin de terminer la preuve du théorème 2.2.1. Remarquons tout d’abord
qu’une seule ligne verticale termine sur une ligne horizontale du bas d’un carré :
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A B C D E F

G H I J K L

M N O P Q R

S T U V W X

Y ZZ Z ai bi ci

dk,i ek fk,j gi hi lk,i

mi,j ni,j oi pi qk rk,i,j

si ti,j ui vi wi xi,j

Figure 2.4 – Les configurations de XT \ {α}, les indices correspondent au fait
que les lignes verticales/horizontales et les signaux peuvent être à des distances
différentes.
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supposons que la tuile de coin soit d’abscisse 0, on voit alors que sur le k-ième
alignement, contenant exactement k carrés de taille k, les lignes verticales sont
aux abscisses i(k + 1), pour 0 ≤ i ≤ k et dans l’alignement du dessus, les lignes
verticales sont aux coordonnées i(k + 2) avec 0 ≤ i ≤ k + 1. Comme

(i− 1)(k + 2) < i(k + 1) < i(k + 2) pour 0 < i ≤ k + 1,

ceci est vrai pour tous les carrés sauf ceux le plus à gauche, pour lesquels la
première ligne verticale est commune. On peut donc voir α comme une grille,
dont le nombre d’intersections croit d’exactement 1 à chaque rangée de carrés.

1 2

3 4

1 2

3 4

Figure 2.5 – Comment la grille de α peut être transformée en une grille régu-
lière. En particulier, on peut voir comment une intersection peut transmettre
de l’information à ses voisines.

Preuve du théorème 2.2.1. On peut donc coder une machine de Turing dans
α, la grille croissant de 1 à chaque rangée, on a la place nécéssaire pour le calcul.
A chaque membre s de la classe Π0

1 S, on peut donc associer un point alpha dont
l’oracle est s. En quotientant par les translations de α, on obtient le résultat, voir
la figure 2.5.

2.2.2 Degrés Turing des classes Π0
1 et des SFTs

On s’intéresse maintenant aux ensembles de degrés Turing des classes Π0
1

et à leur réalisation par des SFTs. Le premier résultat est un corollaire du
théorème 2.2.1 et est le suivant :

Pour toute classe Π0
1 S, il existe un SFT X ayant les mêmes degrés

Turing à l’ajout de 0 près, c’est à dire :

{degT s | s ∈ S} ∪ {0} = {degT x | x ∈ X}

Théorème 2.2.5
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Cela permet en particulier de résoudre le cas dénombrable : en effet une
classe Π0

1 dénombrable contient un membre récursif.

Pour toute classe Π0
1 S contenant un membre récursif, il existe un

SFT X ayant exactement le même ensemble de degrés Turing.

Corollaire 2.2.6

La question naturelle est maintenant de savoir si l’on peut aussi obtenir une
caractérisation parfaite pour les classes Π0

1 et les SFTs ne contenant pas de
point récursif. Dans ce but, nous allons prouver le théorème ci-dessous, qui nous
permet de comprendre mieux la structure calculatoire des sous-shifts.

Tout sous-shift ne contenant pas de point récursif contient des
points de degrés comparables. Plus exactement, pour tout sous-shift
X, il existe un degré Turing d, tel que X contient des points de tous
degrés d′ tels que d ≤T d′.

Théorème 2.2.7 Jeandel et Vanier [JV12]

Cette structure n’est pas la même que celle des classes Π0
1, en effet on sait

qu’il en existe certaines ayant des propriétés qu’aucun sous-shift ne peut avoir :

Théorème 2.2.1 (Jockusch et Soare [JS72]). Il existe des classes Π0
1 ne conte-

nant aucun membre récursif et dont les membres sont deux à deux incomparables.

On peut également déduire de cette contradiction que l’on ne peut pas faire
mieux qu’un quasi-isomorphisme au théorème 2.2.1.

On va commencer par donner le résultat pour les sous-shifts de dimension 1,
puis on généralisera aux dimensions supérieures, la preuve étant similaire mais
légèrement plus technique.

Sous-shifts unidimensionnels

Un sous-shift ne contenant aucun point récursif est en particulier apério-
dique, et donc de cardinalité 2ℵ0 , voir Durand [Dur99]. Une classe Π0

1 sans point
récursif a également comme cardinalité 2ℵ0 , voir Cenzer et Remmel [CR98].
Étant donné une classe Π0

1 S et un sous-shift X, tous deux sans points récur-
sifs, il existe une injection de S → X et inversement, on souhaite ici rendre
cette injection effective. Pour faire cela, on va utiliser le lemme suivant, qui va
nous permettre de construire une injection effective d’une classe Π0

1 S vers un
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x
w wa b

w0

w wc d
w1

Figure 2.6 – Comment les occurences les plus proches de w et la première
lettre différente les suivant peuvent former les mots w0 et w1. Quand on cherche
les mots w0, w1, les premiers que l’on trouve n’ont pas nécessairement la même
longueur.

sous-shift minimal A sans point récursif.

Soit x un point strictement quasipériodique d’un sous-shift minimal
unidimensionel A et ≺ un ordre sur ΣA. Pour tout mot w apparaissant
dans x, il existe deux mots w0 et w1 apparaissant dans x tels que :

– w apparaît exactement deux fois dans w0 et w1.
– Si a et b (resp. c et d) sont les premières lettres différentes dans

les mots suivant chaque occurence de w dans w0 (resp. w1), alors
a ≺ b (resp. d ≺ c).

La figure 2.6 illustre w0 et w1.

Lemme 2.2.8

On rappelle qu’un sous-shift minimal est un sous-shift dont toutes les confi-
gurations ont exactement les mêmes motifs. Par exemple, si un point d’un sous-
shift minimal admet un vecteur de périodicité, alors tous les autres points de ce
sous-shift admettent le même vecteur de périodicité. Un sous-shift minimal ne
contenant aucun point récursif ne peut donc avoir aucun point périodique.

Preuve. Par quasipériodicité de x, w apparaît une infinité de fois dans x. Comme
x n’est pas périodique, deux occurences distinctes de w ne peuvent pas être suivies
de mots identiques. Soit y le mot le plus long apparaissant toujours à la suite de w
dans x. Notons que w ne peut apparaître qu’une seule fois dans wy, sinon x serait
périodique.

Par définition de y, les lettres après wy ne peuvent pas toujours être les mêmes.
Il existe donc deux occurences consécutives de wy avec des lettres a, b différentes
qui leur succèdent. On peut supposer sans perte de généralité (l’autre cas étant
similaire) que a ≺ b. On définit alors w0 comme le mot le plus court contenant les
deux occurences de wy et les lettres a, b qui les suivent.

x étant quasipériodique, une occurence wyb apparaît aussi forcément avant une
occurence de wya, on peut trouver entre ces deux occurences de wy deux occurences
de wy telles que les lettres leur succédant, c et d vérifient d ≺ c. On définit alors
w1 comme précédemment.
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x
ci cie f
ci+1

Figure 2.7 – Construction des ci.

Soit A un sous-shift unidimensionel minimal contenant uniquement
des points strictement quasipériodiques et x un point de A. Alors, pour
tout degré Turing d tel que degT x ≤ d, il existe un point y de A de
degré Turing d.

Théorème 2.2.9

Preuve. Nous allons montrer l’existence de deux fonctions calculables f : A ×
{0, 1}N → A et g : A→ {0, 1}N telles que pour tout x ∈ A et s ∈ {0, 1}N, on aie
g(f(x, s)) = s. En termes de degrés Turing, on a donc la relation suivante entre x
et s :

degT s ≤ degT f(x, s) ≤ sup
T

(degT x, degT s) (2.1)

On va donc donner deux algorithmes, l’un (f) qui à partir d’un point x de A et d’un
élément s de {0, 1}N construit un point y de A qui encode s de manière réversible,
l’autre (g) qui décode s de y.

– Commençons par exhiber f . Soit ≺ un ordre sur ΣA. Étant donné un point
x ∈ A et un membre s de {0, 1}N, f va construire récursivement un autre
point de A : l’algorithme commence avec un bloc c−1 = x0 et construit
inductivement des blocs ci de plus en plus grands, et tels que ci+1 ait ci en
son centre. La séquence c−1, c1, c2, . . . convergera donc vers un point y ayant
chaque ci en son centre. Il suffit de montrer comment on construit ci+1 à
partir de ci.
On cherche deux occurences consécutives de ci dans x, où les premières lettres
différentes leur succédant a, b satisfont a ≺ b si si+1 = 0 et b ≺ a si si+1 = 1.
D’après le lemme 2.2.8, on sait que l’on rencontrera forcément de telles oc-
curences. On définit maintenant ci+1 comme le bloc de x ayant la première
des deux occurences de w trouvées précédemment en son centre et contenant
l’intégralité des deux occurences et la première lettre différente succédant à
chacune. La dernière lettre à droite de ci+1 est donc la lettre différente corres-
pondant à la deuxième occurence de w. On pourra se référer à la figure 2.7.
On a donc construit la fonction f , qui est clairement récursive.

– On construit maintenant la fonction g : notons tout d’abord qu’à partir de
y et ci, on peut récupérer facilement ci+1 : il suffit de regarder à droite de
l’occurence de ci apparaissant au centre de y et d’en trouver la première
seconde occurence, ceci nous donne le bloc ci+1, et donc si+1 également.
Comme y0 = c−1, on peut reconstruire s de manière calculable.

Maintenant, si l’on prend un membre s ∈ {0, 1}N tel que degT s > degT x,
comme degT s = supT (degT x, degT s), y = f(x, s) a le même degré Turing que s
d’après 2.1.

Le théorème 2.2.7, dans le cas de la dimension 1 est un corollaire de ce
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théorème.

Sous-shifts de dimensions supérieures

Il faut maintenant généraliser le résultat aux dimensions supérieures. On ne
peut pas réutiliser la méthode précédente directement, car il n’est pas vrai en
dimension supérieure que toute configuration quasipériodique contient une ligne
strictement quasipériodique. En effet, il existe des configurations strictement
quasipériodiques, même dans des SFT apériodiques, contenant une ligne non
quasipériodique (par exemple le jeu de tuiles apériodique de Robinson produit
une configuration contenant une croix infinie), ou encore uniquement des lignes
périodiques de périodes toutes différentes (de telles configurations apparaissent
par exemple dans le SFT apériodique de Kari [Kar96]).

e1

e2
e3

n2

n1

z

Figure 2.8 – Un faisceau d’une configuration d’un sous-shift de dimension 3.
Sa direction est e3, de placement z.

Un faisceau de direction ei d’une configuration x ∈ ΣZd

de dimen-
sion d est une fonction l : Z × H → Σ, avec H = z + J0, n1K × · · · ×
J0, ni−1K×{0}× J0, ni+1K× · · · × J0, ndK, avec z ∈ Zd tel que zi = 0 et
n1, . . . , nd ∈ N, telle que :

x|z+eiZ+H = l

On appellera z le placement du faisceau et les ni sa taille.

Définition 2.2.10 Faisceau

On peut voir un faisceau comme la restriction d’une configuration sur une
droite épaisse, voir figure 2.8. L’ensemble des faisceaux d’une même taille H
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forme un sous-shift de dimension 1 ayant comme alphabet ΣH .

Soit A un sous-shift minimal de dimension d et ei une direction. Il
existe un point x ∈ A tel que tous les faisceaux de direction ei de x
soient quasipériodiques.

Lemme 2.2.11

Remarque 2.2.1. Toutes les configurations d’un SFT minimal n’ont pas tou-
jours cette propriété. Dans un SFT minimal contenu dans celui de Robinson, il
y a par exemple la croix infinie.

Preuve. Soit {(zk, n1k, . . . , ndk)}k∈N une énumération de Zd×Nd−1, avec zki = 0,
et Hk = zk + J0, n1kK × · · · × J0, ni−1k K × {0} × J0, ni+1

k K × · · · × J0, ndkK. Soit x
une configuration, on note pk(x) : Z×Hk → Σ la restriction de x à eiZ+Hk. On
verra pk comme une application de A dans

(
ΣHk

)Z, c’est à dire un sous-shift de
dimension 1 d’alphabet ΣHk . Un sous-shift ei-directionnel est un sous-ensemble de
ΣZd

fermé, invariant par translations de direction ei. Ce n’est pas un sous-shift au
sens habituel du terme : c’est un sous-shift de dimension 1 sur un alphabet ΣZd−1

.
On va construire inductivement des sous-shifts ei-directionnels Ak ⊆ A ayant

la propriété que tout faisceau de direction ei et de support Hj de n’importe quelle
configuration de Ak, pour j ≤ k, soit quasipériodique. Plus précisément, pj(Ak)
sera un sous-shift minimal.

On va raisonner inductivement, on définit A−1 = A. Maintenant, supposons Ak
défini, prenons pk+1(Ak). C’est un sous-shift non vide qui contient donc un sous-
shift minimal X. On définit le sous-shift ei-directionnel Ak+1 = p−1k+1(X)∩Ak. Par
construction, pk+1(Ak) est minimal. De plus, pour tout j < k, pj(Ak+1) est non
vide et inclus dans pj(Ak) qui est minimal, pj(Ak+1) est donc minimal.

Pour finir remarquons que, par compacité,
⋂
k Ak est non vide.

On peut maintenant prouver un analogue multidimensionel du lemme 2.2.8 :

Soit A un sous-shift minimal ne contenant que des points stricte-
ment quasipériodiques (ou de manière équivalente, un point stricte-
ment quasipériodique).

Soit ≺ un ordre sur ΣA. Il existe une direction ei, telle que pour
tout point x ∈ A et pour tout bloc w apparaissant dans x, il existe
deux blocs w0 et w1 apparaissant dans x tels que :

– w apparaisse exactement deux fois dans w0 et w1 sur la ligne de
placement 0 de même taille que w.

– Les premières lettres différentes a, b entre les deux blocs conte-
nant chaque occurence de w en leur centre sont telles que a ≺ b
dans w0 et b ≺ a dans w1.

Le mot “premières” se réfère ici à une énumération adéquate de Zd.

Lemme 2.2.12



50 CHAPITRE 2. CLASSES Π0
1 ET SOUS-SHIFTS

Comme on l’a dit précédemment, un sous-shift minimal ne contenant aucun
point récursif ne peut contenir aucun point périodique, il peut en revanche avoir
des directions de périodicité en nombre strictement inférieur à la dimension.
Preuve. Remarquons tout d’abord, que comme A est strictement quasipériodique,
aucune configuration ne peut être périodique. En particulier, il y a une direction ei,
telle qu’aucune configuration de A n’a de vecteur de périodicité colinéaire à ei.

Ensuite, comme le résultat concerne l’existence d’un motif et que tous les points
d’un sous-shift minimal ont les mêmes motifs, on peut se contenter de prouver l’exis-
tence d’un tel motif pour une configuration x dont tous les faisceaux de direction ei
sont quasipériodiques, qui existe d’après le lemme 2.2.11. Tous les faisceaux dans
la suite seront de direction ei.

Comme w apparaît dans x, il apparaît une seconde fois sur le faisceau le plus
petit contenant w. Par non-périodicité de direction ei, les deux occurences de w
sont au centre de blocs de même taille w′, w′′ différents.

On peut maintenant utiliser le même argument qu’au lemme 2.2.8 pour le fais-
ceau contenant les deux blocs w′, w′′.

Soit A un sous-shift minimal dont aucun point n’est périodique et
x un point de A. Alors pour tout degré Turing d tel que degT x ≤ d,
il existe un point y ∈ A de degré Turing d.

Théorème 2.2.13

Preuve. La preuve est quasiment identique au cas unidimensionnel, utilisant cette
fois-ci le lemme 2.2.12, la seule différence étant, pour la fonction f , qu’il faut
chercher ci en parallèle sur tous les faisceaux de direction ei afin de trouver ci+1.
En revanche, les fonctions f, g ne sont plus les mêmes pour tous les sous-shifts,
étant donné qu’il faut trouver la direction ei selon laquelle les configurations de A
ne sont pas périodiques. On pourra se référer à la figure 2.9 pour un exemple de
comment ci+1 est construit à partir de ci.

Tout sous-shift non vide X ne contenant que des points non récur-
sifs a des point de degrés Turing différents mais comparables.

Corollaire 2.2.14
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ci ci
e1

ci+1

e f

Figure 2.9 – Construction de ci+1 à partir de ci dans le cas de la dimension 2
où e1 n’est pas un vecteur de périodicité.
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En section 1.1.7 on a défini la notion de périodicité, un point étant périodique
si son orbite

{
σz(x)

∣∣ z ∈ Zd
}
est finie.

En dimension d, cela dignifie avoir d vecteurs de périodicité non colinéaires,
ou de manière équivalente l’existence de n ∈ N tel que x = σnei(x), pour tout
1 ≤ i ≤ d. Se limiter à cette définition de périodicité serait cependant réducteur,
étant donné qu’une configuration ayant un vecteur de périodicité admet tout de
même une certaine forme de périodicité. Pour cela, on introduit plusieurs notions
de périodicité, pour un point x, on note Γx =

{
v ∈ Zd

∣∣ ∀z ∈ Zd, xz+v = xz
}
le

treillis des vecteurs de périodicité de x :
– x est fortement périodique de période n > 0 si Γx = nZd, n est la forte

période de x,
– x est 1-périodique s’il existe 1 vecteur v ∈ N×Z \ {0} tel que Γx = vZ, v

est la 1-période de x
– x est périodique horizontalement s’il existe n ∈ N∗ tel que ne1Z ⊆ Γx, la

période horizontale est le plus petit tel n.
Les ensembles de périodes fortes/1-périodes/périodes horizontales sont des in-
variants de conjugaison. Dans le cas des périodes fortes, on peut même compter
le nombre de points pour chaque forte période, on obtient alors une suite pn qui
est invariante par conjugaison.

En dimension 1, toutes les notions de périodicité évoquées plus haut sont
équivalentes et le nombre de points périodiques est donné par trAk, où A est

53
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une matrice représentant le SFT. Une caractérisation des nombres de points
périodiques possibles est donnée par Kim, Ormes et Roush [KOR00].

Dans ce chapitre nous allons caractériser les différents ensembles de périodes
à l’aide de classes de complexité. L’idée vient du fait que que l’on peut coder les
calculs d’une machine de Turing fonctionnant en temps t et en espace s dans
un rectangle de taille s× t avec des tuiles de Wang.

Dans un premier temps,en section 3.1, nous discuterons des diverses notions
de périodicité et de quelques-unes de leur propriétés. Les autres sections sont
dévolues à la caractérisation de ces notions de périodicité :

– En section 3.2, nous prouverons que les ensembles de périodes horizontales
en dimension 2 sont exactement les langages L, tels que L ∈ NSPACE(2n).

– En section 3.3, nous prouverons que les ensembles de périodes fortes cor-
respondent exactement aux langages L tels que L ∈ NE.

– En section 3.4, nous caractériserons les fonctions fX : N → N qui à n
associe le nombre de points de forte période n de X en montrant que ce
sont exactement les fonctions de #E.

– En section 3.5, nous nous intéresserons aux ensembles de (d− 1)-périodes
en montrant que ce sont aussi les langages L tels que L ∈ NSPACE(2n)

Habituellement, lorsque l’on dit qu’un langage L est dans une classe de com-
plexité, cela signifie que bin (L), le langage codé en binaire, est dans cette classe
de complexité. Le codage de l’entrée a de l’importance : par exemple la classeNP
sur des langages unaires n’est pas la même que sur les langages binaires, elle cor-
respond à la classe NE sur langages binaires (bin (L) ∈ NE ⇔ un (L) ∈ NP).
Nous n’utiliserons ici que des astuces et résultats classiques de complexité que
l’on pourra par exemple trouver dans les livres de Balcazar, Diaz et Gabarro
[BDG88, BDG90]. Les résultats de cette partie ont été partiellement publiés
dans [JV10a, JV10b].
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3.1 Diverses notions de périodicité
Étant donné un point x, on note Γx =

{
v ∈ Zd

∣∣ ∀z ∈ Zd, xz+v = xz
}

le
treillis des vecteurs de périodicité de x.

Γx peut prendre plusieurs formes différentes :
– Γx = {0}, alors x n’a aucun vecteur de périodicité et est donc

apériodique.
– Γx est de rang d, la dimension de l’espace, alors l’orbite de x est

finie et x est périodique. Dans ce cas, il existe n ∈ N∗ tel que
nZd ⊆ Γx on appelle période le plus petit tel n. Quand on a en
particulier nZd = Γx, on dit alors que x est fortement périodique
de forte période n.

– Γx est de rang intermédiaire 1 ≤ k ≤ d, x est k-périodique.
De manière équivalente, il existe alors k vecteurs indépendants
v1, . . . ,vk tels que Γx = v1Z + · · ·+ vkZ

En dimension 2, on dira que x est périodique horizontalement de
période horizontale n, quand n ∈ N∗ est le plus petit entier tel que
nZ× {0} ⊆ Γx.

Définition 3.1.1 Périodicités

Pour un sous-shift X, on notera PX , P1
X et Ph

X les ensembles de fortes
périodes, 1-périodes et périodes horizontales de X respectivement. Ce sont tous
les trois des invariants de conjugaison.

Étant donné un SFT X ⊆ ΣZd

de dimension d, et un vecteur
v = (v1, . . . ,vd) ∈ Zd \ {0}, il existe un SFT (d − 1)-dimensionnel
X ′ ⊆

(
ΣFv

)d−1, où Fv = J0,v1K × · · · × J0, . . . , vdK tel qu’il existe un
isomorphisme entre X ′ et les configurations périodiques selon v de X.

Lemme 3.1.2

Preuve. On introduit une fonction de groupage, Γ : ΣZd →
(
ΣFv

)Zd

définie de la
manière suivante : pour tout x ∈ ΣZd

, si y = Γ(x), alors :

∀p ∈ Fv et ∀z = (z1, . . . , zd) ∈ Zd, on note z′ = ((v1 + 1)z1, . . . , (vd + 1)zd),
on a xz′+p = yz(p).

Notons Y = Γ(X), Y est encore un SFT. Les configurations périodiques selon v
de X correspondent aux configurations périodiques selon v′ de Y , où v′i = 1 si
vi 6= 0 et 0 sinon.

Maintenant, comme v ∈ Zd \ {0}, il existe 1 ≤ i ≤ d tel que v′i 6= 0, soit

π :
(
ΣFv

)Zd

→
(
ΣFv

)Zd−1

la projection vers l’hyperplan généré par (e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , ed) et 0. Comme

v′Z +
∑

j 6=i
ejZ = Zd,
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les points périodiques selon v′ de Y sont entièrement générés par leur projection.
Enfin, remarquons que les projections de points périodiques selon v′ de Y sont
définissables par une famille de motifs interdits : les contraintes selon la dimension
qui a disparu sont remplacées par des contraintes supplémentaires sur les autres
dimensions.
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Figure 3.1 – Comment les configurations périodiques selon v = (3, 2) d’un
SFT bidimensionnel de rayon r = 1 peuvent être transformées en un SFT unidi-
mensionnel. Toutes les colonnes de cellules groupées sont identiques (à décalage
vertical près), le groupage a été délimité par les lignes en gras. Le SFT 1d est
constitué d’une colonne de cellules groupées. Le voisinage initial, bidimensionnel,
montré à gauche, peut être transformé en un nouveau voisinage, unidimension-
nel, montré à droite : les cellules groupées voisines à gauche et à droite sont
également au dessus et en dessous dans la colonne.

Soit X un SFT de dimension d et k vecteurs v1 . . . ,vk de Zd non
colinéaires, il existe un SFT X ′ de dimension (d − k) tel que X ′ soit
isomorphe aux configurations périodiques selon v1, . . . ,vk de X.

Corollaire 3.1.3

Remarque 3.1.1. On peut trouver cet isomorphisme de manière récursive.
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3.2 Périodes horizontales

Dans cette section, nous étudions les SFTs 2-dimensionnels et leurs ensembles
de périodes horizontales. Ce cas, qui ne paraît pas naturel d’un point de vue
dynamique, nous permet d’introduire en douceur la technique de preuve qui sera
utilisée par la suite.

Si X est un SFT 2-dimensionnel, alors un
(
Ph
X

)
∈ NSPACE(n).

Lemme 3.2.1

Preuve. Soit X = XF un SFT de dimension 2 sur l’alphabet Σ. On construit une
machine de Turing non déterministe acceptant 1p si et seulement si p + 1 est une
période horizontale de X. La machine doit fonctionner en espace O (p), l’entrée
étant donnée en unaire.

Soi r le rayon de F , un point x appartient à X si ses motifs de support Br
ne contiennent aucun motif de F . On l’a vu précédemment, s’il existe un point de
période horizontale p, alors il en existe un de période horizontale p et de période
verticale au plus |Σ|(2r+1)p.

– On initialise un tableau P de taille p tel que P [i] = 1 pour tout i, qui servira
à vérifier que p est la plus petite période horizontale, ceci nécessite un espace
O (p)

– On choisit non déterministiquement v ≤ |Σ|(2r+1)p (la période verticale) que
l’on code en binaire (dont la taille est donc plus petite que p).

– On choisit non déterministiquement 2r lignes horizontales (li)0≤i≤r−1 de pé-
riode p. C’est à dire que l’on choisit 2r × p symboles de Σ.

– Pour tout 2r < i ≤ v, on choisit non déterministiquement une ligne horizon-
tale de période p (on choisit donc p symboles) et on vérifie qu’aucun motif
de support Br dans les lignes li, . . . , li−2r ne contienne un motif interdit. A
chaque étape, il suffit de garder en mémoire les 2r-dernières lignes devinées
ainsi que les 2r premières lignes

– A chaque étape précédente, on vérifie si la ligne devinée est périodique de
période k pour chaque k < p, si ce n’est pas le cas, alors P [k]← 0.

– Pour i ≤ 2r, on vérifie que lv−i, . . . , lv, l0, . . . , li−2r ne contiennent aucun
motif interdit.

– On rejette s’il existe k tel que P [k] = 1, on accepte sinon.
Cet algorithme nécessite de conserver 4r lignes et P et v en mémoire à chaque
étape, et fonctionne donc en espace O (p).

La véritable difficulté se situe dans la réciproque, il va nous falloir construire un
SFT dont les périodes horizontales sont exactement les entiers codés en unaire
acceptés par une machine fonctionnant en temps linéaire.

Soit L ⊆ N∗ un langage, si un (L) ∈ NSPACE(n), alors il existe
un SFT X de dimension 2 tel que L = Ph

X .

Lemme 3.2.2
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Preuve. Soit M une machine de Turing acceptant un (L) en espace linéaire : sur
une entrée 1n, on peut supposer que la machine n’utilisera jamais plus de n + 1
cases. On sait qu’il existe une constante c, telle que pour une entrée de taille n
la machine s’arrête en exactement cn étapes. On va construire un SFT X ′ tel que
n ∈ L si et seulement si n + 4 est une période horizontale d’un point de X ′. La
preuve va s’effectuer en deux temps :

– On exhibe d’abord un SFT Yc tel que tous les points de période horizontale
n de Yc ressemblent à une grille formée de rectangles de taille n × cn−1

délimités par des marqueurs horizontaux et verticaux, voir figure 3.2. Les
périodes horizontales de Yc sont N \ {0, 1}. On construit ce SFT dans le
lemme 3.2.3.

– On code la machine de Turing M dans ces rectangles à l’aide du jeu de tuiles
de la figure 3.3. Celle-ci étant non déterministe, on doit faire attention à
bien synchroniser les transitions non déterministes pour tous les rectangles
voisins horizontalement, de manière à ce que la période reste la largeur de ces
rectangles.
Étant donné qu’à chaque étape de temps il ne peut y avoir qu’une seule transi-
tion non-déterministe, il suffit pour cela de rajouter une couche T , périodique
horizontalement, dont les symboles représentent toutes les transitions pos-
sibles, la transition en cours dans un rectangle doit alors être la même que
celle sur la ligne de T qui la recouvre. Les transitions non déterministes sont
alors les mêmes pour tous les rectangles alignés horizontalement.

La difficulté réside dans la première partie, nous la prouvons au lemme 3.2.3.

Figure 3.2 – Un point périodique du SFT Yc, la base de la construction. Un
point horizontalement périodique de Yc a nécessairement la structure ci-dessus :
une grille de rectangles, dont la largeur est exactement la période n et dont la
hauteur est cn−1.
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Figure 3.3 – Nouveau jeu de tuiles pour coder les machines de Turing : on a
rajouté les tuiles des deux lignes du bas. Les nouvelles tuiles permettent d’ac-
cepter des calculs qui terminent. Un rectangle à bords blancs forme un calcul
valide, sa hauteur correspond au temps mis par la machine à s’arrêter et sa
largeur à l’espace utilisé.
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Pour tout entier c ≥ 2, il existe un SFT Yc tel que tout point y ∈ Yc
de période horizontale p est formé de rectangles de taille p× cp−1 dont
les bords sont distingués. De plus tout entier p ≥ 2 est une période
horizontale.

Lemme 3.2.3

Preuve. On construit le SFT Yc en superposant plusieurs composantes A,Cc, T ,
ayant les buts suivants :

– A force les points périodiques à avoir des lignes verticales marquées.
– Cc force l’apparition de lignes horizontales dans les points périodiques, for-

mant ainsi des rectangles avec les lignes verticales. Cette composante forcera
en même temps tous les rectangles à être de la même taille.

– Avec T , on force exactement une ligne horizontale à apparaître dans chaque
période horizontale.

On donne maintenant ces composantes et les règles qui les régissent :
– La première composante, A, est composée d’un SFT W apériodique, Est-

déterministe 1, dont on appellera les symboles blancs, et d’un symbole . L’al-
phabet de A est donc ΣA = ΣW ∪{ }. On conserve les règles sur les symboles
de W et on ajoute les règles suivantes :
• il ne peut pas y avoir de symbole blanc au dessus ou en dessous d’un ,
• deux ne peuvent pas apparaître côte à côte horizontalement.
Un point périodique de A de période p doit nécessairement avoir des lignes
verticales de séparant des colonnes de symboles blancs, étant donné que W
est un SFT apériodique.
Pour le moment, rien n’interdit plus d’une ligne de d’apparaître dans une
période, ni même les lignes de d’être à des distances différentes. La figure 3.4
montre une forme possible d’un point périodique à cette étape.

w0,0 w1,0 w2,0 w3,0 w4,0 w5,0 w6,0 w7,0 w8,0 w9,0w10,0w11,0

w0,1 w1,1 w2,1 w3,1 w4,1 w5,1 w6,1 w7,1 w8,1 w9,1w10,1w11,1

w0,2 w1,2 w2,2 w3,2 w4,2 w5,2 w6,2 w7,2 w8,2 w9,2w10,2w11,2

w0,3 w1,3 w2,3 w3,3 w4,3 w5,3 w6,3 w7,3 w8,3 w9,3w10,3w11,3

w0,4 w1,4 w2,4 w3,4 w4,4 w5,4 w6,4 w7,4 w8,4 w9,4w10,4w11,4

w0,5 w1,5 w2,5 w3,5 w4,5 w5,5 w6,5 w7,5 w8,5 w9,5w10,5w11,5

w0,6 w1,6 w2,6 w3,6 w4,6 w5,6 w6,6 w7,6 w8,6 w9,6w10,6w11,6

w0,7 w1,7 w2,7 w3,7 w4,7 w5,7 w6,7 w7,7 w8,7 w9,7w10,7w11,7

w0,8 w1,8 w2,8 w3,8 w4,8 w5,8 w6,8 w7,8 w8,8 w9,8w10,8w11,8

w0,9 w1,9 w2,9 w3,9 w4,9 w5,9 w6,9 w7,9 w8,9 w9,9w10,9w11,9

w0,0 w1,0 w2,0 w3,0 w4,0 w5,0 w6,0 w7,0 w8,0 w9,0w10,0w11,0

w0,1 w1,1 w2,1 w3,1 w4,1 w5,1 w6,1 w7,1 w8,1 w9,1w10,1w11,1

w0,2 w1,2 w2,2 w3,2 w4,2 w5,2 w6,2 w7,2 w8,2 w9,2w10,2w11,2

w0,3 w1,3 w2,3 w3,3 w4,3 w5,3 w6,3 w7,3 w8,3 w9,3w10,3w11,3

w0,4 w1,4 w2,4 w3,4 w4,4 w5,4 w6,4 w7,4 w8,4 w9,4w10,4w11,4

w0,5 w1,5 w2,5 w3,5 w4,5 w5,5 w6,5 w7,5 w8,5 w9,5w10,5w11,5

w0,6 w1,6 w2,6 w3,6 w4,6 w5,6 w6,6 w7,6 w8,6 w9,6w10,6w11,6

w0,7 w1,7 w2,7 w3,7 w4,7 w5,7 w6,7 w7,7 w8,7 w9,7w10,7w11,7

w0,8 w1,8 w2,8 w3,8 w4,8 w5,8 w6,8 w7,8 w8,8 w9,8w10,8w11,8

w0,9 w1,9 w2,9 w3,9 w4,9 w5,9 w6,9 w7,9 w8,9 w9,9w10,9w11,9

Figure 3.4 – Un point périodique de A, les symboles wi,j sont des blancs.

– La deuxième couche de symboles Cc = Pc×{ , } va produire des lignes ho-
rizontales de manière à ce que les points de période np puissent être constitués
de rectangles de taille p× cp−1 délimités par les symboles et .
L’idée est la suivante : on considère chaque ligne horizontale entre deux lignes
de comme un mot de l’alphabet P ′c = {0, . . . , k − 1} × {0, 1}, c’est à

1. On utilisera et expliquera cette propriété en temps utile.
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Figure 3.5 – Le transducteur correspondant à c = 2 et les symboles du SFT
correspondant. Un motif valide de C2 en (b) et (c) : le en (b) vient de la
composante A et correspond au symbole 1 de la composante C2.

dire comme un nombre a entre 0 et cp−1 − 1 écrit en base c. On s’assure
ensuite avec des contraintes locales que le mot de la ligne suivante est a+ 1
mod cp−1. La composante {0, 1} sert de retenue. On ajoute une retenue 1

qu’on superposera uniquement au symbole , afin d’obtenir Pc. On peut voir
le transducteur permettant de coder les contraintes locales dans le cas c = 2
sur la figure 3.5.
Maintenant, avec { , }, on marque les lignes correspondant au nombre 0,
afin de marquer une ligne sur les cp−1. Cette ligne est la seule telle où un
symbole 01 à droite de a un symbole 10 au dessus de lui.
Enfin, on interdit un d’apparaître à gauche ou à droite d’un . Cela force
les compteurs de chaque colonne de symboles blancs à être mis à zero en
même temps, et donc à avoir les mêmes hauteur et largeur.
La figure 3.6a montre un pavage possible à cette étape : la période horizontale
n’est pas nécessairement la distance entre les lignes verticales. Elle peut être
plus grande car les symboles blancs entre deux lignes verticales ne sont pas
nécessairement les mêmes.
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Figure 3.6 – En (a), un example de point périodique après la superposition
de C2 à A : la distance entre deux lignes verticales consécutives est la même
partout, mais n’est pas nécessairement la période. En (b), après ajout de la
composante T , la largeur des rectangles est exactement la période horizontale.
On ne représente ici que la composante A et les symboles , de C2.

– La dernière composante T va permettre de palier à cela. L’alphabet de T est
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exactement le même que celui de W de la composante A. On va se servir
du fait que W est Est-déterministe. Un SFT Est-déterministe a la propriété
suivante : étant donnés deux symboles a, b aux positions (i, j) et (i, j + 1),
alors il a au plus un symbole possible en position (i + 1, j). Cela signifie
en particulier que si l’on se donne une colonne de symboles, alors tout le
demi-plan à sa droite est déterminé par celle-ci 2. Sur cette couche, on force
les symboles à deux positions adjacentes horizontalement d’être les mêmes :
chaque ligne horizontale est constituée d’un unique symbole.
On force également le symbole sur T à droite d’un à être le même que celui
de la composante W . Cela signifie que tous les symboles à droite d’un sur
une même ligne horizontale sont les mêmes et donc en particulier que toutes
les lignes verticales de symboles de W à droite de lignes verticales de sont
les mêmes. Comme W est Est-déterministe, les colonnes de symboles blancs
entre deux lignes verticales de sont donc les mêmes.
A ce stade, on a fini la construction de Yc : les points périodiques sont né-
cessairement formés de rectangles dont la largeur est la période, comme en
figure 3.6b.

Vérifions que le SFT obtenu est bien comme on le souhaite : soit y ∈ Yc un
point horizontalement périodique de période horizontale p :

– La composante A force l’apparition de lignes verticales de au minimum une
fois dans la période.

– La composante Cc force l’apparition de rectangles de dont la largeur divise p.
– La composante T force la période horizontale à être la largeur des rectangles.

La preuve est finie et on a prouvé le théorème suivant, caractérisant les
ensembles de périodes horizontales des SFTs de dimension 2 :

Soit L ⊆ N∗ un langage, les trois propositions suivantes sont équi-
valentes :

– Il existe un SFT X tel que L = Ph
X .

– un (L) ∈ NSPACE(n)
– bin (L) ∈ NSPACE(2n)

Théorème 3.2.4

3.3 Fortes périodes

On s’intéresse maintenant aux fortes périodes, nous allons prouver une ca-
ractérisation des ensembles de fortes périodes des SFTs. Néanmoins, on sera
contraint de considérer les SFTs de toutes dimensions pour obtenir une carac-
térisation intéressante. Ceci est du au fait que pour une dimension d donnée,
il y a un écart entre la complexité de tester si un entier est une forte période
et la place disponible pour coder du calcul dans une configuration fortement
périodique :

2. Cela ne signifie pas nécessairement que celui-ci existe, mais s’il existe, il est entièrement
déterminé par la colonne.
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– Vérifier que n est une forte période nécessite un temps nd.
– Une configuration de forte période n forme des d-cubes de côté n, il y a

donc une place nd pour coder du calcul.
Le problème est que l’on ne sait coder un calcul d’une machine de Turing ter-
minant en temps nd que dans un “espace” de taille au moins n2d. Par exemple,
dans un carré de taille n × n, on ne peut pas mettre un calcul terminant en
plus de n étapes de temps, et vérifier un qu’un tel carré ne contient pas de
motif interdit nécessite n2 étapes de temps. On aurait donc besoin d’un SFT
de dimension 2d pour coder un calcul de NTIME(nd), mais vérifier qu’un en-
tier est une forte période d’un SFT de dimension 2d nécessitera une machine
fonctionnant en temps NTIME(n2d), et ainsi de suite.

On a donc un écart que l’on avait pas pour la caractérisation des périodes
horizontales. Cet écart n’est pas surprenant dans la mesure où les classes de
complexité en temps sont moins robustes aux changements de modèle de calcul
que les classes de complexité en espace.

En considérant les SFTs de toutes dimensions à la fois, cela revient à consi-
dérer la classe NP =

⋃
d∈N NTIME(nd). Dans cette section, nous montrons

donc la caractérisation suivante :

L ⊆ N est l’ensemble des fortes périodes d’un SFT si et seulement
si un (L) ∈ NP.

Théorème 3.3.1 Caractérisation des périodes

Comme pour le résultat sur les périodes horizontales, la preuve aura lieu
en deux temps, le sens de la réalisation d’un langage de NP en tant que pé-
riodes d’un SFT étant le plus compliqué. Notons ici que l’on parle en termes de
classes de complexité sur des langages unaires, en complexité classique, la classe
correspondante est NE =

⋃
c∈N NTIME(2cn).

Soit X un SFT de dimension d, alors un (PX) ∈ NP.

Lemme 3.3.2

Preuve. Il suffit de prendre la machine qui fait la chose suivante : sur l’entrée
p, elle devine non-déterministiquement un cube nd, il suffit ensuite de vérifier que
ce cube ne contient aucun motif interdit (cela prend O

(
nd
)
étapes) et que n est

bien la période et donc en particulier vérifier que pour tout k < n, k n’est pas une
période (cela prend O

(
n2d
)
étapes).

Pour l’autre direction, on va procéder comme précédemment : on construit
d’abord des SFTs Yd de dimension d, tels que les points périodiques de Yd
soient des cubes de dimension d (que l’on appellera d-cubes) dont les arêtes sont
marquées. Dans un deuxième temps, on codera le calcul des machine de Turing
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dans ce SFT, obtenant ainsi la réalisation voulue.

Pour toute dimension d, il existe un SFT d-dimensionnel Yd tel
que :

– Tout point périodique est fortement périodique.
– Tout point périodique y ∈ Yd est formé de d-cubes pd, où p est

la période de y.
– Tout entier p ≥ 2 est une période, et donc une période forte.

Lemme 3.3.3

Preuve. La construction sera à nouveau basée sur un jeu de tuiles apériodique,
dont on cassera l’apériodicité à l’aide de tuiles supplémentaires pour forcer une
structure régulière. Yd sera donc constitué de trois couches A,S, T :

– La composante A forcera les points périodiques à avoir des lignes.
– La composante S forcera les points périodiques à être constitués de cubes.
– La composante T forcera les points périodiques à être constitués de cubes
dont la longueur des côtés est la période.

On donne maintenant ces composantes dans le détail.
– Pour construire le SFT A, on part d’un SFT 2-dimensionnel apériodique NO-
déterministe quelconque 3. À nouveau, nous donnerons la définition de NO-
déterminisme au moment où nous l’utiliserons. On définit un SFT A′ de
dimension 2 :
• L’alphabet de A′ est l’alphabet de W (dont les éléments sont les blancs)

incrémenté de trois symboles : , et .
• On conserve les motifs interdits de W et on ajoute les motifs interdits

suivants :
∗ Au dessus et en dessous de , il ne peut y avoir que ou .
∗ A gauche et à droite de , il ne peut y avoir que ou .
∗ A gauche ou à droite de , il ne peut y avoir que .
∗ Au dessus et en dessous de , il ne peut y avoir que .

Les points périodiques de A′ contiennent nécessairement des symboles ,
et/ou . C’est à dire qu’il y a : soit une infinité de lignes de , soit une
infinité de lignes de , soit une infinité de rectangles dont les côtés sont formés
par des , et dont les coins sont des .
On obtient A à partir de A′ en gardant le même alphabet, ainsi que les
mêmes règles sur les deux premières dimensions et en forçant les symboles
voisins selon les autres dimensions à être identiques. On appellera plan A′ le
plan de A sur qui a conservé les règles de A′.

– La deuxième couche S va forcer des carrés à apparaître sur le plan A′ dans
les points périodiques et créera les frontières des d-cubes sur toutes les di-
mensions. Pour chaque 2 ≤ i ≤ d, on définit Si, un SFT sur l’alphabet
, , , , , :
• Les règles pour Si sur le plan défini par e1, ei sont des règles de Wang :

les bords de chaque symbole doivent correspondre avec ceux de ses voisins,
les règles gauche droite correspondent à ±ei et les règles haut/bas à ±e1.

3. Pour ce théorème cela ne change rien, en revanche celui de Kari [Kar92] a une propriété
intéressante qui sera exploitée dans la section suivante.
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• Les règles pour les autres dimensions sont que s’il y a un symbole a à la
position z ∈ Zd, alors il y a également un symbole a aux positions z± ek,
pour k 6= 1, i.

On va superposer les SFTs Si afin d’obtenir S : à chaque coordonnée, les
symboles sur tous les Si doivent être d’un seul des deux ensembles { , } ou
{ , , , }. La figure 3.7 montre comment la composante S2 est superposée
sur le plan A′, forçant les configurations périodiques à être formées de carrés
sur cette couche. La figure 3.8 montre comment les composantes Si sont
superposés entre elles.

e1

ei

Figure 3.7 – À gauche la composante S2 et à droite la composante A′ : la
superposition des deux force l’existence de carrés sur ce plan dans les points
périodiques.

Enfin, on donne les règles de superposition de S sur la couche A : on impose
des règles uniquement par rapport à la couche S2 (qui fait des carrés sur le
plan A′). On ne peut superposer un qu’à un , un qu’à un et un
qu’à un , les autres symboles sont forcément superposés sur des blancs.
Les points fortement périodiques à ce stade sont nécessairement constitués de
d-cubes dont les coins sont marqués par des ( , . . . , ) et dont les faces sont
marquées par les et : si les d-cubes sont de côté n, et qu’il y a un coin en
p = (p1, . . . ,pd) ∈ Zd, alors pour toute coordonnée q = (q1, . . . , qd) ∈ Zd
il y a un ou un sur la composante Sk si et seulement si pk ≡ qk mod n
et il y a un ou un si et seulement si p1 ≡ q1 mod n. Ceci est dû au fait
que sur le plan A′, les lignes ne peuvent pas avoir la même couleur de chaque
côté sur la composante S2 : il y a donc nécessairement des carrés (à cause
de la diagonale) dans un point périodique. Les carrés formés sur S2 forcent
l’apparition de carrés de même taille sur les autres composantes Sk.
A ce stade, un point périodique sera donc nécessairement constitué de d-
cubes, cependant le côté de ces cubes n’est pas nécessairement la période,
car sur le plan A′, les carrés formés par S2 ne contiennent pas nécessairement
les mêmes symboles blancs à l’intérieur. La période est donc un multiple du
côté des d-cubes.

– La dernière étape consiste donc à synchroniser les symboles blanc à l’intérieur
de chaque carré sur le plan A′. On va utiliser pour cela le NO-déterminisme
du SFT apériodiqueW à la base de A′ : Un SFT est Nord-Ouest-déterministe
(NO-déterministe) s’il a la propriété suivante : étant donnés deux symboles
a, b aux positions (i, j) et (i+1, j+1) alors il y a au plus un symbole possible
en position (i + 1, j). Il suffit donc de transmettre les symboles de la ligne
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ei

e1

ej

Figure 3.8 – Comment les composantes Si et Sj sont superposées l’une à
l’autre et forment des cubes : sur le plan e1, ei on voit la composante Si et sur
le plan e1, ej , on voit la composante Sj .

horizontale la plus haute et la ligne verticale la plus à gauche de chaque carré
vers leurs voisins, comme en figure 3.9 pour synchroniser les arrières plans
de tous les carrés. On utilise pour cela 4 sous-composantes V, V ′, H,H ′ dont
les alphabets sont pour chacune les symboles blancs de A. Ces composantes
agiront uniquement sur le plan A′, et donc les symboles sur chacune d’entre
elles seront les mêmes aux positions z ∈ Zd et z ± ej , avec 3 ≤ j ≤ d. Il
suffit donc de donner les règles sur le plan A′ :
• V sert à synchroniser la ligne la plus à gauche d’un carré avec celle des

carrés à gauche et de droite. Les règles sont simples, le symbole en z ∈ Zd
sur la couche V est le même que ceux à sa droite et à sa gauche, les
positions z ± e2. La seule règle de superposition est que lorsque l’on est à
droite d’un symbole , alors le symbole sur V est le même que sur A′.

• V ′ sert à synchroniser la ligne la plus à gauche d’un carré avec celle des
carrés en haut à droite et en bas à gauche : le symbole en position z ∈ Zd
sur V ′ est le même que celui en position z±(e1+e2). Pour la superposition,
comme avant, lorsque l’on est à droite d’un , alors le symbole sur V ′ est
le même que celui sur A′.

• H sert à synchroniser la ligne la plus haute d’un carré avec celle des carrés
en haut et en bas. Le symbole en z ∈ Zd sur la couche H est le même que
ceux juste en haut et juste en bas, c’est à dire aux positions z ± e1. La
règle de superposition est que lorsque l’on est en dessous d’un , alors le
symbole sur A′ est le même que celui sur H.

• H ′ sert à synchroniser la ligne la plus haute d’un carré avec celle des carrés
en haut et en bas. Le symbole en z ∈ Zd sur la couche H ′ est le même que
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ceux juste en haut et juste en bas, c’est à dire aux positions z± (e1 +e2).
La règle de superposition est la même que pour H.

w0,0

w0,1

w0,2

w0,3

w0,4

w0,0

w0,1

w0,2

w0,3

w0,4

w0,0

w0,1

w0,2

w0,3

w0,4

w0,0

w0,1

w0,2

w0,3

w0,4

a)

w0,4 w1,4 w2,4 w3,4 w4,4 w0,4 w1,4 w2,4 w3,4 w4,4

w0,4 w1,4 w2,4 w3,4 w4,4 w0,4 w1,4 w2,4 w3,4 w4,4

b)

Figure 3.9 – En (a) la manière dont V et V ′ synchronisent les colonnes les
plus à gauche de tous les carrés et en (b) comment H et H ′ synchronisent les
lignes les plus hautes de tous les carrés.

La construction est maintenant terminée. Si on prend un point périodique de Yd
de période p. Par construction il est formé d’d-cubes de côté p dont les coins sont
marqués par ( , . . . , ) et dont les arêtes sont marquées par les symboles ( , . . . , )
et ( , . . . , ).

Soit L ⊆ N un langage tel que un (L) ∈ NTIME(nd), il existe alors
un SFT 2d-dimensionnel X tel que p ∈ L si et seulement s’il existe un
point c ∈ X de forte période p et tel que tout point périodique soit
fortement périodique.

Lemme 3.3.4

Preuve. SoitM une machine reconnaissant L. Il faut construire un SFT XM dont
les fortes périodes sont exactement les entiers acceptés par M . On va utiliser le
SFT Y2d construit au lemme 3.3.3, il suffit de montrer comment on met un calcul
terminant en temps nd dans un cube n2d. On a donc exactement l’espace nécessaire
dans un 2d-cube pour coder un tel calcul.

L’idée est de plier le diagramme espace-temps de la machine, de manière à ce
qu’il tienne dans le 2d-cube tout en gardant des contraintes locales pour le coder,
ceci a déjà été fait par Borchert [Bor08] et Jones et Selman [JS74] par exemple.

Dans un diagramme espace temps de la machine M sur l’entrée n, les cellules
ont des coordonnées (t, s), avec t ≤ nd, s ≤ nd, t représentant l’étape de temps et
s la position sur le ruban. On doit maintenant transformer toute cellule (t, s) en une
cellule d’un 2d-cube de manière à ce que deux positions consécutives du diagramme
espace-temps soient voisines. On transforme donc t, s en vecteurs de J0, n − 1Kd
((t, s) est donc un vecteur de J0, n − 1K2d) à l’aide d’un code réfléchi en base n,
appelé aussi code de Gray, voir Knuth [Knu05].

La position (t0, . . . , td−1) ∈ J0, n − 1Kd représente l’entier t =
∑
ain

i, où
ai = ti si la somme

∑
j>i tj est paire et ai = n−1− ti sinon. La position suivante
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est donc donnée par la somme des parités des positions de poids plus fort. Pour
transformer ce codage en contraintes locales, il suffit d’avoir une couche de parité
P .

La couche de parité est P est faite de multiples sous-couches Pi = {0, 1}, une
pour chaque direction ei, 2 ≤ i ≤ d. On donne les règles de la sous-couche Pi, on
est dans un d-cube aux arêtes et coins marqués. On a un coin en position zc =
(zc1, . . . ,zcd ∈ Zd, il a forcément 0 sur la couche Pi. Les règles sont maitenant les
suivantes s’il y a b en position z ∈ Zd, alors il y a b+ 1 mod 2 en position z + ei
et b aux positions z + ej pour j 6= i. Il n’y a pas de règles lorsque l’on passe d’un
d-cube à un autre. On peut voir en figure 3.10 comment le codage de parité se fait
dans un 3-cube.

1

0

Figure 3.10 – Comment les couches de parité sont codées dans un 3-cube
et l’ordre des cases déterminé par celles-ci : la parité donne la direction dans
laquelle est la prochaine case.

On a donc deux couches de parité : une pour l’espace, sur les d premières
dimensions et une sur les d suivantes pour le temps.

On a maintenant vu comment coder une machine de Turing M dont les calculs
terminent en temps nd sur le SFT Y2d. Il ne reste plus qu’à nous assurer que l’on
peut bien synchroniser les transitions non-déterministes entre tous les 2d-cubes.

Pour faire cela, on ajoute une composante N de synchronisation des transitions
non déterministes constituée de sous-couches dont les alphabets sont à chaque fois
l’ensemble des transitions possibles de M :

– La première sous-couche k va permettre de savoir sur toute cellule à une étape
de temps quelle transition a lieu : Sur une cellule effectuant une transition, la
composante k doit contenir la même transition. Si il y a un symbole l sur k
en position z, alors il doit y avoir le même symbole en position z ± ei, pour
1 ≤ i ≤ d, c’est à dire les dimensions correspondant à l’espace.

– On a ensuite un ensemble de sous-couches ii, une pour chacune des dimen-
sions correspondant au temps, d + 1 ≤ i ≤ 2d. La composante ii est régie
par les règles suivantes : le symbole sur ii en position z est le même que celui
en position z± (ei + e1). Le symbole sur la couche ii est le même que celui
sur la composante k quand on est sur le bord du cube sur la composante 1.
Dans la construction du lemme 3.3.3, cela correpond à quand la composante
Si contient un ou un . La figure 3.11 montre comment cette synchroni-
sation s’effectue. En dimension 2, cela correspondrait à des composantes se
comportant de manière similaire aux composantes V, V ′ de la construction
précédente.
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e1

ei
ej

Figure 3.11 – La synchronisation des transitions non-déterministes entre les
différents 2d-cubes : on a ici la projection sur trois dimensions, e1, ei, ej . La
composante k est représentée en bleu et ij est représentée en rouge. Les dimen-
sions ei, ej sont des dimensions correspondant au temps et e1 est une dimension
correspondant à l’espace. Sur le haut de la figure, on a représenté la composante
Sj de la construction du lemme 3.3.3. Les couches k et ij se synchronisent
lorsque l’on est sur le bord d’un carré sur Sj .

Comme précédemment, n + 4 est une (forte) période si et seulement si n est
accepté parM , pour obtenir exactement n, on doit à nouveau “épaissir” les symboles
sur les bordures.

3.4 Nombre de points fortement périodiques

Dans le théorème 3.3.1 de la section précédente, nous avons vu que les en-
sembles PX des SFTs correspondent exactement aux langages de la classe NE.
Dans cette section, on va plus loin en comptant le nombre de points périodiques :
on va caractériser la suite (pn(X))n∈N∗ où pn(X) est le nombre de points de X
de forte période n. De manière intuitive, les fonctions qui comptent le nombre
de points périodiques sont à mettre en relation avec les fonctions qui comptent
le nombre de chemins acceptants d’une machine de Turing de la classe NE, c’est
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à dire les fonctions de la classe #E.

Pour tout SFT X de dimension d, soit NX(n) la fonction

n 7→ pn(X)/nd.

L’ensemble des fonctions NX(n) pour tous les SFTs de toutes dimen-
sions est exactement #E.

Théorème 3.4.1

La division par nd est due à une renormalisation : en effet, chaque point de
forte période n a exactement nd translatés.
Preuve. Il y a deux sens à cette preuve :

– On a montré au lemme 3.3.2 que pour un SFT X, vérifier si n ∈ PX est dans
NP pour n codé en unaire. Le nombre de chemins acceptants de la machine
décrite dans cette preuve est exactement le nombre de points de période n.
Pour normaliser par nd, il suffit à chaque fois que l’on devine un cube nd de
vérifier si l’on est plus petit, pour l’ordre lexicographique, que ses translatés
par chaque v, pour ‖v‖∞ ≤ n.

– On a réalisé n’importe quelle fonction de NP pour une entrée codée en unaire
en tant que périodes d’un SFT dans le lemme 3.3.4. Il faut modifier cette
preuve afin que le nombre de points de période n soient exactement le nombre
de chemins acceptants de la machine de Turing. Le SFT construit avait une
structure particulière formée de 2d-cubes créés par Y2d : dans Y2d il y avait
autant de points avec un coin de 2d-cube à l’origine 4 que de fonds blancs
apériodiques dans les carrés de la composante A′. Il suffit donc de forcer pour
une taille de cube le fond apériodique à toujours être le même.
On peut faire cela en prenant le SFT apériodique NO-déterministe de Kari
[Kar92]. Ce SFT est exactement le même que celui de Robinson [Rob71], avec
une composante supplémentaire constituée de flèches, voir la figure 3.12. On
peut voir en figure 3.14 un carré valide par ce SFT dont les bords hauts et
gauche sont triviaux, et peuvent donc être forcés à l’aide de règles locales.

(a)
Hor

Ver

(b)
Ver

Hor

(c)
Ver

Ver

Hor

Hor

Figure 3.12 – Le flèches ajoutées par Kari au SFT de Robinson afin de le rendre
NO-déterministe. Les marquages des flèches doivent correspondre à leurs extre-
mités. Sur les bras horizontaux on superpose le symbole (a) et sur les verticaux
(b). Les symboles (c) et (d) peuvent être superposés aux croix uniquement.

4. Forcer le fait d’avoir un coin à l’origine correspond au niveau du comptage à la renor-
malisation par n2d.
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(a) (b)

Figure 3.13 – Les tuiles de Robinson : en (a) les croix et en (b) les bras.

Figure 3.14 – Un carré valide avec le SFT de Kari : les flèches ne sont pas
représentées, mais sont aisément déductibles. La ligne horizontale la plus haute
et la ligne verticale la plus à gauche déterminent tout le carré. Notons que ces
deux lignes sont très faciles à générer, et qu’elles permettent de générer des
carrés de taille arbitrairement grande.
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3.5 1-périodes

On s’intéresse maintenant à nouveau aux SFTs de dimension 2, et en par-
ticulier aux ensembles de 1-périodes qu’ils peuvent avoir. Une configuration 1-
périodique est une configuration qui n’a qu’une seule direction de périodicité. On
va prouver ici que les ensembles de 1-périodes, des ensembles de vecteurs de Z2,
sont exactement les ensembles de vecteurs de Z2 pouvant être reconnus par une
machine en espace non déterministe linéaire pour une entrée donnée en unaire.
Le résultat, ainsi que sa preuve, ressemblent beaucoup au théorème 3.2.4 : on
se permettra donc de donner moins de détails dans la partie réalisation de la
preuve.

Soit L ⊆ N × Z un langage, alors L est l’ensemble des 1-périodes
d’un SFT X si et seulement si un (L) ∈ NSPACE(n).

Théorème 3.5.1

Remarque 3.5.1. On utilise ici le codage unaire suivant :
– quand n ≥ 0, on code (m,n) par 1anbm−n quand m ≥ n et par 1bman−m

autrement.
– quand n < 0, on code (m,n) par 0anbm−n quand m ≤ n et par 1bman−m

autrement.

Si X est un SFT 2-dimensionnel, alors un
(
P1
X

)
∈ NSPACE(n).

Lemme 3.5.2

Preuve. Dans le lemme 3.1.2, on a vu comment les configurations d’un SFT de
dimension 2 périodiques selon un vecteur v pouvaient être vues comme des SFTs
de dimension 1. Les configurations périodiques selon v forment donc un SFT de
dimension 1. On peut toujours représenter un SFT de dimension 1 comme un graphe,
être 1-périodique est alors équivalent à l’existence de deux cycles mutuellement
accessibles dans ce graphe. L’algorithme que l’on va donner va s’inspirer de ce fait

On donne maintenant pour un SFT X un algorithme permettant de décider si un
vecteur v est une 1-période d’un point de X. On note r le rayon de X. L’algorithme
est très similaire à celui du lemme 3.2.1, la différence est que cette fois il faut en
plus vérifier l’existence d’une configuration dans laquelle v est l’unique vecteur de
périodicité.

On va faire comme avant et deviner les lignes une à une, tout en se souvenant
de suffisamment des dernières lignes pour pouvoir vérifier la validité au fur et à
mesure. Il faut également que l’on vérifie qu’il existe deux manières de compléter
différentes mais qui peuvent se raccorder. L’entrée de l’algorithme est v = (m,n) :

– On initialise un tableau P de taille max(m,n), tel que P [i] = 1 pour tout i
et D à faux.

– On choisit non-déterministiquement deux tailles t1, t2 ≤ |Σ|2rp (la longueur
des “cycle” ou manières de compléter).
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Figure 3.15 – En gris la dernière ligne devinée, et en hachuré la zone que l’on
doit conserver en mémoire. Ici le vecteur de périodicité est (m,n) = (4, 2) et le
rayon du SFT r = 1.

– On choisit non-déterministiquement 2r lignes horizontales (li)0≤i≤r−1 de lon-
gueur m, c’est à dire 2r ×m symboles de Σ.

– Pour tout 2r < i ≤ t1, on choisit non déterministiquement une ligne li de
longueur m (donc m symboles) et on vérifie qu’aucun motif de support Br
dans les lignes li, . . . , li−2r−n ne contienne un motif interdit. Il suffit de garder
à chaque étape les 2r dernière lignes et 2r symboles des n lignes précédentes,
on pourra se référer à la figure 3.15 afin d’avoir une figure explicative.

– On effectue une deuxième fois les deux étapes précédentes, en parallèle. Pour
la deuxième, on choisit une ligne l′i pour 2r < i ≤ t2 cette fois-ci. Si à un
moment, pour un i, les lignes devinées li et l′i sont différentes, alors on met
D à vrai.

– A chaque étape précédente, on vérifie s’il y a un vecteur de périodicité (m′, n′)
avec k(m′, n′) = (m,n), si ce n’est pas le cas, alors P [k]← 0.

– Une fois les dernières lignes lt1 , l
′
t2 devinées, on vérifie que les successions de

lignes suivantes ne contiennent aucun motif interdit :
• lt1−2r−n, . . . , lt1 , l0, . . . , l2r
• l′t2−2r−n, . . . , l′t2 , l′0, . . . , l′2r
• lt1−2r−n . . . lt1 l′0 . . . l′2r
• l′t2−2r−n . . . l′t2 l0 . . . l2r
On vérifie ainsi l’existence de deux cycles mutuellement accessibles.

– On rejette s’il existe k,m′, n′ < m tels que k(m′, n′) = (m,n) et P [k] = 1
ou si D est à faux.
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Cet algorithme nécessite de conserver 4rm + 2rn symboles ainsi que le tableau P
à chaque étape.

Pour toute constantes c, il existe un SFT 2-dimensionnel Yc tel que
les points 1-périodiques de vecteur (m,n) soient formés de rectangles
m × cm−1 à bords marqués, comme en figure 3.16. De plus Yc admet
comme 1-périodes tout (m,n) tel que 0 < n < m.

Lemme 3.5.3

Figure 3.16 – Les rectangles marqués des configurations périodiques.

Preuve. Comme dans les constructions précédentes, la construction va se faire par
étapes de superposition. On aura donc à nouveau diverses composantes A,Cc, R, S :

– La première composante A est basée sur un SFT apériodique Est-déterministe
W , son alphabet est ΣA = (ΣW × {·, }) ∪ { , , , } , on appelle les
symboles de ΣW des blancs. Les symboles que l’on a ajouté permettent à
nouveau de briser la périodicité, les règles pour A sont les suivantes :
• Les symboles blancs peuvent avoir un symbole au dessus, ou rien.
• Les règles entre les symboles de ΣW sont inchangées.
• Les règles entre les symboles { , , , , } sont des règles de Wang.
• Seules les faces blanches des symboles { , , , , } peuvent être mises

à côté de symboles blancs.
A ce stade, les configurations périodiques ont nécessairement soit une infinité
de lignes verticales ou de lignes horizontales. Les lignes verticales peuvent
éventuellement être jointes par des lignes horizontales finies.

– La composante Cc est un compteur qui fonctionne exactement de la même
manière que dans la preuve du lemme 3.2.2. Une fois que l’on a ajouté Cc à
A les points ayant un vecteur de périodicité contiennent nécessairement une
infinité de lignes verticales. Deux lignes verticales espacées de k sont alors
jointes par des lignes horizontales à distance 2k−1.

– La composanteR va permettre de s’assurer que la distance entre les différentes
lignes verticales dans les configurations périodiques est constante. Pour faire
cela on projette les lignes horizontales à gauche et à droite, et entre deux
projections on remet un compteur Cc. On se sert également de ces projections
afin de faire en sorte que le décalage entre les rectangles d’une colonne de
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(a) (b)

Figure 3.17 – Il y a plusieurs possibilités pour les points périodiques de A : Une
infinité de lignes verticales (b) éventuellement jointes par des lignes horizontales
(a).

symboles blancs à l’autre soit constant. La figure 3.18 montre comment la
composante R agit.

Signal d’alignement droite

Signal d’alignement gauche

Projection à droite

Projection à gauche

Figure 3.18 – Comment fonctionne la composante R. A chaque ligne horizon-
tale, une projection est envoyée jusqu’à la ligne verticale la plus proche à gauche
et à droite. Entre deux projections à gauche (resp. à droite) il y a un compteur
Cc. On envoie également un signal à chaque extrémité d’une ligne horizontale,
agin que les rectangles soient toujours décalés de la même hauteur.

À ce stade, les points périodiques sont nécessairement constitués de rectangles
de taille identique “translatés” par un vecteur (m′, n′) d’une colonne à l’autre.
(m′, n′) n’est pas nécessairement une période, mais il existe k tel que k(m′, n′)
soit un vecteur de périodicité.

– On fait maintenant en sorte que la largeur des rectangles m et leur décalage
n soit le vecteur un vecteur de périodicité. On fait cela en transmettant la
première ligne verticale infinie de symboles blancs de chaque colonne de rec-
tangles vers la droite en la décalant de n vers le haut. La dernière composante
S fait exactement cela. Il y a deux parties à S, une première W ′ qui est une
copie des symboles de W et une autre qui permet de savoir quels symboles
voisins doivent être égaux, que l’on peut voir en figure 3.19. La figure suffit
à en inférer les règles. Comme précédemment, les symboles sur W et sur W ′
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juste à droite d’une ligne verticale sont identiques.

Figure 3.19 – Les symboles sont superposés uniquement aux signaux per-
mettant de synchroniser les décalages. Les règles pour la copie de symboles sur
W ′ sont déterminées par les flèches : un symbole sur W ′ est égal au symbole
vers lequel il pointe.

– La dernière étape consiste à faire en sorte qu’il existe des points 1-périodiques
pour tous les vecteurs de périodicité (m,n) avec 0 < n < m. Pour cela, il
suffit d’ajouter deux couleurs possibles aux rectangles, bleu et jaune : celle
couleur est transmise aux translatés par (m,n) de chaque rectangle.

Vérifions maintenant que les points 1-périodiques ont bien la bonne forme. Soit x
un point 1-périodique de 1-période (m,n) où 0 < n < m. Alors, x a nécessairement
une infinité de lignes verticales grâce à A. Deux lignes verticales se faisant face sont
jointes par des lignes horizontales grâce à Cc, de plus R force les lignes verticales
à être espacées régulièrement et à être décalées régulièrement aussi. Et T force
l’arrière plan de chaque colonne de symboles blancs à être identique mais décalé
comme les rectangles. Donc x est périodique selon (m′, n′), où m′ est la largeur des
rectangles et n′ le décalage vertical entre les rectangles d’une colonne à sa voisine de
droite. Mais (m′, n′) est le plus petit vecteur de périodicité, donc (m′, n′) = (m,n).

Inversement, étant donné (m,n) il est facile de construire un point 1-périodique :
une configuration bien formée avec des rectangles m × 2m−1 et on met une ligne
de direction (m,n) de rectangles en bleu et toutes les autres en jaune.

Soit L ∈ N× Z un langage tel que un (L) ∈ NSPACE(n), alors il
existe un SFT X tel que L = P1

X .

Lemme 3.5.4

Preuve. Étant donné une machine M qui reconnait le langage L en temps cn,
pour une certaine constante c, n étant l’entrée. On peut facilement faire un SFT
qui reconnaît le sous langage de L formé des (m,n) tels que 0 < n < m en codant
la machine M dans le SFT Yc, tout en synchronisant bien les transitions non-
déterministes. On peut faire une union disjointe de SFTs basés sur des constructions
quasiment identiques afin d’obtenir les autres sous-cas 0 < m < n, m = 0, n = 0,
n = m et n < 0 < m (il y a alors deux sous-cas |n| < |m| et |m| < |n|).
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Il y a deux manières d’envisager la généralisation en dimensions supérieures
du théorème 3.5.1 : la 1-périodicité en dimension 2 est en effet à la fois la d− 1-
périodicité et à la 1-périodicité en dimension d. Caractériser l’ensemble P1

X d’un
SFT de dimension d > 2 sera indécidable de manière triviale. Si l’on s’intéresse
à la d−1-périodicité en dimension d, on a en revanche une notion de périodicité
qui se rapporte à nouveau à l’étude d’un SFT de dimension 1 et qui pourrait
peut être être caractérisée à l’aide de classes de complexité.

3.6 Ensembles de Périodes des sous-shifts sofiques
et effectifs

On s’intéresse maintenant au cas des sous-shifts sofiques et effectifs, où l’on
va parvenir à caractériser les d-uplets (n1, . . . , nd) ∈ N∗d tels qu’il y ait un point
x avec Γx = n1Z × · · · × ndZ. Cette notion est plus générale que la périodicité
forte, étudiée dans le cas des SFTs. On notera Pr

X l’ensemble des tels d-uplets
du sous-shift X. En dimension 2, cette notion de périodicité correspond à un
treillis “rectangulaire“, tandis que la périodicité forte correspond à un treillis
”carré“. On obtient le théorème suivant :

Soit L ⊆ N∗d, il existe un sous-shift effectif tel que Pr
X = L si et

seulement si L est Π0
1, c’est à dire co-récursivement énumérable.

Théorème 3.6.1

Soit X un sous-shift effectif de dimension d, Pr
X est Π0

1.

Lemme 3.6.2

Preuve. Soit X un sous-shift effectif, et M la machine de Turing énumérant ses
motifs interdits. On construit une machine M ′ prenant en entrée un d-uplet et s’ar-
rêtant uniquement s’il n’existe pas de point x dans X tel que Γx = n1Z×· · ·×ndZ.
M ′ commence par deviner en parallèle toutes les complétions possibles de l’hyper-
rectangle R = J0, n1 − 1K × · · · × J0, nd − 1K. Puis elle simule M et au fur et à
mesure que les motifs interdits sont énumérés, elle vérifie que le motif énuméré n’ap-
paraît nulle part dans aucune complétion. On étend bien entendu chaque completion
périodiquement, de manière à pouvoir vérifier que le motif énuméré n’apparaît en
aucune position de l’hyperrectangle R. Quand on a trouvé pour chaque complétion
un motif interdit qui y apparaît, on s’arrête, sinon la machine continue à énumérer
des motifs interdits sans jamais s’arrêter.

Soit L ⊆ N∗d, si L est Π0
1, alors il existe un sous-shift sofique X de

dimension d tel que Pr
X = L.

Lemme 3.6.3
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Preuve. On va détailler la preuve en dimension 2, la preuve en dimensions su-
périeures étant quasiment identique. On a un langage L ⊆ N2, co-récursivement
énumérable et on veut construire un sous-shift sofique X tel que Pr

X = L. On dé-
taille maintenant la construction d’un sous-shift sofique réalisant le sous-ensemble
{(n1, n2) | (n1, n2) ∈ L et n1 > n2} de L. La construction va à nouveau utiliser
une base apériodique que l’on rendra périodique, de la forme souhaitée, en ajoutant
par dessus des couches qui ne seront pas périodiques. Il suffira alors d’effectuer une
projection pour obtenir le résultat.

– La première composante A consiste en un SFT apériodique NO-déterministe
W auquel on ajoute trois symboles , , . Les règles sont quasiment les mêmes
que pour A′ de la composante A du lemme 3.3.4 : Au dessus d’un ou d’un

ne peuvent apparaître qu’un ou un . À gauche et à droite d’un ou
d’un ne peuvent apparaître qu’un ou un . Pour que cette couche soit
périodique, il faut qu’une infinité de lignes de et/ou une infinité de lignes de

apparaisse. Si il y a une infinité de lignes de et une infinité de lignes de
, leurs croisements sont faits de et elles forment des rectangles dont les

tailles ne sont pas nécéssairement identiques.
– Le deuxième composante P va nous permettre de forcer les dimensions de
tous ces rectangles soient les mêmes et à ce que ce soient des dimensions
apparaîssant dans L. Pour cela, on veut des lignes identiques formées de
mots bman−m, avec n > m :

. . . bman−mbman−mbman−m . . .

On peut voir ces lignes comme un sous-shift de dimension 1. Bien entendu,
par compacité, on ne pourra pas éviter le cas où la ligne est formée unique-
ment de b ou uniquement de a. Ce sous-shift est effectif, donc en utilisant le
théorème 1.1.4, on sait que l’on peut réaliser un SFT qui a une composante
qui est son relèvement.
On donne maintenant les règles de superposition : un b apparaîssant après un
a doit nécessairement être superposé soit à un , soit à un .
À ce stade, la première composante est périodique dans deux cas : soir la
composante P est uniforme et ne contient que des a ou b et alors elle doit
avoir une infinité de lignes de . Soit elle a une infinité de lignes de distantes
de n, avec n tel qu’il existe (n,m) ∈ L, avec n > m.

– La composante R va forcer l’apparition de lignes horizontales de quand
il y a une infinité de lignes verticales de . R sera donc constitué des tuiles
de Wang suivantes : { , , , , , , , , }. Les superpositions seront les
suivantes :
• On ne peut superposer que sur .
• On ne peut superposer que sur .
• On ne peut superposer et que sur un a à droite d’un b.
• On ne peut superposer que sur .
• , , ne peuvent être superposés que sur b.
• ne peut être superposé que sur a.
On pourra se réferrer à la figure 3.20 pour mieux comprendre comment cette
composante se superpose aux autres et forme des rectangles.
Les cas possibles quand la composante A est périodique sont les suivants :
soit on a des rectangles uniformes de dimensions n × m, avec n > m et
(n,m) ∈ L, soit il y a une infinit de lignes horizontales de . Dans le cas
des rectangles, (n, 0), (0,m) ne génère pas nécessairement Γx, l’arrière plan
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Figure 3.20 – Comment les couches A,P et R sont superposées : tout en haut la
composante P , juste en dessous R et encore en dessous A. Les lignes verticales
de sont superposées sur les premiers symboles b apparaîssant après a. La com-
posante R permet d’ajuster la hauteur des rectangles par rapport au nombre de
b.
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apériodique à l’intérieur de chaque rectangle n’étant pas nécessairement le
même.

– La composante V va permet de forcer la première colonne à l’intérieur de
chaque rectangle sur la composante A à avoir les mêmes symboles. Le sous-
shift de dimension 1 formé à partir de l’alphabet ΣW ∪ {#} dont les points
sont ceux de la forme :

· · ·#w1 . . . wk#w1 . . . wk#w1 . . . wk# · · ·

c’est à dire les points périodiques formés d’un mot sur l’alphabet deW répété
périodiquement dont chaque occurence est séparée par un #. On relève ce
sous-shift en dimension 2 verticalement. Et on force les # à être superposés
uniquement à des ou des . On force aussi les symboles sur A à droite d’un
à être identiques à ceux sur V .

– La dernière composante H est formée un peu de la même manière que V , on
considère le même sous-shift mais on ajoute un second symbole en plus :

· · ·#(w1, t1) . . . (wk, tk)#(w1, t1) . . . (wk, tk)#(w1, t1) . . . (wk, tk)# · · ·

Les wi sont des symboles de ΣW et les ti des symboles d’un sous-shift effectif
de dimension 1 apériodique. On conserve les règles de ce sous-shift apériodique
entre les symboles ti qui ne sont pas séparés par un #, c’est à dire que si
aucun # n’apparaît, alors le point n’est pas périodique. On peut maintenant
relever ce sous-shift en dimension 2 horizontalement.
On force alors les symboles # à être superposés à des ou uniquement. Et
on force les symboles de la composante A apparaissant juste en dessous d’un

à être identiques à ceux sur H.
Maintenant, si l’on considère les points périodiques possibles sur la compo-
sante A :
• Il y a les points x formés de rectangles de taille n × m, avec n > m et

(n,m) ∈ L, ils sont périodiques et Γx = nZ×mZ.
• Il y a les points formés d’une infinité de lignes horizontales de sans ligne

verticale de .
On obtient notre sous-shift sofique en projetant la première composante A et

la dernière composante H : cette dernière élimine la classe de points périodiques
formés de lignes horizontales de uniquement car il est impossible que ceux-ci
soient périodiques horizontalement à cause de la deuxième couche de symboles de
H qui est rend le sous-shift apériodique horizontalement.

On peut noter que la preuve de ce résultat en dimension 1 est relativement
simple : il suffit de prendre un sous-shift effectif apériodique que l’on casse avec
des # qui ne peuvent être espacés qu’uniformément d’une distance n ∈ L.

3.7 Remarques sur les périodes en tant que lan-
gages

On peut également considérer les ensembles de périodes comme des langages.
Un langage de période est un langage qui peut être reconnu par un sous-shift :
un entier est accepté s’il est période du sous-shift. En tant que langages, la
question de la stabilité par les opérations usuelles d’union, intersection, com-
plémentation est importante. Nos caractérisation nous permettent d’apporter
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des réponses dans une certaine mesure. La stabilité par union est très facile à
prouver pour toutes les notions de périodicité : pour deux langages L1, L2, il
suffit de prendre l’union disjointe des deux sous-shifts X1, X2 dont ce sont les
ensembles de périodes pour obtenir L1 ∪ L2.

On a le résultat suivant sur la stabilité des langages de périodes horizontales
de SFTs de dimension 2 :

Les langages de périodes horizontales de SFTs sont stables par
union, intersection et complémentation.

Corollaire 3.7.1 Langages de périodes horizontales

Preuve. La stabilité par union et intersection de la classe de complexitéNSPACE(n)
est triviale. D’après Immerman [Imm88], Szelepcsényi [Sze88], on sait aussi que
NSPACE(n) est close par complémentation.

Pour la stabilité par intersection, une construction par produit cartésien,
comme on aurait envie de le faire, ne fonctionnera pas : si l’on prend par exemple
Ph
X = {2} et Ph

Y = {3}, le produit cartésien X×Y n’aura pas comme ensemble
de périodes ∅ mais Ph

X×Y = {6}. Ce résultat est également valable pour les
langages de 1-périodes de SFTs de dimension 2.

Dans le cas des périodes fortes, le résultat est moins fort :

Les langages de périodes fortes de SFTs sont stables par union, in-
tersection. Si NE = coNE, alors ils sont stables par complémentation.

Corollaire 3.7.2 Langages de périodes fortes

Ce théorème est à nouveau une conséquence directe de la caractérisation que
nous avons prouvée sur les périodes fortes. Il est important de noter que si l’on a
deux SFTs X,Y de dimension d, le langage PX ∩PY est un langage de période
forte, mais le SFT le reconnaissant n’est pas forcément de dimension d.
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et de la conjugaison
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Alors que jusqu’à présent nous avons étudié des invariants de conjugaison,
nous nous intéressons ici à la complexité de la conjugaison elle-même. Dans un
second temps nous nous intéresserons aussi à la complexité de la factorisation,
qui est un problème important d’un point de vue dynamique.

En dimension 1, le problème de décision associé à la conjugaison est peut-
être le problème ouvert le plus connu de la dynamique symbolique : on ne sait
toujours pas à ce jour s’il est décidable ou pas, voir la liste de problèmes ouverts
de Boyle [Boy08]. Si l’on se place sur N au lieu de Z, la réponse est connue :
la conjugaison est décidable, voir Williams [Wil73]. Aubrun et Béal [AB09] ont
prouvé le même résultat sur d’autres monoïdes.

En dimension 2, le problème est indécidable, cela découle du fait que savoir
si un SFT est vide est indécidable. On prouve ici un résultat un peu plus fort,
en donnant sa complexité exacte dans la hiérarchie arithmétique :

En dimension D ≥ 2, pour tout SFT X fixé, étant donné un SFT
Y en entrée, décider si Y et X sont conjugués est Σ0

1-complet.

Théorème 4.0.3

Ce résultat est intéressant dans le sens où décider si deux SFTs sont conju-
gués n’est pas plus dur que décider si un SFT est vide, ou de manière équivalente
si son langage est vide. Une question ouverte intéressante est de savoir si décider
la conjugaison en ayant le langage du SFT en oracle reste indécidable.

83
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Nous avons également trouvé la complexité exacte de la conjugaison dans le
cas des sous-shifts effectifs de dimension d ≥ 1 et sofiques de dimension d ≥ 2.
Celle-ci est plus élevée :

Étant donnés deux sous-shifts effectifs (resp. sofiques de dimension
d ≥ 2). X et Y en entrée, décider si X et Y sont conjugués est Σ0

3-
complet.

Théorème 4.0.4

Le second problème que l’on étudie ici, la factorisation, est partiellement
ouvert en dimension 1. Quand les deux SFTs X,Y donnés en entrée n’ont pas
la même entropie, le problème a été résolu par Boyle [Boy83] : supposons que
h(X) > h(Y ), alors X se factorise sur Y si et seulement si pour toute période
n de X, il existe un point de période d divisant n dans Y . En dimensions
supérieures, le problème est bien entendu indécidable, pour la même raison que
la conjugaison. On prouve ici cependant que sa complexité est bien plus élevée
que celle de la conjugaison dans le cas des SFTs et la même dans le cas des
sofiques/effectifs :

Étant donnés deux SFTs de dimension d ≥ 2 (resp. sous-shifts
sofiques/effectifs) X,Y en entrée, décider si X se factorise sur Y est
Σ0

3-complet.

Théorème 4.0.5

Il est assez surprenant de constater que le saut en complexité entre les SFT
et les sofiques/effectifs qui a lieu pour la conjugaison n’existe plus pour la fac-
torisation.

On peut également se demander quelle est la complexité exacte du plonge-
ment, qui a aussi une grande importance en dynamique symbolique.

Nous commençons, en section 4.1, par prouver le théorème sur la conjugaison,
puis nous nous intéressons à la factorisation en section 4.2. Une des preuves
de ce chapitre nécessite d’être familier avec la construction formant une grille
irrégulière de la section 2.2.1 du chapitre 2.

4.1 Conjugaison et égalité

4.1.1 Sous-shifts de type fini

Il est important de commencer cette section par un rappel sur la différence
entre les notions de motif extensible et admissible (définis en section 1.1.1) :

Rappel 4.1.1. Soit F une famille finie de motifs interdits et X = XF le sous-
shift associé : un motif est admissible quand il ne contient pas de motif interdit
par F et un motif est extensible quand il apparait dans un point de X.
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Si la famille F est finie cela signifie, au niveau décidabilité, que décider si
un motif est extensible est Π0

1, tandis que décider si un motif est admissible est
calculable.

Avant de nous intéresser à la conjugaison, nous nous intéressons à l’égalité de
sous-shifts, en commençant par prouver un lemme légèrement plus généraliste
que nécessaire : la complexité de l’égalité en sera une conséquence directe et
nous pourrons réutiliserons le lemme dans la suite.

Étant donnés deux SFTs X,Y et une fonction F continue commu-
tant avec le shift, savoir si F (X) ⊆ Y est Σ0

1.

Lemme 4.1.1

Remarque 4.1.1. Les SFTs sont donnés en entrée sous la forme d’un couple
(Σ,F) : l’alphabet et la famille de motifs interdits. Une fonction locale F :
ΣBr

X → ΣY est codée par une liste L d’éléments (p → i), où i est une lettre de
ΣY et est l’image du motif p ∈ ΣBr

X .

Preuve. Il est clair que F (X) ⊆ Y si et seulement si F (X) ne contient aucun
point contenant un motif interdit de Y . On montre que ceci est équivalent à la
proposition Σ0

1 suivante :

Il existe un rayon r ≥ max(rF + rY , rX) tel que tout r-bloc M admissible pour
X, F (M) ne contient pas de motif interdit de Y en coordonnée 0.

On montre ce résultat par contraposition dans les deux directions :
⇒ Soit x ∈ X une configuration telle que F (x) contient un motif interdit. Alors

pour tout rayon r ≥ max(rF + rY , rX), il existe un r-bloc M extensible et
donc admissible tel que F (M) contient un motif interdit de Y en 0.
⇐ Inversement, si pour tout rayon r ≥ max(rF + rY , rX), il existe un r-bloc
M admissible pour X tel que F (M) ait un motif interdit de Y en 0, alors
par compacité il existe un point x ∈ X tel que F (x) ait un motif interdit de
Y en 0.

Étant donnés deux SFTs X,Y , savoir si X = Y est Σ0
1.

Corollaire 4.1.2

La réduction qui suit nous permet de montrer que la conjugaison et l’égalité
de sous-shift sont toutes les deux Σ0

1-dures.

Pour tout SFT X fixé, étant donné Y en entrée, savoir si X et Y
sont conjugués est Σ0

1-dur.

Lemme 4.1.3
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Pour tout SFT X, étant donné Y , savoir si X et Y sont égaux est
Σ0

1-dur.

Corollaire 4.1.4

Preuve du lemme 4.1.3. On réduit le problème à 0′, le problème de la halte.
Étant donné une machine de Turing M , on construit un SFT YM tel que YM est
conjugué à X si et seulement si M s’arrête.

Prenons RM le SFT de Robinson dans lequel sont codés les calculs de M :
RM est vide si et seulement si M s’arrête. Soit F le full-shift sur un alphabet avec
strictement plus de symboles que celui de X. On prend YM = X t (RM × F ).

Si M s’arrête, alors YM = X et est donc conjugué à X. Inversement, si M ne
s’arrête pas, alors

h(YM ) ≥ log #ΣF > h(X),

comme l’entropie est invariante par conjugaison, YM n’est pas conjugué à X.

On suffit donc maintenant prouver que la conjugaison est dans Σ0
1 afin de

terminer la preuve du théorème 4.0.3.

Étant donnés deux SFTs X,Y en entrée, décider si X et Y sont
conjugués est Σ0

1.

Lemme 4.1.5

Preuve. Pour décider si deux SFTs X et Y sont conjugués, il faut vérifier s’il existe
deux fonctions locales F : Σ

BrF

X → ΣY et G : Σ
BrG

Y → ΣX telles que les fonctions
globales vérifient F|X ◦G|Y = id|X et G|Y ◦F|X = id|Y . Ces fonctions étant locales,
les deviner correspond à un quantificateur existentiel du premier ordre.

On prouve que X et Y sont conjugués si et seulement si la proposition Σ0
1

suivante est vraie :

Il existe F,G et k > (max(rX + rY ) + rF + rG) tel que F (X) ⊆ Y ,
G(Y ) ⊆ X et :
– pour tout k-bloc b, si b est admissible pour X, alors G ◦F (b)0 = b0
– pour tout k-bloc b, si b est admissible pour Y , alors F ◦G(b)0 = b0

On ne prouve que le cas G ◦F , l’autre cas étant identique. La preuve se fait par
contraposition dans les deux sens :

– Soit x ∈ X un point tel que G◦F (x) 6= x, on peut supposer que la différence
a lieu en 0 en translatant. Pour tout k, il existe un motif extensible (donc
admissible) b de taille k tel que (G ◦ F (b))0 6= b0.

– Inversement, s’il existe une suite bk de k-blocs admissibles tels que (G ◦
F (bk))0 6= (bk)0, alors par compacité on peut en extraire une suite conver-
geant vers un point x ∈ X qui, par construction, diffère de son image en
0.

Comme on a vu au lemme 4.1.1 que vérifier si F (X) ⊆ Y était Σ0
1, on a le

résultat.

Les lemmes 4.1.3 et 4.1.5 prouvent le théorème 4.0.3.
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4.1.2 Sous-shifts effectifs et sofiques

Pour les sous-shifts effectifs, la complexité du problème est plus élevée : il
n’y a plus de différence de complexité entre vérifier si un motif est admissible ou
extensible : dans les deux cas le problème est Π0

1. Cela entraîne une augmentation
de la complexité pour l’analogue du lemme 4.1.1

Étant donnés deux sous-shifts effectifsX,Y et une fonction F conti-
nue commutant avec le shift, savoir si F (X) ⊆ Y est Π0

2.

Lemme 4.1.6

Preuve. F (X) ⊆ Y si l’image de tout motif extensible deX est un motif extensible
de Y et peut donc être exprimée par la proposition :

Pour tout motif M de rayon r, M est extensible pour X ⇒ F (M) est
extensible pour Y .

Qui est clairement dans Π0
2.

Étant donnés deux sous-shifts effectifsX,Y et une fonction F conti-
nue commutant avec le shift, savoir si X = Y est Π0

2.

Corollaire 4.1.7

Il ne nous reste plus qu’à montrer que le problème est Π0
2-dur afin d’avoir la

complétude.

Étant donnés deux sous-shifts effectifs X,Y , décider si X = Y est
Π0

2-dur.

Théorème 4.1.8

Preuve. Pour montrer que le problème est Π0
2-dur, on part du problème TOTAL

qui est Π0
2-complet. On prend les deux sous-shifts effectifs de dimension 1 suivants :

– Soit M une machine de Turing, XM est le sous-shift sur les symboles {#, 0}
où l’on interdit tous les #0n# tels que M(n)↓.

– Y est le sous-shift sur l’alphabet {#, 0} où l’on interdit tous les mots #0n#,
pour n ∈ N, de sorte que le sous-shift soit composé des points :

· · · 00000000 · · · et · · · 00000#000000 · · ·

Le sous-shift X est égal au sous-shift Y si et seulement si la machineM s’arrête
sur toutes les entrées : si la machineM ne s’arrête pas sur n, alors le sous-shift XM

contient le point périodique · · ·#0n#0n# · · · qui n’est pas dans Y .
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En utilisant le théorème 1.1.4 permettant de relever un sous-shift effectif
de dimension 1 en sous-shift sofique de dimension 2, on obtient le corollaire
suivant :

Étant donnés deux sous-shifts sofiques X,Y de dimension 2, savoir
si X = Y est Π0

2-complet.

Corollaire 4.1.9

Retournons maintenant au problème de la conjugaison : une adaptation facile
de la preuve du lemme 4.1.5 à partir du lemme 4.1.6 nous permet de montrer
que la conjugaison est dans Σ0

3. Il ne reste donc qu’à prouver la Σ0
3-dureté.

Nous faisons cela en réduisant à partir de COFIN, l’ensemble des machines de
Turing qui ne s’arrêtent pas sur un nombre fini d’entrées, voir la section 1.2.2
du chapitre 1.

Étant donnés deux sous-shifts effectifs (resp. sofiques de dimension
d ≥ 2) X et Y en entrée, décider si X et Y sont conjugués est Σ0

3-dur.

Lemme 4.1.10

Preuve. Nous donnons une réduction pour les sous-shifts effectifs de dimension
1, le théorème de relèvement des sous-shifts effectifs en sofiques permet d’avoir la
réduction pour les sofiques de dimension d ≥ 2. Étant donné une machine de Turing
M , on construit deux sous-shifts XM et YM sur l’alphabet {#, 0, 1} :

– XM : on interdit les mots #1, 1#, 10, 0#, les mots #0k1 quand k n’est pas de
la forme 2i+1 et les mots #02

n+1

1 pour tout n tel que M(n)↓. Le sous-shift
XM est donc constitué des mots biinfinis suivants :

· · ·##02
n+1

11 · · · avec M(n)↑
· · ·#### · · ·
· · ·##000 · · ·
· · · 000000 · · ·
· · · 111111 · · ·
· · · 000111 · · ·

– YM : on interdit les mots #1, 1#, 10, 0#, les mots #0k1 quand k n’est pas
de la forme 2i+1 + 2i et les mots #02

n+1+2n1 pour tout n tel que M(n) ↓.
Le sous-shift YM est donc constitué des mots biinfinis suivants :

· · ·##02
n+1+2n11 · · · avec M(n)↑

· · ·#### · · ·
· · ·##000 · · ·
· · · 000000 · · ·
· · · 111111 · · ·
· · · 000111 · · ·

Prouvons maintenant que XM et YM sont conjugués si et seulement si l’en-
semble HM = {n |M(n)↑} est fini :
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⇒ Si HM est fini, alors il existe N qui majore tous ses éléments. Il existe alors
clairement une fonction de conjugaison F avec un rayon rF > 2N+1 + 2N :
celle-ci ne fait que décaler le début de la séquence infinie de 1.
⇐ Si HM est infini, supposons qu’il existe une fonction de conjugaison F :
YM → XM : premièrement, notons que #rF , 0rF et 1rF doivent nécessaire-
ment avoir pour images #, 0 et 1 respectivement. En effet, si ce n’est pas le
cas, alors les mots de la forme · · ·#0kA · · · de XM ne peuvent pas avoir de
préimage. Prenons maintenant n ∈ HM tel que 2n > 2rF + 1. Le point

· · ·##02
n+1+2n11 · · ·

a une image qui n’appartient pas au sous-shift XM , car elle est de la forme

· · ·##w1 . . . w2r0
2n+1+2n−2rw′1 . . . w

′
2r11 · · ·

avec wi, w′i ∈ {#, 0, 1}.

4.2 Factorisation
Nous pouvons voir assez rapidement que pour les SFTs, la factorisation est

plus dure que la conjugaison, certains cas particuliers très simples étant déjà de
complexité élevée :

Soit Y le SFT contenant exactement une configuration, la configu-
ration uniforme. Étant donné X en entrée, il est Π0

1-complet de savoir
si X se factorise sur Y .

Théorème 4.2.1

Preuve. La fonction de factorisation doit nécessairement envoyer tout symbole
vers l’unique symbole de ΣY . Le problème est donc équivalent à savoir si X est
non-vide, problème qui est Π0

1-complet.

Soit Y le SFT vide. Étant donné un SFT X en entrée, savoir si X
se factorise sur Y est Σ0

1-complet.

Théorème 4.2.2

Preuve. Cette fois-ci le problème est équivalent à savoir si X est vide, problème
qui est Σ0

1-complet.

Ces deux cas triviaux permettent déjà de savoir que la factorisation est né-
cessairement plus dure que la conjugaison. Mais on peut également se demander
si pour tout degré degT d, il existe un SFT X tel que le problème de la factori-
sation vers ce SFT soit de degré degT d.

On s’intéresse maintenant au cas général, on va montrer ici que la factorisa-
tion est Σ0

3-complète.
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4.2.1 La factorisation est Σ0
3

Nous prouvons ici que la factorisation est dans Σ0
3 quand on prend en entrée

deux sous-shifts effectifs :

Étant donnés deux sous-shifts effectifs X,Y en entrée, savoir si X
se factorise sur Y est Σ0

3.

Théorème 4.2.3

Preuve. X se factorise sur Y si et seulement s’il existe une fonction continue
commutant avec le shift telle que F (X) = Y . Deviner F est le premier quantifi-
cateur existentiel. Le lemme suivant et le lemme 4.1.6 permettent de conclure la
preuve.

Étant donnés deux sous-shifts effectifs X,Y et une fonction conti-
nue commutant avec le shift F , décider si Y ⊆ F (X) est Π0

2.

Lemme 4.2.4

Preuve. On prouve que Y ⊆ F (X) est équivalent à la proposition suivante :

Pour tout motif extensible m de Y , F−1(m) contient un motif admissible.

Cette proposition est Π0
2 car vérifier qu’un motif n’est pas extensible est Σ0

1, et
vérifier qu’il existe un motif admissible dans F−1(m) est Π0

1.
Prouvons maintenant l’équivalence :
– Si Y ⊆ F (X) alors tout motif extensible m de Y apparaît dans un point
y ∈ Y qui a une préimage x ∈ X, donc m a une préimage extensible.

– Inversement, supposons que tout motif extensible m de Y a une préimage
admissible. Soit y un point de Y , il existe alors une suite croissante mi de
motifs extensibles convergeant vers y. Tous ces motifs ont au moins une
préimage admissible m′i par F . Par compacité, on peut extraire de m′i une
suite convergeant vers un point x ∈ X. Par construction x est une préimage
de y, donc Y ⊆ F (X).

4.2.2 La factorisation est Σ0
3-dure

Nous allons prouver ici que la factorisation, quand on prend en entrée deux
SFTs, est Σ0

3-dure.Afin de faire cela, nous allons utiliser le jeu de tuiles T in-
troduit au chapitre 2 en section 2.2.1. Le point α de T contient une grille N2

dont les frontières (positions (i, 0) et (0, j)) sont différenciables des autres po-
sitions. Dans le chapitre 2, on a vu que l’on pouvait superposer sur cette grille
n’importe quel langage bidimensionnel vérifiable par contraintes locales. On dira
qu’un SFT résultant d’une telle superposition a une T -structure.
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Un SFT X a une T -structure si c’est une copie de T sur laquelle on
a ajouté de nouveaux symboles et règles, mais uniquement sur la grille.
Les configurations contenant un coin, et donc une grille sont appelées
α-configurations.

Définition 4.2.5 T -structure

Un SFT avec une T -structure peut ne pas avoir d’α-configuration : en effet,
si les symboles superposés à la grille ne “pavent” pas N2, alors il ne restera que
des points ayant comme base les configurations surnuméraires (avec au plus une
ligne horizontale) que l’on a listé en figure 2.4.

L’intérêt des SFTs avec une T -structure est que pour deux SFTs X,Y ayant
chacun une T -structure, la structure est préservée par préimage par fonction
locale (quand il y a une préimage).

Soient X,Y deux SFTs avec une T -structure et F une fonction
continue commutant avec le shift de rayon r. Alors tout point α de
Y ayant une préimage, a pour préimage un point α, dont le coin est
translaté par v avec ‖v‖∞ ≤ r.

Lemme 4.2.6

Preuve. D’après le lemme 2.2.2, on sait que les points de T autres que α, ceux de
la figure 2.4, ont au plus une ligne horizontale et deux verticales (de part et d’autre
d’une horizontale dans ce cas). Ces points sont donc constitués de deux quarts de
plan uniformes et de quatre huitièmes de plan uniformes avec une zone non uniforme
au centre, voir figure 4.1a. L’image de ces points est donc nécessairement de la même
forme, voir figure 4.1b : deux quarts de plan uniformes et quatre huitièmes de plan
uniformes. Les α-configurations n’étant pas de cette forme, elles ne peuvent pas
être image de l’une de ces configurations.

Il faut maintenant prouver la deuxième partie : la structure d’une α-configuration
ne peut pas être translatée par un vecteur v tel que ‖v‖∞ > r. Supposons qu’une
α-configuration x ∈ X se factorise sur une α-configuration y ∈ Y et déplace la
structure de v = (vx,vy), avec ‖v‖∞ > r. Sans perte de généralité, on peut
supposer que vx > r et vy > 0 et que le coin de x est en (0, 1) : pour tout k ∈ N∗,
il y a un carré commençant à la position (2k2 +k, 2k2 +k), dans ce carré il y a deux
carrés (k − 1) × (k − 1) uniformes, voir figure 4.2. Prenons k > (‖v‖∞ + r + 2),
alors par hypothèse il y a un symbole t de ligne verticale en position zx = (2k2 +
k, 2k2 +2k+1) dans x, et donc en position zy = (2k2 +k+vx, 2k

2 +2k+1+vy)
dans y. On sait que x|zy+Br

a comme image t. Mais on a vu précédemment que
x|zy+Br

= x|zy+(1,0)+Br
car ils sont uniformes, on devrait donc avoir deux symboles

t voisins sur y aux positions zy et zy + (1, 0), ce qui est impossible.
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v

h

(a) Les quarts et huitièmes de plan uniformes
des configurations surnuméraires de T . Les
distances horizontale h et verticale v entre
ces plans correspondent à l’éloignement des
lignes/signaux.

v

hr r

r

r

(b) L’image par F de ces morceaux de plans
uniformes est toujours uniforme. On notera
qu’elle est décalée de r, le rayon de F .

Figure 4.1 – Les images des configurations surnuméraires sont nécessairement
des configurations surnuméraires. Les zones blanches sont les zones qui ne sont
pas uniformes.

k − 1

k − 1

k

k − 1

2k

(2k2 + k, 2k2 + k)

Figure 4.2 – Pour tout k ∈ N∗, le carré commençant à la position (2k2 +
k, 2k2 + k) est de la forme à droite. On peut voir deux carrés (k − 1)× (k − 1)
uniformes aux positions (2k2 +k+ 1, 2k2 + 2k+ 2) et (2k2 + 2k+ 2, 2k2 +k+ 1).
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Avant de nous attaquer à la réduction pour les SFTs, nous donnons une
réduction dans le cas des sous-shifts effectifs de dimension 1 qui utilise la même
idée :

Étant donnés deux sous-shifts effectifs X,Y en entrée, il est Σ0
3-dur

de décider si X se factorise sur Y .

Théorème 4.2.7

Preuve. On va effectuer une réduction à partir de COFIN, l’ensemble des ma-
chines de Turing qui ne s’arrêtent pas sur un nombre fini d’entrées, voir le chapitre 1,
section 1.2.2.

Étant donné une machine de Turing M , nous construisons deux sous-shifts ef-
fectifs XM et YM tels que XM se factorise sur YM si et seulement si l’ensemble
des entrées sur lesquelles M s’arrête est fini :

– XM a pour alphabet {#, B,R, 0, 1,@} et est constitué des points suivants :

· · ·##Bn+10@@ · · · avec M(n)↑
· · ·##Bn+11@@ · · · avec M(n)↑

· · ·BBBb@@@ · · · avec b ∈ {0, 1}
· · ·###BBB · · ·
· · ·###RRR · · ·
· · ·###### · · ·
· · ·BBBBBB · · ·
· · ·RRRRRR · · ·

XM est un sous-shift effectif car les seuls motifs interdits “complexes” à énu-
mérer sont ceux de la forme #Bnb@ où b ∈ {0, 1} avec M(n)↓ et les autres
sont les motifs à deux symboles suivants :

0#, 1#, B#,@#, R#,
0B, 1B,@B,RB,

#R,BR, 0R, 1R,@R,
#0, R0, 10,@0,
#1, R1, 01,@1,
#@, B@, R@

– YM a pour alphabet {#, B, 0, 1,@} et est constitué des points suivants :

· · ·##0Bn+1@@ · · · avec M(n)↑
· · ·##1Bn+1@@ · · · avec M(n)↑

· · ·###bBBB · · · avec b ∈ {0, 1}
· · ·###@@@ · · ·
· · ·###### · · ·
· · ·BBBBBB · · ·

Il est clair que YM est aussi un sous-shift effectif.
On appelle le symbole {0, 1} apparaîssant dans certains points de XM et YM la
décoration. Vérifions que XM se factorise sur YM si et seulement si l’ensemble des
entrées sur lesquelles M ne s’arrête pas est fini :
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– Quand le nombre d’entrées sur lesquelles M ne s’arrête pas est fini il existe
N majorant toutes les entrées. On peut prendre une fonction de factorisation
de taille N + 3, qui déplace la décoration qui est à la fin vers le début. Et qui
transforme la configuration · · ·###BBB · · · en · · ·###0BBB · · · et la
configuration · · ·###RRR · · · en · · ·###1BBB · · · , on peut déduire les
images des autres points aisément. Notons que l’on a été obligé de rajouté
la configuration · · ·###RRR · · · dans XM afin de palier à la décoration
manquante quand le mot B . . . B devient infini.

– Supposons que le nombre d’entrée sur lesquelles M ne s’arrête pas est in-
fini et qu’il existe une fonction de factorisation F de XM vers YM de rayon
r. Comme il y a des points de la forme · · ·###bBn+1@@@ · · · pour n
arbitrairement grand dans YM , les r-blocs # . . .#, B . . . B et @ . . .@ ont
nécessairement pour images #, B et @. Mais comme la fonction de facto-
risation F est de rayon r, alors pour tout n > r tel que M(n)↑, les points
· · ·##Bn+10@@ · · · et · · ·##Bn+11@@ · · · de XM ont nécessairement la
même image : · · ·##bBn+1@@ · · · . Les points · · ·##bBn+1@@ · · · de YM
n’ont donc pas de préimage dans XM et F ne peut pas être une fonction de
factorisation.

L’idée de la preuve pour les SFTs de dimension d ≥ 2 est maintenant la
même, mais on doit cette fois-ci coder explicitement le calcul dans le SFT : on
utilise un SFT avec une T -structure pour cela.

Étant donné deux SFTs X,Y en entrée, il est Σ0
3-dur de décider si

X se factorise sur Y .

Théorème 4.2.8

Preuve. La réduction s’effectue à nouveau à partir de COFIN, l’ensemble des
machines de Turing qui ne s’arrêtent pas sur un nombre fini d’entrées.

Étant donné une machine de Turing M , nous construisons deux SFTs XM et
YM tels que XM se factorise sur YM si et seulement si l’ensemble des entrées sur
lesquelles M ne s’arrête pas est fini.

Tout d’abord, construisons un SFT ZM ayant une T -structure, nous nous en
servirons comme base pour construire XM et YM . On prend donc le SFT T comme
base. On ajoute deux symboles, un blanc et un bleu, par dessus la grille, avec les
règles suivantes :

– Une couleur se transmet horizontalement à ses voisins de gauche et de droite,
de manière à ce que toutes les intersections de la grille à chaque hauteur
soient de la même couleur.

– La couleur bleue se transmet verticalement aux intersections de la grille du
niveau du dessus. Ainsi lorsque qu’une ligne horizontale est d’une couleur,
toutes les lignes au dessus sont également bleues.

À ce stade, pour chaque n ∈ N∪{∞}, à translation près, on a une configuration avec
une grille divisée en deux partie, une partie bleue et une partie blanche. La première
ligne bleue étant la n-ième. De plus cette première ligne bleue a exactement n
intersections, une vue symbolique est présentée sur la figure 4.3.

On ajoute maintenant du calcul sur la partie bleue uniquement, la largeur de la
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n

n

Figure 4.3 – Les zones bleues permettent de coder du calcul sur les configura-
tions avec grilles : le nombre de lignes horizontales entre le coin et le début de
la zone bleue correspond à la taille de l’entrée du calcul.

première ligne de calcul constitue l’entrée. Pour l’entrée n, le calcul est donc distant
de n(n+ 1)/2 de la première ligne, celle qui ne contient que le coin.

À ce stade, on a une grille pour chaque n ∈ N tel que M(n)↑, le calcul com-
mençant à la n-ième ligne. Si M(n)↓, alors il n’y a pas de point α dont la première
ligne de calcul contient n intersections. Si par exemple M est totale, alors il n’y a
qu’un seul point α, celui qui ne contient pas de zone bleue.

On a fini la construction de ZM , on donne maintenant XM et YM :
– XM : On construit d’abord un SFT Z ′M en ajoutant une décoration, 0 ou 1,

à l’intersection la plus à gauche de la première ligne bleue uniquement. XM

est Z ′M auquel on ajoute une troisième couleur, rouge, qui ne peut apparaître
que toute seule, à la place du blanc et du bleu. On ne met pas de calcul sur
la couleur rouge. On a en fait ajouté un deuxième point α sans calcul, en plus
de celui qui est entièrement blanc.

– YM : est obtenu à partir de ZM en ajoutant simplement une décoration, 0 ou
1, sur le symbole de coin uniquement.

Vérifions maintenant que XM se factorise sur YM si et seulement si l’ensemble des
entiers sur lesquels M ne s’arrête pas est fini :

– Si le nombre d’entrées sur lesquelles M ne s’arrête pas est fini, alors il existe
N , tel que pour tout n > N , M(n) ↓. La fonction de factorisation suivante
fonctionne :
• F est l’identité sur la composante ZM .
• F a un rayon r > N2 +N , c’est à dire que pour la plus grande entrée sur

laquelle M ne s’arrête pas, la fonction de factorisation centrée sur le coin
a dans sa fenêtre le début du calcul de M , et donc la décoration.

• La décoration du point d’arrivée est la même que celle de sa préimage.
Le cas particulier des deux configurations sans calcul est réglé grâce à la
couleur rouge de XM : s’il n’y a pas de calcul dans la fenêtre et que le coin
est blanc dans la préimage, alors le coin de l’image a comme décoration 0,
s’il est rouge il a comme décoration 1.

On peut noter que la réduction est toujours valide même quandM est totale.
– Inversement, supposons que l’ensemble des entrées sur lesquelles M ne s’ar-
rête pas soit infini et qu’il existe une fonction de factorisation F de rayon
r factorisant XM vers YM . D’après le lemme 4.2.6, un point α de YM a
nécessairement comme préimage un point α de XM , de plus le coin de la
préimage est dans la fenêtre de celui de l’image. Il n’y a qu’une seule fenêtre
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Br, centrée sur le coin, apparaîssant dans une infinité de points α de XM ,
celle où le calcul n’apparaît pas (encore) : celle où toutes les intersections sont
blanches. Il ne peut donc pas y avoir une infinité d’images de points α ayant
0 et 1 comme décorations sur leurs coins : il ne peut y avoir qu’une infinité
de points avec 0 ou une infinité de points avec 1, mais pas les deux. Certains
points de YM n’ont donc pas de préimage.

Remarque 4.2.1. Les deux SFTs ne peuvent jamais être conjugués : les confi-
gurations surnuméraires dont les lignes sont rouges et celles dont les lignes sont
blanches ont les mêmes images.

On a ainsi terminé la preuve du théorème 4.0.5 qui consiste en les théo-
rèmes 4.2.3 et 4.2.8.
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