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Chapitre

Premieres intuitions

1.1 Notations

On note N I’ensemble des entiers naturels. On note N* ’ensemble des entiers naturels
strictement positifs. Pour deux ensemble A, B, on note A® I'ensemble des fonctions de B
dans A. Pour deux ensembles A, B, on note A x B I’ensemble des couples (a,b) pour a € A
et b € B. Notez que les couples sont ordonnés : le couple (a,b) est différent du couple (b, a).
Soit A un ensemble et un entier n > 1. On notera A™ l'ensemble A x A"™! (par exemple
N3 est égale & Nx N x N, 'ensemble de tous les triplets (n1,n2,n3) tels que ny,n2,n3 € N).

On rapelle les définitions suivantes : soit deux ensembles A et B. Soit une fonction
f:+A— B.On dit que f est une injection si deux éléments de A distincts sont toujours
envoyés vers deux éléments de B distincts : Ya; #az € Aon a f(ay) # f(az). On dit que f
est une surjection si I'image de A par f recourve tout I'ensemble B : Vbe B Ja € A f(a) =b.
On dit que f est une bijection si f est a la fois une injection et une surjection.

On travaillera aussi avec des fonctions partiels, c’est a dire qui ne sont pas forcément
définies partout. Pour une fonction partielle f : N* - N, on écriera f(x1,...,2,) 1 si la
fonction n’est pas définie sur les valeurs z1,...,z,. On écriera f(x1,...,z,) | dans le cas
contraire, et f(x1,...,2,) =y pour spécifier que la fonction est égale a y sur les valeurs
Llyeeey Ty

1.2 Intuitions

1.2.1 Les choses calculables

Nous allons conduire une études théorique de la puissance de calcul des programmes
informatiques. Nous nous restreignons pour cela a la calculabilité d’objets mathématiques
simples, comme par exemple les nombres réels, les sous-ensembles de N, ou encore les
fonctions de N dans N. Intuitivement, un nombre réel R est calculable, si il existe un
programme informatique qui peut écrire dans 'ordre les décimales de R sans jamais se
tromper. Evidemment si le nombre réel est irrationnel, comme par exemple /2,7 ou
encore le nombre d’or, il y a une infinité de décimales qui ne se répetent jamais. Aussi
un programme informatique qui s’exécute n’aura jamais terminé d’écrire le nombre réel
en entier. Ce n’est toutefois pas ce qui est demandé : pour qu'un nombre réel R soit
calculable, il faut qu’il existe un programme qui puisse écrire les décimales de R sans jamais
se tromper, de telle maniere que pour n’importe quel entier n, si I’on attend suffisamment
longtemps, le programme aura écrit les n premieres décimales de R. On partira également
du principe que notre programme s’exécute sur une machine qui peut utiliser autant de
mémoire qu’elle le souhaite. Ce n’est évidemment pas le cas en pratique : la mémoire
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des ordinateurs est bornée. Il apparait toutefois nécessaire pour notre étude théorique, de
s’affranchir de cette limitation malheureuse. Essayons de justifier cela par un exemple.

Soit le réel R dont I’écriture en base 2 contient un 1 en position ¢ si et seulement si ¢ est
un nombre premier. Moralement ce réel devrait étre calculable : il existe un programme
informatique simple qui permet de déterminer si un entier naturel est premier ou non. Il
suffit donc de faire une boucle sur tous les entiers, puis d’écrire 0 si I’entier numéro ¢ n’est
pas premier, et 1 sinon. En pratique, quand les entiers naturels sont trop grands pour étre
représentés sur la mémoire d’une machine, il n’y a pas grand chose que nous puissions
faire. En ce qui nous concerne, ces limitations ne nous affectent pas, et nous raisonnerons
de maniere purement théorique, en imaginant une machine “idéale”, pouvant utiliser une
mémoire non bornée.

1.2.2 Les choses incalculables

La premiere question que I'on peut se poser est : existe-t-il des choses que ’on ne peut
pas calculer 7 Attention, on ne tient pas compte ici du temps de calcul nécessaire. Il y a
beaucoup de choses que 1’on sait calculer en théorie, mais qui en pratique prendrait trop
de temps. Un exemple classique est le probleme du voyageur de commerce : étant donné
100 villes, quel est le plus cours chemin qui relie toutes les villes entre elles une et une seule
fois? Il est tres simple d’écrire un programme informatique qui calcule la solution a ce
probleme. Essentiellement : “Pour tous les chemins possibles, calculer la taille du chemin,
et retenir le plus court”. Toutefois le nombres de chemins possibles pour 100 villes étant
bien supérieur au nombre estimé d’atomes dans l'univers, on voit mal comment méme
I’ensemble de tous les ordinateurs du monde puissent terminer le calcul de cet algorithme
en un temps qui soit a échelle humaine.

Encore une fois, notre étude est purement théorique, et de notre point de vue, il n’y
a pas de différence entre le probleme du voyageur de commerce et la fonction de multi-
plication par 2 : ces deux choses sont calculables et on ne fera pas d’autres distinctions.
Existe-t-il alors des nombres qui ne sont pas calculables? On ne parle pas ici de nombres
qu’on ne peut pas “encore” calculer, et que 'on pourra peut-étre calculer un jour quand
on aura des ordinateurs plus puissants. On parle bien ici de nombres qui sont fondamen-
talement incalculables. Des nombres que ’on ne pourra jamais calculer, ni aujourd’hui, ni
demain, et ce indépendamment de quelques progres techniques que ce soit.

La réponse est oui. Nous faisons appel pour cela & un théoréeme fondamental en logique
mathématique, qui fut décliné par la suite de trés nombreuses manieres différentes.

Définition 1.2.1 : Un ensemble infini A est dit dénombrable si il existe une bijection
f N —> A. Un ensemble infini A est dit indénombrable si il n’existe pas de bijection
f:N-> A &

Exercice 1.2.2

Soit A un ensemble infini. Soit f : N - A une surjection. Montrez qu’il existe une
bijection g: N — A.

Exercice 1.2.3

Soit A un ensemble. Soit f: N — A une bijection. Soit B € A un sous-ensemble infini
de A. Montrez qu’il existe une bijection g : N - B.
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Théoréme 1.2.4 (Cantor):
L’ensemble des nombres réels est indénombrable.

PREUVE: On raisonne par ’absurde. Supposons au contraire qu’il existe une bijection
f N = R. Nous allons construire un nombre réel R € R qui n’est pas dans 'image de f.
On définie simplement R de la maniere suivante : Pour tout n, si la n-eme décimale de
f(n) est différente de 0 alors la n-eme décimale de R est égale a 0. A l'inverse, si la n-éme
décimale de f(n) est égale & 0 alors la n-eme décimale de R est égale a 1.

Il est claire que pour tout entier n, notre nombre réel R ne peut étre égale a f(n), car
la n-iéme décimale de R est différente de la n-eme décimale de f(n). ]

Que nous dis le théoreme précédent 7 qu’il y a “plus” de nombres réels que de nombres
entiers. Les deux ensembles de nombres sont tous les deux infinis, mais 'infini des nombres
réels est “plus grand” que celui des nombres entiers. En effet, quand on essaye de faire
correspondre un nombre entier a chaque nombre réel, on n’apercoit qu’il y a toujours des
réels “en trop”, qui ne correspondent a aucun entier.

En quoi le théoreme de Cantor peut-il bien nous étre utile ? Il va nous fournir notre
premier argument de l’existence de nombres réels incalculables. Nous utilisons pour la
proposition suivante la notion pour le moment informelle de programme informatique.

Proposition 1.2.5 : L’ensemble des programmes informatiques est dénombrable. *

PREUVE: Un programme informatique (écrit dans quelque langage de programmation que
ce soit) est en particulier une suite finie de caracteres, ot chaque caractére appartient a
un alphabet fini (disons ’ensemble des caracteéres de la table ascii). Montrons qu’il existe
une bijection de N vers I’ensemble des suites finies de caracteres ascii. 1l suffit pour cela
de définir une liste de toutes les suites finies de caracteres ascii : On liste d’abord toutes
les suites comportant un caractere ascii, puis toutes les suites comportant deux caracteres
ascii, puis toutes celles en comportant trois, etc... Il est claire que n’importe quelle suite
finie de caracteres ascii apparait quelque part dans notre liste.

On définie alors f(n) comme étant de n-ieme élément de notre liste. Il est claire que f
est une bijection. En particulier I’ensemble des programmes informatiques, qui est un sous-
ensemble infini des suites finies de caracteres ascii, est lui aussi dénombrable, en utilisant
I’exercice 1.2.3.

Théoreme 1.2.6:
1l existe des nombres réels qui ne sont pas calculables.

PREUVE: Supposons que tout réel est calculé par un programme informatique. Soit P
I’ensemble des programmes informatiques qui calculent un réel. Cela définit en particulier
une surjection g : P — R. La surjection est définie simplement par g(p) = R ou R est le
réel calculé par P.

Par la proposition 1.2.5 il y a aussi une bijection de N vers I’ensemble les programmes
informatiques, et donc aussi une bijection f de N vers P qui est un sous-ensemble infini
de tous les programmes informatiques. On en déduit que la fonction n — g(f(n)) est une
surjection de N vers les I'ensemble réels. L’exercice 1.2.2 nous donne une bijection de N
vers les réels, ce qui contredit le théoréme 1.2.5. u
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La preuve du théoreme 1.2.6 est non-constructive : on montre I’existence de nombres
incalculables sans en donner d’exemples précis. Ce sera évidement fait & maintes reprises
dans la suite du cours, a travers une étude détaillée de différents types de nombres incal-
culables. Mais pour le moment, nous avons besoin de donner une définition mathématique
précise de la notion d’étre calculable. Nous introduisons pour cela un premier modele de
calcul, qui se rapproche d’un langage assembleur simplifié.

1.3 Machines a registres

1.3.1 Définitions

On va formaliser une notion de machine théorique trés simple, les machines a registres.
Ces machines ont une mémoire constituée d’un nombre fini de registres Ry, R1,..., Ry.
Chaque registre est de taille non bornée et peut donc contenir un entier arbitraire positif
ou nul. Elles disposent d’autre part :

— D’un programme qui est une suite finie constituée de 5 types d’instruction. Les
instructions étant numérotées de 1 en 1 a partir de 0.

— D’un index de lecture qui indique l'instruction du programme a exécuter. C’est un
entier inférieur & la longueur du programme.

Les différentes instructions possibles sont les suivantes :

1. Incrémenter de 1 le registre numéro ¢, passer a l'instruction suivante : R; :== R; + 1

2. Décrémenter de 1 le registre numéro ¢ (sauf si celui-ci est égale a 0), passer a l'ins-
truction suivante : R; == R; — 1

3. Exécuter un goto, c’est a dire aller a 'instruction numéro p : goto p

4. Exécuter un goto conditionnel, si le registre numéro ¢ est nul, aller a I'instruction
numéro p. Sinon aller a I'instruction suivante : if R; =0 goto p

5. Une instruction d’arrét qui apparait une et une seule fois en fin du programme : halt.

On considére que la numérotation des instructions est implicite : le numéro désigne la
place de l'instruction dans le programme, méme si dans les exemples, on I’explicitera pour
plus de clarté. Une telle suite d’instructions sera appelée “programme goto” dans la suite
du cours. Le calcul d'un programme goto peut ne pas terminer, et les instructions goto
et goto conditionnelles sont les seules instructions susceptibles de conduire le calcul a ne
pas terminer.

On peut dés a présent donner une définition formelle de ce que ’on entend par fonction
ou ensemble calculable.

Définition 1.3.1 : Une fonction (éventuellement partielle) f: N® — N est calculable si

il existe un programme goto Py, tel que pour tout couples x1,...,z,, si Py est exécuté
avec les registres Ry, ..., R, initialisés respectivement a x1,...,x,, alors le programme
s’arréte si et seulement si f(z1,...,2,) | y, et alors le programme termine avec Ry = y.¢

Définition 1.3.2 : Pour n € N*, un sous-ensemble X € N" est calculable si jamais la
fonction f définie par :

f(xla"'axn) 1 Si($1,...,$n)€X
flzy,...,2zy) = 0 sinon

est calculable. &
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Notez qu’'un programme goto n’a qu’un nombre fini d’instructions et ne peut donc
utiliser qu'un nombre fini de registres : Pour tout programme goto, il existe k tel que le
programme utilise au plus les registres Ry, ..., Rx. Le programme devra donc étre exécuté
sur une machine a registre ayant au moins k registres.

Voyons un petit exemple de programme simple réalisé dans le cadre des machines a
registres :

Exemple 1.3.3 : Le programme suivant utilise les registres Ry, R1, Ro, R3 pour calculer
la fonction d’addition. A la fin du programme, Ry contient le résultat de Ry + Rs :
0 if Ry =0 goto 4
Rl = Rl -1
RO = RO +1
goto 0
if Ry =0 goto 8 &
R2 = RQ -1
RO = Ro +1
goto 4
halt

0~ O Tt W N

Exercice 1.3.4

Ecrivez des programmes goto qui :
1. ne s’arréte pas quelque soit la valeur des registres au début de I'exécution
2. s’arréte ssi dans le registre R; se trouve un nombre inférieur ou égale & 2
3. calcule la fonction a ~ 2a
4. calcule la fonction
a = 0 sia=0
» 1 sia>0

5. calcule la fonction
(a,b) » 1 sia<b
— 0 sia>b

1.3.2 Pertinence du modele

Notez que nous nous sommes également affranchi des contraintes pratiques des ma-
chines de la vie de tous les jours : la taille de chaque registre, le nombre de registres, et la
taille du programme ne sont pas bornées. Nous renvoyons le lecteur a la section 1.2.1 ou
nous argumentons sur la nécessité de procéder ainsi pour notre étude théorique.

Le jeu d’instruction des machines a registres ressemble au jeu d’instruction d’un langage
assembleur, mais en simplifié. Malgré cette simplicité, ce jeu d’instruction permet d’avoir
autant de puissance de calcul que celle fournit par n’importe quel langage assembleur. C’est
ce que nous nous efforcerons de montrer dans le reste de cette section. Nous identifions
quatre types d’instructions qui reviennent dans la plupart des langages de programmation
(C, java, python, etc...)

1. Les instructions d’affectation : On sauvegarde une valeur dans une variable.
2. Les instructions conditionnelles : Les instructions de type if... then... else...

3. Les instructions de boucles for : Nous entendons ici les boucles qui s’exécutent un
nombre de fois déterminé au début de la boucle. Typiquement les instructions C ou
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java du type for (i = 0; i < N; i++) pour une variable N (ou ¢ et N ne sont pas
modifiés a l'intérieur de la boucle).

4. Les instructions de boucles while : Nous entendons ici les boucles plus générales,
pour lesquelles on ne peut pas nécessairement prévoir le nombre de fois qu’elles
s’exécutent. Typiquement les instructions C ou Java du type :
while (!'list.isEmpty()).

Digression

—

Le lecteur attentif a certainement remarqué que les boucles de type for peuvent étre
simulées par des boucles de type while. Deés lors pourquoi les distinguer et ne pas parler
uniquement des boucles de type while 7 La raison est que cette distinction a une grande
importance théorique. En particulier, si toute boucle de type while peut étre remplacée
par une boucle de type for, I'inverse n’est pas vrai.

Ainsi, il existe un programme P qui contient une boucle while qui se termine
quelque soit ’entrée de P, mais tel que la boucle while de P fasse des choses suf-
fisamment compliquées pour qu’il ne soit pas possible de calculer & l'avance (par un
programme n’utilisant pas de boucles while), le nombre d’itérations qu’elle effectuera.
La compréhension de cette distinction fondamentale constituera une étape importante
de notre étude théorique.

Pour le moment bien str, attachons-nous d’abord & montrer que notre modele de
calcul des machines a registres peut faire ce qu’on attend de lui.

—

Afin de simuler les instructions (1) (2) (3) et (4) présentent dans les programmes
informatiques usuels, on modifie le jeu d’instruction des machines a registre. On défini les
programmes structurés comme étant une suite finie d’instructions parmi les instructions
suivantes :

1. Une instruction parmi les suivantes déja connues : R; :== R; + 1, R; := R; — 1 et halt.

2. L’affectation de ’entier n au registre numéro i : R; :=n

3. L’affectation du registre j au registre numéro i : R; := R;

4. Pour toute suite finie d’instructions structurées S = (S, ..., Sy) et 8" = (S}, ..., S),),
I'instruction conditionnelle : if R; = 0 then S else S’.

Chaque instruction de S est exécutée séquentiellement si R; est égal a 0. Sinon
chaque instruction de S" est exécutée séquentiellement.

5. Pour toute suite finie d’instructions structurées S = (Sp,...,Sy), U'instruction de
boucle for : for i =0 to R; do S.
Soit N le nombre présent dans le registre R; au moment ot le programme commence
cette instruction. Chaque instruction de S est exécutée séquentiellement, le tout N
fois. Notez que si la valeur de R; change pendant l’exécution des instructions de S,
cela ne change pas le nombre de fois que la boucle s’effectue.

6. Pour toute suite finie d’instructions structurées S = (Sp,...,Sy), U'instruction de
boucle while : while R; # 0 do S.
Chaque instruction de S est erécutée séquentiellement tant que le registre S; est

différent de 0.

Notez qu’un programme structuré ne contient plus d’instruction goto ou goto condi-
tionnel.
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— Notation
L’instruction halt est moins utile pour les programmes structurés, en particulier aucun
“goto” ne peut y faire référence. On omettra donc en général cette instruction que 1’on
considérera présente implicitement en fin de programme.

Exemple 1.3.5 : Soit les suites d’instructions S = (Sp,...,S,) et S" = (S(,...,5),).
Une instruction de la forme “if R; = 0 then S else S’ s’écriera comme suit :

Exemple

if R; =0 then
So

Sh
else

st
end

On introduisons a présent un concept qui sera utile pour faire des démonstrations par
induction sur les programmes structurés.

Définition 1.3.6 : Le nombre d’imbrications maximum d’instructions de type “if then
else”, “for” ou “while”, au sein d’un programme structuré P est appelé la hauteur de P.¢

Ainsi un programme P a une hauteur de 0 si il ne contient aucune instruction de type
“if then else”, “for” ou “while”. Il a une hauteur de n + 1 si :

1. II contient au moins une instruction de type “if then else”, “for” ou “while” pour
laquelle la ou les suites d’instructions S = (Sp,...,S,) correspondantes constituent
un programme structuré de hauteur n.

2. Pour toutes les instructions de type “if then else”, “for” ou “while”, la ou les suites

d’instructions S = (S, ..., Sy) correspondantes constituent un programme structuré
de hauteur au plus n.

Montrons a présent que si un programme structuré calcule quelque chose, alors il existe
un programme goto qui calcule la méme chose. Nous montrerons plus tard avec le corollaire
2.4.6 que I'inverse est aussi vrai : si un programme goto calcule quelque chose, alors il existe
un programme structuré qui calcule la méme chose.

Proposition 1.3.7 : Si une fonction f:N" — N est calculable par un programme struc-
turé P, alors elle est calculable par un programme goto M. *

PREUVE: Afin de montrer la proposition, il nous faut considérer une variante minime des
programmes structurés : des programmes pour lesquels une d’instructions S = (So, ..., Sp)
peut contenir des goto et goto conditionnels qui font référence a une des instructions
de la séquence (une instruction “S; =goto i” signifiera que 'on passe de l'instruction S
de la séquence a linstruction S; de la séquence). On considere pour cela les séquences
d’instructions faisant parti d’une instruction “if then else”, “for” ou “while”. On considere
aussi que les instructions du programme lui-méme, forment une séquence d’instructions (et
donc des instructions goto du programme peuvent faire référence a d’autres instructions
du programme).
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Appelons ces programmes des programmes structurés étendus. Montrons & présent que
pour un programme structuré (éventuellement étendu) de hauteur N + 1, il est possible
d’obtenir un programme structuré étendu de hauteur N qui calcule la méme chose.

Considérons pour cela deux suites d’instructions structurées étendus S = (So,...,Sn)
et 8" = (S),...,S5;,) tel que S et S’ ne contiennent aucune instruction de type “if then
else”, “for” ou “while” (de maniere équivalente, les suites d’instructions S et S” sont des
programmes structurés étendu de hauteur 0).

Montrons que pour les trois types d’instructions “if R; = 0 then S else S””, “for i =
1 to R; do §” et “while R; # 0 do 5”, on peut obtenir une suite d’instructions étendus
équivalente, sans “if then else”, “for” ou “while”.

1. Considérons l'instruction conditionnelle suivante :

a if R; =0 then S else S’

(19}

Le numéro “a” a été rajouté, et correspond a la place de l'instruction dans la suite
d’instructions dont elle fait parti. On peut alors la remplacer par les instructions

suivantes :
a ifR;=0gotoa+1+1
a+1l gotoa+l+n+1+1
a+1+1 Sl

a+l+n S,
a+1l+n+1 gotoa+l+n+l+m+1
a+l+n+1+1 9]

a+l+n+1+m S/,
Puis dans les instructions suivantes, toutes les instructions “goto k” pour k > a sont
remplacées par des instructions “goto a+1+n+1+m”.

2. Supposons que dans le programme utilise au plus les registres Ri,..., Ry.
Considérons 'instruction de boucle for suivante :
a fori=1to R;do S

[P

Le numéro “a” a été rajouté, et correspond a la place de l'instruction dans la suite
d’instructions dont elle fait parti. On peut alors la remplacer par les instructions
suivantes :
a Rpaq=R;
a+1 Rpy=Rp-1
a+2 if Rpg,y=0gotoa+2+n+2
a+2+1 Sl

a+2+n S,
a+2+n+1 gotoa+1
Puis dans la suite du programme, toutes les instructions “goto k” pour k > a sont
remplacées par des instructions “goto a+1+n+1+m”.

3. Considérons enfin l'instruction de boucle while suivante :

a while R;#0do S

[P )]

Le numéro “a” a été rajouté, et correspond a la place de 'instruction dans la suite
d’instructions dont elle fait parti. On peut alors la remplacer par les instructions
suivantes :
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a if R;=0gotoa+n+2
a+1l S

a+n S,
a+n+1 gotoa

En utilisant (1) (2) et (3), on voit comment passer d’un programme structuré étendu
de hauteur N +1 a un programme structuré étendu de hauteur N. En répétant I’opération
autant de fois que nécessaire, on peut toujours obtenir un programme structuré étendu
de hauteur 0, c’est a dire sans instruction de type “if then else”, “for” ou “while”.

Tout ce qu’il reste a présent & faire, c’est de montrer que 'on peut passer d’un pro-
gramme structuré étendu de hauteur 0, & un programme goto. Montrons d’abord que ’on
peut toujours se passer de l'instruction d’affectation d’un entier a un registre. Supposons
que dans le programme P, on ait I'instruction suivante :

a Ri=n
On la remplace alors par les instructions :
a if R; =0 gotoa+3
a+1 Rz = Rl -1
a+2 gotoa
a+2+1 RZ’::RZ'-F]_

a+2+ N RZ'IZRi-i-l
Puis dans la suite du programme, toutes les instructions “goto k” pour k > a sont
remplacées par des instructions “goto k+ N + 2”.

Montrons maintenant que ’on peut toujours se passer de l'instruction d’affectation
d’un registre & un registre. Supposons que dans le programme P utilisant au plus les

registres Ry,..., R, on ait 'instruction suivante :
a Ri = Rj
On la remplace alors par les instructions :
a Ri =0

a+1 if Rj =0 gotoa+6

a+2 RZ = Rz +1

a+3 Rj = Rj -1

a+4 Rk+1 = Rlﬁ.l +1

a+b gotoa+1

a+6 if Ry =0 goto a+ 10

a+"7 Rk+1 = Rk+1 -1

a+8 Rj = Rj +1

a+9 gotoa+6
Puis dans la suite du programme, toutes les instructions “goto k” pour k > a sont rem-
placées par des instructions “goto k + 10”. [

Exercice 1.3.8

Ecrivez un programme structuré qui :

1. calcule la fonction qui a (a,b) associe a x b

10



1.3. MACHINES A REGISTRES

2. calcule la fonction qui a a associe le plus grand entier b tel que b < a

3. calcule la fonction qui a a associe le plus petit entier b tel que a < 2°

Exercice 1.3.9

Ecrivez un programme structuré qui s’arréte ssi le nombre dans le registre R; est pair.

11



Chapitre

Les fonctions récursives

Nous allons a présent étudier un autre modele de calcul, qui nous permettra de conduire
une étude plus mathématique de I’étude des objets calculable et incalculables : les fonctions
récursives et primitives récursives.

2.1 Les fonctions primitives récursives

Nous allons définir les fonctions primitives récursives. Nous aurons besoin pour cela de
la notion de projection :

Définition 2.1.1 : Pour n € N et a avec 1 < a <n, la fonction constante ¢, : N — N est
définie par ¢} (x1,...,2,) = a. o

Définition 2.1.2 : Pour n € N* et ¢ avec 1 <4 <n, la fonction de projection p}’ : N* - N
est définie par pl'(x1,...,%i,...,Tn) = T;. &

Définition 2.1.3 : L’ensemble des fonctions primitives récursives est le plus petit en-
semble E € U+ NV tel que :

— E contient toutes les fonctions constantes ¢, : N” — N pour tout n € N.
— FE contient toutes les projections p}' : N* — N pour tout n € N* et ¢ avec 1 <i<n.
— F contient la fonction successeur succ: N — N, définie par succ(n) =n + 1.
— FE est clot par le schéma de composition : Pour tout n,m e N*, si :
— La fonction g : N* - N appartient a £
— les fonctions hq,...,h, : N - N appartiennent & F

alors la fonction f: N — N définie par

flxr,.oyzm) =g(hi(x1, .y @m)y ooy b (1, Tm)

appartient a FE.
— F est clot par le schéma de récurrence : pour tout n, si :
— La fonction g : N® - N appartient a E

— La fonction h: N"*2 - appartient & E

12



2.1. LES FONCTIONS PRIMITIVES RECURSIVES

alors la fonction f:N"*! - N définie par :

flz1,...,2n,0) = g(x1,...,20)
f(x17"'7xn7y+1) h(x17'"7x7lﬂy7f(x17"'7x7“y))

appartient a FE. o

De la méme maniere que l'on a défini les sous-ensemble calculable de N, on défini
aussi les sous-ensemble de N" qui sont primitifs récursifs :

Définition 2.1.4 : Pour n € N*, un sous-ensemble X ¢ N" est primitif récursif si la
fonction f définie par :

flxy,...xn) = 1 si(z,...,zp)eX
f(x1,...,2,) = 0 sinon
est primitive récursive. &
— Notation
On appellera parfois les ensembles X ¢ N des prédicats. Ils sont alors vu comme une
valeur de vérité. Ainsi si P € N” est un prédicat, on écriera P(x1,...,x,) pour signifier
(x1,...,25) € P.

Les fonctions primitives récursives contiennent déja un tres grand nombre de fonctions.
Les but des exercices suivants est de vous en convaincre, et d’apprendre a les manipuler :

Exercice 2.1.5

Montrez que les fonctions suivantes sont primitives récursives (réutilisez les fonctions
de chaque question pour la question suivante) :

1. La fonction sg:x+— z +2

2. La fonction sps : (x,y) — y + 2
3. La fonction t9: z — 2x
4

. La fonction f:z+— 2z +1

Exercice 2.1.6

Montrez que l’ensemble des fonctions primitives récursives est clot par le schéma
de définition par itération : pour une fonction g : N? - N, et pour une fonction
h: NP1 5 N, la fonction

f(iL'l,...,.lep,O)
fz1,...,zp,n+1)

g(x1,...,2p,0)
Mz, ..., xp, f(z1,...,2p,n))

est primitive récursive.

Exercice 2.1.7
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Montrez que I'addition, la multiplication et la fonction exponentielle sont primitives
récursives

Exercice 2.1.8

Montrez que les fonctions primitives récursives sont closes par schéma de composition
étendu. Soit n,m € N*. Soit g : N* — N primitive récursive. Pour tout i < n soit
m; <m, soit h; : N - N primitive récursive et soit 1 < ali <o < afm <m des indices.
Alors la fonction f:N™ — N définie par :

flx,...,zm) :g(hl(%ﬁw--aiﬁa}nl)a-'-vhn(l"a{lw--axa”mn))

est primitive récursive.

Exercice 2.1.9

Montrez que la fonction sg : N - N qui a 0 associe 0 et qui & tous les autres entiers
associe 1, est primitive récursive. Montrez que la fonction 5g : N - N qui a 0 associe
1 et qui a tous les autres entiers associe 0, est primitive récursive.

Exercice 2.1.10

Montrez que les prédicats de comparaisons <, <, >, >, =, # sont primitifs récursifs.

Exercice 2.1.11

Montrez que si g est une fonction primitive récursive de NP*! dans N, alors les fonc-

tions : '
filzr,...,zp,m) = Yitg 9(x1,...,2p,1)
et

fo(x1,...,2p,m)

sont primitives récursives.

I g(x1,. .., 2p, 1)

Exercice 2.1.12

Montrez que les fonctions :
1. pred:N—>Nqui vaut Oen O et n—1en n>0.
2. —:N? - N qui vaut max(0,a - b)

sont primitives récursives.

Exercice 2.1.13

Soit Pi(aq,...,an) et Pa(by,...,by) des prédicats primitifs récursifs.

1. Montrez que le prédicat P(aq,...,an,b1,...,by,) qui est vrai ssi Pi(aq,...,ap)
est vrai et Py(by,...,by,) est vrai , est primitif récursif.
2. Montrez que le prédicat P(aq,...,an,b1,...,by) qui est vrai ssi Py(ay,...,a,)
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est vrai ou Pa(by,...,by) est vrai , est primitif récursif.

3. Montrez que le prédicat P(ay,...,ay,) qui est vrai ssi Py(a1,...,a,) est faux, est
primitif récursif.

Exercice 2.1.14

Montrez que les prédicats primitifs récursifs sont cloét par quantification existentielle
et universelle bornée : Si P(x1,...,Ty,2) est un prédicat primitif récursif, alors les
prédicats :

<z P(x1,...,2n,2)
Vi<z P(xy,...,2n,2)

Ql(l‘l,.. . ,I’n,Z)
QZ(xly cee 71‘7172)

sont primitifs récursifs.

Exercice 2.1.15

Montrez que ’ensemble des fonctions primitives récursives est clot par définition par
cas sur un prédicat primitif récursif : si g et h sont deux fonction primitives récursives
de NP dans N, et si P est un prédicat primitif récursif sur NP, alors la fonction :

flz1,...,xp)
f(z1,...,2p)

est primitive récursive.

g(z1,...,zp) si P(xy,...,xp)
h(z1,...,xp) sinon

Exercice 2.1.16

Montrez que les fonctions primitives récursives sont closes par minimisation bornée :
si f: NPl 5 N est primitive récursive, alors la fonction

min{t <n | f(z1,...,2p,t) =0} +1 siFt<n f(x,...,2p,t)=0
0 sinon

g(z1,...,zp,n)

est primitive récursive.

2.2 Fonctions récursives

Les fonctions primitives récursives ne suffisent pas a capturer toutes les fonctions cal-
culables. Nous verrons en fait que les fonctions primitives récursives sont exactement les
fonctions calculable par des programmes structurés qui n’utilisent pas de boucles while.
Afin de capturer I’ensemble de toutes les fonctions calculables, il nous faut définir d’autres
fonctions, et on définit pour cela le schéma suivant :

Définition 2.2.1 : Etant donnée une fonction f : N**! - N, on écrit pz. f(z, 21, ... @) =
0 la fonction partielle de N* - N qui a z1,...,x, associe le plus petit z tel que
f(z,x1,...,2,) = 0 si une telle valeur z existe. Sinon la fonction pz.f(z,z1,...,2,) =0
n’est pas définie et on écriera pz.f(z,21,...,2,) =01, o
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2.2. FONCTIONS RECURSIVES

Définition 2.2.2 : L’ensemble des fonctions récursives partielles est le plus petit en-
semble E € Upen+ N tel que :

— FE contient toutes les fonctions primitives récursives.
— F est clot par le schéma de composition.
— F est clot par le schéma de récurrence.

— FE est clot par le schéma de minimisation s : si f: N**! - N appartient & E, alors
la fonction pz.f(z,x1,...,2,) =0 appartient & E.

Une fonction récursive partielle qui est définie partout est appelée simplement fonction
récursive, ou encore fonction récursive totale. &

Notez que 'on autorise 'application des schémas de composition, récurrence et mi-
nimisation sur des fonctions qui ne sont éventuellement pas définies partout. Dans ces
cas la la partialité “se propage” comme attendu. Nous donnons I’exemple pour le schéma

de composition. Pour h : N* - N et pour ¢g; : N* - N, ..., g, : N - N des fonctions
récursives partielles, la fonction f:N™ — N telle que :
flry, .. sxm) = h(gi(z1, - xm), s gn(T1, oy m)) st Vi<n gi(x1, ..., xm)

1 sinon

est une fonction récursive partielle. Il en va de méme pour le schéma de récurrence et
celui de minimisation.

Il existe une autre maniere équivalente de définir les fonctions récursives. On définie
FEy comme l'ensemble de toutes les fonctions constantes, les projections et la fonction
successeur. On définie ensuite inductivement FE, ;1 comme étant la cloture de E, par le
schéma de composition, par le schéma de récurrence, et par le schéma de minimisation .
L’ensemble E des fonctions récursives est alors égale a U,, Ey,. Pour une fonction f € E, on
dira que n est la hauteur de E sin est le plus petit tel que f € E,,. Notez que la hauteur est
définie aussi bien pour les fonctions primitives récursives que pour les fonctions récursives.
Simplement pour définir la hauteur d’une fonction primitive récursive, on ne tient pas
compte de la cloéture par le schéma pu.

Exercice 2.2.3

Montrez que pour tout prédicat P ¢ N¥*1 la fonction suivante est récursive :

flxy,...,xp) = min{z : P(z,z1,...,2,)} si3z P(z,21,...,2k)
non défini sinon

Exercice 2.2.4

Montrez que pour tout prédicat P ¢ N¥*1 et pour toute fonction récursive g : N¥ - N,
la fonction suivante est récursive :

f@rom) = g(wr,.my) sz P(zan,. .ok
non défini sinon
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Exercice 2.2.5

Soit a1,...,a; € N. Montrez que la fonction nulle en aq,...,a; et non définie ailleurs,
est récursive.

Exercice 2.2.6

Montrez que la fonction pre, non définit en 0 et vérifiant pre(z + 1) = x est récursive.

2.3 Les fonctions récursives sont calculables

Nous allons montrer ici que toutes les fonctions récursives sont aussi calculables par
des programmes structurés, et donc aussi par des programmes goto. Afin de faciliter les
preuves a venir, nous introduisons ici la notion de programme propre :

Définition 2.3.1 : Un programme propre est un programme structuré qui termine son
calcul avec tous ses registres, a ’exception de son registre de sortie Ry, dans le méme
état qu’au début du calcul. &

Proposition 2.3.2 : Pour tout programme structuré, il existe un programme structuré
propre qui a le méme comportement. *

PREUVE: Soit m tel que notre programme utilise au plus les registres Ry, ..., Ry,. Il suffit
de recopier au début du programme les registres de R; a R,, dans les registres de R,,+1
a R,,+m- Ensuite le programme est le méme en remplagant tous les registres R; par R;im
pour ¢ > 0, puis enfin en rajoutant des instructions a la fin qui remettent a zéro tous les
registres de Ry41 & Rym.- [ ]

La premiere partie de la preuve que les fonctions récursives de base sont calculables
par des programmes structurés est simple, et on la donne en exercice.

Exercice 2.3.3

Montrez que les fonctions constantes, tout comme les fonctions de projections et la
fonction successeur sont calculables par des programmes structurés (et donc par des
programmes goto).

Théoréme 2.3.4:

Toute fonction récursive partielle est calculable par un programme structuré (et donc
par un programme goto).

Toute fonction primitive récursive est calculable par un programme structuré sans
boucles “while”.

PREUVE: La preuve est faite par induction sur la hauteur d’une fonction récursive ou
primitive récursive. Si f a une hauteur de 0, alors se référer a ’exercice 2.3.3. Supposons
maintenant par induction que le théoréeme est vérifié pour les fonctions récursives et pri-
mitives récursives de hauteur n. Soit f une fonction récursive de hauteur n + 1. On a les
cas suivants :
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1. Schéma de composition : supposons que

f@y,om) = g(ha(ey, o am), o (@, )

pour des fonctions g, h1, ..., hi de hauteurs inférieures ou égales a n. En particulier
il y a des programmes structurés propres F, Hy, ..., Hy, qui calculent chacune de ces
fonctions. Supposons que chacun de ces programmes utilisent au plus les registres
Ry, ..., R, pour z >m. Le programme pour calculer F' est donné simplement par la
suite d’instructions suivante :

Programme F'

(Instructions de Hy)

R..1:=Ry
(Instructions de Hy)
R..2:=Ry

(Instructions de Hy)

R..r =Ry
Ry =R.
Ry = R,y

(Instructions de G)

Notez que si G, Hy,...H,, n’utilisent pas de boucles “while”, alors le programme
pour calculer F' n’utilise pas de boucles “while” non plus.

2. Schéma de récurrence : Supposons que f est définie par

flry,...,xn,0) = g(x1,...,2p)
f(xl,...,flfn,y‘f‘l) h(x17"‘7xn7y7f(‘r17'"7xn7y))

pour g et h de hauteurs inférieures ou égales a n. En particulier il y a des
programmes structurés propres G et H pour calculer g et h, qui utilisent au plus les
registres Ry & R,. Le programme suivant permet de calculer F' :

Programme F

R.i1:= Ry
(Instructions de G)
Ryp=1

R0 = Ro

for i=1to R,;1 do
(Instructions de H)
Rn+1 = Rn+1 +1
Ryi2:= Ry

end

Notez que si G, H n’utilisent pas de boucles “while” | alors le programme pour calculer
F n’utilise pas de boucles “while” non plus.

3. Schéma p : Supposons que f soit définie par f(x1,...,2,) = px.g(21,...,2p,x) =0
pour g de hauteur inférieure a n. En particulier il y a un programme propre G pour
calculer g, qui utilise au plus les registres Ry a R,. Le programme suivant permet
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de calculer F :

Programme F

R.q1:=1

Ry :=0

while R,,1 #0 do
(Instructions de G)

R.41:= Ry
Rpy1:= Ry +1
end
les points (1) (2) et (3) concluent la récurrence et donc la preuve. ]

2.4 Les fonctions calculables sont récursives

Afin de montrer que les fonctions calculables sont récursives, on aura besoin des exer-
cices suivants, qui permettent en particulier de coder des k-uplets et des listes d’entiers de
maniere récursive.

L’exercice suivant montre comment coder des couples d’entiers de maniere primitive
récursive.

Exercice 2.4.1

Soit ap : N? > N la bijection de Cantor définie par :

T+y -

OJQ(CUay) = y+ZZ~:0Z

= y+ (x+y+12)(fr+y)

1. Montrez que a9 est bijective.

2. Montrez que aip est primitive récursive.

3. Montrez que as(a,b) > a et as(a,b) > b.

4. Montrez que les deux projections w1, w9 tel que :
— ag(mi(c),m(c)) =¢c
— mi(az(a,b)) =a

— mo(az(a,b)) = b sont primitives récursives.

L’exercice suivant utilise ’exercice précédent pour coder des k-uplets d’entiers de
maniere primitive récursive, pour n’importe quel k > 1.

Exercice 2.4.2

On définie par récurrence sur k > 2 les fonctions :

ap1(z1, @2, ..., 1) = a2(z1, ap(x2, ..., Tre1))

1. Montrez que pour tout k > 2 la fonction oy, est une bijection de N¥ dans N.

2. Montrez que pour tout k£ > 2 la fonction «y est primitive récursive.
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3. Montrez que pour tout k > 2 les projections w’f, e ,W’,j tels que

ap(mhi(c),...,mi(c)) = ¢

sont primitives récursives.

— Notation
Dans la suite, on utilisera aussi (n, m) pour parler de 'entier ay(n, m) qui code le couple
(n,m). On utilisera de la méme maniere la notation (x1,...,x) pour parler de entier
ag(xy,...,xE) qui code le couple (z1,...,zk).

— Notation
Pour simplifier la lecture, on wutilisera également pour tout k& les notations
71(2),...,mk(2) pour désigner les projections 7 (2),..., 7k (2). Il s’agit d’un abus de

notation car la fonction 7?(z) est une fonction différente de m3(z). On se permet cet
abus de notation car il sera toujours clair dans le contexte a laquelle de ces fonction on
fait référence.

L’exercice suivant fournit un exemple de la maniere dont le codage des k-uplet peut
étre utile. Grace a ce codage, on peut définir des fonctions primitives récursives se faisant
référence 'une ’autre, par récurrence mutuelle.

Exercice 2.4.3

Utilisez les fonctions o pour montrer que si les fonctions g1, ..., gr de N™ dans N et les
fonctions hq, ..., h, de N****1 dans N sont primitives récursives, alors les fonctions :

fi(z1, .., 20,0) = gi(z1,...,20)
fl(l‘l,...,ﬂ?n,l"f‘l) hl(xlv"‘vxnvxufl(xlw"7xn)x)7'"7fk‘(xla°"7xn)x))

fe(x1, . 20,0) = gr(z1,...,20)
fe(x1, .. zp,x+ 1) hi(x1,.. . xn,x, fi(zr, .. 2n, ), ooy fu(@1, .02, )

sont primitives récursives.

On aborde & présent ’exercice le plus important pour les démonstrations a venir. Il
utilise les exercices précédents afin d’établir un codage des listes : des suites d’entiers de
longueur arbitrairement grande.

Exercice 2.4.4

Soit :: une notation pour la fonction primitive récursive a :: [ = 1 + as(a,l). Soit hd et
tl les fonctions définies par :

hd(0)
hd(z 1)

0 t1(0)
tl(z 1)

i
=~ O

I
8
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On définie la notation [] pour représenter le codage suivant des listes d’entiers :

] =0
[ag,a1,...,an] = ap:[ai,...,an]
1. Montrez que la fonction [] est bijective.
2. Montrez que les fonctions hd et tl sont primitives récursives.

3. Montrez que la fonction gett : N x N — N telle que gett([xo,...,zn],1) =
[@i,...,2Tn] est primitive récursive.

4. Montrez que la fonction get : Nx N — N telle que get([zo,...,2,],7) = x; est
primitive récursive.

Avant de montrer que toute fonction calculable est récursive, récapitulons ici les fonc-
tions primitives récursives des différents exercices précédents, que nous allons utiliser :

1. La fonction pred : N - N telle que pred(n) = max(0,n - 1)

2. Le codage des n-uplet : Pour tout n, la bijection primitive récursive :
():N" >N
3. Le décodage des n-uplet : Pour tout n, les n projections primitives récursives :
7t : N> N (pour k<n )

4. Le codage des listes : Il existe une bijection []: Unen+ N = N telle que les fonctions
suivantes sont primitives récursives :

(a) La fonction :: de N vers N telle que a = [z1,...,2,] = [a,21,..., 2]
(b) La fonction hd : N - N telle que hd([zo,...,z,]) =21

(c) La fonction tl: N — N telle que tl([zo, x1,...,2n]) = [T1,...,%n]
(d) La fonction get : N x N - N telle que get([zo,...,zn],1) = x;

On passe a présent a la preuve du théoreme principale de cette section.

Théoreme 2.4.5:
Tout fonction calculable par un programme goto (et donc aussi par un programme
structuré) est aussi une fonction récursive.

PREUVE: Avant de faire la preuve, on va avoir besoin de fixer différents codages.

Codage des programmes goto :
On fixe le codage suivant des programmes goto. On code pour cela les instructions de
la maniere suivante :

— R; = R; + 1 est codé par (0, 1)
— R; = R; — 1 est codé par (1,1)

— goto n est codé par (2,n)

— if R; =0 goto n est codé par (3, (i,n))
— halt est codé par (4,0)
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Pour des raisons techniques, il sera utile d’avoir comme information une borne sur
I'indice maximal des registres utilisés. Le code d’un programme goto est simplement
donné par le code : (k,[I1,...,I,]) ou k est tel que le programme utilise au plus les
registres Ry, ..., Ry, et ou I, est le code de la e-ieme instruction pour 1 <e <n.

Codage des machines a registres :

On fixe a présent un codage de I’état d’'une machine a k registre. Cet état est donné
par la valeur des registres ainsi que par le numéro d’instruction a exécuter. Pour un
nombre de registre k donné, ce code est (m, [Ro, ..., Ri]) o m est le numéro d’instruction
et R; est la valeur du registre numéro ¢ pour 1 <i < k.

Fonction d’initialisation :
Fixons maintenant une fonction d’initialisation Init, qui étant donné un code e = (k, I')

d’un programme (ou I est une liste d’instructions), des valeurs z1,...,z, (pour n < k),
donne le code représentant ’état de la machine a k registres, au début du calcul.
Init((k,I),z1,...,2n) = (0,21 =...22, :aux(k-n))

avec aux définie par :

aux(0)
aux(k + 1)

(]
0 = aux(k)

Il est claire que la fonction Init est primitive récursive.

Fonctions de transition 1 :

On va ici créer une fonction de transition tri, qui étant donnée le code e = (k,I) d’'un
programme et le code p = (m, R) de I’état d’une machine, renvoie le numéro de la prochaine
instruction a exécuter a ’étape de calcul suivante. On va utiliser pour cela une fonction
cur : N - N qui, étant donnée le code e = (k, I) d'un programme et le code p = (m, R) de
I’état d’une machine, permet d’obtenir 'instruction courante de la machine :

cur((k, I), (m, R)) = get(I,m)
On peut maintenant définir notre fonction try :

/ * incrémentation * /
mi(p) +1 si mi(cur(e,p)) =0

tI‘l (G,p)

| * décrémentation * /

= m(p)+1 si m1(cur(e,p)) =1
/ * goto x /
= mo(cur(e,p)) si m1(cur(e,p)) =2

/ * goto conditionel et R; =0 * /
= mo(me(cur(e,p))) si mi(cur(e,p)) =3 and
get(ma(p), mi(ma(cur(e, p)))) = 0

/ * goto conditionel et R; # 0 * /
= mi(e)+1 si mi(cur(e,p)) =3 and
get(ma(p), mi(ma(cur(e, p)))) # 0

| * halt * /
= mi(e) sinon
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Il est claire que try est primitive récursive.

Fonctions de transition 2 :

On va a présent définir une fonction primitives récursives tro qui étant donnée le code e
d’un programme et le code p de I’état d’une machine, permet d’obtenir ’état des registres
de la machine a I’étape de calcul suivante.

Pour cela on utilisera deux fonctions primitives récursives inc : Nx N - N et dec :
N x N - N, telles que

inc([zo,...,xn],1) = [0y, xi+1,..., 2]

et
dec([xo, ... 2], 1) = [x0, ..., max(0,2; = 1),...,2,]

Elles sont définies de la maniére suivante :

inc(,0) = succ(hd(l)) = t1(7)
inc(l,i+1) = hd(l) =inc(l,1)

dec(1,0) = pred(hd(l)) :tl(l)
dec(l,i+1) = hd(l) = dec(l,1)

On peut a présent définir trs :

tra(e,p) = inc(ma(p),ma(cur(e,p))) si m(cur(e,p)) =0 /*incrémentation * /
= dec(ma(p), ma(cur(e,p))) si mi(cur(e,p)) =1 [ * décrémentation * /
= mo(p) sinon [ * autre * |

Il est claire que troy est primitive récursive.

Fin de la preuve :
On défini a présent la fonction tr: N x N - N de transition d’un état a au autre :

tr(e,p) = <tI“1 (e,p), tI‘2(6,p)>

On défini a présent la fonction primitive récursive st : N x N* x N - N telle que

st(e,x1,...,xn,t) renvoie ’état de la machine qui exécute le programme e, avec les
registres Ry,..., R,, initialisés respectivement a x1,...,z,, apres t étapes de calcul.
st(e,x1,...,2,,0) = Init(e,x1,...,2,)
st(e,z1,...,xn,t+1) = tr(est(e,z1,...,2p,t))

On arrive enfin a I’étape pour laquelle on a besoin de schéma g, laissant la possibilité a une
fonction de ne pas étre définie sur certaine entrés. La fonction récursive time : Nx N* - N
donne le plus petit temps de calcul nécessaire pour que la machine arrive a 'instruction
halt. La fonction sera définie si et seulement si la machine s’arréte pour le programme et
les entrées correspondantes.

time(e, x1,...,2,) = ptmi(cur(e,st(e,z1,...,2,,t))) =4

Finalement, voici la fonction récursive qui correspond au calcul de la machine M. On
lance la fonction de transition pour le nombre d’étapes nécessaires avant que la machine
n’atteigne l'instruction halt, et on renvoie la valeur du registre Ry :

fle,z1,...,xy) = hd(ma(st(e,z1,...,x,, time(e, z1,...,2y))))

Ceci conclut la démonstration. m

23



2.5. PROGRAMMES FOR ET FONCTIONS PRIMITIVES RECURSIVES

Corollaire 2.4.6 : Toute fonction calculable par un programme goto est aussi calcu-
lable par un programme structuré.

PREUVE: D’apres le théoreme 2.4.5, toute fonction calculable par un programme goto est
une fonction récursive. D’apres le théoreme 2.3.4, toute fonction récursive est calculable
par un programme structuré. [

La preuve du théoreme 2.4.5 contient deux éléments que nous allons réutiliser dans la
section 3.1 :

— La fonction cur : NxN — N qui & un code de programme e et a un état de la machine
p, associe le code de l'instruction courante.

— La fonction st : NxN"xN — N qui & un code de programme e, des valeurs z1,...,x, et
un temps de calcul t, associe I’état de la machine de code e sur les entrées x1, ..., T,
apres t étapes de calcul.

La fonction st sera en particulier tres utile, car elle permet d’obtenir le résultat d’un
calcul apres t étape, uniformément en e, le code d'un programme : c’est a dire que c’est
la méme fonction pour tous les programmes, seul change le parametre e qui donne le code
du programme. Nous y reviendrons dans la section 3.1. Avant cela nous allons voir que les
fonctions primitives récursives sont exactement les fonctions calculables par un programme
structuré sans boucles while.

2.5 Programmes for et fonctions primitives récursives

Nous montrons dans cette section que les fonctions primitives récursives sont exac-
tement les fonctions calculables par un programme structuré sans boucles while. Nous
avons déja vu une direction avec le théoreme 2.3.4 : toute fonction primitive récursive est
calculable par un programme structuré sans boucles while. Nous montrons a présent la
réciproque :

Théoréme 2.5.1:
Toute fonction calculable par un programme structuré sans boucles while est primitive
récursive.

PREUVE: Pour un k donnée, et pour un programme structuré P sans boucles while
et utilisant au plus les registres Ry,..., Rk, on définie la fonction fp : N - N par
fp({zo,...,xk)) = (vo,...,vk) ol v; est la valeur du registre R; en fin d’exécution du
programme P, quand son exécution commence avec ses registres initialisés aux valeurs
TQOy. v, Tho

Montrons que pour tout programme structuré P sans boucles while, la fonction fp
correspondante est primitive récursive. On montre le théoreme par induction sur la hauteur
des programmes structurés. On commence par montrer que c’est vrai pour les programmes
structurés de hauteur 0. Pour le montrer on utilise une deuxiéme induction, cette fois-ci
sur la taille des programmes structurés de hauteur 0.

On utilise pour cela les fonctions primitives récursives inc; et dec; définies par :

inc;((xo, .-, iy 2k)) = (Toy...,xi+1,...,2k)
deci((xo,...,xi,... (mo,...,xi—l,...,xk>

8
o
~
~—

Il
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2.5. PROGRAMMES FOR ET FONCTIONS PRIMITIVES RECURSIVES

Si P est un programme de taille 0 (ne contient aucune instruction, ou alors seulement
I'instruction halt), la fonction fp est dans ce cas la fonction constante 0, qui est primitive
récursive.

Supposons a présent par induction que la fonction fp est primitive récursive, pour tous
les programmes P de hauteur 0 et de longueur n. Montrons que c’est aussi le cas pour tous
les programmes P de hauteur 0 et de longueur n+1. Soit P un tel programme. Alors P est
le programme P’ de longueur n, avec en plus une instruction R; = R;+1 ou Rj = R;—1. On a
fo({zo, ..., x)) =inc;(fpr ({xo, ..., xk))) ou bien fp({zo,...,x)) = dec;(fr ((xo,...,2k)))-

Par induction la fonction fp est donc primitive récursive pour tous les programmes P
de hauteur 0. Nous faisons a présent I'induction sur la hauteur des programmes. Supposons
que la fonction fp existe pour tous les programmes P de hauteur n, et montrons qu’elle
existe pour tous les programmes P de hauteur n + 1.

1. Supposons d’abord que P a la forme suivante : if R; = 0 then Q else Q" pour Q
et @' de hauteur au plus n. Par hypothése d’induction les fonctions fq et fé sont
primitives récursives. La fonction fp est donc donnée par :

fr({zo, ... xk))
fp(<.%'0, e ,H,’k))

fo({zo,...,zx)) siz;=0
for({zo,...,x)) sinon

2. Supposons ensuite que P a la forme suivante : for ¢ = 0 to R; do @ pour @ de
hauteur au plus n. Par hypotheése d’induction la fonction fg est primitive récursive.
La fonction fp est donc donnée par :

fP((x(]:"'axk)) :g(<$0,...,$’k>,l‘j)
ou
g({xo,...,2),0) = (x0,...,Tk)
g({zo,...,zx),2+1) = fol9({zo,...,zk),2))
3. A présent pour n’importe quel programme P de hauteur n + 1 est une combinai-
son finie d’instructions Iy,...I, de la forme (1) et (2) ou bien de la forme d’une

incrémentation ot d’'une décrémentation. Une fonction primitive récursive fr, cor-
respond a chacune de ces instructions. La fonction fp est donnée par :

Ip=fr,(fr, (o fil{mo, .- z))) - )

Par induction on a donc fp primitive récursive, pour tout programme structuré P sans

boucle while. A présent la fonction f(z1,...,x,) calculable par un programme structuré
P sans boucles while utilisant au plus les registres Ry, ..., R (pour z < k) est donnée par
flz1,..., ) =m(fp((0,21,...,2,,0...,0))). (]
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Chapitre

Fonctions universelles

3.1 La forme normale de Kleene

Nous utilisons ici les fonctions st et cur du théoreme 2.4.5 afin de montrer un théoréme
qui nous permettra de travailler plus simplement avec les fonctions calculables.

( )
Théoreme 3.1.1:
Pour tout n, il existe un prédicat primitif récursif T : NxN"xN — {0,1} et une fonction
primitive récursive U : N - N tel que pour toute fonction récursive f:N" — N, il existe
un entier e tel que :

1. 3t T(e,x1,. .., xn,t) < f(x1,...,25) |
2.Vt T(e,x1,...,xn,t) > U(t) = f(x1,...,24)

En particulier pour toute fonction récursives f : N® - N, on a un entier e tel que :

flzr, ... xy) =U(ut.T(e,x1,...,2n,t))

PREUVE: On reprend les fonctions cur et st de la preuve du théoreme 2.4.5. Le prédicat
T est informellement : la machine a registre atteind l’instruction halt apres t étapes sur le
programme codé par e avec les registres Ry, ..., R, initialisés & x1,...,2,. Afin de définir
la fonction U, on a besoin de garder les informations correspondant a e,xq,...,z,. Pour
cette raison, on encode ces informations dans le parametre correspondant au temps de
calcul. On définie alors T'(e, z1,..., Ty, t) comme le prédicat :

m1(t) = (e,x1,...,xp) Ami(cur(e,st(e, z1,...,2,,m2(t)))) =4
En particulier ¢ doit étre de la forme ((e,z1,...,2,), 2). On défini ensuite :
U({{e,21,...,2n),2)) =hd(ma(st(e,x1,...,2n,2)))

Fixons une fonction récursive f. D’apres le théoreme 2.3.4, il existe un entier e codant
pour un programme goto calculant la fonction f. On a donc :

flzr, ... xy) =U(ut.T(e,x1,...,2n,t))

pour tout x1,...x,. [
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3.2. LE THEOREME SNM

— Notation
On notera la fonction ®, : N - N la fonction U(ut.T(e,z1,...,2n,t)). Le théoreme
précédant nous dis la chose suivante : La fonction ®(e,z1,...,2,) = Pc(x1,...,2,) est
récursive. On dira que {®. }.cy est une énumération calculable des fonctions récursives.

Notez que des entiers e ne correspondent pas a des codes de programme. Néanmoins
la fonction partielle ®. est toujours bien définie méme pour e qui n’est pas le code
d’'un programme : en effet pour e, zq,...,z,,t n'importe quels entiers, le prédicat
T(e,x1,...,2Tn,t) est bien défini. Aussi si e ne correspond pas & un code de programme,
pour certaines entrés x1,...,T,, il existera peut-étre ¢ tel que T'(e,x1,...,x,,t) est vrai
(auquel cas U(ut.T(e,x1,...,on,t)) | renverra une valeur), ou peut-étre pas, auquel cas
U(ut.T(e,z1,...,2n,t)) 1. Dans tous les cas méme si e ne correspond pas & un code de
programme, la fonction x1,..., 2z, —» U(ut.T(e,z1,...,x,,t)) est récursive, et il y a donc
un code de programme e’ qui correspond a cette fonction.

— Notation
Pour tout n € N*, on considére qu'une énumération calculable {®.} .y des fonctions
récursives de N dans N est fixée une fois pour toute. C’est a dire qu’on a une fonction
récursive partielle ®(e, z1,...,z,) telle que :

— Pour tout e, la fonction x1,...,z, = ®(e,z1,...,x,) est récursive partiel,

— Pour toute fonction récursive partielle f : N* — N, il existe un e tel que
flz,...,xy) = ®(e,z1,...,2p).

Tous les théoremes a venir sont indépendants du choix de cette énumération.

On définie & présent les prédicats primitifs récursifs P.(ng,...,ng)[t] | et
D (ny,...,nK)[t] 1

— Notation

Etant donnée une fonction calculable ®, : N¥ — N, on écriera ®.(n1,...,n;)[t] | si
informellement, la fonction ®,. s’arréte en moins de ¢ étapes de calcul. Formellement,
avec Pe(xy,...,2n) =U(ut T(e,z1,...,2n,t)), le prédicat ®.(n)[t] | est défini comme
étant le prédicat : I3s <t T'(e,x1,...,2Tp,s). Le prédicat ®o(nq,...,ng)[t] 1 est défini &
linverse comme Vs <t -T'(e,z1,...,%n,S).

3.2 Le théoreme SNM

La preuve du théoreme SNM demande d’étendre nos maniere de manipuler des listes
avec des fonctions primitives récursives. Pour cela les deux exercices suivants vont nous
aider.

Exercice 3.2.1

1. Montrez que les fonctions primitives récursives sont closes par récurrence pri-
mitive sur la suite des valeurs : si ¢ : N® - N et h : N**2 - N sont primitives
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3.2. LE THEOREME SNM

récursives, alors la fonction f:N%*! - N définit par :

f(.fl,...,l'a,o)
flx1,...,xq,n+1)

g(x1,...,24)
M1, ... xa,n, [f(x1,. .y xa,n), ..oy f(21,...,24,0)])

est primitive récursive.

2. Montrez que si g : N* > N et h : N®*2 - N sont primitives récursives, et si
dy,...,dr : N > N sont primitives récursives et telles que d;(n) < n pour tout n
et i <k, alors la fonction f:N%*! — N définit par :

f(xl,.--,l‘a70) = g(xl""?xa)
flry,...,xq,n+1) h(z1,...,zq,n, f(x1,...,24,d1(n)),

F(@rs- . 2o, dy(n)))

est primitive récursive.

Exercice 3.2.2

On défini la notation @ pour une fonction de N? vers N, telle que

[.%'(), cee 7$n]@[90;- .. 7Z/m] = [f]f(),.. 3 Ln, Yo, - - - 7ym:|
Montrez que la fonction @ : N2 - N est primitive récursive.
Le théoréeme suivant nous dit que 'on peut de maniere uniforme, calculer a partir du

code e d’'une machine & n + m parametres, calculer le code de la machine qui fonctionne
comme la machine de code e, apres avoir fixer les n premiers parametres :

s )\
Théoreme 3.2.3:
Pour tout n,m € N* avec m < n, il existe une fonction primitive récursive s™ : N™*1 - N
telle que pour tout e :

ésm(e,xl,...,xm)(yla e 7yn) = Qe(ajlv sy Tms Yty - 7y’n)

PREUVE: Pour cette preuve, il est utile de revenir aux machines a registre. On utilisera le
codage des programmes goto donnée dans la preuve de 2.4.5, ainsi que le codage primitif
récursif des listes.

La fonction S, étant donné un code e = (k, [[1,...,I,]) d’'un programme, et des valeurs

T1,...,Tm, va renvoyer le code €’ = (k+m,[I{,...,I}]) du méme programme, mais avec :

1. Les registres Rpy1,..., Riyy initialisés aux valeurs z1,...,x, au début du pro-
gramme.

2. Toutes les occurrences de R; pour 1<i < m, remplacées par R;
3. Toutes les occurrences de R; pour m < i, remplacées par R;_,

4. Toutes les occurrences de “goto 1” remplacées par des occurrences de “goto 1 + p”
ou p est le nombre d’instructions a rajouter au début du programme pour initialiser
les registres Rgi1,..., Ry aux valeurs z1,...,2Ty,.
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3.3. LE THEOREME DU POINT FIXE

Il est clair qu’un tel programme fera ’affaire. Il faut juste montrer que I’on peut ’obtenir
de fagon primitive récursive. On commence par s’occuper de la fonction g : N - N qui
détermine les instructions a rajouter au début du programme :

g9(0,...,0) = [] le cas ot 1,...,Zpym =0
9(0,...,0,zi ..., xm) = (0,i):g(0,...,0,2,—1,...,2,) le cas ol z; est le premier
parametre différent de 0

Le nombre d’instructions rajoutées par la fonction g(x1,..., o) est égal & x1 + -+ + x,.
On définit aussi la fonction primitive récursive nb : N — N qui calcule ce nombre d’ins-
tructions.

Pour simplifier I’écriture x1,...,x,;, sera noté T dans la fonction suivante. Il s’agit de
la fonction primitive récursive h : N™*2? - N tel que h(k,Z,[I,...,I,]) renvoie la liste
d’instructions [I7,...,I.], qui est le résultat de l'application & chaque instructions de

[[1,...,1,], des opérations (2) & (4) décrite ci-dessus :

hk,z,[]) =[]

h(k,z,(0,i) =1) = (0,i+k):=h(k,z,I0) sil<i<m
= (0,i—m) = h(k,z,1) sii>m
h(k,z,(1,7) =1) = (1,i+k)=h(k,z,l) sil<i<m

= (l,i—-m)=h(k,z,[I2,...,14]) sii>m

h(k,z,(2,n) 1)

(2,(n+nb(z)) = h(k,z,1)

h(k,z,(3,{i,n)) =1) = (3,(i+k,n+nb(z)))=h(k,z,l) sil<i<m
= (3,(i-m,n+nb(z))) = h(k,z,1) sii>m

B2 (4,0)51) = (4,0)) 5 h(k,2,1)
La fonction S)*((k,[I1,...,1a]),®1,...,2m) est donnée par la valeur
(k+m,g(z1,...,2m)Qh(k,x1,...,2m, [11,...,1a]))

La fonction h est primitive récursive en utilisant le deuxieme schéma de I’exercice 3.2.1.
Cela conclue la preuve. u

3.3 Le théoreme du point fixe

Le théoreme suivant nous dit que pour toute fonction qui modifie des programmes, il
existe un programme dont le comportement n’est pas modifié par la fonction :

Théoreme 3.3.1:
Pour toute fonction totale f : N - N, il existe e € N telle que Vn ®¢()(n) = ®c(n).

PREUVE: Soit a le code d’une machine a un parametre, qui sur ’entré n, retourne le code
d’une machine & un parametre m, qui :

1. calcul la valeur f(®,(n))

2. st on a f(®,(n)) |, alors retourne le résultat du calcul de la machine de code
f(®@,(n)) sur 'entré m (et sinon ne s’arréte pas).
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3.3. LE THEOREME DU POINT FIXE

Formellement a est tel que pour tout n,m €N on a :

P, (n) (M) = Pp(a, (n)) (M)

Notez que ®, est une fonction totale : pour tout n, dans le calcul de ®,(n), on ne
cherche pas a faire les étapes (1) et (2), mais seulement a calculer le code d’une machine
qui fait les étapes (1) et (2). La démonstration qu'un tel code a existe est donné par
le théoreme SNM : La fonction @ g, (n))(m) est récursive. Il y a donc un code b tel
que ®y(n,m) = P4, (n))(m). D’apres le théoreme SNM, il y a une fonction primitive
récursive s telle que @) (M) = <I>f(¢n(n))(m). Comme s est primitif récursif, il y a un
code a tel que ®,(n) = s(b,n).

Le point fixe sera alors ®,(a). En effet on a :

Ym g, () (M) = @ra,(a)) (M)

Ceci conclue la preuve. u

En pratique, le théoreme du point fixe est souvent utilisé sous la forme suivante : un
programme informatique peut toujours avoir acces a son propre code. En effet, supposons
qu’un programme M utilise une variable var ayant été initialisé a une certaine valeur au
début de son exécution. On peut alors facilement définir une fonction primitive récursive
f qui prend n en parametre, et retourne le code de M, qui commence avec var initialisée
a n. D’apres le théoreme du point fixe, il y a une valeur e telle que les machines de code e
et f(e) ont le méme comportement. Notez alors que pour tout e, la fonction f(e) renvoie
toujours le code de M avec pour seule différence que var est initialisé a e. En particulier
le programme de code f(e) aura le code e dans la variable var. Aussi ce code f(e) est
équivalent au code e. Donc e code pour le programme M avec la variable var initialisé
a e : il y a une version de M qui peut accéder a son propre code.

Voici un exemple en C qui illustre ce que dit le théoréeme du point fixe :

Exemple 3.3.2 : Dans 'exemple suivant, la variable res contient une chaine de ca-
ractere qui est égale au programme lui-méme : La fonction sprintf va recopier la chaine
de caracteére prg dans res, en remplagant le “%s” par prg lui-méme. Les “%c” sont la
uniquement pour gérer les problemes techniques de retour a la ligne et de guillemets.

#include <stdio.h>

int main() {

charx prg="#include <stdio.h>}cint main() {¥%cchar* prg=lcls’c;%cchar
res[1000] ;%csprintf (res, prg, 10, 10, 34, prg, 34, 10, 10, 10, 10)
she"s

char res[1000];

sprintf (res, prg, 10, 10, 34, prg, 34, 10, 10, 10, 10);

}

L’exemple précédent peut s’étendre a n’importe quel programme : apres la derniére ins-
truction, on peut rajouter toutes les instructions que ’on veut, y compris des instructions
qui utilisent le contenu de res. Afin que res contienne aussi ces nouvelles instructions, il
faut simplement aussi les rajouter a la fin de la chaine de caractere prg.
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3.4. LA BOUCLE wHILE EST INDISPENSABLE

Exercice 3.3.3

Soit A € N tel que A # N et A est calculable.
1. Montrez qu’il existe une fonction récursive f telle que z € A iff f(x) ¢ A.

2. En utilisant le théoreme du point fixe, en déduire qu’il existe 7, j tel que ®; = ®;
avec i€ Aet j¢ A.

3. En déduire qu’il n’existe pas de prédicats calculables P tel que P(e) ssi e est le
code d’un programme qui fait la multiplication par 2.

4. Généralisez la question précédente pour montrer le théoreme de Rice : Pour
tout comportement non-trivial des programmes, il n’est pas possible de calculer
I’ensemble des codes de programmes ayant ce comportement. Formellement : soit
un ensemble C' # N de codes de fonctions tel que pour tout e, ez avec ¢e; = Pe,,
onae;eC —eyeC. Alors C n’est pas calculable.

3.4 La boucle while est indispensable

Nous montrons dans cette section que la boucle while est indispensable dans les
programmes structurés : il existe des fonctions totales calculable par des programmes
structurés, qui ne sont pas calculables par des programmes structurés sans boucle while.
D’apres les théoremes 2.3.4 et 2.5.1, les fonctions primitives récursives sont exactement les
fonctions calculables par des programmes sans boucle while. Il suffit donc simplement de
montrer qu’il existe des fonctions récursives totales, qui ne sont pas primitives récursives.

Intuitivement, un argument de diagonalisation doit fonctionner : Il est possible d’obte-
nir une énumération des fonctions récursives {®. } .y et un prédicat récursif P ¢ N tel que
P(e) implique que e code pour une fonction primitive récursive, et tel que toute fonction
primitive récursive a un code e pour lequel on a P(e). A partir de 14 on définit la fonction
récursive f qui énumere les codes des fonctions primitives récursives : f(0) = min{e
P(e)} et f(n+1) =min{e : P(e) et e+ f(0),...,f(n)}. On définit ensuite facilement
une fonction récursive totale différente de toutes les fonctions primitives récursives de la
maniere suivante :

g(n) = 1 si®@ppy(n)=0
g(n) = 0 sinon

La démonstration de l'existence du prédicat P serait fastidieuse. Aussi nous allons
procéder autrement, en utilisant la fonction d’Ackermann, le premier exemple historique
de fonction récursive qui n’est pas primitive récursive :

Définition 3.4.1 : On définit les fonctions A4, : N - N par induction sur n € N de la
maniere suivante :

— Ag est la fonction x — 27
— Api1(x) est Iapplication z fois de la fonction A, sur 1 : A, (A4,(...(A,(1)))). ¢

Formellement :
Ao(l’) = 27
An+1(x) = An(An-%—l(x - 1))

Exercice 3.4.2
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3.4. LA BOUCLE wHILE EST INDISPENSABLE

Montrez que pour tout n, la fonction A,, est primitive récursive.

I Définition 3.4.3 : La fonction d’Ackermann est la fonction n — A, (n). o

La fonction d’Ackermann a une croissance extrémement rapide. Ainsi A(0) =1, A(1) =
2, A(2) = 16, et A(3) est déja égal a 65536 itérations de la fonction x — 2% (en commencant
sur 0), c’est a dire :

@%
i)
A(3)=2 ou la puissance est itérée 65536 fois

Malgré sa tres forte croissance, intuitivement la fonction d’Ackermann devrait étre calcu-
lable : Pour calculer A, (n), on peut utiliser une pile contenant soit des fonctions A, (en
pratique une représentation de ces fonctions), soit des entiers. Par exemple si on empile
A, A1 et ensuite k, cela correspond au calcul A, (An+1(k)). Ainsi le sommet de la pile
est toujours un entier, et I’élément qui suit (si il existe) est toujours une fonction. Aussi
pour calculer A, (n) on procéde comme suit :

1. On empile A,,, puis on empile n.
2. Tant que la pile contient plus d’un élément :
(a) On dépile lentier k, puis on dépile la fonction A,,.
(b) Sim =0 on empile 2.
(c) Sinon, si k=0 on empile 1.
(d) Sinon on empile A,,_1, puis A, et enfin k- 1.

L’algorithme s’arrétera quand la pile ne contiendra plus qu’un élément, le résultat du
calcul A, (n).

Nous allons donner & présent une preuve plus formel et sans doute un peu plus
mystérieuse, du fait que la fonction d’Ackermann soit récursive, en utilisant le théoreme
du point fixe.

Théoréme 3.4.4:
La fonction d’Ackermann est récursive.

PREUVE: On définit la fonction récursive g : N® - N suivante :

gle,n,m) = 2M sin=0
1 sim=0
O.(n-1,P.(n,m-1)) sinon

Comme g est récursive, il existe un entier a tel que g(e,n,m) = ®,(e,n,m). En utilisant
le théoréeme SNM, on a une fonction primitive récursive f: N — N telle que ®;(.)(n,m) =
®,(e,n,m). A présent, d’apreés le théoreme du point fixe, il existe un code k tel que
D ¢(ky(n,m) = ®;(n,m). En reprenant la définition de ®,(e,n,m), et en utilisant @) =
®;. on a donc :

&r(n,m) = 2m sin=0

=1 sim=0

Orp(n—-1,P,(n,m-1)) sinon

La fonction n — ®y(n,n) est donc la fonction d’Ackermann, et elle est récursive puisqu’elle
a k pour code. u
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Nous allons maintenant montrer que la fonction d’Ackermann n’est pas primitive
récursive. Nous allons montrer pour cela que la fonction n — A,(n) croit plus vite que
toutes les fonctions primitives récursives, c’est a dire que pour une fonction primitive
récursive f, il existe k tel que pour tout n >k on a A,(n) > f(n). On a pour cela besoin
de plusieurs résultats intermédiaires :

Lemme 3.4.5 : Pour tout n, on a A,(z) > x. *

PREUVE: On a Ay(z) = 2% > x, donc le lemme est vrai pour Ag. Fixons n et supposons a
présent le lemme vrai pour A,. Montrons que le lemme est vrai pour A,;1. On procede
pour cela par récurrence sur . On a A,:1(0) =1 > 0. Supposons a présent que pour x on
ait Ap41(x) > x. On a alors Ap1(z+1) = Ap(Aps1(x)). Comme le lemme est vrai pour
non a A,(Api1(x)) > Aps1(x) > Apy1(x) + 1. Aussi par hypotheése de récurrence on a
Aps1(x) > 2. On en déduit donc Ay1(z+1) >z + 1. m

Lemme 3.4.6 : Pour tout n, la fonction A,, est croissante.
Pour tout x, la fonction n — A, (x) est croissante. *

PREUVE: La fonction Ag est clairement croissante. Ensuite pour tout n, on a
Aps1(xz+1) = A (Aps1(2)). En utilisant le lemme 3.4.5 on a A, (Aps1(x)) > Ap1(x) et
donc A, 1(x+1) > Api1(x). Done pour tout n la fonction A, est croissante.

Montrons a présent que pour tout x et pour tout n, on a A,.1(x) > A,(z). Pour
x =0, pour tout n on a A,;1(0) =1 et A,(0) = 1. Donc Ay,41(0) > A,(0). Pour z > 0
on a Api1(x) = Ap(Ans1(z = 1)). D’apres le lemme 3.4.5 on a Apy(x—1) >x -1 > .
Aussi comme la fonction A, est croissante on a A, (Ap+1(z—1)) > Ay(x). On a donc
Aps1(z) > Ap(z), ce qui implique que la fonction n — A, (z) est croissante. ]

On aborde a présent la notion clef pour la preuve. On utilise pour cela la notion de
domination presque partout.

— Notation
Un prédicat P ¢ N est vrai pour presque tous les entiers x, si P(z) est vrai pour pour
tous les entiers z, sauf un nombre fini d’entre eux. On notera alors V*x P(x), ce qui
doit étre compris comme : 3y Yz >y P(z).

La notation précédente sera aussi utilisé pour des prédicats P € N pour n > 0. Dans ce
cas V*x1,...,x, P(x1,...,2,), doit étre compris comme : 3y Vq,...,x, >y P(x1,...,2,).
De manieére équivalente P(z1,...,x,) est vrai pour tous les n-uplets (x1,...,2,), sauf un
nombre fini d’entre eux.

—— Notation

Pour deux fonctions f,g: N — N, on écriera f <* g si ¢ domine f presque partout, c’est
a dire V*z f(z) < g(x).

On introduit enfin un dernier concept :
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— Notation

Pour une fonction f:N — N, on écriera f™(x) pour dénoter le résultat de ’application
de f a x, n fois. Cest a dire fO(z) =z et f""1(x) = F(f"(x)).

Le lemme suivant est clef pour montrer que la fonctions d’Ackermann domine toutes
les fonctions primitives récursives presque partout. Il permettra en particulier de traiter
du schéma de récurrence des fonctions primitives récursives.

Lemme 3.4.7 : Pour tout n, il existe m > n tel que :

Vi Ap(z) 2 AZ P (2 +1)

PREUVE: Montrons d’abord que pour tout n,x,y on a :
Ani(z+y) 2 A (2) ()

La démonstration se fait par récurrence sur y. Pour y =0 on a A1 (x) >« d’apres le
lemme 3.4.5. Supposons que (*) soit vrai pour y, montrons que (*) est vrai pour y+1. On a
Apii(z+y+1) = A, (A1 (x+y)). Par Phypothese de récurrence on a A1 (x+y) > A% (z).
On a donc Ap 1 (z+y+1) > A, (AY%(2)) = AL () (car Apsq est croissante). On en déduit
que (*) est vrai pour tout n,z,y.

En particulier on a A,,1(z+z+1) > A" (z+1). Montrons & présent que pour x > 5, on
a Appo() > Apy1(22 +1). Pour tout 2 on a Ayio(x) = Aps1(Anso(xz —1)). Montrons que
pour 2 > 5 on a Apa(z—1) > 2z +1. On a clairement que 2*~! > 22+ 1 pour > 5. Comme
pour tout z on a A,io(x) > Ag(z), on a aussi que Apo(x—1) >2x+1 pour  >5. On en
déduit alors que A,11(Aps2(x—1)) > Apr1(22+1) pour x > 5 (car Ay est croissante), et
donc que pour presque tout x, on a Ayio(x) > Apy1 (22 +1).

Comme A, 1(2x +1) > A% (z + 1) pour tout z, on en déduit alors que A, o(z) >
AZ*1(x + 1) pour presque tout x, ce qui conclut la preuve.

On est a présent en mesure de montrer que la fonction d’Ackermann domine presque
partout toutes les fonctions primitives récursives.

Théoreme 3.4.8:
La fonction d’Ackermann A(n) = A,(n) domine presque partout toutes les fonctions
primitives récursives, et n’est donc pas primitive récursive.

PREUVE: Soit n >0 et f:N" - N. On note P(f) le prédicat :
Ik Va1, ..., xn Ag(max(zy,...,2,)) > f(21,...,20)

On va montrer que pour tous n et toute fonction primitive récursive f : N* - N le
prédicat P(f) est vrai. Cela se montre par induction sur la hauteur des fonctions primitives
récursives. P(f) est clairement vérifié pour les fonctions primitives récursives f de hauteur
0, c’est a dire les fonctions constantes, les projections et la fonction successeur : elles sont
toutes dominés presque partout par Ag.

Supposons a présent que 'on ait P(h) et P(g1),...P(gn) pour les fonctions primi-
tives récursives h @ N" - N et ¢1,...,9, : N - N. Montrons P(f) pour la fonction

f(l’l,. . ,.Im) = h(gl(xlw‘ . 7xm)7~ '7gn(x17" . Jxm))
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En particulier il existe k tel que V*z1,..., 2, et Y*21,..., Ty :
h(xy,...,zn) < Ap(max(xi,...,zy))

g1(x1,...,xm) < Ap(max(zq,...,2m))

gn(x1,.. ., xm) < Ap(max(zq,...,2m))

On a donc, en utilisant le fait que Ay soit croissante :

Ap(max(g1(z1, .- Xm), -y gn(T1, .. Tm)))
Ak (Ag(max(z1,...,2m)))
A2 (max(x1,...,%m))

h(g1(x1, s xm)se s gn(@1, oo Tm))

IN AN IA

D’apres le lemme 3.4.7, il existe ¢ tel que V*z Ay(x) > A% (z+1) > A%(2). En particu-
lier V¥ Ay(x) > A2(x) (on utilise ici A, (x) > ). Onadonc V*zy,..., 2y Ay(max(zy, ..., 2m)) >
hgr(x1,--s2m)se oy gn(x1, ..., 2m)). Donc P(f) est vérifié.

Supposons a présent que P(h) et P(g) soit vrai pour les fonctions primitives récursives
h:N"2 5 N et g:N" - N. Montrons que P(f) est vrai pour la fonction :

flz1,...,20,0) = g(z1,...,2p)

flry,...;xn,x+1) = h(x1,...,20,2, f(21,..., 20, 1))
En particulier il existe k tel que V*z1,...,Zn, 2,2 :
g(ar, o mn) < Ap(max(ay,..., )
h(xz1,...,on,2z,2) < Ag(max(z,...,Tn,2,1))

Montrons par récurrence sur x que pour tout x on a :
f(x,ap,x) < AT (max(@1, .., 20)) (*)

On a clairement f(x1,...,2,,0) = g(z1,...,2,) < Ag(max(xq,...,2,)). Supposons a
présent que (*) est vral pour x et montrons que c¢’est vrai pour  + 1. On a

flry,...;xp,x+1) =h(x1,. .., 20,2, f(21,. .., 20, 2))
< Ap(max(zy, ..., o, z, A7 (max(z1,. .., 2,)))) (1)
< Ap(AF Y (max(z1, ..., T, 1)) (2)
< AP (max(x1, ..., Tn,x +1))

Le passage de (1) a (2) utilise le fait que Agx(z) > z. On a donc que (*) est

vérifié pour x + 1, et donc par récurrence pour tout z, c’est a dire f(x1,...,Tp,x) <
A (max(z1,...,2,)). On a aussi clairement que :
z+1 max(z1,...,Tn,T+1)
AT (max(zy,...,7,)) < AL " (max(x1,...,zp,x+1))

A présent en utilisant le lemme 3.4.7, il existe ¢ tel que V*z A¥*!(z +1) < A¢(x). On a
donc

Vi Azlax(xl""’x"’ml)(max(:z;l, ces Xy, + 1)) < Ay(max(x1, ..., 2T, 1))

On en déduit V*z f(z1,...,2n, ) < Ay(max(zy,...,zn,x)) et donc P(f).

Par récurrence on a donc P(f) pour toute fonction primitive récursive f. Montrons
enfin que la fonction d’Arckermann domine presque partout toutes les fonctions récursives.
Pour toute fonction primitive récursive f: N — N il existe ¢ tel que Y*n f(n)+1< Ai(n).
Aussi pour n >t on a Ay(n) < Ap(n). Donc la fonction d’Arckermann domine f presque
partout, et c’est le cas pour toutes les fonctions primitives récursives. On en déduit enfin
que la fonction d’Arckermann n’est pas primitive récursive. [
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Chapitre

Premiers ensembles mcalculables

4.1 Ensembles récursivement énumérable

On rappelle qu'un ensemble est calculable si jamais sa fonction caractéristique est
calculable, formellement :

Définition 4.1.1 : Un ensemble A € N est calculable si il existe un entier e tel que
neAo d.(n)l=1letn¢ A< d.(n)l=0. &

On introduit maintenant un concept central : les ensembles d’entiers que 'on peut
énumérer avec un programme informatique.

Définition 4.1.2 : Un ensemble A € N est récursivement énumérable si il existe un
entier e tel que ne A < ®.(n) |. &

Exercice 4.1.3

Montrez que tout ensemble calculable est récursivement énumérable.

On voit la machine de code e comme processus qui énumere A : Pour tous les entiers,
on cherche un temps ¢ tel que ®.(n) s’arréte en ¢ étapes de calcul. Si on trouve un tel ¢,
alors on énumere n dans notre ensemble. Evidemment on ne peut pas chercher le temps
de calcul t pour tous les entiers en méme temps, car il y en a une infinité. L’idée est de
décomposer comme suit :

1. On regarde si ®(0)[0] |

2. On regarde si ®(0)[1]{ ou ®(1)[1]}

3. On regarde si ®(0)[2] | ou ®(1)[2] | ou ®(2)[2] |
4

Cette idée est reprise dans la preuve de la proposition suivante :

Proposition 4.1.4 : Un ensemble infini A est récursivement énumérable ssi il existe une
fonction calculable total f: N — N tel que f(N) = A. *

PREUVE: Soit A un ensemble récursivement énumérable infini. Soit e tel que ®.(n) | ssi
n € A. Soit a le plus petit élément de A. On définit g : N - N comme suit :

g(O) = <a70>
g(n+1) pz.(@c(m(z))[ma(z)] ) A Ve <n+1m(z)#m(g(k)))
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Et on définie ensuite :

f(n) =mi(g(n))
11 est claire que f(N) = A. Supposons a présent que f(N) = A pour une fonction calculable
totale A. Alors la fonction g définie par :

g(n) = ut. (1) =
est calculable et est telle que g(n) | ssi 3t f(t) = n. ]

Nous allons voir qu'un ensemble récursivement énumérable n’est pas forcément cal-
culable. La proposition suivante donne plus précisément les connexions entre ces deux
concepts :

Proposition 4.1.5 : Un ensemble A est calculable ssi A et N — A sont tous les deux
récursivement énumérables. *

PREUVE: Soit A un ensemble calculable. D’apres 'exercice 4.1.3 il est récursivement
énumérable. Par ailleurs ’ensemble N — A est par lui aussi calculable et par conséquent
aussi récursivement énumérable.

Supposons a présent que l'ont ait deux codes ey, e tel que ¢, (n) | ssine Aet e, (n) |
ssi n € N— A. On définie la fonction calculable f(n) = ut.(®c, +(n) | ou @, (n) |). Notez
que la fonction f est nécéssairement totale. On définie ensuite le code de fonction e tel
que :

De(n) = 1 si @, (n)[f(n)]]
®.(n) = 0 sinon

Il est claire que la fonction @, calcul I’ensemble A. [

Comme nous ’avons dit, il existe des choses récursivement énumérables qui ne sont
)

pas calculable. L’exemple canonique est connu comme étant ”1’arrét des programmes in-

formatique” :

Définition 4.1.6 : On définie larrét (noté (Z)')comme I’ensemble :

0'={neN : &,(n) |}

Proposition 4.1.7 : L’arrét est un ensemble récursivement énumérable qui n’est pas cal-
culable. *

PREUVE: La fonction partielle f :n — ®,(n) est clairement calculable, et on a f(n) | ssi
®,,(n) |. Aussi par définition on a )" = {n | f(n) |}. Donc 0" est récursivement énumérable.

Supposons maintenant que ()" est un ensemble calculable. En particulier d’apres le
proposition 4.1.5, Pensemble N — ()" est récursivement énumérable, et il existe un code e
tel que n e N— 0 ssi ®.(n) |. On a alors pour tout n :

d.(n) loneN-0  d,(n)1
En particulier pour n =€ on a
Po(e) > eeN-0 o d.(e) 1

Ce qui est une contradiction. Donc l'arrét n’est pas calculable, et en particulier le
complémentaire de ’arrét n’est pas récursivement énumérable. [
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Exercice 4.1.8

Un ensemble infini est récursivement énumérable dans 1’ordre si il existe une fonction
totale f: N - N telle que f(N) = A et telle que f(n) < f(n+1). Montrez que si un
ensemble infini A est récursivement énumérable dans 'ordre, alors A est calculable.

Exercice 4.1.9

Montrez que tout ensemble récursivement énumérable infini contient un sous-ensemble
calculable infini.

4.2 Réduction many-one

L’arrét est donc un exemple concret d’ensemble non-calculable. Aussi pour montrer en
général qu'un ensemble est non calculable, il suffit de montrer qu’il est suffisement puissant
pour calculer 'arrét. On introduit pour cela la notion de réduction many-one :

Définition 4.2.1 : Soit deux ensemble A, B. On dit que A est many-one réductible a
B, et on écrit A <, B si il existe une fonction récursive totale f : N — N telle que
neA< f(n)eB.Si A<, Bet B<, A, on écrit A=, B. &

Quand on a A <, B, la connaissance de B est suffisante pour calculer A : il existe
une fonction totale calculable f tel que n € A < f(n) € B. Ainsi pour savoir si n € A, on
utilise la fonction f pour ”poser une question” a ’ensemble B : est-ce que f(n) € B7? si la
réponse est oui, alors n € A. Sinon n ¢ A.

Proposition 4.2.2 : Supposons A non calculable, et supposons A <,, B. Alors B est
non-calculable. *

PREUVE: Soit f calculable totale telle que n € A < f(n) € B. Supposons B calculable par
la fonction h. Alors A est calculable avec la fonction g(n) = h(f(n)). ]

Exercice 4.2.3

Montrez que 1’ensemble des codes e tel que ®.(0) = 0 n’est pas calculable.

Exercice 4.2.4

Montrez que ’ensemble des codes e tel que ®.(0) |+ ®.(1) | n’est pas calculable.

Exercice 4.2.5

Montrez que ’ensemble des codes e tel que Yn ®.(n) | n’est pas calculable.
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Exercice 4.2.6

Soit A={e : In ®.(n) t}. Soit B={e : In pair ®.(n) t}. Montrez que A =, B.

A Tinverse, si A <. B et B est récursivement énumérable, alors nécéssairement on aura
que A est récursivement énumeérable.

Proposition 4.2.7 : Supposons B récursivement énumérable, et supposons A <, B.
Alors A est récursivement énumérable. *

PREUVE: Soit f calculable totale telle que n € A < f(n) € B. Supposons n € B ssi
®.(n) |. Soit a le code du programme tel que ®,(n) = P.(f(n)). On a en particulier n € A
ssi e(f(n)) | ssi @g(n) . L]

Nous montrons a présent que 'arrét est complet pour les ensembles récursivement
énumérables. C’est a dire que 'arrét est récursivement énumérable et que tous les en-
sembles récursivement énumérables se réduisent a lui.

Proposition 4.2.8 : Un ensemble A est récursivement énumérable ssi A <, 0. *

PREUVE: La proposition 4.2.7 implique que si A <, (" alors A est récursivement
énumérable. Montrons & présent que si A est récursivement énumérable, alors A <,,, ().
Supposons que A soit récursivement énumérable. Soit e tel que n € A ssi P.(n) |. Soit
f la fonction primitive récursive qui a n, retourne le code du programme tel que pour tout
m on ait ® ¢,y (m) = ut.®.(m)[t] |. En particulier on an € A ssi ®c(n) | ssi @pe,y(f(n)) |
ssi f(n) €. On a donc A <, 0. ]

4.3 Plus d’ensembles non-calculables

Les exercices 4.2.3 a 4.2.6 ont pour but de montrer qu’'une série d’ensembles ne sont
pas calculables. On utilise pour cela toujours la méme technique : pour ces exercices, on
montre qu'un ensemble A n’est pas calculable car on a ()’ <. A. On pose ici une premiére
question : Si un ensemble est non-calculable, est-il forcément récursivement énumérable ?
La réponse est bien évidement non, par un argument de cardinalité similaire a celui vu au
chapitre 1 : L’ensemble des programmes informatique capables d’énumérer des ensembles
est dénombrable, et il y a un nombre indénombrable d’ensembles. Donc certains d’entre
eux ne peuvent pas étre récursivement énumérable.

On donne ici une autre preuve, constructive, de ce fait. On définit pour cela ’ensemble
des codes de fonctions totales, comme vu dans ’exercice 4.2.5 :

Définition 4.3.1 : On définit ’ensemble des codes de fonctions totales :

TOT = {e : ¥n ®.(n) |}

Proposition 4.3.2 : On a ()’ <. TOT. En particulier TOT n’est pas calculable. On a
également que TOT n’est pas récursivement énumérable. *
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PREUVE: D’apres ’exercice 4.2.5 on a 0’ <. TOT.En particulier TOT n’est pas calculable.
Pour montrer que T'OT n’est pas récursivement énumérable, il suffit de montrer la chose
suivante : N - (' <, TOT. D’apres la proposition 4.2.7 on en déduit que si TOT est
récursivement énumérable, alors N — ()" est lui aussi récursivement énumérable, ce qui n’est
pas vrai.

On définit pour ¢a la fonction totale calculable f telle que :

Dsey(n) 1 si ®c(e)[n]?

1  sinon

Il est clair que si ®.(e) 1 alors la fonction @ (. est totale. Par ailleurs si ®¢(e) | alors il
existe ¢ tel que ®.(e)[t] | et la fonction ® () ne sera pas totale car ®;(.)(t) 1. On a donc

N-0' <. TOT ce qui implique que T'OT n’est pas récursivement énumérable. [

On quelque sorte T'OT est strictement plus puissant que 'arrét : il peut calculer I'arrét,
mais 'arrét ne peut pas le calculer. On pose a présent la question inverse : existe-t-il des
ensembles non-calculables qui sont strictement moins puissants que ’arrét : des ensembles
qui sont récursivement énumérables, qui ne sont pas calculables, mais tels que 1’on a pas
0 <. A?

Une version plus forte de cette question (qui fait appel a des notions que nous ne
verrons pas durant ce cours) est connu comme le probléeme de POST. Nous allons montrer
que pour ensemble récursivement énumérable et non-calculable B, il existe un ensemble
récursivement énumérable et non-calculable A tel que B n’est pas many-one réductible &

A.

—— Notation
On note {We}eey une énumération des ensembles récursivement énumérable. C'est &

dire que W, ={n : ®.(n) |}.

—— Notation
On note W,[t] pour 'ensemble W, ={n <t : ®.(n)[t]|}.

Nous aurons besoin pour montrer notre théoréeme d’utiliser la notion d’ensemble
simple :

Définition 4.3.3 : Un ensemble A est simple si son complémentaire est infini et si il
intersecte tous les ensembles récursivement énumérables infinis :

Ve [We|=00 > AnW, + &

et
IN- 4] = o0

Exercice 4.3.4

Montrez qu’un ensemble simple n’est pas calculable.
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Exercice 4.3.5

Montrez que 0" nest pas un ensemble simple.

Exercice 4.3.6

Montrez qu’il existe un ensemble récursivement énumérable W tel que si
dn € W, avecn > 2e, alors W n W, # &, et tel que pour tout e, 'ensemble W
contient au plus e éléments inférieur & 2e. En déduire qu’il existe un ensemble
récursivement énumérable simple.

Nous démontrons & présent le théoréme promis.

Théoréme 4.3.7:
Soit B un ensemble récursivement énumérable non-calculable. Il existe un ensemble
récursivement énumérable non-calculable A tel que B %,, A.

PREUVE: Montrons d’abord la chose suivante : Supposons qu’il existe un ensemble C' et
une fonction calculable totale f tel que n € Biff f(n) e C. Alors |f(N-B)| = co. Supposons
I'inverse, dans le but de montrer que B est calculable. C’est a dire qu’il existe des éléments
Z1,...,x5 ¢ C tel que n ¢ B« 3i <k f(n) =xz;. Alors B est calculable par la fonction g
suivante :

gn) = 0 sif(n)=x

0 sif(n)=zk

= 1 sinon

Comme B est non-calculable, on en déduit que |f(N - B)| = co.

Nous allons & présent construire un ensemble récursivement énumérable A tel que
B £. A. On va s’assurer que A est non-calculable en faisant en sorte que A soit un
ensemble simple. On va s’assurer que l'on a B £, A en faisant en sorte que pour toute
fonctions totale f tel que f(N—-B) =00, onan ¢ B et f(n)e A. Voici plus précisément
les conditions, pour tout e e N :

— Rl [W =00 > AW, %

— R?: @, totale et |®.(N-B)|=00 - 3In¢ Bet d.(n)e A

— Rg’ : 11 y a e entiers ny,...n, qui n’appartiennent pas a A.
Les conditions R}z impliquent que A intersecte tous les ensembles récursivement
énumérables infinis. Les conditions R? impliquent que le complémentaire de A est infini.
Les conditions Rz impliquent que B ¢, A. Notez que conformément & ce que l'on a

montré plus haut, on peut se restreindre pour les conditions Rg aux fonctions ®. tel que
|®.(N)| = 0o (car B est incalculable). Comment satisfaire chacune de ces conditions ?

Les conditions R! :
Pour les conditions R! il suffit d’attendre qu’un élément a soit énuméré dans W, et de

I’énumérer dans A. A ce moment on est sur que la condition est satisfaite.

Les conditions R? :
Pour les conditions Rg les choses sont plus difficiles : on ne peut pas choisir un entier
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4.3. PLUS D’ENSEMBLES NON-CALCULABLES

dont on est sir qu’il n’appartiendra jamais & B pour I’énumérer dans A. Pour cela notre
meilleurs possibilité est la suivante : A une étape de calcul ¢, on prend le premier entier
qui n’appartient pas & B pour le moment, et on I’énumere dans A. Si cet entier appartient
finalement a B, on finira par le savoir au bout d’un moment, apres un temps de calcul ¢.
A ce moment on sait que l'on s’est trompé, et on recommence avec le prochain entier qui
n’appartient (pour le moment) pas a B, et ainsi de suite. Comme B est non-calculable,
il doit bien exister un élément qui n’appartient pas & B. Aussi on finira-t-on bien par
arriver au premier de cet élément dans notre algorithme et a I’énumérer dans A. A ce
moment les choses se stabilisent donc pour la condition Rz, qui elle est satisfaite parce
que quelque chose n’arrive jamais.

Les conditions R? :

Qu’en est-il des conditions R3? A premiere vu il suffit de choisir e entiers distincts
ni,...,Ne dont on décide qu’ils ne seront jamais énumérés dans A. On voit tout de suite
évidement comment cette condition rentre en conflit avec les conditions R! et R2.

Il sera en effet difficile de satisfaire toutes ces conditions en méme temps. On utilise
pour cela la méthode dite des priorités, utilisée pour la premiere fois par Friedberg et
Munchnik, pour montrer une version plus forte de ce théoreme. L’idée est la suivante : on
choisit un ordre sur I’ensemble de toutes les conditions, par exemple 'ordre suivant :

— Les conditions R3. seront les conditions Ri
— Les conditions R3..1 seront les conditions Rg

— Les conditions R3..9 seront les conditions Rg’

Ensuite a chaque étape de calcul ¢, on cherche a satisfaire les ¢ premieres conditions
dans l'ordre : d’abord la premiere, puis la deuxieme, etc... Que peut-il se passer d’en-
nuyeux ? Peut-étre quune condition Rgl avait énuméré un entier n dans A a un instant ¢;.
A un instant t9 >t peut-étre qu’une condition R§2 avait décidé que n+1 n’appartiendrait
jamais a A, et peut-étre qu’a un instant t3 > t2 on se rend compte pour la condition Rgl
que finalement on a n € B. Il se trouve que n + 1 n’appartient pas a B pour le moment.
Pour satisfaire B2 il faut donc énumérer n+1 dans A, mais cela rentrerait en conflit avec
la condition R§2.

On établit donc une regle pour gérer les conflits : Une fois les conditions ordonnées,
une condition R, ne peut jamais déclencher un conflit avec une condition Ry pour b< a :
plus une condition apparait tot dans notre ordre, plus elle est prioritaire sur les autres.
En revanche, une condition R, peut toujours déclencher en conflit avec une condition R,
pour ¢ > a : Si, afin d’étre satisfaite, la condition R, doit détruire le plan établi par des
conditions moins prioritaires, elle a le droit de le faire.

On décrit & présent I'algorithme qui énumere A : A 1’étape de de calcul ¢, pour tout
a<lt:

(a) Soit A[t — 1] ensemble A énuméré jusqu'ici, c’est a dire jusqu’a 'étape de calcul
t-1.

(b) Soit k l'entier maximal parmi les entiers qui ont été décidés comme n’appartenant
pas a A par des conditions de la forme Rs.,s pour 3e +2 < a.

(c) En fonction de la condition correspondant a a, on fait les choses suivantes :

1. Si a = 3e (correspondant & la condition R.), si A[t—1]nW,[t] = @ et si il existe
n >k tel que n € We[t], on énumere n dans A.
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4.3. PLUS D’ENSEMBLES NON-CALCULABLES

2. Si a =3e+1 (correspondant a la condition Rg), on cherche le plus petit n <t
tel que n ¢ B et tel que ®.(n)[t] > k. Si on trouve un tel n on I'énumere dans

A.

3. Si a=3e+2 (correspondant & la condition Rg), on décide que les e plus petits
entiers encore non énumérés dans A ne seront jamais énumérés dans A.

Nous prétendons que l'algorithme décrit ci-dessus énumere un ensemble A tel que
pour tout a les conditions R, sont satisfaites. Comme nous I’avons déja dit, des conditions
peuvent étre satisfaite & un moment, puis redevenir non-satisfaite a cause d’une condition
plus prioritaire. Toutefois il n’y a toujours qu’un nombre fini de conditions plus prioritaires
qu’une autre condition, et c’est ce que nous allons utiliser.

Il est claire qu’il existe t tel que la condition Ry (correspondant & R(l)) sera satisfaite
pour toujours a partir du temps ¢ : soit [Wy| < oo auquel cas la condition est satisfaite pour
toujours au temps 0. Soit |Wy| = oo et on énumerera dans A le premier élément énuméré
dans Wy. La condition Ry sera donc satisfaite a partir du plus petit temps de calcul ¢ tel
que quelque chose est énuméré dans Wy.

Supposons que pour b < a il existe un temps ¢ tel que toutes les conditions R} sont
satisfaites pour toujours au temps t. Montrons qu’il existe un temps s > ¢ a partir duquel
R, sera satisfaite pour toujours :

Soit a = 3e. Comme toutes les conditions prioritaires a a sont satisfaites pour toujours,
Ientier maximal k& parmi les entiers qui ont été décidés comme n’appartenant pas a A
sera le méme pour tout r > t. Supposons |W| = co. Alors il existe s >t et n > k tel que
n e We[s] et donc A[s] n W, # @ et R, est satisfaite pour toujours.

Soit a = 3e + 1. Comme toutes les conditions prioritaires a a sont satisfaites pour
toujours, ’entier maximal k parmi les entiers qui ont été décidés comme n’appartenant
pas & A sera le méme pour tout r > ¢t. Supposons P totale et |P.(N-B)| = co. En particulier
il existe un plus petit entier m ¢ B tel que ®(m) > k. Par minimalité de m, il existe un
temps de calcul s > t tel que tous les entiers i < m sont tels que i € B[s] ou bien ®.(i) < k.
On aura donc m € A[s]. Comme m ¢ B on a bien que R, est satisfaite pour toujours.

Soit a = 3e + 2. Comme toutes les conditions prioritaires a a sont satisfaites pour
toujours, aucune d’entre elle ne va plus énumérer quelque chose dans A. En particulier
aucune de ces conditions n’essaiera d’énumérer un entier parmi les e premiers entiers
n’appartenant pas a A[t]. Donc R, sera satisfaite pour toujours.

Par induction on en déduit que toutes les conditions finissent par étre satisfaites pour
toujours, ce qui conclut la preuve. =

Exercice 4.3.8

Deux ensemble A, B avec An B =@ = 0 sont récursivement séparables si il existe un
ensemble calculable C tel que A ¢ C et CnB = @. Montrez qu’il existe deux ensembles
récursivement énumérables A, B qui ne sont pas récursivement séparables.

Exercice 4.3.9

Montrez qu’il existe deux ensembles calculables A, B tel que I'ensemble C' = {z -y :
x € A et y € B} est non-calculable.
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Chapitre

Corrections Exercices

Exercice: 1.2.2

Soit A un ensemble infini. Soit f : N - A une surjection. Montrez qu’il existe une
bijection g: N — A.

PREUVE: On définit g de la maniere suivante :
g(n) = f(m) pour le plus petit m tel que f(m) ¢ {g(i) : i<n}

Montrons que g est bien défini partout. Soit n € N. Comme A est infini il doit exister
un élément a € A tel que a ¢ {g(i) : i <n}. Comme f est une surjection il existe un
élément m € N tel que f(m) = a. Il existe donc bien un élément m (et donc un plus petit
tel élément) tel que f(m) ¢ {g(i) : i <n}. Donc g(n) est bien défini.

Il est clair par définition de g que g est injective. Montrons que g est surjective :
Supposons par contradiction qu’il existe un élément a € A tel que a ¢ g(N). Comme f est
une surjection, il existe un plus petit élément m tel que f(m) ¢ g(N). En particulier, par
minimalité de m, pour tout i < m il existe i, tel que g(iy) = f(7). Soit n = max;cy, in.

Comme f(m) ¢ g(N) on a donc que f(m) ¢ {g(j) : j <n}. Par ailleurs, par définition
de n, on a pour tout i < m que f(i) € {g(j) : j <n}. En particulier m est le plus petit
élément tel que f(m) ¢ {g(j) : j < n}. Par définition de g on a donc g(n) = f(m).
Contradiction. L]

Exercice: 1.2.3

Soit A un ensemble. Soit f: N — A une bijection. Soit B € A un sous-ensemble infini
de A. Montrez qu’il existe une bijection g : N - B.

PREUVE: On définit ¢ de la maniére suivante :
g(n) = f(m) pour le plus petit m tel que f(m) e Bet f(m) ¢ {g(i) : i<n}

Montrons que g est bien défini partout. Soit n € N. Comme B est infini, il existe un
élément b € B tel que b ¢ {g(i) : i <n}. Comme [ est une surjection, il existe un élément
m tel que f(m) =b. Il existe donc bien un élément m (et donc un plus petit tel élément)
tel que f(m) e Bet f(m) ¢{g(i) : i <n}. Donc g(n) est bien défini.

Il est clair par définition de g que g est injective. Montrons que g est surjective :
Supposons par contradiction qu’il existe un élément b € B tel que b ¢ g(N). Comme f est
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une surjection, il existe un plus petit élément m tel que f(m) € B et f(m) ¢ g(N). En
particulier, par minimalité de m, pour tout i < m, soit f(i) ¢ B, soit il existe i, tel que
g(in) = (7). Soit n = maxj<, in.

Comme f(m) ¢ g(N) on a donc que f(m) ¢ {g(j) : j<n}. Par ailleurs, par définition
de n, on a pour tout i <m que f(i) ¢ B ou f(i) € {g(j) : j<n}. En particulier m est le
plus petit élément tel que f(m) € B et f(m) ¢ {g(j) : j <n}. Par définition de g on a
donc g(n) = f(m). Contradiction. m

Exercice: 1.3.4

Ecrivez des programmes goto qui :
1. ne s’arréte pas quelque soit la valeur des registres au début de ’exécution
2. s’arréte ssi dans le registre Rp se trouve un nombre inférieur ou égale a 2
3. calcule la fonction a + 2a
4. calcule la fonction
a —» 0 sia=0
—~ 1 sia>0

5. calcule la fonction
(a,b) » 1 sia<b
= 0 sia>b

PREUVE:

1. Programme 1 :
0 goto 0
8 halt
2. Programme 2 :
0 Ri=R;-1
1 R1 = R1 -1
if R1 =0 goto 4
goto 3
halt
ogramme J :
if R1 =0 goto 5
R1 = Rl -1
RO = RO +1
RO = RO +1
goto(
halt
4. Programme 4 :
0 if Ry =0 goto 2
1 Ro = RO +1
2 halt
5. Programme 5 :
0 if R1 =0 goto 4
if Ro =0 goto 5
R1 = R1 -1
R2 = R2 -1
RO = RO +1
halt

=~ W N

3. P

BN — O S

ot

U W N~
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Exercice: 1.3.8

Ecrivez un programme structuré qui :
1. calcule la fonction qui a (a,b) associe a x b
2. calcule la fonction qui a a associe le plus grand entier b tel que b < a

3. calcule la fonction qui a a associe le plus petit entier b tel que a < 2°

PREUVE:

Algol

Ro =0
for i:=0 to R; do
for i:=0 to Ry do
RO = RO +1
end
end

R5:=1

while R5 # 0 do

Rg =0

for i:=0 to Ry do
for i :=0 to Ry do

‘ R3 = Rg +1

end

end

R4 = R1

R6 =1

while Rg # 0 do

if R3 =0 then

R2 = RQ +1

Rﬁ =0

else

if R4 =0 then

RO = R2

RO = R() -1

R6 =0

R5 =0

else

R3 = R3 -1

R4 = R4 -1

end

end
end

end




Algo3

R2 =0
R5:=1
while R5 # 0 do
R3 =0
for i:=0 to Ry do
for i :=0 to Ry do
for i:=0 to Ry do
R3 = Rg +1
end
end
end
R4 = R1
RG =1
while Rg # 0 do
if R4 =0 then
RO = RQ
R(j =0
R5 =0
else
if R3 =0 then
RQ = R2 +1
R6 =0
else
R3 = R3 -1
R4 = R4 -1
end
end
end

end

Exercice: 1.3.9

Ecrivez un programme structuré qui s’arréte ssi le nombre dans le registre R; est pair.

PREUVE:
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Algo
R2 = R1
R3:=1
while Rz # 0 do
if Ry =0 then
| R3=0
else
Ro=Rs -1
if Ry =0 then
Ry=1
while R4 # 0 do
| Ry=1
end

else
| Ry=Ry-1
end

end

end

Exercice: 2.1.5

Montrez que les fonctions suivantes sont primitives récursives (réutilisez les fonctions
de chaque question pour la question suivante) :

1. La fonction sg:x+— z +2
2. La fonction sps : (x,y) — y + 2
3. La fonction to: z + 2z

4. La fonction f:x—2x+1

PREUVE:

—_

. 89(x) = succ(suce(x))
. spa(2,y) = s2(p3 (2, y))
t2(0) 0
to(n+1) = spa(n,ta(n))
. f(n) =succ(ta(n)) ]

\V)

S

Exercice: 2.1.6

Montrez que I’ensemble des fonctions primitives récursives est clot par le schéma
de définition par itération : pour une fonction g : N®* - N, et pour une fonction
h:Ne*! 5 N, la fonction

f(xlv'”axa)o) = g(xlv"'7$aao)
flxy,...,zq,n+1) h(x1,...,zq, f(21,...,2q,1))
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est primitive récursive.

PREUVE: Pour toute fonction primitive récursive h : N**! - N, on peut définir une fonction
primitive récursive hs : N**2 - N tel que :

Vay,...,Va, Yn Vz ha(xy,...,2q,n,2) = h(z1,...,2q,2)

On définie simplement :

ho(21,. .. Ta,n,2) = R(PY 2 (21, .. Tayny 2), .o D2 221, Ty, 2), pOT (21, Tay s 2))

Donc pour toute fonction g : N* —» N, et pour toute fonction A : N¢*! - N, la fonction

flz1,...,2q4,0) = g(x1,...,24,0)
f(xlu-"axa7n+1) = h(Jfl,...,.fCa,f($1,...7.fCa,n))

peut étre définie en utilisant le schéma de définition par récurrence, de la maniere suivante :

f(l'lv"'axaao) = g(l'l,...,l‘a,())
flry,...,xq,n+1) ho(x1,...,xq,n, f(X1,...,2q,n))

Exercice: 2.1.7

Montrez que ’addition, la multiplication et la fonction exponentielle sont primitives
récursives.

PREUVE:
Addition :

add(a,0) = pi(a,0)
add(a,b+1) = succ(p3(a,add(a,b)))

Multiplication :

mult(a,0) = 0
mult(a,b+1) add(a, mult(a,b))

Exponentielle :
exp(a,0) = 1
exp(a,b+1) = mult(a,exp(a,b))

Exercice: 2.1.8

Montrez que les fonctions primitives récursives sont closes par schéma de composition
étendu. Soit n,m € N*. Soit g : N* - N primitive récursive. Pour tout ¢ < n soit
m; <m, soit h; : N — N primitive récursive et soit 1 < aj <---<ay, <m des indices.
Alors la fonction f:N™ — N définie par :

flx,...,zm) =g(hl(xa%,...,xa}nl),...,hn(acavf,...,xa%n))

est primitive récursive.
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PREUVE: 1l s’agit simplement de jouer avec le schéma de composition et les projections
appropriées. On définit :

hhl(.%'l,.. .,:L‘m)

hl(pzé(xl,...,xm),...,p;n}nl (1, ,Tm))

hhp(x1,...,xm) = hn(pﬂf(ml,...,xm),...,p%n(xl,...,xm))

On a donc :
flz1, ... xm) =g(hhi (21, ..y 2m),s oo hhp (21, .o T))

Exercice: 2.1.9

Montrez que la fonction sg : N - N qui a 0 associe 0 et qui & tous les autres entiers
associe 1, est primitive récursive. Montrez que la fonction 5g : N - N qui a 0 associe
1 et qui a tous les autres entiers associe 0, est primitive récursive.

PREUVE:
sg :
Soit c% :N? - N la fonction constante & deux parametres qui retourne toujours 1.
sg(0) = 0
sg(z+1) = cf(z,sg(x))
57 :
Soit cg : N2 - N la fonction constante & deux parameétres qui retourne toujours 0.
sg(0) =1
sg(z+1) = cj(z,58(x))

Exercice: 2.1.10

Montrez que les prédicats de comparaisons <, <, >,>, =, # sont primitifs récursifs.

)=

PREUVE:
a<b = sg(succ(b)-a)
a<b = sg(b-a)

a>b = b<a
a>b = b<a
a=b = a<bxb<a

a+b = sg(a=>b)

Exercice: 2.1.11

Montrez que si g est une fonction primitive récursive de NP*! dans N, alors les fonc-
tions :

fl(xla"-axpan) = Z?:o g(xla"'yxpai)
et
fo(z, ... xp,m) = I, g(@1,...,2p, 1)
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sont primitives récursives.
PREUVE: On définit la fonction primitive récursive gplus comme :
gplus(z1,...,2p,n,2) = g(x1,...,xp,sucC(N)) + 2
On a alors :

fi(z,...,2p,0) = g(x1,...,2p,0)
filz1,...,zp,n+1) = gplus(zi,...,zp,n, fi(z1,...,2p,n))

On définit la fonction primitive récursive gmult comme :
gmult(zq,...,2p,n,2) = g(x1,...,2p,sucC(N)) X 2
On a alors :

fo(z1,...,2p,0) = g(x1,...,2p,0)
fa(zr,...,2p,n+1) gmult(zq,...,2p,n, fa(z1,...,2p,n))

Exercice: 2.1.12

Montrez que les fonctions :
1. pred:N—>Nquivaut 0 en O et n—1 en n > 0.
2. —:N? > N qui vaut max(0,a - b)

sont primitives récursives.

PREUVE:
La fonction pred :
pred(0) = 0
pred(n+1) = p%(n,pred(n))
La fonction de soustraction :
—(a,()) = p%(a,O)
_(a7b+ 1) = pred(p%(a,—(a,b)))

Exercice: 2.1.13

Soit Pi(aq,...,an) et Pa(by,...,by) des prédicats primitifs récursifs.

1. Montrez que le prédicat P(aq,...,an,b1,...,by) qui est vrai ssi Pi(aq,...,ay)
est vrai et Py(by,...,by,) est vrai , est primitif récursif.

2. Montrez que le prédicat P(aq,...,an,b1,...,by) qui est vrai ssi Py(ay,...,a,)
est vrai ou Pa(by,...,by) est vrai , est primitif récursif.

3. Montrez que le prédicat P(az,...,ay,) qui est vrai ssi Py(a1,...,a,) est faux, est

primitif récursif.

PREUVE:
Pl(al,... ,an) and Pz(bl,.. ,bm)
Pi(a1,...,an) or Pa(by, ... bm)
—|P1(CL1,. . .,an)

Pl(al,...,an) X Pg(bl,...,bm)

@(Pl(al, e ,an))

sg(Pi(ar,...,an) + Palbi, ... bn))
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Exercice: 2.1.14

Montrez que les prédicats primitifs récursifs sont clot par quantification existentielle
et universelle bornée : Si P(x1,...,zy,2) est un prédicat primitif récursif, alors les
prédicats :

Q1(x1,...,xp,2) = Ft<z P(ry,...,20,2)

Qa(x1,...,xn,2) = Vi<z P(xy,...,2p,2)

sont primitifs récursifs.

PREUVE:
Ql(xl,...,xn,O) = P(:pl,...,xn,O)
Qi1(x1,...,xp,2+1) P(z1,...,zp,z+ 1) or Qi(z1,...,2p,2)
Qg(.ﬁb’l,...,ibn,O) P(xl,...,xn,())
Qa2(x1,...,xpn,2+1) P(z1,...,xzp,z+1) and Qa(x1,...,2pn,2)

Exercice: 2.1.15

Montrez que ’ensemble des fonctions primitives récursives est clot par définition par
cas sur un prédicat primitif récursif : si g et h sont deux fonction primitives récursives
de NP dans N, et si P est un prédicat primitif récursif sur NP, alors la fonction :

flzr,...,xp) = g(z1,...,2p) siP(xr,...,xp)
f(z1,...,2p) h(z1,...,xp) sinon

est primitive récursive.

PREUVE: Comme P est un prédicat primitif récursif, il existe une fonction d: N® - N tel
que

d(z1,...,zp) = 1 siP(xy,...,xp)

d(zi,...,zp) = 0 sinon

On définit donc :

f(z,...,xp) = g(z1, ... 2p) xsg(d(z1,...,2p)) + h(z1,...,2p) x5g(d(x1,...,2p))

Exercice: 2.1.16

Montrez que les fonctions primitives récursives sont closes par minimisation bornée :
si f: NPl 5 N est primitive récursive, alors la fonction

min{t <n | f(z1,...,2p,t) =0} +1 siFt<n f(z1,...,2p,t)=0
0 sinon

g(z1,...,zp,n)

est primitive récursive.

PREUVE:
g(z1,...,2p,0) = 1 si f(x1,...,25,0)=0
=0 sinon
g(z1,...,zp,n+1) = succ(succ(n))  si f(z1,...,xp,succ(n)) =0
= ¢g(z1,...,2p,n) sinon
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Exercice: 2.2.3

Montrez que pour tout prédicat P ¢ N1 1la fonction suivante est récursive :

flxy,...,xp) = min{z : P(z,z1,...,2%)} si3z P(z,21,...,2k)
= non défini sinon
PREUVE: On rappelle que l'on a une fonction ¢ tel que g(z,z1,...,75) = 1 ssi
P(z,x1,...,zx) et g(z,21,...,2;) =0 ssi =P(z,21,...,2,). On a donc :

@ o yap) = pz58(g(2, w1,y )) = 0

et f st donc bien récursive. [

Exercice: 2.2.4

Montrez que pour tout prédicat P ¢ N**1 et pour toute fonction récursive ¢ : N¥ - N,
la fonction suivante est récursive :

flzr,...,x) = g(x1,...,25) si 3z P(z,21,...,21)
= non défini sinon
PREUVE: On rappelle que l'on a une fonction ¢ tel que g(z,z1,...,25) = 1 ssi
P(z,x1,...,2x) et g(z,21,...,2;) =0 ssi =P(z,21,...,2,). On a donc :

f(xla"ka) :g(xla"'axk) XSg(,LLZ.P(Z,LEl,...,I'k) +1)

et f est donc bien récursive. Notez que la multiplication sert a propager la partialité si
jamais aucun élément z tel que P(z,x1,...,2)) n'existe. u

Exercice: 2.2.5

Soit a1,...,ar € N. Montrez que la fonction nulle en aq,...,a; et non définie ailleurs,
est récursive.

PREUVE:
flx)y =0 siz=ayVv---var=ag

pz.succ(z) =0  sinon

Exercice: 2.2.6

Montrez que la fonction pre, non définit en 0 et vérifiant pre(z + 1) = x est récursive.

PREUVE:

z-1 siz>0
pz.suce(z) =0  sinon

pre(z)
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Exercice: 2.3.3

Montrez que les fonctions constantes, tout comme les fonctions de projections et la
fonction successeur sont calculables par des programmes structurés (et donc par des
programimes goto).

PREUVE:
Ca
Ry:=a
'
Ro = RZ
succ
Ro = R1
RO = RO +1

Exercice: 2.4.1

Soit ag : N2 » N la bijection de Cantor définie par :

T+y .

az(x,y) = y+ZZ~=0Z

= oyt (r+y+12)(z+y)

1. Montrez que a9 est bijective.

2. Montrez que a est primitive récursive.

3. Montrez que as(a,b) > a et as(a,b) > b.

4. Montrez que les deux projections w1, w9 tel que :
— ag(m(c),m(c)) =c
— mi(a2(a,b)) =a
— ma(az(a,b)) = b sont primitives récursives.

PREUVE:

1. Montrons que (z1,y1) # (x2,y2) implique as(x1,y1) # as(x2,y2). Supposons
(1,91) # (x2,y2). Supposons d’abord que 1 +y; < 22 + y2 (le cas xo + yo < 1 + Y1
étant symétrique). Alors

(S i)+ +g+ 1 < XV
- i+ Xt o< X
- i+ T <+ X
- az(z1,y1) < az(x2,y2)
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Supposons & présent que 1 + y; = T2 + y2. Notez que comme (x1,y1) # (x2,y2), si
Y1 = Y2, alors nécéssairement x1 = x2. On a donc forcément que y; # 2. On a donc :

(Zx1+y1 ) — sza'yzz

(3
- oyt (Zmﬁyl /) Yo+ Y2 Vi
- as(z1,y1) #= ao(x2,y2)

H

Montrons a présent que ag est surjective. Pour cela montrons d’abord que :

1 pourz>0
1

O‘Z(:B - 1ay + 1) - ag(m,y)
az(y +1,0) - a2(0,y)

Dans le premier cas on a :

(y+1+ 300~ (y+ 277 )
(y+1+2$+y2) (y+ X7 i)
1

O‘Z(x_ 17y+ 1) _OQ(xay)

Dans le deuxiéme cas on a :

az(y+1,0) —a2(0,y)

(ZV i) - (y+ XL09)
(y+1+X7 i) - (y+2?=0i)
-1

Montrons & présent par récurrence que pour tout n, il existe (z,y) tel que ae(x,y) =
n. On a bien a3(0,0) = 0. Supposons a présent que as(z,y) = n. Si jamais z > 0 alors
on a donc ag(z—1,y+1) =n+1. Si jamais z =0 on a donc as(y +1,0) =n+1. On
en déduit que as est surjective.

. La fonction

g(x) = {minz<z telquez+2=x}+1 sidz<ztelquezx*x2==z
=0 sinon

est primitive récursive (schéma de minimisation bornée). La fonction as(z,y) est
donnée par :

ag(z,y) =y +g9((z+y+1)(z+y)) -1
. Trivial
. En utilisant que a(a,b) > a et a(a,b) > b, on définit m(c) et m2(c) par schéma de

minimisation borné, couplé avec une quantification existentielle bornée :

m1(c) = min{a<c : Fb<c az(a,b) =c}
ma(c) = min{b<c : Ja<c az(a,b)=c}

Exercice: 2.4.2

On définie par récurrence sur k > 2 les fonctions :

ap1(z1, 22, ..., pe1) = a2(z1, ap(x2, ..., Tpe1))

1. Montrez que pour tout k > 2 la fonction ay est une bijection de N¥ dans N.
2. Montrez que pour tout k£ > 2 la fonction oy est primitive récursive.

3. Montrez que pour tout k > 2 les projections 7rlf, e ,W’,j tels que

ap(mF(e),...,mi(c)) = ¢

95



sont primitives récursives.

PREUVE:

1. C’est déja prouvé pour k = 2 dans l'exercice précédent. Supposons que «y soit
une injection et montrons que ay,; est une injection. Supposons (z1,...,Tk41) #
(y1,---,Yk+1)- Montrons que l'on a forcément

(IEl,Oék(fL'z, . 'axk+1)) # (ylvak(y27 cee 7yk+l))
Supposons d’abord que x; # y;. Alors on a clairement (z1,o0(x2,...,Tk11)) #
(y1, (Y2, - - -, Yr+1))- Supposons & présent (zg,...,Tgs1) # (Y2,---,Yrs1). Par hy-
pothese de récurrence on a que «ay est injective, et donc que ag(zo,...,xTg41) #
(Y2, -+, Yk+1). On a done (w1, ap(w2,. .., k1)) # (Y1, k(Y25 - Yke1))-
A présent, comme ay est injective, on a donc que ag(x1,ap(x2,...,Tkr1)) *
a2 (y1, (Y2, - -, Yk+1)) et donc que api1(x1,2,. .., Tre1) # a1 (T1, 72, .., Tpe1).

On en déduit que ag,1 est injective. On en déduit que pour tout k > 2 la fonction
aj est une injection.

Supposons a présent que «j soit une surjection et montrons que i, est une
surjection. Considérons n. Comme ag est une surjection, il existe z1,y tel que
ag(z1,y) = n. A présent comme «y est une surjection, il existe (xg,...,Tx11) tel
que as(xa,...,xpy1) =y. On a donc ag(x1,29,...,2s1) =n. Comme c’est vrai pour
tout n on a donc que a1 est une surjection. Par récurrence, pour tout k£ > 2 on a
que oy, est une surjection.

2. o est primitive récursive. Supposons «; primitive récursive. Alors

ap1(21, @2, .., 1) = @21, ap (22, ..., Ths1))

est clairement primitive récursive. On a donc par récurrence que que pour tout k > 2
la fonction ay, est primitive récursive.

3. Les projection 77,73 (aussi notées 71, 72) sont primitives récursives. Supposons que
les projections 7r]f, e ,W,’j sont primitives récursives. Montrons que les projections
77’1“1, ... ,W’gﬂ sont primitives récursives. On a

it (e) = mi(c)
rhil(e) = wh(m3(e) pour m<k

Ces projections sont primitives récursives, par hypothese de récurrence. Donc pour

tous k, on a que les projections i+, ... ,W’gﬂ sont primitives récursives.

Exercice: 2.4.3

Utilisez les fonctions a pour montrer que si les fonctions g1, ..., gr de N* dans N et les
fonctions hq, ..., h, de N****1 dans N sont primitives récursives, alors les fonctions :

fl(xl,...,wn,O) = gl(azl,...,xn)
fi(zy, ..., xp,z+1) hi(zi,...,xn,z, f1(x1,. .o, Zny ), oo, f(T1, .o 20, )

fk(xl,...,wn,O) = gk(xl,...,xn)
fe(x1, .. zp,x+ 1) hi(x1,.. . zn,x, fi(zr, .. 2n, ), oy fu(X1, .o 2, )

sont primitives récursives.
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PREUVE: On définit (avec T = x1,...,2k) :

f@0) = ( (@), 91(T))

f(f,ﬂ?-‘rl) = < hl(ivxvﬂ'l(f(ivx))w”77Tk(f(§7x)))a
b (@2, (FF ). (£ (F.2)))
On a que fi(z1,...,2n,x) =1 (f(21,...,2n,2)) ]

Exercice: 2.4.4

Soit :: une notation pour la fonction primitive récursive a :: [ = 1 + ag(a,l). Soit hd et
tl les fonctions définies par :

0
l

hd(0)
hd(z = 1)

0 t1(0)
x  tl(x =)

On définie la notation [] pour représenter le codage suivant des listes d’entiers :

J =20

[a07a17"'aan] = ap= [ala"'van]

1. Montrez que la fonction [] est bijective.
2. Montrez que les fonctions hd et tl sont primitives récursives.

3. Montrez que la fonction gett : N x N —> N telle que gett([zo,...,2n],7) =
[@i,...,2n] est primitive récursive.

4. Montrez que la fonction get : Nx N — N telle que get([zo,...,zn],7) = x; est
primitive récursive.

PREUVE: 1. Montrons par récurrence que deux listes de taille différentes ne peuvent
pas étre codées par le méme élément. Montrons d’abord que le code de la liste vide
est toujours différent du code d’une liste non vide. Le code de la liste vide est 0. le
code d’une liste non vide est de la forme 1+ as(a,l) et est donc différent de 0, ce
qui prouve que le code de la liste vide est toujours différent du code d’une liste non
vide. Supposons a présent que toute les listes de taille n ont un code différent de
celui des listes de taille m > n. Montrons que toutes les listes de taille n + 1 ont un
coe différent de celui des listes de taille m > n + 1.

Les codes des listes de taille n+ 1 sont de la forme 1+ as(a,l;) pour l; le code d’une
liste de taille n. Le codes des listes de taille m > n+1 sont de la forme 1+a3(a,ls) pour
lo le code d’une liste de taille m > n. Par hypotheése de récurrence, on a forcément
l1 # Iy et comme as est injectif, on a forcément 1+ ay(a,ly) # 1+ az(a,l2). Donc les
codes des listes de taille n + 1 sont différents des codes des listes de taille m > n + 1.
Par récurrence, on en déduit que les codes de listes de taille différente sont différents.
Montrons & présent par réccurence sur k que si (ai,...,ar) # (b1,...,bg),
alors on a [aj,...,a;] # [b1,...,bg]. Pour £ = 1 on a que a; # by implique
1+ a2(a1,0) # 1+ as(by,0) car ag est injective. On a donc [a1] # [b1]. Supposons
que ce soit le cas pour k et montrons que c’est le cas pour k£ + 1. Supposons
(a1,...,ak+1) # (b1,...,bgy1). Si ay # by, alors on a 1+ ag(aq,[az,...,aks1]) #
1+ Ozg(bl, [bQ, . ,bk+1]) car ao est injective. Si (CLQ, cee ak+1) * (bg, ey bk+1),
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alors par hypotheés de récurrence on a [ag,...,ak+1] # [b2,...,bk+1] et donc
1+ ag(ar,[ag,...,ak+1]) # 1+ ag(by,[ba,...,bks1]) car o est injective. Dans tous
les cas on a [a1,...,aks1] # [b1,...,bgs1]. Par récurrence, pour tout k on a donc
(a1,...,ax) # (b1,...,bx) implique [a1,...,ar] # [b1,...,bk]. On a donc que la
fonction [] est injective.

Montrons & présent que [] est surjective. Supposons par contradiction que ce n’est
pas le cas. Dans ce cas il existe un plus petit n tel que n n’est le code d’aucune liste.
Notez que 'on a forcément n > 0 car 0 est le code de la liste vide. Aussi comme as
est surjective, il existe (a,b) tel que aa(a,b) =n -1 et donc tel que 1+ az(a,b) =n.
On a par ailleurs nécéssairement que b < n—1 < n. Aussi par minimalité de n, il doit
exister une liste [ dont b est le code. On a alors que n est le code de la liste a :: [, ce
qui contredit que n n’est le code d’aucune liste. La fonction [] est donc surjective.

2. On a:

hd(0) = 0 t1(0) = 0
hd(l) = m((-1) tl(l) = me(l-1)
3. On a:
gett(1,0) = 1
gett(l,n+1) = tl(gett(l,n))
4. On a:

get(l,n) = hd(gett(l,n))

Exercice: 3.2.1

1. Montrez que les fonctions primitives récursives sont closes par récurrence pri-
mitive sur la suite des valeurs : si g : N® - N et h : N**2 - N sont primitives
récursives, alors la fonction f:N%"! - N définit par :

flxy,...,2q,0) = g(x1,...,24)
flx1,...,zq,n+1) = h(z1,...,xq,n, [f(21,...,2q,0),..., f(x1,...,24,0)])

est primitive récursive.

2. Montrez que si g : N* - N et h : N**2 - N sont primitives récursives, et si

dy,...,dr : N - N sont primitives récursives et telles que d;(n) < n pour tout n
et i <k, alors la fonction f:N%*! - N définit par :
f(x1,...,24,0) = g(x1,...,24)

flz,...,zq,n+1) h(z1,...,zq,n, f(x1,...,24,d1(n)),

)

flz1,...,2q,dp(n)))
est primitive récursive.

PREUVE:

1. On définit ¢ : N1 - N de la maniere suivante :

t(x1,...,26,0) = g(z1,...,24) =[]
t(xy,...,xq,n+1) = h(z1,...,2q,n,t(x1,...,2q,m)) 2 t(X1,...,2Tq,n)

Il est clair que hd(t(x1,...,xq,n)) est égale & f(x1,...,x4,n) définit par :

flzy,...,24,0) g(x1,...,24)
flx1,...yzg,n+1) = h(zy,...,xq,n, [f(z1,...,2q,m), ..., f(21,...,24,0)])
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On a donc en particulier que f est primitive récursive.

2. On définit f:N%*! - N de la maniére suivante (avec T = 1,...,4) :

f(@,0)
f(@Z,n+1)

9(T)
h(fﬂ% get([f(fﬂl)? s 7f(f70):|7n_d0(n))7

get((f(@.n)..... [(Z.0)],n - di(n)))

Exercice: 3.2.2

On défini la notation @ pour une fonction de N? vers N, telle que

[an"'vxn]@l:yOa"'vym] = [xOMHaxnayO)"'vym]

Montrez que la fonction @ : N? - N est primitive récursive.

PREUVE: La fonction suivante Q([yo, ..., Ym], [Z0,.-.,Tn]) seraégale a [zo,...,Tn, Y0, -, Ym]:

@([y07 cee 7ym:|70) = [yOa s yym]
Q([yoy---»Ym],n+1) hd(suce(n)) = Q([yo,- -, Ym], tl(succ(n)))

On a bien que tl(succ(n)) < n pour tout n et donc que @ est bien définit avec le deuxieme
schéma de l’exercice 3.2.1.

Exercice: 3.3.2

Soit A € N tel que A # N et A est calculable.
1. Montrez qu’il existe une fonction récursive f telle que = € A iff f(x) ¢ A.
2. En utilisant le théoreme du point fixe, en déduire qu’il existe 7, j tel que ®; = ®;
aveci€ Aet j¢ A.
3. En déduire qu’il n’existe pas de prédicats calculables P tel que P(e) ssi e est le
code d’'un programme qui fait la multiplication par 2.

4. Généralisez la question précédente pour montrer le théoreme de Rice : Pour
tout comportement non-trivial des programmes, il n’est pas possible de calculer
I’ensemble des codes de programmes ayant ce comportement. Formellement : soit
un ensemble C' # N de codes de fonctions tel que pour tout ey, ez avec ¢¢; = @e,,
on ae; € C—eyeC. Alors C n’est pas calculable.

Exercice: 3.4.2

Montrez que pour tout n, la fonction A, est primitive récursive.

PRrREUVE: Rappelons la définition de A,, :

Ag(z) = 2°
An+1(0) =1
An+1(a;) = An(An+1(CC_ 1))
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Il est clair que Ag est primitive récursive. Supposons que A, soit primitive récursive, et
montrons que A,,1 est primitive récursive. On a :

An+1(0) =1
An+1(x) An(An+1(x - 1))

ce qui est bien une définition primitive récursive. Par récurrence on a donc que pour tout
n, la fonction A,, est primitive récursive. [

Exercice: 4.1.3

Montrez que tout ensemble calculable est récursivement énumérable.

PREUVE: Supposons qu’il existe e € N tel que ne A < O (n) |=1et n¢ A~ ®.(n) |=0.
On construit la fonction récursive suivante :

D,(n) = 1 sid(n)l=1

= 1 sinon

On a que n € A ssi ®,(n) |. Donc A est récursivement énumérable. (]

Exercice: 4.1.8

Un ensemble infini est récursivement énumérable dans I’ordre si il existe une fonction
totale f: N - N telle que f(N) = A et telle que f(n) < f(n+1). Montrez que si un
ensemble infini A est récursivement énumérable dans l’ordre, alors A est calculable.

PREUVE: On définit :

b(n) = pz.f(z)2n
g(n) = 1 si f(b(n)) =n
=0 sinon

Notons que b est une fonction totale, car f(N) = A et A est infini. Donc pour tout n il
existe z tel que f(z) > n. Supposons a présent que n € A. Dans ce cas b(n) sera égale a
z tel que f(z) = n. En particulier f(b(n)) =n et donc g(n) = 1. A présent si n ¢ A, alors
b(n) sera égale a z tl que f(z) > n. En particulier on aura f(b(n)) >n et donc g(n) =0.m

Exercice: 4.1.9

Montrez que tout ensemble récursivement énumérable infini contient un sous-ensemble
calculable infini.

PREUVE: Comme A est récursivement énumérable et infini, il existe une fonction f telle
que f(N) = A. Soit g : N —» N définie par :

9(0) = f(0)
gn+1) = f(pz.f(z)>g(n))
La fonction g est totale car A est infini, et on a g(n) < g(n+1). D’apres 'exercice précédent,
on en déduit que g(N) € A est un ensemble calculable. ]

60



Exercice: 4.2.3

Montrez que ’ensemble des codes e tel que ®.(0) = 0 n’est pas calculable.

PREUVE: Soit a le code de la fonction récursive partielle telle que :

d,(e,n)
d,(e,n)

0 side(e)l
1 sinon

On a que
(I)S%(a,e) (n) = (I)a(evn)
Soit f(e) = Si(a,e). On a donc :
<I>f(e) (n) = q)a(e7n)

Et on a donc :

Prey(0) = 0 sidPe(e)l

Drey(0) = 1 sinon
Soit A Iensemble des codes e telles que ®,(0) = 0. On a donc que e € )’ ssi f(e) € A. Donc
0 < A, ce qui implique que A n’est pas calculable. m

Exercice: 4.2.4

Montrez que l’ensemble des codes e tel que ®.(0) |# ®.(1) | n’est pas calculable.

PREUVE: Soit a le code de la fonction récursive partielle telle que :

Po(e,n) = no siPe(e) ]
d,(e,n) = 1 sinon

En utilisant le théoreme SMN on a donc une fonction primitive récursive f telle que :

Prey(n) = n side(e)l

@sey(n) = 1 sinon
Soit A ensemble des codes e telles que ®(0) J# ®.(1) |. On a donc que e € (' ssi f(e) € A.
Donc () <, A, ce qui implique que A n’est pas calculable. [

Exercice: 4.2.5

Montrez que ’ensemble des codes e tel que Yn ®.(n) | n’est pas calculable.

PREUVE: On peut utiliser exactement la méme fonction f que celle de I’exercice précédent,
avec la méme preuve. [
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Exercice: 4.2.6

Soit A={e : In ®.(n) t}. Soit B={e : In pair ®.(n) t}. Montrez que A =, B.

PREUVE: Soit a le code de la fonction récursive partielle telle que :

d,(e,n) = D(n/2) sin est pair
= ®.(n) sinon

En utilisant le théoreme SMN on a donc une fonction primitive récursive f telle que :

Qriey(n) = P(n/2) sin est pair
= ®.(n) sinon

Supposons e € B. Alors clairement e € A. Donc B <, A. A I'inverse supposons e € A. Alors
on a f(e) € B. Donc A <. B. n

Exercice: 4.3.4

Montrez qu’un ensemble simple n’est pas calculable.

PREUVE: Soit A un ensemble simple. A intersecte tous les ensembles récursivement
énumérables infinis. Comme w — A est infini, et comme A n’intersecte pas w — A, on en
déduit que w — A n’est pas récursivement énumérable. Donc A n’est pas calculable. [

Exercice: 4.3.5

Montrez que 0" nest pas un ensemble simple.

PREUVE: Soit a le code d’une fonction telle que ®,(e,m) 1. On a en particulier D1 (e (m) 1
pour tout e et tout m. En particulier pour tout e on a @S%(e)(Sll(e)) 1. Soit A = {S1(e) :

e € N}. On a clairement que A est récursivement énumérable. Pourtant A n 0’ est vide. m

Exercice: 4.3.6

Montrez qu’il existe un ensemble récursivement énumérable W tel que si
dn € W, avecn > 2e, alors W nW, £ &, et tel que pour tout e, I’ensemble W
contient au plus e éléments inférieur a 2e. En déduire qu’il existe un ensemble
récursivement énumérable simple.

PREUVE: L’ensemble W est énuméré de la maniére suivante : A 1’étape de calcul ¢ + 1,
pour tout e <t tel que We[t] nW[t] = & et tel que In > 2e avec n € We[t], on énumere
n dans W. Montrons que cette description informelle peut étre décrite plus formellement.
On définit la fonction primitive récursive ® : N> - N qui sera telle que W = {n ¢ N

Je 3t ®(e,t) =n+1}. On utilise la valeur 0 comme valeur spéciale : ®(e,t) = 0 doit étre
interprété comme “aucun élément de W, n’est énuméré dans W a ’étape t”. A l'inverse
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®(e,t) =n >0 doit étre interpretté comme “I’élément n — 1 € W, est énuméré dans W a
I’étape t”.

B(e,0) = 0
P(e,t+1) = min{n <t tel que P(e,t,n)}+1 siIn<ttel que P(e,t,n)
=0 sinon

avec P(e,t,n) un raccourcis de notation pour :
n>2eetneW,[t]ete<tet VmeW,[t] Vs<tona ®(e,s)+m+1

On a bien que W est récursivement énumérable. Aussi les éléments de W plus petits
que 2e ne peuvent étre énumérés qu’en provenance d’ensembles W, pour a < e. Par ailleurs
il y a au plus un tel élément énuméré pour chaque W,. On a donc au plus e éléments plus
petit que 2e dans W. On en déduit que N — W est infini. Il est donc claire que W est un
ensemble simple. [

Exercice: 4.3.8

Deux ensemble A, B avec An B = @ = 0 sont récursivement séparables si il existe un
ensemble calculable C tel que A ¢ C' et CnB = &. Montrez qu’il existe deux ensembles
récursivement énumérables A, B qui ne sont pas récursivement séparables.

Exercice: 4.3.9

Montrez qu’il existe deux ensembles calculables A, B tel que ’ensemble C' = {z -y :
x € A et y € B} est non-calculable.
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