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RÉSUMÉ. Le calcul spatialest un domaine de recherche qui viseà développer des formalismes,
des langages et des architectures matérielles qui permettent d’appréhender la notion d’espace
en informatique. Nous présentonsMGS, un langage de programmation déclaratif d́edíe à la
représentation et̀a la manipulation de structures spatiales arbitrairement complexes. Afin d’at-
teindre ce but, nous avons mis en place un formalisme de calcul non conventionnel fond́e sur
deux notions, lescollections topologiques, une nouvelle structure de données reposant sur la
notion decomplexe cellulairedévelopṕee en topologie alǵebrique, et lestransformations, une
forme originale de d́efinition par cas de fonctions pour manipuler par réécriture locale des col-
lections topologiques. Nous illustrons ce formalisme en décrivant la repŕesentatioǹa l’aide des
collections topologiques d’une classe particulière d’espaces, lesquasi-varíet́es, et en implantant
avec des transformations un algorithme classique de raffinement de maillages.

ABSTRACT. Spatial computingis a research field that is aimed at developing formalisms, lan-
guages and architectures in order to take into account the notion of spacein computer science.
We presentMGS, a programming language dedicated to the representation and the handling
of arbitrary complex spatial organizations. To achieve this goal, we define an unconventional
formalism based on two notions:topological collections, a new data structure relying on the
notion of cellular complexdeveloped in algebraic topology, andtransformations, an original
kind of case-based definition of functions to handle topological collections by rewriting. We
illustrate this formalism by describing the representation in terms of topologicalcollections a
particular class of spaces, thequasi-manifolds, and by implementing with transformations a
standart mesh refinement algorithm.
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1. Introduction

Le calcul spatial(DeHon et al., 2006) est un domaine de recherche qui viseà
développer des formalismes, des langages et des architectures mat́erielles qui per-
mettent de prendre en compte la notion d’espace en informatique, que ce soit comme
une ressource (par exemple pour implanter des circuits) ou comme ŕesultat (par
exemple en CAO). Plus particulièrement, ce domaine chercheà manipuler de manière
intentionnelledes objetsspatialement structurés.

La manipulation intentionnelle de ces objets permet de les consid́erer comme un
« tout» et nonà travers leśeléments qui les constituent. Ce type de manipulation
s’opposèa une manipulationextensionnellefaisant apparâıtre des sch́emas explicites
de parcours deśeléments de la structure.

On entend par objets spatialement organisés, des systèmes compośes d’entit́es lo-
caliśees et organiśees par une relation devoisinage. Cette relation correspond̀a une
forme de« proximité» entre leśeléments qui constituent l’objet, proximité entrâınant
la possibilit́e pour ces entités d’interagir entre-elles.

Ce domaine trouve un grand nombre d’applications dans divers champs d’activit́e.
La CAO est bieńevidemment un domaine d’application privilégíe du calcul spatial
mais il en existe bien d’autres.

Cette probĺematique est par exemple abordée par lecalcul amorphe(Abelsonet
al., 2000) : un milieu amorphe est un support de calcul composé d’un tr̀es grand
nombre d’entit́es qui coop̀erent de façon dynamique, irrégulìere et d́efaillante. La pro-
grammation d’un tel support demande de passer de la spécification d’un objectif global
à la d́efinition d’un programme local̀a chaque entité. Plusieurs langages ont déjà ét́e
dévelopṕes pour des applications dédíees (GPL (Coore, 1991), OSL (Nagpal, 2001),
AML (Beal, 2005). . .).

On peut également citer l’́etude et la mod́elisation de ph́enom̀enes d’auto-
organisation ou d’auto-assemblage. Il s’agit de processus créant de façon
incrémentale des structures spatiales complexes. On trouve dans la nature un grand
nombre d’exemples de systèmes auto-assemblés : de la cristallisation en physique
jusqu’aux processus de morphogéǹese en biologie. Il n’existe cependant dans ce do-
maine aucune th́eorie ǵeńerale et unificatrice. Ńeanmoins, de nombreuses applications
concr̀etes existent comme le calcul par pavage de tuiles d’ADN (Rothemundet al.,
2004), l’assemblage de robots configurables (Klavins, 2002), la formation de nano-
mat́eriaux intelligents (Goldsteinet al.,2005).

Le calcul spatial n’est pas seulement restreintà ces nouveaux supports de cal-
cul, mais peut́egalement offrir un point de vue nouveau dans des domaines plus
anciens. En analyse numérique par exemple, la simulation de champs physiques de-
mande la manipulation d’objets spatialement organisés et arbitrairement complexes,
comme pour la ŕesolution d’́equations aux d́erivées partielles. Le point de vue pris en
physique discr̀ete avec le calcul extérieur discret (Hirani, 2003, Desbrunet al.,2006)
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par exemple, am̀eneà consid́erer la mod́elisation des systèmes physiques comme du
calcul spatial.

Pour finir cette śerie d’exemples, on peut trouver des applications dans des do-
maines comme l’intelligence artificielle. Par exemple, l’agrégation spatiale est un for-
malisme fournissant un ḿecanisme pour transformer une entrée nuḿerique en une
suite de descriptions de plus haut niveau en spécifiant des ḿetriques, des relations de
voisinages et des relations d’équivalence sur les données de plus bas niveau (Yipet
al., 1996).

Dans le cadre de cet article, basé partiellement sur un premier travail publié
dans (Spicher, 2005), nous nous concentons sur des domainesoù l’espace apparaı̂t
comme le ŕesultat d’un calcul ou comme une des données du probl̀emeà ŕesoudre.

Le projetMGS1 développe un langagéeponyme d́edíe aux applications liées au
calcul spatial. Les langages dédíes, souvent d́eclaratifs et organiśes autour d’un pe-
tit noyau, proposent de nouvelles abstractions et notations orient́ees vers un domaine
d’application particulier, rendant la programmation et laréutilisation de code plus fa-
ciles. AvecMGS, nous proposons de représenter dans un cadre géńerique diff́erents
types d’organisations spatiales, et de les manipuler simplement et uniforḿement. Pour
cela, nous avons dévelopṕe lescollections topologiques, une notion abstraite fondée
sur le concept decomplexe cellulaireprovenant de la topologie algébrique et qui per-
met de repŕesenter des espaces de façon combinatoire, et lestransformations, une
forme originale de d́efinition de fonctions par cas adaptée à la ŕeécriture locale de
collection topologique.

La section 2 d́efinit formellement les collections topologiques comme deses-
paces engendrés par des complexes cellulaires et décoŕes par des valeurs. Elle décrit
également le paradigme de calcul proposé par les transformations, et plus parti-
culièrement lestransformations de patchdédíeesà la modification de la topologie
des collections.

La section 3 pŕesente une implantation d’un type particulier de collection topolo-
gique fond́e sur la notion deG-carte. Les G-cartes sont une structure de données qui
permet la repŕesentation des quasi-variét́es, une classe d’espaces topologiques. Elles
sont utiliśees en CAO pour la description et la manipulation efficace d’objets solides.

La section 4 cl̂ot cet article en proposant un exemple d’utilisation des transforma-
tions de patch. Nous proposons une implantation enMGS du raffinement de maillage,
une oṕeration importante dans le domaine de la CAO qui consisteà raffiner des ob-
jets ǵeoḿetriques. La subdivision est une opération souvent d́ecrite informellement,
qui permet de modifier le maillage de telle sorte que l’objet repŕesent́e affiche une
courbure coh́erente. Mais son implantation dans un langage impératif (ou fonctionnel)

1. Le projetMGS, acronyme de« encore unModèleGéńeral deSimulation» a ét́e initié par
Jean-Louis GIAVITTO et Olivier MICHEL en 2000 pour prendre en compte la modélisation et
la simulation de systèmes dynamiques dont la structureévolue au cours du temps avec comme
champ d’application priviĺegíe les probl̀emes de morphogéǹese.



1172 RSTI - TSI – 26/2007. Langages applicatifs

classique est souvent une opération d́elicate. Son implantation imḿediate et directe en
MGS valide l’expressivit́e des notions d́evelopṕees.

2. Formalisation

Dans cette section, nous développons les notions decollection topologiqueet de
transformationqui vont respectivement nous permettre de représenter et de manipuler
des espaces.

2.1. Repŕesentation de l’espace

2.1.1. Complexe cellulaire

La topologie alǵebriqueest un domaine des mathématiqueśetudiant les espaces
topologiques en leur associant un objet algébrique (groupe, espace vectoriel, etc.) dont
les propríet́es servent̀a d́eterminer un certain nombre d’invariants caractérisant la to-
pologie de l’espace initial. Notre utilisation de la topologie alǵebrique se restreint
au concept decomplexe cellulaire abstrait. Un complexe cellulaire abstrait est une
construction formelle qui sṕecifie un espace de façon combinatoireà l’aide d’objets
plus simples, lescellules topologiques, chacune représentant de façon abstraite une
partie de l’espace considéŕe. Chaque cellule est caractériśee par unedimension, la di-
mension de la partie représent́ee ; la structure de l’espace, correspondantà la partition
en cellules topologiques, est considéŕee à travers une relation dite d’incidenceliant
deux cellules« voisines» dans la partition.

Définition 1 (Complexe cellulaire abstrait) Soit S un ensemble arbitraire. Soit¹
un ordre partiel (une relation binaire réflexive, transitive et antisyḿetrique) sur les
éléments deS. Soit une fonctiondim : S → N assignant un entier positif ou nul noté
dim(σ) à chaquéelémentσ ∈ S tel que siσ ≺ τ alorsdim(σ) < dim(τ).

Le tripletK = (S,≺, dim) est uncomplexe cellulaire abstrait.Leséléments deS
sont appeĺes lescellulesdu complexeK ; en particulier, sidim(σ) = n pour σ ∈ S

alorsn est ladimensiondeσ etσ est appeĺen-cellule. La relation¹ est appeĺeerela-
tion d’incidence; on dira de deux cellules en relation par¹ qu’elles sontincidentes.

On dira qu’un complexe cellulaire abstrait est dedimension finies’il existe un
entierN tel que∀σ ∈ S, dim(σ) ≤ N . Le plus petit entierN vérifiant cette propríet́e
est appeĺe ladimensiondu complexeK.

Une n-cellule repŕesente un espacéelémentaire de dimensionn. En particulier, les
0-cellules sont des sommets, les1-cellules des arcs,2-cellules des faces,3-cellules
des volumes, etc. Ainsi, les graphes sont des exemples de complexes cellulaires de
dimension 1.
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Figure 1. Sur la figure de gauche, un exemple de complexe cellulaire : ilest compośe
de trois0-cellules (v1, v2, v3), de trois1-cellules (e1, e2, e3), et d’une2-cellulef . Le
bord def est constitúe de ses cellules incidentesv1, v2, v3, e1, e2 et e3. Plus parti-
culièrement, les trois arcs sont les faces def , et par conśequent,f est une coface de
e1, e2 et e3. Sur la figure de droite, des données sont associées aux cellules topolo-
giques : des positions pour les sommets, des longueurs pour les arcs et une aire pour
f

Outre la repŕesentation d’une partition possible de l’espace euclidienen cellules
topologiques, la relation d’incidence permet de parcourirde proche en proche les cel-
lules du complexe. Nous utilisons en particulier deux opérateurs de voisinage fondés
sur les notions defaceet dep-voisinage.

Définition 2 (Voisinages) SoitK un complexe cellulaire, etσ une cellule deK. On
appellefacedeσ une celluleτ deK telle que :

τ ≺ σ et dim(τ) = dim(σ) − 1

On dit également queσ est unecofacedeτ . Cette relation est notéeτ < σ.

Soientn et p deux entiers. Deuxn-cellules deK, σ1 et σ2, sont ditesp-voisines
s’il existe unep-celluleτ deK telle queσ1 etσ2 sont toutes les deux incidentesà τ .

L’incidence est̀a rapprocher de la notion de bord. Par exemple, si deux sommets v1

et v2 sont les faces d’un m̂eme arce (autrement ditv1 et v2 sont1-voisines etv1 <

e > v2), ils constituent le bord de l’arce. La figure 1 de gauche donne un exemple de
complexe cellulaire. Nous ne détaillerons pas plus ces notions, mais le lecteur intéresśe
peut approfondir ce sujet avec (Munkres, 1984, Giavittoet al.,2002).

2.1.2. Collection topologique : d́ecoration de l’espace

Un complexe cellulaire d́efinit uniquement la structure d’un espace. A partir de
cette structure, on définit unecollection topologiquecomme l’association de données
aux cellules topologiques du complexe. Cette façon de procéder se rapproche de la no-
tion dechamp de donńeesoù les donńees sont index́ees par leśeléments deZ (Lisper,
1993, Hilliset al.,1986). Les champs de données utiliśes en paralĺelisme (data-field)
correspondent̀a une ǵeńeralisation des ŕegions arbitraires deZn et ǵeńeralisent la
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notion de tableau. La notion de collection topologique permet d’aller plus loin en
consid́erant des espaces plus structurés et/ou plus complexes queZ

n, repŕesent́es par
des complexes cellulaires.

Définition 3 (Collection topologique) SoientK = (S,≺, dim) un complexe de di-
mensionN et V un ensemble arbitraire de valeurs. On définit unecollection topolo-
giquesur K à valeurs dansV , comme une fonction partielle deS dansV. On note
C(K, V ), l’ensemble des collections topologiques surK dansV .

Une telle collection peut̂etre repŕesent́ee par une somme formelle associant une
valeurà chaquéelément d’un complexe :

c ∈ C(K,V), σ ∈ K c(σ) = vσ s’écrit c =
∑

σ∈K

vσ.σ

La figure 1 donne un exemple de collection topologique.

2.2. Manipulation de l’espace

Les collections topologiques permettent de représenter un large spectre d’espaces.
Pour les manipuler, nous mettons en place une structure de contrôle, appeĺeetransfor-
mation, permettant la d́efinition par cas de fonctions sur les collections topologiques.
Les transformations reposent sur la notion deréécriture locale de sous-collection:
chaque cas correspondà une r̀egle de ŕeécriturefiltrant une sous-partie de la collec-
tion pour la modifier localement.

2.2.1. Fonctions d́efinies par cas

Dans les langages de typeML (commeHaskell ou OCaml), il est possible de
définir des fonctions par cas sur des constantes. Ce principe de d́efinition se rapproche
d’une structure d’aiguillage. La fonctionfactorielles’écrit ainsi enOCaml :

let rec fact = function

| 0 -> 1

| x -> x*fact(x-1)

Cette fonction est sṕecifiée par deux cas suivant la valeur de son argument. Le premier
cas filtre la constante0 ; ainsi, si l’argument de la fonction est0, l’ évaluation de l’ex-
pression1 sera d́eclench́ee. La seconde partie de cette définition absorbe un argument
de n’importe quelle valeur (ici,x ne pourra jamais prendre la valeur0 qui est filtŕee
par la premìere r̀egle). La variablex joue un r̂ole dejoker, permettant la ŕeférencèa la
valeur de l’argument dans l’expression en partie droite.

Dans les langagesHaskell et OCaml, la sṕecification des motifs ne se limite pas
au filtrage de constantes (l’entier0 dans notre exemple). La définition par cas des
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fonctions permet notamment l’expression de motifs filtrantdes objets plus complexes
que de simples valeurs scalaires : lestypes de donńees alǵebriques. Ces valeurs per-
mettent la repŕesentation de structures définies inductivement. C’est le cas des arbres
binaires localement complets non videsétiquet́es aux feuilles :

type Ab = Leaf of int

| Node of Ab * Ab ;;

Les arbres binaires sont soit des feuilles (Leaf), soit des nœuds (Node). Leaf etNode
sont lesconstructeursdu typeAb. Ces constructeurs sont paramétŕes par des attri-
buts permettant leur décoration par des valeurs du langage. Ici, on associe un entier
à chaque feuille et un couple d’arbres binairesà chaque nœud (représentant les fils
droit et gauche). On utilise alors les constructeurs pour définir de nouveaux motifs
expressifs sṕecifiant la structure deśeléments̀a filtrer et des variables de motif pour
référencer les attributs qui leur sont associés. Par exemple, on définit par cas la somme
des valeurs associées aux feuilles d’un arbre de typeAb de la façon suivante :

let rec sum = function

| Leaf n -> n

| Node(l, r) -> sum(l) + sum(r)

Les d́efinitions par cas présentent de nombreux avantages : elles facilitent le rai-
sonnement́equationnel sur les fonctions et fournissent un mécanisme concis et ex-
pressif pour la d́efinition de fonctions. Ńeanmoins,́etendre ce ḿecanismèa des types
de donńees non alǵebriques (comme les graphes définis par une triangulation de De-
launay par exemple) reste une question ouverte.

2.2.2. Réécriture locale de sous-collection

Par leur d́efinition inductive, les valeurs des types de données alǵebriques corres-
pondentà une organisation hiérarchique ; il s’agit en effet d’arbres formels dont les
valeurs sont construites par une racine colorée par un constructeur et pouvant exhi-
ber un certain nombre de fils suivant la définition du type. Lors du filtrage tel qu’il
vient d’être d́ecrit, les diff́erents cas de la définition des fonctions correspondent aux
diff érents constructeurs sur lesquels les racines sont définies. Ainsi, pour la fonction
sum, deux cas se présentent correspondantà une feuille oùa un nœud de l’arbre. Le
filtrage consomme entièrement l’arbre, les sous-arbresétant nomḿes par des variables
du filtre puis trait́es par des appels récursifs le caśech́eant.

Contrairement aux types de données alǵebriques, il n’est pas possible en géńeral
de repŕesenter les collections topologiques par une racine uniquepermettant de filtrer
toute la structure de données. Cependant, en partant d’un deséléments de la collection
puis en suivant la relation d’incidence, il est possible de sélectionner une partie de la
collection topologique. L̀a òu le filtrage des structures de données alǵebriques estglo-
bal dans le sens òu toute la structure est filtrée, le filtrage des collections topologiques
estlocal : une sous-partie est sélectionńee.
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Les transformationsétendent en ce sens la définition par cas de fonctions aux
collections topologiques. Dans une transformation, chaque cas est d́ecrit par une r̀egle
de ŕeécritureα → β :

– la partie gaucheα est unmotif qui śelectionne par filtrage une sous-partie de la
collection, appeĺeesous-collection,

– la partie droiteβ est une expression qui calcule une nouvelle collectionà substi-
tuer en lieu et place de la sous-collection filtrée parα.

Une transformation est définie par un ensemble de règles de ŕeécriture et son ap-
plication sur une collection topologique correspond aux trois oṕerations suivantes :

1) application d’une r̀egle: cetteétape retourne un couple (sous-collection filtrée,
sous-collection calculée) ; le premieŕelément est issu du filtrage respectant le motif de
la règle, et le second correspondà l’évaluation de la partie droite de la règle. L’enjeu
déterminant de l’application d’une règle consistèa sṕecifier de façońelégante une
sous-collection, c’est-à-direà d́evelopper un langage de spécification de motifs concis
et expressif,

2) strat́egie d’application des r̀egles: une transformatiońetant compośee de plu-
sieurs r̀egles de ŕeécriture, unestrat́egie d’application des r̀eglesconsisteà choisir
quelle r̀egle doitêtre appliqúee. Elle se pŕesente sous la forme d’un algorithme uti-
lisé lors de l’application des règles pour choisir quelle règle doit s’appliquer lorsque
plusieurs motifs sont susceptibles de filtrer la même sous-collection,

3) reconstruction: en fonction de la liste des couples (sous-collection filtrée, sous-
collection calcuĺee), les sous-collections calculées sont ŕearranǵees les unes par rap-
port aux autres pour construire, de façon cohérente, la collection résultant de l’appli-
cation de la r̀egle.

Nous d́ecrivons en d́etail dans cet article lestransformations de patches(sim-
plement appeléespatchesdans la suite), un type de transformations dédíeesà la
sṕecification de modifications topologiques. Nous nous plaçons également dans le
cadre de la stratégie d’application des règlesmaximale parall̀ele : intuitivement, les
règles s’appliquent un nombre maximum de fois de façon disjointe. Apr̀es l’étape
de filtrage, on assure qu’il n’existe pas de sous-collectionnon filtrée qui puissêetre
filtr ée par l’un des motifs des règles de la transformation. Lorsque deux motifs filtrent
une m̂eme partie de la collection, une priorité est donńeeà l’une des r̀egles. En pra-
tique, l’ordre choisi est l’ordre dans lequel les règles sont sṕecifiées. Apr̀es la śelection
des sous-collections̀a faireévoluer, l’application des règles se fait en parallèle. Cette
strat́egie trouve une forte motivation dans le cadre de la simulation puisqu’elle sup-
porte l’idée que les sous-parties d’un systèmeévoluent en parallèle et de manière
indépendante. Elle a notammentét́e utilisée dans les systèmes de Lindenmayer, des
syst̀emes de ŕeécriture maximale parallèle de châınes (Lindenmayeret al.,1992, Ro-
zenberget al.,1992), qui ont grandement inspiré les d́eveloppements du projetMGS.
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Figure 2. Insertion d’un sommet sur un arc

2.2.3. Transformation de patches

Lespatchessont destińesà modifier la structure des collections topologiques. Un
patch est un ensemble ordonné de r̀egles de ŕeécriture :

patch id = {
Pattern => Exp ;

...

} ;;

Le langage de filtrePattern a ét́e introduit pour sṕecifier les motifs. En revanche, la
partie droite des règles est une simple expression du langage, permettant d’effectuer
des calculśelaboŕes suivant la sous-collection filtrée par le motif.MGS propose un
ensemble tr̀es complet d’oṕerateurs facilitant la création de nouvelles collections.

Afin d’illustrer la syntaxe des règles de ŕeécriture, nous considérons la modifica-
tion topologique d́ecrite figure 2 : un arc nomḿee, dont les faces sont appeléesv1 et
v2, est filtŕe et remplaće par deux nouveaux arcse1 et e2 ainsi qu’un nouveau som-
metv ; l’arc e1 est bord́e par les sommetsv1 etv, et l’arce2 par les sommetsv2 etv.
Cette oṕeration permet d’inśerer un nouveau sommet sur un arc.

Les motifs

Les motifs d́ecrivent la liste des cellules topologiquesà filtrer. Elles sont ca-
ract́eriśees par une dimension, ainsi que la liste partielle de leurs faces et de leurs
cofaces. On d́efinit ainsi un ensemble de contraintes sur les cellules topologiques com-
posant la sous-collection filtrée ainsi que sur la relation d’incidence qui les relie les
unes aux autres. Voici la grammaire des motifs de patch :

Pattern

m ::= c | c o m

Op

o ::= ε | < | >

Clause

c ::= x:[dim=expd, faces=expf, cofaces=expcf , expb]

| ~x:[dim=expd, faces=expf, cofaces=expcf , expb]

où ε repŕesente le mot vide. Un motif (Pattern ) est une liste finie declausessépaŕees
par des oṕerateurs (Op ) ; une clause (Clause ) correspond̀a unélémentà filtrer. Ces
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clauses sont caractériśees par plusieurs informations optionnelles qui vont contraindre
la recherche d’une sous-collection :

– x est une variable de motif qui permet de faire référencèa la cellule filtŕee par la
clause n’importe òu dans la r̀egle. Les motifs de patch ne sont pas linéaires. Il est pos-
sible d’utiliser une variable qui n’est définie que plus loin dans le motif. Ńeanmoins,
un nom correspond̀a une et une seule cellule filtrée. Si deux clauses partagent le même
identificateur, elles filtrent la m̂eme cellule ; les prédicats des deux clauses doiventêtre
vérifiées,

– l’expressionexpd assocíee au champdim s’évalue en un entier indiquant la di-
mension de la cellule filtrée par la clause,

– les expressionsexpf et expcf assocíees respectivement aux champsfaces et
cofaces sont des expressions qui s’évaluent en des séquences de cellules topolo-
giques. On peut utiliser ici les variables de motif ou faire directement ŕeférencèa des
cellules particulìeres de la structure. Ces séquences contraignent la relation d’inci-
dence que doivent respecter les cellules filtrées. Elles ne sont pas exhaustives ; une
cellule peut posśeder des (co)faces en plus de celles imposées par le motif,

– une dernìere expression optionnelle peutêtre ajout́ee à cette liste. Il s’agit de
l’expressionexpb dont l’évaluation doit retournertrue. Cela permet par exemple
d’imposer des propriét́esà la valeur associéeà la cellule filtŕee par la clause,

– pour autoriser certainśeléments̀a être filtŕes plusieurs fois (par des occurrences
diff érentes du m̂eme motif ou de motifs diff́erents), nous introduisons dans le motif
un oṕerateur unaire« ~ ». Celui-ci signifie que la clause correspondà une cellule
répondant toujours aux contraintes structurelles imposées par le motif, mais qui ne
sera pas considéŕee comme filtŕee apr̀es la recherche de l’instance. Autrement dit,
l’ élément sera filtŕe maisnon consomḿe par l’étape de filtrage ; il pourra alorsêtreà
nouveau śelectionńe lors de la recherche des occurrences de filtre suivantes. Les deux
règles de consommation sont les suivantes :

1) toute cellule peut̂etre filtŕee sanŝetre consomḿee (clause dont l’identifica-
teur est pŕećed́e par l’oṕerateur~) ;

2) seules des cellules non consommées peuvent̂etre consomḿees (clause dont
l’identificateurn’estpaspréćed́e par l’oṕerateur« ˜ »).

Les oṕerateurs deOp correspondent̀a du sucre syntaxique. L’opérateur infixe bi-
naire< (resp.>) contraint l’́elément filtŕe par son oṕerande gauchèa être une face
(resp. une coface) de la cellule filtrée par l’oṕerande droite. Par exemple, le motif
v:[...] < e:[...] (qui peutégalement s’́ecriree:[...] > v:[...]) signifie
que la cellule filtŕee parv est une face de celle filtrée pare. En d’autres termes, ce
motif estéquivalent̀a

v:[..., cofaces=e] e:[..., faces=v]
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L’absence d’oṕerateur entre deux clauses représente l’absence de contrainte sur la
relation d’incidence qui liev et e. Le motif correspondant̀a la partie gauche de la
règle de la figure 2 s’écrit alors de la manière suivante :

~v1 < e:[ dim = 1 ] > ~v2

L’opérateur de non consommation est utilisé ici pour ne pas consommer les sommets
v1 etv2. En effet, l’oṕeration d́ecrite par la figure 2 d́ecrit la ŕeécriture de l’arce ; les
sommets ne sont pas réécrits mais uniquement utilisés pour fournir uncontextelors de
la définition en partie droite des deux nouveaux arcs.

Partie droite d’une r̀egle

La partie droite d’une r̀egle est une expression. Elle doit spécifier une nouvelle
sous-collection qui se raccrochera en lieu et place de la collection filtrée. La partie
droite d́ecrit donc un ensemble de cellules topologiques anciennes (correspondant aux
cellules filtŕees et conservées dans la nouvelle sous-collection) ou nouvelles (corres-
pondant aux cellules nouvellement créées), ainsi que la nouvelle relation d’incidence
entre ces cellules. La syntaxe utilisée est la suivante :

Rhs

r ::= e | e r

RhsElement

e ::= x:[val=expv]

| symb:[dim=expd, faces=expf, cofaces=expcf , val=expv]

Cette sṕecification (Rhs pourRight-hand-side) de la sous-collectioǹa ŕeécrire corres-
pondà une liste d’́eléments (RhsElement ) de deux types :

1) leséléments filtŕes et conserv́es en partie droite sont référenćesvia les identifi-
cateursx qui ont permis de les nommer en partie gauche de la règle ; cette première
construction permet de mettreà jour la valeur qui leur est associée,

2) de nouvelles cellules topologiques peuventêtre introduites dans le nouveau
complexe cellulaire. Ceśeléments n’existent pas avant l’étape de reconstruction. Pour
les identifier, nous utilisons donc des symboles (symb). Très similaires aux atomes en
LISP, les symboles correspondent syntaxiquementà un identificateur préćed́e d’une
apostrophe inversée. Ce symbole peut apparaı̂tre ailleurs dans la partie droite : il fait
alors ŕeférenceà la cellule qui sera crééeà l’application de la r̀egle. Chaque nouvel
élément est caractériśe par sa dimensionexpd, la liste de ses facesexpf (pouvant faire
apparâıtre à la fois d’ancienśeléments̀a travers l’utilisation des variables de filtre, et
des nouveaux́eléments en utilisant les symboles), la liste de ses cofacesexpcf et la
valeur qui lui est associéeexpv.

En suivant cette syntaxe, la règle sch́ematiśee figure 2 s’́ecrit de la façon suivante en
MGS :
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~v1 < e:[ dim = 1 ] > ~v2 =>

‘e1:[ dim = 1, faces = (^v1,‘v),

cofaces = cofaces(^e), val = ... ]

‘v :[ dim = 0, faces = seq:(),

cofaces = (‘e1,‘e2), val = ... ]

‘e2:[ dim = 1, faces = (^v2,‘v),

cofaces = cofaces(^e), val = ... ]

Leséléments pŕesents en partie droite sont des nouvelles cellules créées dont on ŕefère
à l’aide des symboles‘v, ‘e1 et ‘e2. On note que leśeléments filtŕes parv1 et v2
n’étant pas consomḿes, ils ne sont pas réécrits en partie droite de la règle. Les cofaces
de ‘e1 et ‘e2 sont celles dee de telle sorte que si l’arce borde une cellule de di-
mension2, les cellules sṕecifiées par‘e1 et‘e2 bordent́egalement cette cellule après
l’application. Notons dans cette règle l’utilisation de l’oṕerateur de position« ^ » sur
les variables de filtre. Le filtrage fait correspondreà ces variables deśeléments de la
collection, c’est-̀a-dire des couples (valeurv, positionσ). Lorsqu’une variable de filtre
est utiliśee dans une expression, elle réfèreà la valeurv. La positionσ est en d́enot́ee
à l’aide de l’oṕerateur de position.

La śemantique formelle des patches n’est pas détaillée dans cet article ; le lec-
teur int́eresśe pourra se ŕeférer à (Spicher, 2006) pour une sémantique naturelle des
patches.

3. Intégration des G-cartes dansMGS

Le formalisme d́ecrit dans la section préćedente a donńe naissancèa un langage
de programmation fonctionnel appelé MGS dont nous avons implanté un interpr̀ete2.
Dans cette implantation, nous nous sommes intéresśes en particulier̀a un type de
collection topologique : lesquasi-varíet́es. Il s’agit d’une classe d’espaces topolo-
giques qu’il est possible de représenter par une structure de données d́edíee : lescartes
géńeralisées(plus simplementG-cartes) (Lienhardt, 1991).

L’implantation de ce type de collections topologiques dansl’interprèteMGS est
l’objet de plusieurs motivations :

– les quasi-varíet́es reposent sur la notion de complexe cellulaire que nous utilisons
dans la formalisation des collections topologiques les rendant adapt́ees au point de vue
topologique adopté dansMGS ;

– les G-cartes sont une représentation implicite des complexes cellulaires décrivant
les quasi-varíet́es ; la traduction des G-cartes en collections topologiquesn’est donc
pas imḿediate et constitue une bonne validation de la géńeralit́e des notions intro-
duites enMGS ;

2. L’interprèteMGS, ainsi que l’int́egralit́e de ses sources, est libre de droit et disponiblevia
l’adresse suivante :http://mgs.ibisc.univ-evry.fr.
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– les G-cartes ont fait l’objet d’une implantation optimisée à travers le
développement du modeleur graphiqueMOKA3. Nous proposons une intégration des
G-cartes dans le cadre d’un langage déclaratif en se fondant sur la bibliothèque des
G-cartes d́evelopṕee pourMOKA.

Nous commençons par présenter brìevement les quasi-variét́es et la structure de
G-carte qui permet de les représenter. Nous voyons ensuite comment les G-cartes
peuvent̂etre consid́eŕees du point de vue des collections topologiques dans le langage
déclaratifMGS.

3.1. Définition formelle des G-cartes

Les quasi-varíet́es sont une classe d’espaces topologiques particulière qui corres-
pond aux objets topologiques de dimensionn obtenus par l’assemblage den-cellules
li ées le long de(n − 1)-cellules. Dans ce cadre, une(n − 1)-cellule ne peut pas ap-
partenir au bord de plus de deuxn-cellules diff́erentes.

Les G-cartes sont un modèle topologique reposant sur la notion de complexe cel-
lulaire abstrait et qui permet de représenter la topologie des quasi-variét́es orientables
ou non, avec ou sans bord (Lienhardt, 1994). Ce modèle utilise astucieusement la
contrainte de bord imposée par la d́efinition des quasi-variét́es pour repŕesenter de
façon implicite et compacte la relation d’incidence entreles cellules topologiques
formant l’espace considéŕe. Intuitivement, consid́erons un complexe cellulaireK de
dimensionn. On appelletupleune śequence(σn, σn−1, . . . , σ1, σ0) de cellules deK
telles que pour touti, σi est unei-cellule etσi < σi+1. Par exemple, dans le complexe
de la figure 3,(f0, e1, v2) est un tuple alors que(f0, e5, v2) n’en est pas un (e5 n’étant
incident ni à f0 ni à v2). Deux tuples sont ditsi-adjacentss’ils sont égaux ou s’ils
diff érent uniquement pour la cellule de dimensioni. Par exemple, dans la figure 3,
(f0, e1, v2) et (f0, e2, v2) sont1-adjacents. La structure de G-carte correspondantàK
repŕesente alors l’ensemble des tuples deK ainsi que leurs propriét́es d’adjacencèa
travers des entités abstraites, appeléesbrins, li ées les unes aux autres par des applica-
tions de l’ensemble des brins dans lui-même.

Définition 4 (G-carte) Une carte ǵeńeralisée de dimensionn ≥ 0 est une alg̀ebre
G = (B, α0, . . . , αn) telle que :

– B est un ensemble de brins,

– α0, . . . , αn sont des involutions4 deB dansB, et

– αi ◦ αj est une involution pour0 ≤ i < i + 2 ≤ j ≤ n.

3. Une pŕesentation du projetMOKA est disponibleà l’url suivante :http://www-sic.
univ-poitiers.fr/moka/

4. Une involutionf est une application telle quef = f−1.
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v2
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v4 v3
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e4

e5 e3f1

f0

α0

α1

α2v0 v3v1 v4v2
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f0 f1

e0

e1f0 v2

Figure 3. Complexe cellulaire, graphe d’incidence et G-carte : la figure de gauche
décrit un complexe cellulaire de dimension2. La figure au centre d́ecrit le graphe
d’incidence (diagramme de Hasse de l’ordre induit par la relation d’incidence) du
complexe cellulaire. La figure de droite décrit la repŕesentation du complexe cellulaire
sous forme de G-carte. On note en gras le tuple(f0, e1, v2) dont le brin correspondant
est mis eńevidence dans la G-carte

Dans la figure 3, le complexe est traduit sous la forme d’une G-carte de dimension
2. Les involutionsαi sṕecifient lai-adjacence : on v́erifie par exemple que les brins
correspondants aux tuples(f0, e1, v2) et (f0, e2, v2) sont líes parα1, les deux tuples
étant1-adjacents. La bijection entre G-cartes et quasi-variét́es ŕesulte des propriét́es
d’involution desαi et desαi ◦ αj impośees par la d́efinition des G-cartes (Lienhardt,
1994).

3.2. G-cartes et collections topologiques

L’introduction des G-cartes dans l’interprèteMGS correspond̀a la d́efinition d’une
nouvelle classe de collections topologiques dénot́eeqmf. Les collections topologiques
de typeqmf sont donc restreintes̀a des espaces de positions représent́es par des com-
plexes cellulaires pouvantêtre d́ecrits par des G-cartes. Nous proposons d’implanter
les collectionsqmf en utilisant la structure de données de G-carte mais en conservant
à l’esprit que cette structure de données n’est pas accessible depuis l’interprète òu
seule la relation d’incidence et les cellules topologiquesdoiventêtre manipuĺees. Tout
l’enjeu de cette implantation est donc de rendre opaque l’utilisation des G-cartes.

3.2.1. Cellule topologique et G-carte

Afin de ŕealiser la traduction d’une G-carteG en le complexe cellulaireK qu’elle
repŕesente, il est ńecessaire de retrouver les cellules deK à partir deG. Intuitivement,
une celluleσ deK est repŕesent́ee implicitement par l’ensemble des brins dont le tuple
assocíe contientσ. En supposantb ∈ B un tel brin, l’ensemble des brins contenantσ

est accessible au moyen d’uneorbite. Une orbite est d́efinie par une śequence d’invo-
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lutions 〈αi1 , . . . , αik
〉 ; soit b un brin deB, on d́efinit de façon inductive l’ensemble

〈αi1 , . . . , αik
〉(b) des brins accessiblesà partir de l’orbite〈αi1 , . . . , αik

〉 par :

{

b ∈ 〈αi1 , . . . , αik
〉(b)

b′ ∈ 〈αi1 , . . . , αik
〉(b) ⇒ ∀ 1 ≤ j ≤ k, αij

(b′) ∈ 〈αi1 , . . . , αik
〉(b)

Ainsi, l’ensemble des brins représentant une celluleσ de dimensioni est donńe par
l’orbite 〈α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn〉 et un des brinsb dont le tuple associé contient
σ. Cette orbite permet d’emprunter toutes les involutions except́e αi pour parcourir
les brins accessibles̀a partir deb. En interdisantαi, tous les brins considéŕes corres-
pondentà des tuples possédant la m̂eme cellule de dimensioni, à savoirσ. Dans la
figure 3, l’orbite〈α1, α2〉 à partir du brin(f0, e1, v2) parcour les brins(f0, e2, v2),
(f1, e2, v2) et (f1, e3, v2). Ces tuples sont les seulsà contenirv2. En revanche, le par-
cours de l’orbite〈α0, α2〉 à partir de(f0, e1, v2) ne retourne que(f0, e1, v0), l’unique
autre brin contenante1. Ainsi, un couple(b, i) ∈ B × N permet d’identifier la cellule
σ de dimensioni telle que le tuple associé à b contientσ.

Nous utilisons ce couple pour représenter en ḿemoire les cellules topologiques
des collectionsqmf rendant opaque l’utilisation des G-cartes. Le programmeurMGS
a alors acc̀esà ces cellules̀a l’aide d’un type abstraitncell fournit par l’interpr̀ete. De
façon interne, nous avons interfacé la biblioth̀eque de gestion des G-cartes deMOKA
avec notre implantationOCaml de l’interpr̀ete. Les brins sont accessibles enOCaml
via un type abstraitdart (voir lescustom blocksdans (Leroyet al.,2004, page 254))
que nous avons défini ; les cellules topologiques sont alors simplement représent́ees
par un couple de typedart * int.

3.2.2. Des G-cartes dans un langage déclaratif

La pŕesence des objets de typencell n’est pas suffisante : l’interprète fournit
également un certain nombre de primitives permettant de spécifier des complexes
cellulaires complets, c’est-à-dire de d́efinir la relation d’incidence entre les cellules
topologiques.

La construction des complexes est similaireà la paraḿetrisation d’objets
géoḿetriques par leλ-calcul propośee dans (Dufourdet al., 2002). Il y est pŕesent́e
une int́egration des G-cartes dans unλ-calcul tyṕe qui faciliteénorḿement la compo-
sition des objets ǵeoḿetriques. Les G-cartes et leurs opérations deviennent alors des
expressions fonctionnelles.

Nous nous plaçons dans un contexte où le point de vue« brins et involutions»
est cach́e pour ne laisser apparaı̂tre que les cellules topologiques. Les primitives pro-
pośees dans l’interprète sont, dans ce contexte, de plus haut niveau que celles de (Du-
fourd et al., 2002). Il est alors possible d’utiliser la puissance d’expression d’un
langage fonctionnel pour construire de nouveaux objets (par notamment la compo-
sition de fonctions et la récursivit́e). Dans l’exemple suivant, on propose de construire
une ligne den carŕes (vus comme des2-cellulesà 4 ĉotés). Le programme suivant
sch́ematise comment faire :
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let add square = function ->

let rec line = function 0 ->

| n -> add square(line(n-1))

La fonctionadd square prend en argument un complexe cellulaire (encodé dans une
G-carte) ŕeférenće par un arc (les cercles gris et vides représentent le bord de cet
arc, les lignes pointilĺees repŕesentent la partie restante du complexe cellulaire). Elle
construit un nouveau complexe identique au préćedent (la partie du complexe figurant
en pointilĺes n’est pas modifíee) auquel est ajouté un nouveau carré construit̀a partir
de l’arc pasśe en param̀etre. Elle retourne alors un des côtés de ce nouveau complexeà
partir duquel un nouvel appelà la fonction construira un autre carré. La fonctionline
utilise ce principe en appelant de façon récursiveadd square pour construire une
ligne den carŕesà partir d’un arc distingúe originel (pourn = 0). Nous ne d́etaillons
pas les primitives de l’interprète concernant la construction de G-cartes ; nous invitons
toutefois le lecteur int́eresśe à parcourir (Spicher, 2006).

3.2.3. Les collections topologiquesqmf

Les collections topologiques de typeqmf sont simplement des tables d’associa-
tions applicatives attachant une valeur quelconque du langage aux cellules topolo-
giques de typencell.

4. Le raffinement de maillage

Dans cette section, nous proposons d’utiliser la programmation par r̀egles offerte
par les patches pour spécifier un algorithme sṕecifiqueà la CAO : le raffinement de
maillage. En appliquant ces transformations sur les collectionsqmf, nous cherchons
à montrer que le formalisme dévelopṕe dans le projetMGS permet d’implanter de
façonélégante et expressive des algorithmes non triviaux sur des structures de donńees
complexes.

La définition et la ǵeńeration de courbes et de surfaces lisses spécifiéesà partir
d’un petit nombre de points de contrôle est un probl̀eme fondamental en modélisation
géoḿetrique. Une approche possible se fonde sur l’idée desubdivisionqui consistèa
remplacer it́erativement une représentation grossière par une représentation plus fine.
Introduits par Chaikin en 1974 (Chaikin, 1974) les algorithmes de subdivision pour
les courbes et les surfaces se sont depuis multipliés. Si ces algorithmes peuvent se
décrire de manìere tr̀es intuitive par des oṕerations locales agissant sur un point et
ses voisins, leur formulation et leur implantation sont souvent compliqúees par les
notations index́ees (vecteurs et tableaux) habituellement utilisées dans les programmes
et la ŕeindexation impliqúee par les changements topologiques. Cette complication
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justifie le d́eveloppement d’approches implicites,i.e., qui ne font pas ŕeférencèa des
séquences indexées de points. Cependant, la définition d’un cadrèa la fois d́eclaratif
et implicite n’a ŕeellement abouti que pour la subdivision de courbes (Prusinkiewicz
et al.,2003).

Ce type d’algorithme est donc un bon test pour valider l’expressivit́e deMGS.
L’exemple d́evelopṕe ci-dessous illustre l’utilisation des patches pour la spécification
d’opérations topologiques sur des maillages de surfaces plongées en dimension
3. L’approche est complètement d́eclarative (les modifications topologiques sont
sṕecifiés par des r̀egles locales qui correspondentà la description informelle de l’algo-
rithme) ce qui ŕepond par la positivèa une question posée dans (Smithet al.,2004) :
est-il possible de programmer de manière d́eclarative les oṕerations de subdivision
d’un maillage au-delà de la dimension 1.

4.1. La subdivision de Loop

Les algorithmes de subdivision géǹerentà la limite des surfaces lisses en itérant des
subdivisions de maillages polygonaux. Dans (Zorin, 2000),on trouve une description
détaillée des processus de subdivision utilisés pour la mod́elisation et l’animation. Les
algorithmes de subdivision sont spécifiés localement̀a l’aide demasques; il s’agit
de complexes cellulaires décrivant une partie d’un maillage centrée sur uńelémentà
raffiner (un arc ou une face) pour lequel un nouveau sommet estcréé. Les coordonńees
de ce sommet sont détermińees par une combinaison affine des positions des sommets
apparaissant dans le masque. Les propriét́es de continuit́e de la surface obtenue en
itérant jusqu’̀a la limite l’algorithme de subdivision, diffèrent selon le masque utilisé.
La qualit́e du masque d́epend de ces propriét́es : on cherchèa construire des surfaces
aussi lisses que possible (C1-continues ouC2-continues partout par exemple). Il est
difficile de ŕealiser cette propriét́e sur des maillages arbitraires, ceux-ci présentant des
irrégularit́es sitúees en des points singuliers. Un masque est donc choisi suivant le type
de maillage ou de propriét́esà vérifier.

Nous nous int́eressons̀a la subdivision de Loop (Loop, 1987). Cet algorithme de
raffinement :

– fonctionne parinsertion de sommets: à chaque application de l’algorithme un
sommet est inśeŕe sur chaque arc du maillage pour le diviser en deux arcs ; les anciens
sont conserv́es, et les nouveaux sommets sont liés entre eux par de nouveaux arcs ;

– s’applique sur et ǵeǹere desmaillages triangulaires;

– estapproximant: les anciens sommets voient leur position dans l’espace mo-
difiée et les sommets inséŕes sont plaćes en fonction de la position des anciens som-
mets dans le maillage initial (les subdivisions approximantes s’opposent aux subdivi-
sionsinterpolantesqui n’affectent pas la position des anciens sommets).

L’algorithme est d́ecrit d’une part, par la modification du maillage qu’il géǹere et
d’autre part, par le placement géoḿetrique des sommets du maillage.
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Modification topologique.La modification du maillage est fondée sur la subdivision
polyédrique pŕesent́ee figure 4. Un sommet est inséŕe sur chaque arc ; les triangles sont
raffinés en 4 triangles plus petits.

Figure 4. Algorithme de Loop : modification topologique

Placement ǵeoḿetrique. Les masques de Loop fournissent les informations
nécessaires pour positionner les nouveaux sommets en fonction des coordonńees des
anciens, et pour d́eplacer les anciens sommets. Ils sont décrits figure 5. A gauche,
les coordonńees du nouveau sommetv inséŕe sur l’arc bord́e parv1 et v2 (figuré en
gras sur l’image) sont données par la somme pondéŕee des coordonnées de sommets
voisins suivante :
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A droite, les coordonńees d’un ancien sommetv du maillage sont recalculées en fonc-
tion de la position de ses sommets1-voisinsdans le maillage initial par :
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Figure 5. Algorithme de Loop : modification géoḿetrique
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4.2. Repŕesentation des objets géoḿetriques enMGS

Les objets ǵeoḿetriques sont représent́es enMGS par les collections topologiques
fondées sur la notion de G-carte que nous avons vues préćedemment.

Nous souhaitons représenter des surfaces composées de polygones. Il s’agit donc
de complexes cellulaires de dimension2. Les2-cellules (appeĺeeségalementfaces)
sont d́ecoŕees par le symbole‘face. Les arcs (1-cellules) sont d́ecoŕes par le symbole
‘edge ; on remarque en particulier que la manipulation de solides impose que chaque
arc soit bord́e par deux faces (les arcs situés aux bords sont incidentsà une seule face ;
nous ne les considérons pas dans notre implantation).

Les sommets portent une information plus structurée, repŕesent́ee par
l’enregistrementMGS (équivalent̀a une structure enC) suivant :

record vertex = { x:float, y:float, z:float, n:int } ;;

dont les champsx, y etz codent les coordonnées du sommet qu’ils décorent. L’entier
n encode la ǵeńerationà laquelle le nœud áet́e cŕeé. En effet, il nous faut distinguer
les anciens et les nouveaux sommets. On utilise alors ce champ ; nous supposons pour
cela l’existence d’un compteurgen contenant l’entier correspondantà la ǵeńeration
courante. Un ancien sommet aura un champn strictement inf́erieurà gen. On pren-
dra soin d’incŕementer le compteurgen apr̀es chaque application de l’algorithme de
subdivision.

Pour simplifier la description des programmesMGS, nous supposons l’existence
d’une fonctionaddCoord sommant des coordonnées de deux points, et d’une variable
globaleO correspondant̀a l’origine.

4.3. Subdivision de Loop enMGS

L’implantation de l’algorithme de Loop est faite en troisétapes.

1) La sauvegarde des anciennes coordonnées : les sommes pondéŕees font
référence aux positions des sommets dans le maillage initial. Nous programmons le
déplacement des sommets suivant le masque de Loop de droite sur la figure 5, mais
nous sauvegardons les anciennes coordonnées pour le calcul de la position des nou-
veaux sommets.

patch even vertex = {
v:[dim=0] =>

let s = ccellsfold(addCoord, O, v, 1) and b = β in

v:[val={ ox = v.x, x = (1-k*b)*v.x + beta*s.x, ...}]
};;

Ce patch est constitué d’une seule r̀egle filtrant un sommetv pour mettreà jour sa
décoration. Les variabless et b correspondent respectivementà la somme des coor-
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Figure 6. Création des 4 triangles raffińesà partir d’un hexagone dans la subdivision
de Loop

donńees des sommets1-voisins dev et au coefficientβ du masque de Loop. La primi-
tive ccellsfold(f,z,σ,i) récup̀ere la liste(σ1, . . . , σn) desi-voisines deσ et cal-
cule la valeurf(σ1, (. . . f(σn, z) . . . )). Les anciennes coordonnées sont conservées
dans les champsox, oy etoz alors que les champsx, y etz sont misà jour.

2) L’insertion des nouveaux sommets :

patch odd vertex = {
~v1 < e:[dim=1] > ~v2

~v1 < ~e13 > ~v3 < ~e23 > ~v2

~v1 < ~e14 > ~v4 < ~e24 > ~v2

=>

‘v:[ dim = 0, cofaces = (‘e1,‘e2), val = v ]

‘e1:[ dim = 1, ..., val = ‘edge ]

‘e2:[ dim = 1, ..., val = ‘edge ]

} ;;

Ce patch est proche du patch présent́e en exemple section 2.2.3. Le motif estétendu
pour prendre en compte les sommetsv3 et v4 qui apparaissent dans le masque de
Loop à gauche figure 5. Seul l’arce est consomḿe pourêtre suppriḿe et remplaće.
Les autreśeléments filtŕes servant de contexte, ils ne sont pas consommés.

3) La cŕeation des triangles raffinés : le patch pŕećedent divisant chaque arc en
deux, les triangles du maillage initial sont transformés en hexagone. Les2-cellules
sont alors d́etruites pour̂etre substitúees par les nouveaux triangles raffinés.

patch subdivideFace = {
f:[ dim = 2, faces = (^e1,^e2,^e3,^e4,^e5,^e6) ]

~v1 < ~e1 > ~v2:[ v2.n == gen ] < ~e2 >

~v3 < ~e3 > ~v4:[ v4.n == gen ] < ~e4 >

~v5 < ~e5 > ~v6:[ v6.n == gen ] < ~e6 > ~v1

=>

‘a1:[ dim = 1, faces = (^v2,^v4), val = ‘edge ]
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‘a2:[ dim = 1, faces = (^v4,^v6), val = ‘edge ]

‘a3:[ dim = 1, faces = (^v6,^v2), val = ‘edge ]

‘f1:[ dim = 2, faces = (‘a1,^e2,^e3), val = ‘face ]

‘f2:[ dim = 2, faces = (‘a2,^e4,^e5), val = ‘face ]

‘f3:[ dim = 2, faces = (‘a3,^e6,^e1), val = ‘face ]

‘f4:[ dim = 2, faces = (‘a1,‘a2,‘a3), val = ‘face ]

}

Ce patch est composé d’une seule r̀egle qui est sch́ematiśee figure 6. On note la
présence des testsvi.n == gen pour différencier les anciens des nouveaux sommets.

La figure 7 pŕesente les ŕesultats d’applications de l’algorithme de Loop géńeŕes par
l’interprèteMGS.

Figure 7. Résultats de l’application de l’algorithme de Loop sur un diamant. De
gaucheà droite, l’état initial puis 3 it́erations de l’algorithme. Ces images ontét́e
géńerées par l’interpr̀eteMGS

5. Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit des concepts permettant la repŕesentation et
la manipulation de structures topologiques arbitrairement complexes. Lescollections
topologiquessont des nouvelles structures de données correspondantà des champs de
donńees index́es par des espaces topologiques discrets. Ces espaces sont repŕesent́es
par descomplexes cellulaires abstraits, un outil math́ematique issu de latopologie
algébrique. Pour manipuler de façon concise et expressive de telles structures de
donńees, lestransformationsdéveloppent le concept deréécriture localede collec-
tions topologiques. Il s’agit d’une extension des définitions par cas de fonction : une
transformation permet de spécifier une modification locale d’une collection topolo-
giqueà l’aide de r̀egles de ŕeécriture dont les motifs sont construitsà partir de la rela-
tion d’incidence des complexes cellulaires. Nous avons présent́e en d́etails une classe
particulìere de transformations, lespatches, fond́ees sur un langage de spécification de
motifs original et autorisant la modification de la structure des complexes cellulaires.
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Ces concepts ontét́e int́egŕes dans un langage fonctionnel. Bien que la notion de col-
lection topologique soit ind́ependante d’un paradigme de programmation (qu’il soit
impératif, objet, fonctionnel, ...), la prise en compte des transformations dans un cadre
fonctionnel est naturelle et bien adaptée : la ŕeécriture locale deśeléments de la collec-
tion topologique est en accord avec le paradigme fonctionnel qui proc̀ede par calcul
d’une nouvelle valeur résultat, en fonction d’une valeur argument, sans effet de bord.

Afin d’illustrer nos propos, nous nous sommes penchés sur une application des
collections et des transformations dans le cadre de la CAO. Tout d’abord, nous avons
cherch́e à sṕecifier des espaces topologiques appelésquasi-varíet́esà l’aide d’un type
particulier de collections topologiques. Les quasi-variét́es peuvent̂etre repŕesent́ees
par desG-cartes, un mod̀ele topologique. Les G-cartes reposent sur la notion de com-
plexe cellulaire et sont en cela adaptées au point de vue topologique que nous adoptons
avec les collections. Malgré la repŕesentation implicite de la structure qu’elles offrent,
nous avons utiliśe les G-cartes pour l’implantation de cette classe d’espaces. Finale-
ment, nous avons illustré l’utilisation des transformations pour spécifierpar règlesune
opération largement utiliśee en CAO : le raffinement de maillage. Avec cette implan-
tation, nous montrons qu’il est possible de décrire au moyen de règles de ŕeécriture
des processus topologiques complexes de façon déclarative, expressive et concise.

Bien que nous nous soyons attachés à des probĺematiques touchant le domaine
de la CAO, les concepts dévelopṕes dans le projetMGS peuvent̂etre appliqúes dans
beaucoup d’autres domaines. Nous les avons par exemple utilisés pour sṕecifier la pro-
pagation d’une onde dans un milieu amorphe (Rauch, 2003), l’auto-assemblage par
accŕetion ou par d́ecoupage de fractales (Giavittoet al.,2006), l’évolution de la den-
sité de particules baignant dans un fluide dans un milieu arbitrairement complexe (Egli
et al., 2004), ou encore dans la représentation de connaissancesà l’aide de la q-
analyse (Valenciaet al.,1998) pour revenir aux exemples concernant le calcul spatial
présent́es dans l’introduction de cet article. Ces travaux nous ontégalement conduits
à l’utilisation de la ŕeécriture pour la mod́elisation et la simulation de systèmes com-
plexes. L’́etat du syst̀eme est d́ecrit par une collection topologique, et sa dynamique est
sṕecifiéeà l’aide des transformations. Nous avons en particulier dévelopṕe un mod̀ele
pour simuler le processus de neurulation (Spicheret al.,2005), ph́enom̀ene important
de l’embryoǵeǹese. Le langageMGS a également́et́e utilisé dans la mod́elisation de
la croissance du ḿerist̀eme apical de l’arabette (Reuilleet al.,2006).

Les travaux futurs portent sur la compilation desétapes de filtrages et de recons-
truction. Par exemple, l’implantation actuelle des patches sur les G-cartes, notamment
pour la reconstruction, consisteà transformer la G-carte en un complexe cellulaire
abstrait (dont le pouvoir d’expressivité inclut celui des G-cartes). La structure ainsi
transforḿee est facilement manipulable mais on perd les avantages algorithmiques et
les performances d’une structure de données telle que les G-cartes. De plus, la trans-
formation d’une structure en une autre est extrêmement côuteuse. Une optimisation
possible consisterait̀a traduire un motif filtrant des cellules topologiques en un motif
équivalent filtrant directement un ensemble de brins.
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Plus ǵeńeralement, du fait de sa richesse, l’algorithme de filtrage des motifs des
patches est d́eterminant pour les performances d’un programmeMGS. En effet, trou-
ver une instance d’un motif consiste en l’énuḿeration de l’espace des sous-collections
vérifiant les contraintes imposées par le motif. Plusieurs voies peuventêtres suivies
pour optimiser cette recherche. Les deux techniques suivantes sont envisaǵees :

1) la progression dans l’espace des sous-collections se faisant au rythme des
échecs successifs de la recherche des instances, il est essentiel d’énuḿerer leśeléments
du motif de telle sorte que l’échec se produise au plus tôt. Commencer le filtrage par
leséléments les plus contraints est donc une optimisation possible,

2) les motifs peuvent présenter deśeléments de syḿetries. Celles-ci peuventêtre
utilisées pour ŕeduire l’espace de recherche et réutiliser des ŕesultats interḿediaires.
Elles peuvent amener plus géńeralement̀a d́evelopper une alg̀ebre de filtre fournissant
une aidèa la compilation (par exemple pour l’équivalence entre filtres).

Nous travaillonśegalement sur la d́efinition d’une śemantique formelle d́ecrivant
les collections et les transformations. Ces recherches sont particulìerement orient́ees
sur la d́efinition d’une śemantique des transformations fondée sur une analogie entre
les homomorphismes de structures de données et les formes différentielles de la
géoḿetrie alǵebrique. En effet, les collections topologiques peuventêtre vues comme
deschâınes topologiques(Munkres, 1984, Giavittoet al.,2002, Spicher, 2006). Elles
permettent̀a la fois d’associer des valeurs aux cellules topologiques mais elles four-
nissentégalement une structure de groupe facilitant la manipulation de ces espaces.
Dans ce cadre de la topologie algébrique, les homomorphismes de chaı̂nes sont ap-
peĺescochâıneset sont utiliśes pour d́efinir des formes diff́erentielles sur des espaces
discrets. L’objectif de ce rapprochement entre collections topologiques et formes
diff érentielles est de définir un ensemble minimal d’opérateurs, et l’alg̀ebre associée,
sur les transformations. Cette algèbre permettra dans le cadre de la simulation de
syst̀emes complexes, l’expression géńerique de sch́emas d’interactions ind́ependants
de la topologie du système. On pense par exempleà la ǵeńeralisation de l’oṕerateur
Laplacien rencontré en physique pour la modélisation de processus de diffusion. Sa
géńericité permet de combiner des modèles de diffusion discretset continus. Cette
perspective conduit naturellementà la mise en œuvre de simulations hybrides (temps
et espace continus/discrets) ou multimodèles.
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tionnels. Ces langages intègrentà chaque fois des structures de données et de contrôle ori-
ginales pour faciliter le d́eveloppement et la simulation d’une classe particulière de syst̀emes
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en biologie òu la structure de l’espace des phases ne peutêtre fix́eea priori car elle d́epend de
l’ évolution du système.



ANNEXE POUR LE SERVICE FABRICATION
A FOURNIR PAR LES AUTEURS AVEC UN EXEMPLAIRE PAPIER
DE LEUR ARTICLE ET LE COPYRIGHT SIGNE PAR COURRIER

LE FICHIER PDF CORRESPONDANT SERA ENVOYE PAR E-MAIL

1. ARTICLE POUR LA REVUE:
RSTI - TSI – 26/2007. Langages applicatifs

2. AUTEURS :
AntoineSPICHER— Olivier M ICHEL

3. TITRE DE L’ ARTICLE :
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