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RESUME. Le calcul spatiakst un domaine de recherche qui visdévelopper des formalismes,
des langages et des architectures amalles qui permettent d’apphender la notion d’espace
en informatique. Nous psentondGS, un langage de programmatioredlaratif cedie a la
représentation ed la manipulation de structures spatiales arbitrairement complexes. Adin d’
teindre ce but, nous avons mis en place un formalisme de calcul nonntmmreel fon@& sur
deux notions, lesollections topologiquesune nouvelle structure de doees reposant sur la
notion decomplexe cellulairelévelopgge en topologie akgprique, et legransformationsune
forme originale de #finition par cas de fonctions pour manipuler p&écriture locale des col-
lections topologiques. Nous illustrons ce formalisme &cridant la repésentatiora 'aide des
collections topologiques d’'une classe partiéné d’espaces, lepuasi-varetes et en implantant
avec des transformations un algorithme classique de raffinement de gesilla

ABSTRACT. Spatial computings a research field that is aimed at developing formalisms, lan-
guages and architectures in order to take into account the notion of dpamenputer science.

We presenMGS, a programming language dedicated to the representation and the handling
of arbitrary complex spatial organizations. To achieve this goal, we defimunconventional
formalism based on two notionsopological collectionsa new data structure relying on the
notion of cellular complexdeveloped in algebraic topology, aninsformationsan original

kind of case-based definition of functions to handle topological collectignewriting. We
illustrate this formalism by describing the representation in terms of topologigi#ctions a
particular class of spaces, thguasi-manifoldsand by implementing with transformations a
standart mesh refinement algorithm.
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1. Introduction

Le calcul spatial(DeHonet al., 2006) est un domaine de recherche qui \ase
déevelopper des formalismes, des langages et des archiésanaérielles qui per-
mettent de prendre en compte la notion d’espace en infayogtgue ce soit comme
une ressource (par exemple pour implanter des circuits)ooonte Esultat (par
exemple en CAO). Plus particaliement, ce domaine chercaenanipuler de maare
intentionnelledes objetspatialement structé@s

La manipulation intentionnelle de ces objets permet de desicerer comme un
« tout» et nona travers leléments qui les constituent. Ce type de manipulation
s’opposea une manipulatioextensionnelléaisant appaiiére des scemas explicites
de parcours desléments de la structure.

On entend par objets spatialement orgasjgles sysimes compdss d’entiés lo-
calises et organées par une relation deisinage Cette relation corresporalune
forme de« proximitée » entre lesléments qui constituent I'objet, proxirgientrénant
la possibilie pour ces entis d’interagir entre-elles.

Ce domaine trouve un grand nombre d’applications danssiasleamps d’activé.
La CAO est bienevidemment un domaine d’application pragjié du calcul spatial
mais il en existe bien d’autres.

Cette probtmatique est par exemple abeedpar lecalcul amorpheg(Abelsonet
al., 2000) : un milieu amorphe est un support de calcul corapban tes grand
nombre d’entiés qui cooprent de fagon dynamique,éguliere et @faillante. La pro-
grammation d’un tel support demande de passer dekgfagation d’un objectif global
a la cefinition d’un programme loca chaque entt Plusieurs langages orijd éte
dévelopges pour des applicationgdiées (GPL (Coore, 1991), OSL (Nagpal, 2001),
AML (Beal, 2005)...).

On peut également citer étude et la moglisation de pBnonenes dauto-
organisation ou dauto-assemblagell s’agit de processus eant de facon
incréementale des structures spatiales complexes. On trougelaarature un grand
nombre d’exemples de sgshes auto-assendd : de la cristallisation en physique
jusgu’aux processus de morplargse en biologie. Il n’existe cependant dans ce do-
maine aucune #orie gerérale et unificatrice. Banmoins, de nombreuses applications
concetes existent comme le calcul par pavage de tuiles d’ADNH&atndet al.,
2004), 'assemblage de robots configurables (Klavins, pd@Zormation de nano-
matriaux intelligents (Goldsteiat al.,2005).

Le calcul spatial n’est pas seulement restr@irtes nouveaux supports de cal-
cul, mais peuttgalement offrir un point de vue nouveau dans des domaings pl
anciens. En analyse namque par exemple, la simulation de champs physiques de-
mande la manipulation d’objets spatialement orgamist arbitrairement complexes,
comme pour la&solution déquations aux &ivées partielles. Le point de vue pris en
physique dis@te avec le calcul eg&tieur discret (Hirani, 2003, Desbret al., 2006)
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par exemple, agnea consi@rer la moélisation des systmes physiques comme du
calcul spatial.

Pour finir cette érie d’exemples, on peut trouver des applications dans des d
maines comme l'intelligence artificielle. Par exemplegt&gation spatiale est un for-
malisme fournissant un @canisme pour transformer une @etmunérique en une
suite de descriptions de plus haut niveau excfffant des ratriques, des relations de
voisinages et des relationsédjuivalence sur les doéas de plus bas niveau (Yéi
al., 1996).

Dans le cadre de cet article, lgapartiellement sur un premier travail publi
dans (Spicher, 2005), nous nous concentons sur des donmirEspace appata
comme le esultat d’'un calcul ou comme une des dees du prolimea résoudre.

Le projetMGS? développe un langageponyme édié aux applications dies au
calcul spatial. Les langage®diés, souvent &claratifs et organés autour d’'un pe-
tit noyau, proposent de nouvelles abstractions et noatioienées vers un domaine
d’application particulier, rendant la programmation etéatilisation de code plus fa-
ciles. AvecMGS, nous proposons de ré&ggenter dans un cadrérgrique diférents
types d’organisations spatiales, et de les manipuler simght et uniforrament. Pour
cela, nous avonséadelopge lescollections topologiquesine notion abstraite foieg
sur le concept deomplexe cellulairgorovenant de la topologie @grique et qui per-
met de repesenter des espaces de facon combinatoire, d@tdasformations une
forme originale de éfinition de fonctions par cas adépta la ©écriture locale de
collection topologique.

La section 2 éfinit formellement les collections topologiques comme dss
paces engenés par des complexes cellulaires étdés par des valeurs. Ellédrit
également le paradigme de calcul prapgsar les transformations, et plus parti-
culierement legransformations de patchéedieesa la modification de la topologie
des collections.

La section 3 pesente une implantation d’un type particulier de collettmpolo-
gique fone sur la notion dé&-carte Les G-cartes sont une structure de degmqui
permet la reg@sentation des quasi-vais, une classe d'espaces topologiques. Elles
sont utilies en CAO pour la description et la manipulation efficackjdis solides.

La section 4 dt cet article en proposant un exemple d'utilisation dessfierma-
tions de patch. Nous proposons une implantatioNM&$ du raffinement de maillage,
une operation importante dans le domaine de la CAO qui consistffiner des ob-
jets geonetriques. La subdivision est uneé&nption souvent &crite informellement,
qui permet de modifier le maillage de telle sorte que I'obggii@sené affiche une
courbure cobrente. Mais son implantation dans un langagegirafif (ou fonctionnel)

1. Le projetMGS, acronyme de encore urModele Géréral deSimulation » a ét initié par
Jean-Louis ®vITTO et Olivier MICHEL en 2000 pour prendre en compte la ralishtion et

la simulation de systmes dynamiques dont la struct@wolue au cours du temps avec comme
champ d’application privégié les probdmes de morph@geése.



1172 RSTI - TSI -26/2007. Langages applicatifs

classique est souvent uneésption @licate. Son implantation imediate et directe en
MGS valide I'expressivié des notions&velopees.

2. Formalisation

Dans cette section, noug&wkloppons les notions dmllection topologiquest de
transformationqui vont respectivement nous permettre de&epnter et de manipuler
des espaces.

2.1. Représentation de I'espace

2.1.1. Complexe cellulaire

La topologie algbriqueest un domaine des ma&tmatiquestudiant les espaces
topologiques en leur associant un obje&digque (groupe, espace vectoriel, etc.) dont
les proprétes servend determiner un certain nombre d’invariants caeaistant la to-
pologie de I'espace initial. Notre utilisation de la topgi® algebrique se restreint
au concept deomplexe cellulaire abstraitUn complexe cellulaire abstrait est une
construction formelle qui Fxifie un espace de fagcon combinatdiréaide d'objets
plus simples, legellules topologiqueschacune re@sentant de fagon abstraite une
partie de I'espace congde. Chaque cellule est caradsee par unelimensionla di-
mension de la partie resenge ; la structure de I'espace, correspon@alat partition
en cellules topologiques, est corwige a travers une relation dite idcidenceliant
deux cellules: voisines» dans la partition.

Définition 1 (Complexe cellulaire abstrait) Soit S un ensemble arbitraire. Soik
un ordre partiel (une relation binaire&flexive, transitive et antisygtrique) sur les
éléments d&. Soit une fonctiowim : S — N assignant un entier positif ou nul réot
dim(o) a chaquetlements € S tel que sioc < 7 alorsdim(o) < dim(r).

Le triplet £ = (5, <, dim) est uncomplexe cellulaire abstraitesélements de&§
sont appeds lescellulesdu complexeC ; en particulier, sidim(o) = n pouro € S
alorsn est ladimensiondeo eto est apped n-cellule. La relation=< est appeterela-
tion d’'incidence on dira de deux cellules en relation pat qu’elles sonincidentes

On dira qu’un complexe cellulaire abstrait est danension finies'’il existe un
entierN tel quevo € S, dim(o) < N. Le plus petit entielV vérifiant cette propéte
est appet ladimensiondu complexeC.

Une n-cellule repésente un espad@émentaire de dimension. En particulier, les
0-cellules sont des sommets, lesellules des arc2-cellules des faces}-cellules

des volumes, etc. Ainsi, les graphes sont des exemples dpleds cellulaires de
dimension 1.
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Figure 1. Sur la figure de gauche, un exemple de complexe cellulairestitompos
de troisO-cellules (1, vs, v3), de troisi-cellules €1, es, e3), et d'une2-cellule f. Le
bord de f est constité de ses cellules incidentes, vs, v, €1, ex etes. Plus parti-
culierement, les trois arcs sont les facesfjest par congquent,f est une coface de
e1, e2 etes. Sur la figure de droite, des do@es sont assoeés aux cellules topolo-
giques : des positions pour les sommets, des longueurs psarts et une aire pour

f

Outre la repesentation d’une partition possible de I'espace euclidiercellules
topologiques, la relation d’'incidence permet de parcalgiproche en proche les cel-
lules du complexe. Nous utilisons en particulier deugrapeurs de voisinage foas
sur les notions déceet dep-voisinage

Définition 2 (Voisinages) Soit C un complexe cellulaire, et une cellule déC. On
appellefacede o une celluler de K telle que :

T <0 et dim(r)=dim(oc)—1
On ditégalement que est unecofaceder. Cette relation est néer < o.

Soientn etp deux entiers. Deux-cellules delC, o, et o9, sont ditesp-voisines
s'il existe unep-celluler de K telle ques; eto, sont toutes les deux incident&s.

Lincidence esta rapprocher de la notion de bord. Par exemple, si deux s@nmet
etvy sont les faces d’'un &me arce (autrement dit; et v, sont1-voisines etr; <

e > v9), ils constituent le bord de I'are. La figure 1 de gauche donne un exemple de
complexe cellulaire. Nous neéthillerons pas plus ces notions, mais le lecte @regg
peut approfondir ce sujet avec (Munkres, 1984, Giawttal.,2002).

2.1.2. Collection topologique : écoration de I'espace

Un complexe cellulaire &finit uniquement la structure d’'un espace. A partir de
cette structure, onédinit unecollection topologiqueomme 'association de doéas
aux cellules topologiques du complexe. Cette facon deful@rcse rapproche de la no-
tion dechamp de dongesou les donies sont indedes par leglements déZ (Lisper,
1993, Hilliset al.,1986). Les champs de do@es utili€s en paralllisme (data-field)
correspondend une @réralisation deségions arbitraires d&™ et geréralisent la
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notion de tableau. La notion de collection topologique peraialler plus loin en
consicerant des espaces plus struésiet/ou plus complexes qi&, repiesenés par
des complexes cellulaires.

Définition 3 (Collection topologique) Soient/C = (S, <, dim) un complexe de di-
mensionN etV un ensemble arbitraire de valeurs. Ogéfahit unecollection topolo-

giquesur K a valeurs dand/, comme une fonction partielle d&¢dans). On note

C(K,V), 'ensemble des collections topologiques sudansV'.

Une telle collection peugtre repésenke par une somme formelle associant une
valeura chaqueclément d’'un complexe :

ceC(K,V),0 e K c¢(o)=wv, Sécritc= Z Vg.O
ge

La figure 1 donne un exemple de collection topologique.

2.2. Manipulation de I'espace

Les collections topologiques permettent de espenter un large spectre d’espaces.
Pour les manipuler, nous mettons en place une structurenti ke appetetransfor-
mation permettant la éfinition par cas de fonctions sur les collections topologi
Les transformations reposent sur la notionréecriture locale de sous-collection
chaque cas correspordune ggle de éécriturefilirant une sous-partie de la collec-
tion pour la modifier localement.

2.2.1. Fonctions @finies par cas

Dans les langages de typél (commeHaskell ou OCaml), il est possible de
définir des fonctions par cas sur des constantes. Ce prineigefidition se rapproche
d’'une structure d’aiguillage. La fonctidactorielle s’écrit ainsi erOCaml :

let rec fact = function
| 0 > 1
| x => xxfact(x-1)

Cette fonction est gifiee par deux cas suivant la valeur de son argument. Le premier
cas filtre la constante; ainsi, si I'argument de la fonction egt I’ évaluation de I'ex-
pressiont sera @clenclee. La seconde partie de cettidition absorbe un argument

de n’importe quelle valeur (icik ne pourra jamais prendre la valeuqui est filtiee

par la premére egle). La variable joue un ble dejoker, permettant lagferencea la
valeur de 'argument dans I'expression en partie droite.

Dans les langagddaskell et OCaml, la sgecification des motifs ne se limite pas
au filtrage de constantes (I'entiéerdans notre exemple). Laéfinition par cas des
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fonctions permet notamment I'expression de motifs filtide’ objets plus complexes
que de simples valeurs scalaires : t@ses de dones algbriques Ces valeurs per-
mettent la repEsentation de structuregfithies inductivement. C'est le cas des arbres
binaires localement complets non videgueés aux feuilles :

type Ab = Leaf of int
| Node of Ab * Ab ;;

Les arbres binaires sont soit des feuillesgf), soit des nceud$i¢de). Leaf etNode
sont lesconstructeursdu type Ab. Ces constructeurs sont pargtmi@s par des attri-
buts permettant leurétoration par des valeurs du langage. Ici, on associe uerenti
a chaque feuille et un couple d’arbres binaiéeshaque nceud (regmsentant les fils
droit et gauche). On utilise alors les constructeurs p@iingd de nouveaux motifs
expressifs sgcifiant la structure deslementsa filtrer et des variables de motif pour
référencer les attributs qui leur sont asgaciPar exemple, oréfinit par cas la somme
des valeurs assams aux feuilles d'un arbre de typs de la facon suivante :

let rec sum = function
| Leaf n => n
| Node(l, r) -> sum(l) + sum(r)

Les cefinitions par cas @sentent de nombreux avantages : elles facilitent le rai-
sonnemengéquationnel sur les fonctions et fournissent uecanisme concis et ex-
pressif pour la éfinition de fonctions. Banmoinsétendre ce @canismex des types
de donrees non algbriques (comme les graphesfigis par une triangulation de De-
launay par exemple) reste une question ouverte.

2.2.2. Reecriture locale de sous-collection

Par leur @finition inductive, les valeurs des types de deesal@briques corres-
pondenta une organisation &rarchique ; il s'agit en effet d’arbres formels dont les
valeurs sont construites par une racine agadopar un constructeur et pouvant exhi-
ber un certain nombre de fils suivant lafihition du type. Lors du filtrage tel qu'il
vient d'étre decrit, les diferents cas de la&finition des fonctions correspondent aux
différents constructeurs sur lesquels les racines gditiels. Ainsi, pour la fonction
sum, deux cas se psentent correspondaatune feuille oua un nceud de l'arbre. Le
filtrage consomme ertiement I'arbre, les sous-arbiant nomras par des variables
du filtre puis traiés par des appelécursifs le cagcteant.

Contrairement aux types de ddes alg@briques, il n’est pas possible eargral
de repésenter les collections topologiques par une racine umpqrreettant de filtrer
toute la structure de doBmes. Cependant, en partant d’'un @&snents de la collection
puis en suivant la relation d’incidence, il est possible &lectionner une partie de la
collection topologique. & al le filtrage des structures de d@®s algbriques esglo-
bal dans le senstotoute la structure est fikie, le filtrage des collections topologiques
estlocal : une sous-partie esékectionrée.
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Les transformationsétendent en ce sens l&fahition par cas de fonctions aux
collections topologiques. Dans une transformation, chags estécrit par uneégle
de eécriturea — 3 :

— la partie gaucher est unmotif qui s£lectionne par filtrage une sous-partie de la
collection, appeiesous-collection

— la partie droite3 est une expression qui calcule une nouvelle colledisnbsti-
tuer en lieu et place de la sous-collection &érpara.

Une transformation estédinie par un ensemble degles de &&criture et son ap-
plication sur une collection topologique correspond anistogerations suivantes :

1) application d’'une egle: cetteétape retourne un couple (sous-collectionétr
sous-collection calcék) ; le premieglement est issu du filtrage respectant le motif de
la regle, et le second correspoad évaluation de la partie droite de lagle. L'enjeu
determinant de I'application d’unetgle consiste sgecifier de facorélegante une
sous-collection, c’esi-direa cevelopper un langage de&gpfication de motifs concis
et expressif,

2) strategie d’application desegles: une transformatiogtant compose de plu-
sieurs egles de &écriture, unestrategie d’application desé&glesconsistea choisir
quelle egle doitétre appligée. Elle se @sente sous la forme d'un algorithme uti-
lisé lors de I'application dessgles pour choisir quelleegle doit s’appliquer lorsque
plusieurs motifs sont susceptibles de filtrer lanme sous-collection,

3) reconstruction en fonction de la liste des couples (sous-collectioreffisous-
collection calcuke), les sous-collections caléek sont&arranges les unes par rap-
port aux autres pour construire, de faconé@maimte, la collectionésultant de I'appli-
cation de laggle.

Nous decrivons en dtail dans cet article legansformations de patchgsim-
plement appélespatchesdans la suite), un type de transformatioredidesa la
specification de modifications topologiques. Nous nous pla@galement dans le
cadre de la stragie d'application deseglesmaximale parakle : intuitivement, les
regles s’appliquent un nombre maximum de fois de fagon idigo Apres I'étape
de filtrage, on assure qu'il n’existe pas de sous-colleation filtrée qui puissétre
filtrée par I'un des motifs deggles de la transformation. Lorsque deux motifs filtrent
une néme partie de la collection, une pri@iest donéea I'une des &gles. En pra-
tique, I'ordre choisi est I'ordre dans lequel Iégles sont sgcifiées. Apés la €lection
des sous-collectiors faireévoluer, I'application desagles se fait en parélle. Cette
strakgie trouve une forte motivation dans le cadre de la sinargbuisqu’elle sup-
porte l'idée que les sous-parties d’'un s évoluent en paradle et de marire
indépendante. Elle a notammegtie utiliste dans les syssines de Lindenmayer, des
sysémes deé&écriture maximale parale de chines (Lindenmayeet al., 1992, Ro-
zenberget al.,1992), qui ont grandement inspiles éveloppements du projstGS.
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Figure 2. Insertion d’'un sommet sur un arc

2.2.3. Transformation de patches

Lespatchessont destiesa modifier la structure des collections topologiques. Un
patch est un ensemble ord@de egles de&&criture :

patch id = {
Pattern => Ezp;

e

Le langage de filtréat tern aéte introduit pour spcifier les motifs. En revanche, la
partie droite desagles est une simple expression du langage, permettafectigfr
des calcul€labogés suivant la sous-collection fiée par le motifMGS propose un
ensemble &s complet d’oprateurs facilitant la éation de nouvelles collections.

Afin d'illustrer la syntaxe desegles de &criture, nous cons@ons la modifica-
tion topologique écrite figure 2 : un arc nomére, dont les faces sont apjgelsv1 et
v2, est filtie et remplaé par deux nouveaux areg ete2 ainsi qu’un nouveau som-
metv; I'arc el est bor@ par les sommetsl etv, et I'arce2 par les sommets2 etv.
Cette ogration permet d’insrer un nouveau sommet sur un arc.

Les motifs

Les motifs ccrivent la liste des cellules topologiquasfiltrer. Elles sont ca-
raciérisees par une dimension, ainsi que la liste partielle de leagssf et de leurs
cofaces. On €finit ainsi un ensemble de contraintes sur les celluledagpies com-
posant la sous-collection fifie ainsi que sur la relation d’incidence qui les relie les
unes aux autres. Voici la grammaire des motifs de patch :

Pattern

m = clcom
Op

o u= g|<|>
Clause

c x: [dim=expy, faces=exp;, cofaces=exp., erpyl

| “x:[dim=exp,, faces=expy, cofaces=exp., expp]

ou e repiésente le mot vide. Un motiPgttern) est une liste finie delausesépakes
par des oprateurs @p) ; une clauselause) correspond unélementa filtrer. Ces
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clauses sont caragistes par plusieurs informations optionnelles qui vont @ntire
la recherche d’'une sous-collection :

—x est une variable de motif qui permet de faiederencea la cellule filtée par la
clause n'importe 0 dans la&gle. Les motifs de patch ne sont pagéhires. Il est pos-
sible d'utiliser une variable qui n’es&dinie que plus loin dans le motif.&nmoins,
un nom correspond une et une seule cellule fé&. Si deux clauses partagent lenre
identificateur, elles filtrent la Bme cellule ; les @dicats des deux clauses doivefre
veérifiees,

— I'expressiorexpy assodke au cham@dim s’évalue en un entier indiquant la di-
mension de la cellule filée par la clause,

— les expressionezp; etexp.s assoddes respectivement aux chanfpges et
cofaces sont des expressions quiésaluent en deségjuences de cellules topolo-
giques. On peut utiliser ici les variables de motif ou fairectement éferencea des
cellules particukres de la structure. Cegiences contraignent la relation d’inci-
dence que doivent respecter les celluleséfds. Elles ne sont pas exhaustives; une
cellule peut possder des (co)faces en plus de celles inggsspar le motif,

— une derrgre expression optionnelle peglre ajouke a cette liste. |l s’agit de
I'expressionexp;, dont I'évaluation doit retournetrue. Cela permet par exemple
d'imposer des propgtesa la valeur assoeea la cellule filtée par la clause,

— pour autoriser certairedlementsa étre filtrés plusieurs fois (par des occurrences
differentes du @me motif ou de motifs diffrents), nous introduisons dans le motif
un operateur unairec ~ ». Celui-ci signifie que la clause correspoadine cellule
répondant toujours aux contraintes structurelles irapsgar le motif, mais qui ne
sera pas cons@ée comme filtiee apeés la recherche de l'instance. Autrement dit,
I' élement sera file maisnon consom#par I'étape de filtrage ; il pourra alo&trea
nouveau 8lectionre lors de la recherche des occurrences de filtre suivantesldiex
regles de consommation sont les suivantes :

1) toute cellule peugtre filtree san&tre consomr@e (clause dont I'identifica-
teur est peccce par l'ogerateur) ;

2) seules des cellules non conso&es peuveritre consomr@es (clause dont
I'identificateurn’est pasprécece par 'operateurs ™ »).

Les operateurs degp correspondend du sucre syntaxique. L'é@pateur infixe bi-
naire < (resp.>) contraint l'élement filté par son oprande gauché étre une face
(resp. une coface) de la cellule fé& par I'ogrande droite. Par exemple, le motif
v:[...] < e:[...] (quipeutégalement €criree:[...] > v:[...]) signifie
que la cellule filtee parv est une face de celle filie pare. En d’autres termes, ce
motif estéquivalent&a

v:[..., cofaces=e] e:[..., faces=v]
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L'absence d'oprateur entre deux clauses regpente I'absence de contrainte sur la
relation d’incidence qui lier et e. Le motif correspondara la partie gauche de la
regle de la figure 2 gcrit alors de la magre suivante :

“vli < e:[dim=11] > "v2

L'opérateur de non consommation est uéilisi pour ne pas consommer les sommets
v1 etv2. En effet, 'ogeration dcrite par la figure 2&krit la écriture de I'arce ; les
sommets ne sont pa&acrits mais uniquement utiés pour fournir urtontextdors de

la définition en partie droite des deux nouveaux arcs.

Partie droite d’'uneggle

La partie droite d’'uneagle est une expression. Elle doitesffier une nouvelle
sous-collection qui se raccrochera en lieu et place de lactmn filtrée. La partie
droite cecrit donc un ensemble de cellules topologiques anciemoesépondant aux
cellules filtiees et conseées dans la nouvelle sous-collection) ou nouvelles (corres
pondant aux cellules nouvellemenéges), ainsi que la nouvelle relation d’incidence
entre ces cellules. La syntaxe utisest la suivante :

Rhs

r o u= eler
RhsElement

e == x:[val=exp,]

| symb: [dim=expy, faces=exps, cofaces=exp.f, val=exp,]

Cette sgcification @hs pourRight-hand-sidede la sous-collectioa réécrire corres-
ponda une liste cBléments RhsElement) de deux types :

1) leséléments filtes et conselds en partie droite sonéferené&svia les identifi-
cateursx qui ont permis de les nommer en partie gauche dedger; cette prengire
construction permet de mettagour la valeur qui leur est asséei,

2) de nouvelles cellules topologiques peuvétre introduites dans le nouveau
complexe cellulaire. Cesléments n’existent pas avangéfape de reconstruction. Pour
les identifier, nous utilisons donc des symbolegi(b). Tres similaires aux atomes en
LISP, les symboles correspondent syntaxiquenadenh identificateur @oede d’'une
apostrophe inveee. Ce symbole peut appéra ailleurs dans la partie droite : il fait
alors eferencea la cellule qui sera éeea I'application de la&gle. Chaque nouvel
élement est caragtis par sa dimensiotwp,, 1a liste de ses facesp; (pouvant faire
apparidtre a la fois d'ancienglementsa travers I'utilisation des variables de filtre, et
des nouveaugléements en utilisant les symboles), la liste de ses cofaces et la
valeur qui lui est assogecxzp,.

En suivant cette syntaxe, lagle scliematige figure 2 fcrit de la fagon suivante en
MGS:
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“vi<e:[dim=117] > "v2 =>
‘e1:[ dim = 1, faces

= ("vi,‘v),
cofaces = cofaces("e), val = ... ]
‘v :[ dim = O, faces = seq: (),
cofaces = (‘el, ‘e2), val = ... ]
‘e2:[ dim = 1, faces = ("v2,‘v),
cofaces = cofaces("e), val = ... ]

Lesélements pesents en partie droite sont des nouvelles cellukEsesrdont onéfere
a l'aide des symbolesv, ‘el et ‘e2. On note que leglements filtes parvi et v2
n’étant pas consomés, ils ne sont pagécrits en partie droite de lagle. Les cofaces
de ‘el et ‘e2 sont celles de: de telle sorte que si I'are borde une cellule de di-
mensior2, les cellules spcifiees par e1 et ¢ e2 bordentegalement cette cellule a&
I'application. Notons dans cettegle I'utilisation de I'oggrateur de positior ~ » sur
les variables de filtre. Le filtrage fait correspondrees variables degdéments de la
collection, c’esta-dire des couples (valeur positions). Lorsqu’une variable de filtre
est utilie dans une expression, elidarea la valeur. La positiono est en énote
a l'aide de I'ogerateur de position.

La smantique formelle des patches n’est patailée dans cet article; le lec-
teur in€resg pourra seéferera (Spicher, 2006) pour un@mantique naturelle des
patches.

3. Intégration des G-cartes dand1GS

Le formalisme écrit dans la section pedente a dorfnnaissanca un langage
de programmation fonctionnel appdllGS dont nous avons impla@tun interpéte?.
Dans cette implantation, nous nous sommeéreggs en particulie@ un type de
collection topologique : legjuasi-varetes Il s’agit d'une classe d’espaces topolo-
giques qu'il est possible de réggenter par une structure de déas @diee : lescartes
géréralistes(plus simplemenG-carteg (Lienhardt, 1991).

Limplantation de ce type de collections topologiques déngerprete MGS est
I'objet de plusieurs motivations :

— les quasi-vaétés reposent sur la notion de complexe cellulaire que nolisouts
dans la formalisation des collections topologiques ledaahadagies au point de vue
topologique ado@dansMGS;

— les G-cartes sont une r&@sentation implicite des complexes cellulairésrilvant
les quasi-vaites ; la traduction des G-cartes en collections topologigqiest donc
pas imnédiate et constitue une bonne validation de &aégalitt des notions intro-
duites erMGS;

2. Linterprete MGS, ainsi que l'inégralie de ses sources, est libre de droit et disponitde
I'adresse suivantelittp://mgs.ibisc.univ-evry.fr.
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—les G-cartes ont fait I'objet d'une implantation optigésa travers le
développement du modeleur graphiq®KAS. Nous proposons une &gration des
G-cartes dans le cadre d'un langageldratif en se fondant sur la bibliégthue des
G-cartes évelopgie pourMOKA.

Nous commencons par gsenter b@vement les quasi-vates et la structure de
G-carte qui permet de les r&senter. Nous voyons ensuite comment les G-cartes
peuventtre considérees du point de vue des collections topologiques dans ladeng
déclaratifMGS.

3.1. Définition formelle des G-cartes

Les quasi-vaBtés sont une classe d'espaces topologiques pagreudjui corres-
pond aux objets topologiques de dimensioabtenus par 'assemblage decellules
liées le long dén — 1)-cellules. Dans ce cadre, ule — 1)-cellule ne peut pas ap-
partenir au bord de plus de deuxcellules diferentes.

Les G-cartes sont un mek topologique reposant sur la notion de complexe cel-
lulaire abstrait et qui permet de ré&senter la topologie des quasi-&ds orientables
ou non, avec ou sans bord (Lienhardt, 1994). Ce &f@ditilise astucieusement la
contrainte de bord impée par la éfinition des quasi-vagies pour regesenter de
facon implicite et compacte la relation d’'incidence erte cellules topologiques
formant I'espace cons&i. Intuitivement, consigfons un complexe cellulai€ de
dimensionn. On appellgupleune £quenceo,,, 0,1, ...,01,00) de cellules d&C
telles que pour tout o, est une-cellule eto; < o,.1. Par exemple, dans le complexe
de la figure 3( fo, e1, v2) estun tuple alors qug, es, v2) N'en est pas uref n’étant
incident nia fo ni avsy). Deux tuples sont dits-adjacentss’ils sontégaux ou s'ils
différent uniguement pour la cellule de dimensiofrar exemple, dans la figure 3,
(fo,e1,v2) €t(fo, e2,v2) sontl-adjacents. La structure de G-carte correspondht
repiesente alors I'ensemble des tuplesidainsi que leurs propetes d’adjacenca
travers des entis abstraites, appgasbrins, lieées les unes aux autres par des applica-
tions de I'ensemble des brins dans lugme.

Définition 4 (G-carte) Une carte @réralisee de dimension > 0 est une algbre
G = (B,ag,...,ay) telle que :

— B est un ensemble de brins,

—ap, ..., oy sont des involutiorfsde B dansB, et

—a; o a5 estune involution pouwd < i < i+2 < j <n.

3. Une pésentation du projeMOKA est disponiblea I'url suivante :http://www-sic.
univ-poitiers.fr/moka/
4. Une involutionf est une application telle que= f~*.
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Figure 3. Complexe cellulaire, graphe d’incidence et G-carte : la feyde gauche
décrit un complexe cellulaire de dimensi@nLa figure au centre &crit le graphe
d’'incidence (diagramme de Hasse de l'ordre induit par laatedn d’incidence) du
complexe cellulaire. La figure de droit@ckit la représentation du complexe cellulaire
sous forme de G-carte. On note en gras le tglg e;, v2) dont le brin correspondant
est mis erévidence dans la G-carte

Dans la figure 3, le complexe est traduit sous la forme d’'ursaf®e de dimension
2. Les involutionso; specifient lai-adjacence : onérifie par exemple que les brins
correspondants aux tuplég, e1, v2) et (fo, e2, v2) sont liés para, les deux tuples
étantl-adjacents. La bijection entre G-cartes et quasiéiesi esulte des propeies
d’involution desa; et desw; o a; imposes par la éfinition des G-cartes (Lienhardt,
1994).

3.2. G-cartes et collections topologiques

L'introduction des G-cartes dans I'integieMGS correspona la cefinition d’'une
nouvelle classe de collections topologiquésaeeqnt. Les collections topologiques
de typegmf sont donc restreintesdes espaces de positions egamés par des com-
plexes cellulaires pouvatre cecrits par des G-cartes. Nous proposons d'implanter
les collectiongymt en utilisant la structure de doaes de G-carte mais en conservant
a l'esprit que cette structure de d@as n’est pas accessible depuis l'intétprau
seule la relation d’incidence et les cellules topologiqi@sentétre manipuédes. Tout
I'enjeu de cette implantation est donc de rendre opaquiéidation des G-cartes.

3.2.1. Cellule topologique et G-carte

Afin de réaliser la traduction d’'une G-cargeen le complexe cellulair& qu’elle
repiesente, il est@écessaire de retrouver les celluleskda partir deg. Intuitivement,
une celluler de K est repesenke implicitement par 'ensemble des brins dont le tuple
assock contients. En supposart € B un tel brin, 'ensemble des brins contenant
est accessible au moyen d’'uosbite. Une orbite est éfinie par une&quence d’'invo-
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lutions (v, , . . ., v, ) 5 SOith un brin deB, on cfinit de facon inductive I'ensemble
iy, - -, )(b) des brins accessibléspartir de l'orbite{ay;, , . . ., «;, ) par:

{ be (... o))

b/€<ai1,...,aik>(b) = Vlﬁjflﬁi, Oéij(b/)€<0q1,...,04ik>(b)

Ainsi, I'ensemble des brins regsentant une cellule de dimension est dong par
l'orbite («p,...,@;—1, 41, ..,ay) €t un des bring dont le tuple assoeéicontient
o. Cette orbite permet d’emprunter toutes les involutionsepg «; pour parcourir
les brins accessiblgspartir deb. En interdisanty;, tous les brins consédés corres-
pondenta des tuples poéslant la néme cellule de dimensioh a savoirs. Dans la
figure 3, l'orbite (a1, an) & partir du brin(fo, e1, v2) parcour les bring fo, e2, v2),
(f1,e2,v2) €t(f1,e3,v2). Ces tuples sont les seudsontenir,. En revanche, le par-
cours de I'orbite(ayg, a2) a partir de( fo, e1, v2) ne retourne quéfy, e, vo), l'unique
autre brin contenarn; . Ainsi, un couple(b, i) € B x N permet d’identifier la cellule
o de dimension telle que le tuple assaea b contiento.

Nous utilisons ce couple pour ré&senter en @moire les cellules topologiques

des collectiongmf rendant opaque I'utilisation des G-cartes. Le programnvas

a alors acesa ces celluleg I'aide d’'un type abstraitce11 fournit par I'interpete. De
facon interne, nous avons interéla bibliotheque de gestion des G-cartesM®KA
avec notre implantatio®@Caml de I'interpiete. Les brins sont accessibles@@aml
via un type abstraiflart (voir lescustom blockslans (Leroyet al.,2004, page 254))
gue nous avonsédini; les cellules topologiques sont alors simplementéasgnées
par un couple de typgart * int.

3.2.2. Des G-cartes dans un langagédaratif

La presence des objets de typeell n’est pas suffisante : l'interpte fournit
également un certain nombre de primitives permettant éeifsgr des complexes
cellulaires complets, c’est-dire de @finir la relation d’incidence entre les cellules
topologiques.

La construction des complexes est similaide la pararétrisation d’objets
géonetriques par le\-calcul propoée dans (Dufouret al., 2002). Il y est peseng
une inegration des G-cartes dans Aitalcul type qui faciliteénornément la compo-
sition des objets gonetriques. Les G-cartes et leursavations deviennent alors des
expressions fonctionnelles.

Nous nous plagons dans un contextele point de vuex brins et involutions
est cach pour ne laisser appan® que les cellules topologiques. Les primitives pro-
poses dans l'intergte sont, dans ce contexte, de plus haut niveau que cell&siee (
fourd et al., 2002). Il est alors possible d'utiliser la puissance d’'egsion d'un
langage fonctionnel pour construire de nouveaux objets fpeamment la compo-
sition de fonctions et lagcursivig). Dans I'exemple suivant, on propose de construire
une ligne den carées (vus comme dez-cellulesa 4 dtés). Le programme suivant
sclematise comment faire :
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let add_square = function

let rec line = function 0 ->

| n -> add_square(line(n-1))

La fonctionadd_square prend en argument un complexe cellulaire (er&cddns une
G-carte) eferen& par un arc (les cercles gris et vides égantent le bord de cet
arc, les lignes pointifles repesentent la partie restante du complexe cellulaire). Elle
construit un nouveau complexe identique a&gpdent (la partie du complexe figurant
en pointiles n’est pas mod#e) auquel est ajoditun nouveau cagrconstruita partir

de 'arc pase en pararatre. Elle retourne alors un destes de ce nouveau complexe
partir duquel un nouvel appealla fonction construira un autre cariLa fonctionline
utilise ce principe en appelant de fagd@tursiveadd_square pour construire une
ligne den carésa partir d'un arc disting@ originel (poum = 0). Nous ne @étaillons
pas les primitives de l'interpte concernant la construction de G-cartes ; nous invitons
toutefois le lecteur iréiresg a parcourir (Spicher, 2006).

3.2.3. Les collections topologiquegnf

Les collections topologiques de typef sont simplement des tables d’associa-
tions applicatives attachant une valeur quelconque duam@ux cellules topolo-
giques de typacell.

4. Le raffinement de maillage

Dans cette section, nous proposons d'utiliser la programmaar egles offerte
par les patches pour sgifier un algorithme gifiquea la CAO : le raffinement de
maillage. En appliquant ces transformations sur les didlesqmf, nous cherchons
a montrer que le formalismegdelop@ dans le projeMGS permet d’'implanter de
faconélegante et expressive des algorithmes non triviaux sur desustes de dorges
complexes.

La définition et la grération de courbes et de surfaces lissé&cHesa partir
d’un petit nombre de points de codke est un prolime fondamental en mélisation
geonetrique. Une approche possible se fonde sugkidesubdivisionqui consistea
remplacer igrativement une repsentation grosare par une re@sentation plus fine.
Introduits par Chaikin en 1974 (Chaikin, 1974) les algarni#s de subdivision pour
les courbes et les surfaces se sont depuis m@spksi ces algorithmes peuvent se
décrire de mardre tes intuitive par des d@ations locales agissant sur un point et
ses voisins, leur formulation et leur implantation sontv&mi compliq@es par les
notations inde&es (vecteurs et tableaux) habituellement @#isdans les programmes
et la eindexation impligée par les changements topologiques. Cette complication
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justifie le ceveloppement d’approches implicité®,, qui ne font pasaférencea des
sequences indé@es de points. Cependant, lefidition d’'un cadrea la fois declaratif
et implicite n'a Eellement abouti que pour la subdivision de courbes (Pkigsircz
et al.,2003).

Ce type d’'algorithme est donc un bon test pour valider I'espivie de MGS.
L'exemple cevelopg ci-dessous illustre I'utilisation des patches pour kec#pration
d’'opérations topologiques sur des maillages de surfaces @ésngn dimension
3. L'approche est comptement édclarative (les modifications topologiques sont
specifies par desagles locales qui corresponderia description informelle de I'algo-
rithme) ce qui épond par la positiva une question pée dans (Smitlet al.,2004) :
est-il possible de programmer de mine ceclarative les oprations de subdivision
d’un maillage au-deél de la dimension 1.

4.1. La subdivision de Loop

Les algorithmes de subdivisioegerenta la limite des surfaces lisses eeréint des
subdivisions de maillages polygonaux. Dans (Zorin, 2000)rouve une description
détaillée des processus de subdivision wipour la moélisation et 'animation. Les
algorithmes de subdivision sontésgifies localemena I'aide demasques il s'agit
de complexes cellulairesdrivant une partie d’'un maillage ceedr sur urélémenta
raffiner (un arc ou une face) pour lequel un nouveau sommetéésti_es coordonges
de ce sommet songtermirees par une combinaison affine des positions des sommets
apparaissant dans le masque. Les padside continué de la surface obtenue en
itérant jusqua la limite I'algorithme de subdivision, défent selon le masque utitis
La qualie du masqueé&pend de ces pro@tes : on chercha construire des surfaces
aussi lisses que possiblé'{-continues ouC?-continues partout par exemple). Il est
difficile de realiser cette propeie sur des maillages arbitraires, ceux-@gentant des
irrégularies sitees en des points singuliers. Un masque est donc choisnsievgpe
de maillage ou de propésa \erifier.

Nous nous irtressons la subdivision de Loop (Loop, 1987). Cet algorithme de
raffinement :

— fonctionne painsertion de sommetsa chaque application de I'algorithme un
sommet est irsé sur chaque arc du maillage pour le diviser en deux arcs nigerss
sont conserds, et les nouveaux sommets soaslentre eux par de nouveaux arcs;

— s’applique sur et@rere desnaillages triangulaires

— estapproximant: les anciens sommets voient leur position dans I'espace mo-
difiée et les sommets iaes sont plages en fonction de la position des anciens som-
mets dans le maillage initial (les subdivisions approxitears’'opposent aux subdivi-
sionsinterpolantegqui n’affectent pas la position des anciens sommets).

L'algorithme est écrit d’'une part, par la modification du maillage qu'érgre et
d’autre part, par le placemenégnetrique des sommets du maillage.
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Modification topologiquela modification du maillage est fobé sur la subdivision
polyédrique pesenge figure 4. Un sommet est &g sur chaque arc ; les triangles sont
raffinés en 4 triangles plus petits.

Figure 4. Algorithme de Loop : modification topologique

Placement §onetrique. Les masques de Loop fournissent les informations
nécessaires pour positionner les nouveaux sommets endoruds coordorges des
anciens, et pouré&placer les anciens sommets. lls soatrits figure 5. A gauche,
les coordonées du nouveau sommetinséré sur I'arc boré parv; etwv, (figuré en
gras sur I'image) sont doies par la somme poae des coordoraes de sommets
voisins suivante :

3, 3, 1,1
3, .3, 1 1
g1 T g T g g

A droite, les coordonees d’'un ancien sommetdu maillage sont recalceés en fonc-
tion de la position de ses sommétsoisinsdans le maillage initial par :

2
(1—kﬂ)v+26vi avecs = % (Z— (:—i—icosQ]:) )
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Figure 5. Algorithme de Loop : modificationegnetrique
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4.2. Repésentation des objetsgnétriques enMGS

Les objets gonetriques sont re@isenés enMGS par les collections topologiques
fondées sur la notion de G-carte que nous avons vusggemment.

Nous souhaitons repsenter des surfaces compes de polygones. Il s'agit donc
de complexes cellulaires de dimensidnLes 2-cellules (appd&eségalemenfaces
sont cecokes par le symboléface. Les arcs [-cellules) sont @cogs par le symbole
‘edge ; on remarque en particulier que la manipulation de solidgmise que chaque
arc soit bor@ par deux faces (les arcs @fuaux bords sont inciderasune seule face ;
nous ne les cons@tons pas dans notre implantation).

Les sommets portent une information plus struegr repesenge par
I'enregistremenMGS (équivalenta une structure e@) suivant :

record vertex = { x:float, y:float, z:float, n:int } ;;

dont les champs, y etz codent les coordor@es du sommet gqu'ilsetorent. L'entier

n encode la grérationa laquelle le noeud &té créé. En effet, il nous faut distinguer
les anciens et les nouveaux sommets. On utilise alors cepchaous supposons pour
cela I'existence d'un compteen contenant I'entier correspondaatia ¢grération
courante. Un ancien sommet aura un changtrictement inérieura gen. On pren-
dra soin d'incementer le compteuen apes chaque application de I'algorithme de
subdivision.

Pour simplifier la description des programnM&S, nous supposons I'existence
d’une fonctionaddCoord sommant des coordoaas de deux points, et d’'une variable
globale0 correspondara I'origine.

4.3. Subdivision de Loop eMGS

Limplantation de I'algorithme de Loop est faite en tréspes.

1) La sauvegarde des anciennes cooréesn: les sommes poages font
réference aux positions des sommets dans le maillage init@misrogrammons le
déplacement des sommets suivant le masque de Loop de droitefsgure 5, mais
nous sauvegardons les anciennes cooréesipour le calcul de la position des nou-
veaux sommets.

patch even_vertex = {
v:[dim=0] =>
let s = ccellsfold(addCoord, 0, v, 1) and b = [ in
v:[val={ ox = v.x, x = (1-k*b)*v.x + beta*s.x, ...}]
b

Ce patch est constiéud’'une seuleggle filtrant un sommet pour mettrea jour sa
déecoration. Les variables et b correspondent respectivementa somme des coor-
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Figure 6. Création des 4 triangles raffésa partir d’'un hexagone dans la subdivision
de Loop

donrées des sommetsvoisins dev et au coefficientt du masque de Loop. La primi-
tive ccellsfold(f,z,o0,4) récugere laliste(oy, ..., 0, ) desi-voisines des et cal-
cule la valeurf (o1, (... f(on,2)...)). Les anciennes coordo@es sont conseges
dans les champsx, oy etoz alors que les champs y etz sont misa jour.

2) L'insertion des nouveaux sommets :

patch odd_vertex = {
vl < e:[dim=1] > ~v2
“vl < Tel3d > "v3 < "e23 > "v2
“vl < Teld > “vd < Te24 > "v2

=>
‘v:[ dim = 0, cofaces = (‘el,‘e2), val = v ]
‘el:[ dim =1, ..., val = ‘edge ]
‘e2:[ dim =1, ..., val = ‘edge ]

boss
Ce patch est proche du patctepené en exemple section 2.2.3. Le motif és¢ndu
pour prendre en compte les sommesset v4 qui apparaissent dans le masque de
Loop a gauche figure 5. Seul I'arc est consomm@ pourétre supprirgé et remplae.
Les autre€lements filtes servant de contexte, ils ne sont pas consesam

3) La creation des triangles raffas : le patch greédent divisant chaque arc en
deux, les triangles du maillage initial sont transfésren hexagone. Lescellules
sont alors étruites pougtre substitaes par les nouveaux triangles raéfn

patch subdivideFace = {
f:[ dim = 2, faces = (Tel,"e2,"e3,"e4,"e5,"eb6) 1]

vl < el > "v2:[ v2.n == gen ] < "e2 >

“v3 < "e3 > "v4:[ v4.n == gen ] < "ed >

“vb < “eb > "v6:[ v6.n == gen ] < "e6 > “vi
=>

‘al:[ dim = 1, faces = ("v2,7v4), val = ‘edge ]
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‘a2:[ dim = 1, faces = ("v4,"v6), val = ‘edge ]
‘a3:[ dim = 1, faces = ("v6,7v2), val = ‘edge ]
‘f1:[ dim = 2, faces = (‘al,”e2,"e3), val = ‘face ]
‘f2:[ dim = 2, faces = (‘a2,"e4,”eb), val = ‘face ]
‘f3:[ dim = 2, faces = (‘a3,"e6,"el), val = ‘face ]
‘f4:[ dim = 2, faces = (‘al,‘a2,‘a3), val = ‘face ]

}

Ce patch est compésd’'une seule &gle qui est scdmati€e figure 6. On note la
présence des tests.n == gen pour differencier les anciens des nouveaux sommets.

La figure 7 pesente lesasultats d’applications de I'algorithme de Loopngrés par
l'interpreteMGS.

Figure 7. Résultats de l'application de l'algorithme de Loop sur un mi@ant. De
gauchea droite, I'état initial puis 3 ierations de I'algorithme. Ces images o&te
gérérées par l'interpeteMGS

5. Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit des concepts peantdt repesentation et
la manipulation de structures topologiques arbitraireaneemplexes. Lesollections
topologiquessont des nouvelles structures de dees correspondaatdes champs de
donrees indegs par des espaces topologiques discrets. Ces espacesmesemts
par descomplexes cellulaires abstrajtan outil matlematique issu de leopologie
algébrique Pour manipuler de fagon concise et expressive de telteststes de
donrees, lesransformationsdéveloppent le concept dé&écriture localede collec-
tions topologiques. Il s’agit d’'une extension dédiditions par cas de fonction : une
transformation permet de &gfier une modification locale d’'une collection topolo-
giquea l'aide de egles de&ecriture dont les motifs sont construégartir de la rela-
tion d’incidence des complexes cellulaires. Nous avoésegné en ctails une classe
particuliere de transformations, lpatchesfondées sur un langage deésjification de
motifs original et autorisant la modification de la struetdies complexes cellulaires.
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Ces concepts orité integes dans un langage fonctionnel. Bien que la notion de col-
lection topologique soit ifgpendante d’'un paradigme de programmation (qu'il soit
impératif, objet, fonctionnel, ...), la prise en compte desgfarmations dans un cadre
fonctionnel est naturelle et bien adaet la Bécriture locale deslements de la collec-
tion topologique est en accord avec le paradigme fonctiocquigoroazde par calcul
d’une nouvelle valeur&sultat, en fonction d’'une valeur argument, sans effet dé.bo

Afin d'illustrer nos propos, nous nous sommes pé&schur une application des
collections et des transformations dans le cadre de la CAGt.dabord, nous avons
chercte a sgcifier des espaces topologiques appglasi-varetesa I'aide d’'un type
particulier de collections topologiques. Les quasi-®@as peuvenétre repesenges
par desG-cartes un moale topologique. Les G-cartes reposent sur la notion de com-
plexe cellulaire et sont en cela adegs$ au point de vue topologique que nous adoptons
avec les collections. Malgra repesentation implicite de la structure qu’elles offrent,
nous avons utilis les G-cartes pour I'implantation de cette classe d’espdanale-
ment, nous avons illugn’utilisation des transformations pour&gfierpar reglesune
opération largement utilese en CAO : le raffinement de maillage. Avec cette implan-
tation, nous montrons qu'il est possible decdre au moyen desgles de &criture
des processus topologiques complexes de faéotathtive, expressive et concise.

Bien que nous nous soyons attask des prol#matiques touchant le domaine
de la CAQ, les conceptsdelopjies dans le projdiGS peuventetre appligés dans
beaucoup d’autres domaines. Nous les avons par exemjgésipbur spcifier la pro-
pagation d’'une onde dans un milieu amorphe (Rauch, 20G8)td-assemblage par
accietion ou par écoupage de fractales (Giavigbal., 2006), I'evolution de la den-
sitée de particules baignant dans un fluide dans un milieu aifgitrent complexe (Egli
et al., 2004), ou encore dans la ré&sentation de connaissanced’'aide de la g-
analyse (Valenciat al.,1998) pour revenir aux exemples concernant le calcul dpatia
présengés dans l'introduction de cet article. Ces travaux nousegatement conduits
a l'utilisation de la gécriture pour la moélisation et la simulation de syshes com-
plexes. Letat du systme est dcrit par une collection topologique, et sa dynamique est
specifieea I'aide des transformations. Nous avons en particuksetbp@ un moele
pour simuler le processus de neurulation (Spi@te.,2005), plenonene important
de 'embryognrese. Le langag®lGS a égalemenéte utilise dans la moglisation de
la croissance du ériseme apical de I'arabette (Reuikk al.,2006).

Les travaux futurs portent sur la compilation ddapes de filtrages et de recons-
truction. Par exemple, I'implantation actuelle des pasche les G-cartes, notamment
pour la reconstruction, consiséetransformer la G-carte en un complexe cellulaire
abstrait (dont le pouvoir d’expressigiinclut celui des G-cartes). La structure ainsi
transforngée est facilement manipulable mais on perd les avantagesthigiques et
les performances d’une structure de deesitelle que les G-cartes. De plus, la trans-
formation d’une structure en une autre est @&xtement coteuse. Une optimisation
possible consisterait traduire un motif filtrant des cellules topologiques en wiifm
equivalent filtrant directement un ensemble de brins.
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Plus ¢geréralement, du fait de sa richesse, I'algorithme de filtrag® motifs des
patches est@&erminant pour les performances d’un progranmM@S. En effet, trou-
ver une instance d’'un motif consiste earlunération de I'espace des sous-collections
vérifiant les contraintes impéss par le motif. Plusieurs voies peuvélres suivies
pour optimiser cette recherche. Les deux techniques sewaont envisaes :

1) la progression dans I'espace des sous-collections santagu rythme des
echecs successifs de la recherche des instances, il agielsiénunerer leslements
du motif de telle sorte quedthec se produise au plug.tCommencer le filtrage par
lesélements les plus contraints est donc une optimisation dessib

2) les motifs peuvent gsenter degléments de sy#tries. Celles-ci peuvelgtre
utilisées pour &duire I'espace de recherche étiiliser des &sultats interradiaires.
Elles peuvent amener plugigeralemena cevelopper une afghre de filtre fournissant
une aidea la compilation (par exemple pouétjuivalence entre filtres).

Nous travaillonsgalement sur la&inition d’'une #mantique formelle &crivant
les collections et les transformations. Ces recherchespsaticulierement orierétes
sur la cefinition d’'une €mantique des transformations f@edsur une analogie entre
les homomorphismes de structures de dmmet les formes défentielles de la
géonttrie algebrique. En effet, les collections topologiques peugtrd vues comme
deschdnes topologiqgue@Munkres, 1984, Giavittet al.,2002, Spicher, 2006). Elles
permettent la fois d’associer des valeurs aux cellules topologiqueis elles four-
nissentéegalement une structure de groupe facilitant la manimratie ces espaces.
Dans ce cadre de la topologie algique, les homomorphismes de Ttfes sont ap-
pekscochdneset sont utili€s pour @finir des formes difrentielles sur des espaces
discrets. L'objectif de ce rapprochement entre colleditopologiques et formes
différentielles est de&dinir un ensemble minimal d’@pateurs, et I'algbre assoée,
sur les transformations. Cette alge permettra dans le cadre de la simulation de
sysémes complexes, I'expressioBrgrique de sobmas d'interactions ir@pendants
de la topologie du sysme. On pense par exempida ¢eréralisation de I'oprateur
Laplacien renconé en physique pour la métisation de processus de diffusion. Sa
géeréricite permet de combiner des nids de diffusion discretst continus. Cette
perspective conduit naturellementa mise en ceuvre de simulations hybrides (temps
et espace continus/discrets) ou multirakss.
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