Théorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Une chaine d'un graphe G=(X,E) est une suite de la forme:
(x0,€1,%1,...,€k, Tk)

ou k >0

les T; sont les sommets de G
les €; sont les arétes de G

tq les sommets Z; et T;+1 sont les extrémités de l'aréte €i+1
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Theorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Exemple. Quelques chaines dans le graphe G:

Ci = (x,a,2,d,y)

Cs = (x,a,z2,d,y,c,x)

Cs = (.CC,CL, 2 baxacaya eayada Z)

Graphe G = (X,E)
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Théorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Dans la chaine (990, €1,L1,...,€L, CUk)
k designe le nombre d'arétes et on l'appelle la longueur de la
chaine

ro et xr sontles extrémités de la chaine.
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Théorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Dans la chaine (990, €1,L1,--., €k, CUk)
k designe le nombre d'arétes et on l'appelle la longueur de la
chaine

ro et xr sontles extrémités de la chaine.

Lorsque le graphe est simple, chaque aréte est representee par
ses extrémités et par conséquent, une chaine est définie
simplement par la suite de ses sommets (370, L1y L2y ey 5Uk)
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Theorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Dans la chaine (990, €1,L1,...,€L, CUk)

k designe le nombre d'arétes et on l'appelle la longueur de la
chaine

ro et xr sontles extrémités de la chaine.

Lorsque le graphe est simple, chaque aréte est representee par
ses extrémités et par conséquent, une chaine est définie
simplement par la suite de ses sommets (370, L1y L2y ey 5Uk)

Une sous-chaine d'une chaine est une chaine définie comme

sous-suite, entre deux sommets, de la chaine définissant la
chaine considéree.
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Théorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Exemple. Quelques chaines dans le graphe G:

Ch1=(x,a,z,d,y)

Co = (x,a,2,d,y,c,x)

Z

C — xﬂajzjbjxﬂcj 767 JdJZ
I 3 = 56 ) Graphe G = (X,E)

Les longueurs sont respectivement 2, 3 et 5
(', est une sous-chaine de (>
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Théorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Une chaine est dite simple si ses arétes sont deux a deux
distinctes. On dit que la chaine ne passe pas deux fois par
une méme aréte.
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Theorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Une chaine est dite simple si ses arétes sont deux a deux

distinctes. On dit que la chaine ne passe pas deux fois par
une méme aréte.

Une chaine est dite élémentaire si ses sommets sont deux a

deux distincts. On dit que la chaine ne passe pas deux fois
par un méme sommet.

Rmq. Elémentaire entraine simple.
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Theorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Une chaine est dite simple si ses arétes sont deux a deux
distinctes. On dit que la chaine ne passe pas deux fois par
une méme aréte.

Une chaine est dite élementaire si ses sommets sont deux a
deux distincts. On dit que la chaine ne passe pas deux fois
par un méme sommet.

Rmq. Elémentaire entraine simple.

Une chaine est dite fermée si ses extrémités Toet i coincident.
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Théorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Exemple. Quelques chaines dans le graphe G:

Cl — (.CU, a, z, da y)

Cs = (x,a,z2,d,y,c,x)

Cs = (.CC,CL, 2 baxacaya eayada Z)

Graphe G = (X,E)

(', est simple et élémentaire
(5 est simple, fermée
(5 est simple mais elle n'est pas élémentaire
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Théorie des Graphes
4. Chaines et cycles.

4.1. Chaines.

Lemme. Dans un graphe, si deux sommets sont reliés par une
chaine alors ils sont relies par une chaine élementaire.
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Théorie des Graphes
4.2. Cycles.

Un cycle est une chaine

* de longueur plus grande ou égale a 1
. ° simple

* et fermeée

c.a.d., une chaine (3307 €1,xL1,...,€k, 990)
ou k > 1 etles arétes ¢; sont deux a deux distinctes.
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Théorie des Graphes
4.2. Cycles.

Un cycle est une chaine

* de longueur plus grande ou égale a 1
* simple

* et fermeée

c.a.d., une chaine (3307 €1,xL1,...,€k, 990)
ou k > 1 etles arétes ¢; sont deux a deux distinctes.

Exemple. La chaine
Cy = (x,a,z2,d,y,c,x)

est un cycle de longueur 3.
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( Théorie des Graphes
4.2. Cycles.

L'entier k est la longueur du cycle.
Notons que k>0. Lorsque k=1, le cycle est constitué d'un sommet

avec une boucle.
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Théorie des Graphes
4.2. Cycles.

L'entier k est la longueur du cycle.
Notons que k>0. Lorsque k=1, le cycle est constitué d'un sommet
avec une boucle.
Lorsque le graphe est simple, un cycle peut étre défini par la suite
(20,21, ...,%k—1,%0) de ses sommets.

|
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Théorie des Graphes
4.2. Cycles.

L'entier k est la longueur du cycle.
Notons que k>0. Lorsque k=1, le cycle est constitué d'un sommet
avec une boucle.

Lorsque le graphe est simple, un cycle peut étre défini par la suite
(330, L1yeeoy Lk—1, 990) de ses sommets.

Un cycle est élementaire si ses sommets Lo, L1,...,Tk—1 sont
deux a deux distincts.

Matheématiques discretes 16
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Théorie des Graphes
4.2. Cycles.

L'entier k est la longueur du cycle.
Notons que k>0. Lorsque k=1, le cycle est constitué d'un sommet

avec une boucle.

Lorsque le graphe est simple, un cycle peut étre défini par la suite
(330, L1yeeoy Lk—1, 990) de ses sommets.

Un cycle est élementaire si ses sommets Lo, L1,...,Tk—1 sont
deux a deux distincts.

Un cycle est dit pair ou impair suivant que sa longueur est paire
ou impaire.
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Theorie des Graphes
4.2. Cycles.

X

Exemple. La chaine
Cy = (z,a,2,d,y,c,z) 4

est un cycle de longueur 3.

Elle est elémentaire, impaire.
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Théorie des Graphes
4.2. Cycles.

Exemple. La chaine
Co = (x,a,z,d,y,c,x)

est un cycle de longueur 3.

Elle est elémentaire, impaire.

Rmgq. On ne distingue pas des cycles qui ne different que par
leurs paramétrages, c.a.d., par les suites qui les définissent.

Exemple. (5 = (x,a,z2,d,y,c,x)
— (Za d7 Yy, ¢ &, d, Z)
— (ya C, X, Q, 2, da y)
Matheématiques discretes 19
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Théorie des Graphes
4.2. Chaine et cycles comme graphes.

Soit un graphe G = (X,E).

Par extension des définitions précédentes, on appelle G une
chaine (élémentaire) si

X ={xo,21,...,%}

et £ ={ei,ea,...,€}
tq (:UO, €1, L1y-..,Ck, CUk) soit une chaine élémentaire de G.

Matheématiques discretes 20
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Théorie des Graphes
4.2. Chaine et cycles comme graphes.

Soit un graphe G = (X,E).

Par extension des définitions précédentes, on appelle G une
chaine (élémentaire) si

X ={xo,21,...,%}

et £ ={ei,ea,...,€}
tq (:UO, €1, L1y-..,Ck, CUk) soit une chaine élémentaire de G.
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Théorie des Graphes
4.2. Chaine et cycles comme graphes.

De méme, on parle d'un cycle si G peut étre parametre comme un
cycle élémentaire.

Un tel cycle est unique des lors que sa longueur est fixée.
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Théorie des Graphes
4.2. Chaine et cycles comme graphes.

De méme, on parle d'un cycle si G peut étre parametre comme un
cycle élémentaire.

Un tel cycle est unique des lors que sa longueur est fixee.
C'est ainsi par exemple qu'on parle du cycle de longueur 5.
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Théorie des Graphes
5. Deqre.

On appelle degré d'un sommet x d'un graphe G le nombre
d'arétes de G incidentes a x, c.a.d., admettant x comme extrémite.

Précisons que chaque boucle compte deux fois.

On note d(x) ou d¢(x) cet entier.

Mathématiques discretes 24
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Théorie des Graphes
5. Deqre.

On appelle degré d'un sommet x d'un graphe G le nombre
d'arétes de G incidentes a x, c.a.d., admettant x comme extrémite.

Précisons que chaque boucle compte deux fois.

On note d(x) ou d¢(x) cet entier.

X

Exemple.
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Theorie des Graphes
5. Deqre.

Un sommet est dit isolé si son degrée est nul.

Mathématiques discretes 26




Theorie des Graphes
5. Deqre.

Un sommet est dit /sole si son degré est nul.

Exemple. Corse est isolé (au point de vue ferré)

Rouen

Strasbourg
Paris
I Lyon
Bordeaux
Toulouse @ Corse
Mathématiques discretes 27
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Theorie des Graphes

5. Deqre.

Proposition. Dans un graphe quelconque G=(X,E), on a
> dg(z) =2m.
reX
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Theorie des Graphes
5. Deqre.

Proposition. Dans un graphe quelconque G=(X,E), on a

> dg(z) =2m.
Exemple.
d(r) =3
d(y) =4 m =5
d(z) =3

d(x) +d(y) +d(z) = 2m

Mathématiques discretes




Théorie des Graphes
5. Deqre.

Proposition. Dans un graphe quelconque G=(X,E), on a

> dg(z) =2m.

reX

Corollaire. Dans un graphe quelconque,

* |a somme des degrés est paire

* le nombre de sommets de degré impair est pair

Matheématiques discretes 30
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Théorie des Graphes
5. Deqre.

Exercice. Considérons un groupe de 5 amis qui s'embrassent

pour se dire bonjour. Est-il possible que chacun d'entre eux

embrasse exactement 3 de ses amis ?

Matheématiques discretes 31
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Théorie des Graphes
5. Deqre.

On appelle

* degré minimum d'un graphe G le minimum des degres,
notée O0¢ ou O

* degrée maximum de G le maximum des degres,
notée Ag ou A

Matheématiques discretes 32
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Théorie des Graphes
5. Deqre.

On appelle

* degré minimum d'un graphe G le minimum des degres,
notée O0¢ ou O

* degrée maximum de G le maximum des degres,
notée Ag ou A

Rmaq. Il résulte de la proposition précédente les inegalites:
I nd < 2m < nA

Matheématiques discretes 33
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Théorie des Graphes
5. Deqre.

Graphes reqguliers

Un graphe G est dit requlier si les degrés de ses sommets sont
fous egaux.

On peut préciser le degré commun k des sommets en disant k-

requlier.
En particulier, les graphes 3-requliers sont dits cubiques.

Matheématiques discretes 34
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Théorie des Graphes
5. Deqre.

Graphes reqguliers

Un graphe G est dit requlier si les degrés de ses sommets sont
fous egaux.

On peut préciser le degré commun k des sommets en disant k-
requlier.
En particulier, les graphes 3-requliers sont dits cubiques.

Rmq. Pour un graphe G k-régulier, on a

nk = 2m
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Un graphe G est dit connexe si deux sommets quelconques sont
relies par une chaine.

Matheématiques discretes 36
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Un graphe G est dit connexe si deux sommets quelconques sont
relies par une chaine.

Exemple. Un graphe connexe

Matheématiques discretes 37
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Théorie des Graphes
6. Connexitée.

Un graphe G est dit connexe si deux sommets quelconques sont
relies par une chaine.

Exemple. Un graphe non connexe

Matheématiques discretes 38
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Les composantes connexes d'un graphe G sont les sous-graphes
engendrés connexes maximaux de G.

Matheématiques discretes 39
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Théorie des Graphes
6. Connexitée.

Les composantes connexes d'un graphe G sont les sous-graphes
engendrés connexes maximaux de G.

Maximal veut dire ici que le sous-graphe en question n'est pas lui-
méme sous-graphe propre, c.a.d., ayant strictement moins de
sommets, d'un sous-graphe connexe de G.
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Théorie des Graphes
6. Connexitée.

Les composantes connexes d'un graphe G sont les sous-graphes
engendrés connexes maximaux de G.

Maximal veut dire ici que le sous-graphe en question n'est pas lui-
méme sous-graphe propre, c.a.d., ayant strictement moins de
sommets, d'un sous-graphe connexe de G.

Rappel. Pour chaque sous-ensemble de sommets X', le sous-
graphe engendre par X' est G'=(X"E') t.q.
E' est 'ensemble des arétes de E qui ont leurs extremités dans X'
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Les composantes connexes d'un graphe G sont les sous-graphes
engendrés connexes maximaux de G.

Exemple.

Mathématiques discretes 42
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Les composantes connexes d'un graphe G sont les sous-graphes
engendrés connexes maximaux de G.

Exemple.
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Les composantes connexes d'un graphe G sont les sous-graphes
engendrés connexes maximaux de G.

Exemple.
u
®
f
@
Y
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Les composantes connexes d'un graphe G sont les sous-graphes
engendrés connexes maximaux de G.

Exemple.

Matheématiques discretes 45
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( Théorie des Graphes

6. Connexiteé.

Propriéetes.

Un graphe est connexe si et seulement s'il n'a qu'une seule
composante connexe.

Matheématiques discretes 46
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Théorie des Graphes
6. Connexitée.

Propriéetes.

Un graphe est connexe si et seulement s'il n'a qu'une seule
composante connexe.

Les composantes connexes d'un graphe sont des sous-graphes
deux a deux disjoints, c.a.d., n'ayant deux a deux ni de sommets

ni d'arétes en commun.
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Theorie des Graphes
6. Connexitée.

Propriéetes.

Un graphe est connexe si et seulement s'il n'a qu'une seule
composante connexe.

Les composantes connexes d'un graphe sont des sous-graphes
deux a deux disjoints, c.a.d., n'ayant deux a deux ni de sommets
ni d'arétes en commun.

Si un graphe possede un graphe partiel connexe, il est lui-méme

connexe.
(Rappel. Un sous-graphe est partiel si il contient tous les sommets

du graphe original.)
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

Un graphe G=(X,E) est biparti si
X peut étre divisé en deux parties X1 et X2, appelees classes :
disjointes: X1 N X2 =0
recouvrant I'ensemble: X1 U X2 =X
et toute aréte a une extremité dans chaque classe.

Matheématiques discretes 49
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

Un graphe G=(X,E) est biparti si
X peut étre divisé en deux parties X1 et X2, appelees classes :
disjointes: X1 N X2 =0
recouvrant I'ensemble: X1 U X2 =X
et toute aréte a une extremité dans chaque classe.

Exemple.

Matheématiques discretes o0
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

Un graphe G=(X,E) est biparti si
X peut étre divisé en deux parties X1 et X2, appelees classes :
disjointes: X1 N X2 =0
recouvrant I'ensemble: X1 U X2 =X
et toute aréte a une extremité dans chaque classe.

Exemple.

—_— —_—
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

On note un graphe biparti G=(X,Y,E) ou X et Y sont les deux
classes et E est 'ensemble des arétes.
(Par conséquent, X U Y est I'ensemble de sommets)

Matheématiques discretes 52
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

On note un graphe biparti G=(X,Y,E) ou X et Y sont les deux
classes et E est 'ensemble des arétes.
(Par conséquent, X U Y est I'ensemble de sommets)

Rmaq,.
L'un des ensembles X et Y peuvent étre vide.
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

On note un graphe biparti G=(X,Y,E) ou X et Y sont les deux
classes et E est 'ensemble des arétes.
(Par conséquent, X U Y est I'ensemble de sommets)

Rmaq,.

L'un des ensembles X et Y peuvent étre vide.
Dans ce cas, le graphe n'a pas d'aréte.

N /0

/ @ \ / \

[ \ | \

\ ® | | l

\ / |

e \
XN /Y
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

On note un graphe biparti G=(X,Y,E) ou X et Y sont les deux
classes et E est 'ensemble des arétes.
(Par conséquent, X U Y est I'ensemble de sommets)

Rmaq,.

L'un des ensembles X et Y peuvent étre vide.
Dans ce cas, le graphe n'a pas d'aréte.

Une bipartition qui définit un graphe comme biparti n'est pas
unique en général.
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Théorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

On note un graphe biparti G=(X,Y,E) ou X et Y sont les deux
classes et E est 'ensemble des arétes.
(Par conséquent, X U Y est I'ensemble de sommets)

Rmaq,.

L'un des ensembles X et Y peuvent étre vide.
Dans ce cas, le graphe n'a pas d'aréte.

Une bipartition qui définit un graphe comme biparti n'est pas
unique en general. , L, =~ o~

X\ -7 ~7Y X>_ - v Y
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Theorie des Graphes

/. Graphes bipartis.

On note un graphe biparti G=(X,Y,E) ou X et Y sont les deux
classes et E est 'ensemble des arétes.
(Par conséquent, X U Y est I'ensemble de sommets)

Rmaq,.

L'un des ensembles X et Y peuvent étre vide.
Dans ce cas, le graphe n'a pas d'aréte.

Une bipartition qui définit un graphe comme biparti n'est pas
unique en général.

Un graphe biparti n'a pas de boucle.
Par contre, un graphe biparti peut avoir des arétes multiples.
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Theorie des Graphes
/. Graphes bipartis.

Exemple.
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Théorie des Graphes
/. Graphes bipartis.

Un graphe biparti G=(X,Y,E) est complet si
toute paire d'un sommet de X et d'un sommet de Y est une aréte
cad,F ={xylre X,y Y}

Matheématiques discretes 99
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Theorie des Graphes
/. Graphes bipartis.

Un graphe biparti G=(X,Y,E) est complet si
toute paire d'un sommet de X et d'un sommet de Y est une aréte
cad,F ={xylre X,y Y}

Exemple. y, \ y, \

X\\ / N / Y

Matheématiques discretes 60
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Theorie des Graphes
/. Graphes bipartis.

Un graphe biparti G=(X,Y,E) est complet si
toute paire d'un sommet de X et d'un sommet de Y est une aréte
cad,F ={xylre X,y Y}

Exemple. PN PPN
/ ‘1 \
SN |
I | ‘L |
\ « /
\ / \ /
X< 7 ~_ Y représentation
Ko 3 planaire
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