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Structures et géneralites

. Graphes

I.Nombres, suites et fonctions géenératrices
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Structures et géneralites

. Graphes

I.Nombres, suites et fonctions géenératrices

Notation:

Contrble continu sur les graphes:
| 33% , vers mi-mars
Examen :

67% , vers mi-mai
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Théorie des Graphes

Contenu:

- Définitions et proprietes de base
- Graphes orientés
4 cours de 3h + 6 TD de 3h
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Théorie des Graphes

Contenu:

- Définitions et proprietes de base
- Graphes orientés
4 cours de 3h + 6 TD de 3h

Références:

Livre “Théorie des graphes et applications”
Jean-Claude Fournier

Supports du cours
http://www.lacl.fr/~matran/maths/
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Theorie des Graphes
1. Notion de graphes:

- Points
- Lignes reliant certains points
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Theorie des Graphes
1. Notion de graphes:

- Points
- Lignes reliant certains points

Rouen
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Paris
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Bordeaux
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Theorie des Graphes

Exemples. Réseaux de mobiles
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Theorie des Graphes

Exemples. Réseaux de mobiles
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Théorie des Graphes

Exemples. Passeur, Loup, Chevre et chou

- Un Passeur doit faire traverser une riviere a un Loup, une Chevre
et un chou.

* |l ne peut prendre qu'un seul des trois a chaque traversee

* |l ne peut pas laisser seuls sur une rive, sans sa surveillance:
- le Loup et la Chevre,
- ni la Chevre et le chou (mauvaises situations).

Comment doit-il procéder pour faire traverser tous les trois?
| Quelle est la solution la plus rapide?
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Theéorie des Graphes

PLCc ||
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| Théorie des Graphes

LCc || P

bc || P

PLCc || | PLCc

Lc || PC

LC || Pc
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Theorie des Graphes

LCc || P

/PCC L
bc || P

PLCc || / PLc || C | PLCc

Lc || PC

PLC || c
% |

LC || Pc
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Theorie des Graphes

LCc|| P
PCc||L{—c || PLC
bc || P
PLCc || PLc||C| JC || PLc | PLCc
Lc || PC’/

PLC || c[—=|L || PCc
% ] ]

LC || Pc
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Theorie des Graphes

LCc || P

PCc || L

bc || P

c || PLC

—>

oC || LG

PLCc || PLc || C
Lc || PC

C || PLc

—>

PC || Lc

LC || Pc

iy

PLC || c

|| PLCc
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Theorie des Graphes
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Theorie des Graphes
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Theorie des Graphes
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Theorie des Graphes

LCc || P

PCc || L

bc || P

c || PLC
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Theorie des Graphes

LCc || P

PCc || L

bc || P

c || PLC

<>
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Théorie des Graphes
2. Définition des graphes.

Un graphe (non orienté) G est defini par deux ensembles finis:

- X, non vide, d'éléments appelés sommets
- E d'éléments appelés arétes

Associes a chaque aréte e sont deux sommets x et y; distincts
ou non, appeles les extremités de e

Mathématiques discretes 21
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Theorie des Graphes
2. Définition des graphes. Exemple

Graphe G = (X,E)
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Théorie des Graphes
2. Définition des graphes. Exemple

Graphe G = (X,E)

Mathématiques discretes

N

Le graphe G est défini par deux
ensembles:

Ensemble de sommets
X ={xy,z}

Ensemble d'arétes
E ={a,b,c,d,e}

23
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Theorie des Graphes
2.1. Notations

On écrit G = (X,E)
Les ensembles X, E peuvent étre notés X(G) et E(G)
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Théorie des Graphes
2.1. Notations

On écrit G = (X,E)
Les ensembles X, E peuvent étre notés X(G) et E(G)

On note:
n ou n(G) le cardinal de X, c.a.d., le nombre de sommets du

graphe
m ou m(G) le cardinal de E, c.a.d., le nombre d'arétes du graphe
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Théorie des Graphes
2.1. Notations

On écrit G = (X,E)
Les ensembles X, E peuvent étre notés X(G) et E(G)

On note:
n ou n(G) le cardinal de X, c.a.d., le nombre de sommets du

graphe
m ou m(G) le cardinal de E, c.a.d., le nombre d'arétes du graphe

La paire des extremités x et y d'une aréte e est noté simplement
Xy OU YyX.
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Théorie des Graphes
2.2. Representation

* sommets: points

* arétes: lignes simples reliant les points d'extrémite

Mathématiques discretes 27
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Théorie des Graphes

Exemple X
C
Ensemble de sommets X = {x,y,z} 3 €
Ensemble d'arétes E ={a,b,c,d,e} y
d

a l'aréte a sont associés les sommets £

d'extrémité x et z Graphe G = (X.E)
a b sont également associés x et z

a c sont associes x ety

a d sont associes y et z

a e est associe deux fois le sommet y
n(G)=3etm(G)=5
Matheématiques discretes 28
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Théorie des Graphes

2.3. Terminologie X
C
On dit a ¥
° que a relie les sommets x et z, d y

Z

* que les sommets x et z sont voisins, Graphe G = (X,E)

* que l'aréte a est incidente au sommet
x et au sommet z

Matheématiques discretes 29
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Théorie des Graphes

2.3. Terminologie X

C
L'aréte e est appelée une boucle 3 €
On dit que les arétes a et b sont paralléles d y

Z

et on a une aréte multiple entre x et z.
P Graphe G = (X,E)

Un graphe est dit simple s'il n'admet ni de

boucles ni d'arétes multiples.
Ex. G est non simple

Matheématiques discretes 30
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Théorie des Graphes
2.3. Terminologie

A un graphe non simple G associé le graphe simple sous-jacent
G' défini de la fagon suivante

* G'a méme ensemble de sommets que G

* Dans G', deux sommets sont reliés par une aréte si et
seulement s'ils sont distincts et reliés par au moins une
aréte dans G

Matheématiques discretes 31




Théorie des Graphes
2.3. Terminologie

| A un graphe non simple G associé le graphe simple sous-jacent
| G' défini de la fagon suivante

* G'a méme ensemble de sommets que G

* Dans G', deux sommets sont relieés par une aréte si et
seulement s'ils sont distincts et reliés par au moins une
)a(lréte dans G

X
C C
| a © a
d y d y
Z Z
Graphe non simple G Graphe simple sous-jacent G’
Matheématiques discretes 32
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Théorie des Graphes

2.4. Isomorphismes et graphes non étiquetes

Un isomorphisme d'un graphe G=(X,E) sur un graphe G'=(X",E")
est défini par deux bijections

* ¢ de Xsur X

* WdeEsurkE'

Matheématiques discretes 33
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Théorie des Graphes

2.4. Isomorphismes et graphes non étiquetes

Un isomorphisme d'un graphe G=(X,E) sur un graphe G'=(X",E")
est défini par deux bijections

* ¢ de Xsur X

* WdeEsurkE'

telles que pour e dans E et x,y dans X,
'aréte W(e) a pour extrémités ¢(x) et d(y) dans G’
ssi I'aréte e a pour extremités x et y dans G

C.a.d., ces bijections préservent la relation d'incidence des arétes
sur les sommets.

Matheématiques discretes 34




Théorie des Graphes

2.4. Isomorphismes et graphes non étiquetes

Un isomorphisme d'un graphe G=(X,E) sur un graphe G'=(X",E")
est défini par deux bijections

* ¢ de Xsur X

* WdeEsurkE'

telles que pour e dans E et x,y dans X,
'aréte W(e) a pour extrémités ¢(x) et d(y) dans G’
ssi I'aréte e a pour extremités x et y dans G

C.a.d., ces bijections préservent la relation d'incidence des arétes
sur les sommets.

Les graphes G et G' sont dits isomorphes.
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Theorie des Graphes
2.4. Isomorphismes et graphes non éetiquetes

Graphe G=(X,E)

Mathématiques discretes

N

Exemple. Graphes isomorphes X
X
C a' bl
3 e
d y

Z
Graphe G'=(X',E")
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Théorie des Graphes
2.4. Isomorphismes et graphes non éetiquetes

Graphe G=(X,E)

Exemple. Graphes isomorphes X
X
C a' bl
3 e
d y
Z 2

Graphe G'=(X',E")

L'isomorphisme est défini par deux bijections:
d : XX V:E->E
a—a', b—b', c—c', d—d', e—e' X—X,y—>Vy,z—>2
Matheématiques discretes 37
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Theorie des Graphes

2.4. Isomorphismes et graphes non étiquetes

Rmqg. Deux graphes isomorphes sont en fait identiques quant a
leurs structures de graphe:

IIs ont exactement les mémes propriéetées

IIs ne se distinguent que par leurs ensembles d'élements,
sommets et arétes, concretement par les noms ou étiquettes
donnés a ces eléments.

Matheématiques discretes 38




Theorie des Graphes

2.4. Isomorphismes et graphes non étiquetes

Rmqg. Deux graphes isomorphes sont en fait identiques quant a
leurs structures de graphe:

IIs ont exactement les mémes propriéetées

IIs ne se distinguent que par leurs ensembles d'élements,
sommets et arétes, concretement par les noms ou étiquettes
donnés a ces eléments.

Ici on ne s'interesse qu'aux propriétés des graphes en tant que
graphes, et donc on ne distingue pas deux graphes isomorphes.
Et on considere toujours ce qu'on appelle des graphes non

etiquetes.

Matheématiques discretes 39




Théorie des Graphes
2.5. Graphes planaires

G est un graphe planaire si G admet une representation plane tel
que deux arétes ne se coupent pas, en dehors d'extremités
communes

Matheématiques discretes 40
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes planaires

G est un graphe planaire si G admet une representation plane tel
que deux arétes ne se coupent pas, en dehors d'extremités
communes

Exemple. Un graphe planaire.

Mathématiques discretes 41
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes planaires

G est un graphe planaire si G admet une representation plane tel
que deux arétes ne se coupent pas, en dehors d'extremités
communes

Exemple. Et ce graphe?

Mathématiques discretes 42
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes planaires

G est un graphe planaire si G admet une representation plane tel
gue deux arétes ne se coupent pas, en dehors d'extremités
communes

Exemple. Oui, voici sa représentation planaire

Matheématiques discretes 43
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes planaires

G est un graphe planaire si G admet une representation plane tel
que deux arétes ne se coupent pas, en dehors d'extremités
communes

Exemple. Et ce graphe?

Mathématiques discretes 44
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes complets

Les graphes complets sont les graphes simples tels que deux
sommets distincts quelconques sont relies par une aréte.

Matheématiques discretes 45
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes complets

Les graphes complets sont les graphes simples tels que deux
sommets distincts quelconques sont relies par une aréte.

Exemple. Graphe complet a 5 sommets.

Matheématiques discretes 46
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes complets

Comme graphe non étiquete, un graphe complet est simplement
déterminé par son nombre de sommets n, et on le note d'une
facon générale /<,

Mathématiques discretes 47
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes complets

Comme graphe non étiquete, un graphe complet est simplement
déterminé par son nombre de sommets n, et on le note d'une
facon générale /<,

Exemple. Graphe complet /5
Nombre de sommets 5
Nombre d'arétes ~ m(K5) = 10

Matheématiques discretes 48
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes complets

Comme graphe non étiquete, un graphe complet est simplement
déterminé par son nombre de sommets n, et on le note d'une
facon générale /<,

Exemple. Graphe complet /5
Nombre de sommets 5
Nombre d'arétes ~ m(K5) = 10

n(n —1)
2

En général, m(K,) =

Matheématiques discretes 49
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Théorie des Graphes
2.5. Graphes complets

Comme graphe non étiquete, un graphe complet est simplement
déterminé par son nombre de sommets n, et on le note d'une
facon générale /<,

Exemple. Graphe complet /5
Nombre de sommets 5
Nombre d'arétes ~ m(K5) = 10

n(n—1
En général, m(K,) = ( > )
Corollaire. Dans un graphe simple G, on a l'inégalité suivante
n(n —1)
m <
o 2
Matheématiques discretes o0
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Théorie des Graphes

3. Sous-graphes

Soit G=(X,E) un graphe. Un sous-graphe de G est un graphe
G'=(X"E") ou

* X'estinclus dans X

* E'estinclus dans E

* Toute aréte de E' a ses extréemités dans X'

Matheématiques discretes 51
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Theorie des Graphes

3. Sous-graphes

Soit G=(X,E) un graphe. Un sous-graphe de G est un graphe
G'=(X"E") ou

* X'estinclus dans X

* E'estinclus dans E

* Toute aréte de E' a ses extréemités dans X'

Exemple. ZE Q
G=(X,E) G'=(X"E")

Matheématiques discretes 52
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Théorie des Graphes

3. Sous-graphes

Un sous-graphe G'=(X",E') de G=(X,E) est dit engendre (ou induit),
et on peut préciser par un ensemble de sommets X' si
E' est 'ensemble des arétes de E qui ont leurs extrémites dans X'

On note ce sous-graphe engendré G x-

Matheématiques discretes 93




Théorie des Graphes
3. Sous-graphes

Un sous-graphe G'=(X",E') de G=(X,E) est dit engendre (ou induit),
et on peut préciser par un ensemble de sommets X' si
E' est 'ensemble des arétes de E qui ont leurs extrémites dans X'

On note ce sous-graphe engendré G x-

Exemple.
G=(X,E) G'=(XE’)
n'est pas engendré
- L pourquoi?
Matheématiques discretes 54
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Théorie des Graphes
3. Sous-graphes

Un sous-graphe G'=(X",E') de G=(X,E) est dit engendre (ou induit),
et on peut préciser par un ensemble de sommets X' si
E' est 'ensemble des arétes de E qui ont leurs extrémites dans X'

On note ce sous-graphe engendré G x-

Exemple.

G=(X,E) G x
le sous-graphe engendre par X'

Matheématiques discretes 95
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Theorie des Graphes

3. Sous-graphes
Un sous-graphe G'=(X",E') de G=(X,E) est dit couvrant si X'=X
On dit aussi que G' est un graphe partiel de G

Matheématiques discretes o560
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Théorie des Graphes

3. Sous-graphes
Un sous-graphe G'=(X",E') de G=(X,E) est dit couvrant si X'=X
On dit aussi que G' est un graphe partiel de G

On peut préciser le graphe partiel engendre par E', c'est le graphe
(X,E') et on le note G g

Matheématiques discretes 57
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Théorie des Graphes
3. Sous-graphes
Un sous-graphe G'=(X",E') de G=(X,E) est dit couvrant si X'=X
On dit aussi que G' est un graphe partiel de G

On peut préciser le graphe partiel engendre par E', c'est le graphe
(X,E') et on le note G g

Exemple.
G=(X,E) G'=(XE’)
n'est pas partiel
- L pourquoi?
Matheématiques discretes o8
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Théorie des Graphes
3. Sous-graphes
Un sous-graphe G'=(X",E') de G=(X,E) est dit couvrant si X'=X
On dit aussi que G' est un graphe partiel de G

On peut préciser le graphe partiel engendre par E', c'est le graphe
(X,E') et on le note G g

Exemple.

G=(X,E) GE
le graphe partiel engendré par E’

Matheématiques discretes 99
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Théorie des Graphes

3.1. Notations courantes
Soit un graphe G=(X,E) et X' inclus dans X, E' inclus dans E.

G-X' désigne le sous-graphe de G engendré par X/X
G-E' désigne le graphe partiel de G engendré par E/E'

En particulier, on écrira G-x et G-e.

Matheématiques discretes 60
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Théorie des Graphes
3.1. Notations courantes
Soit un graphe G=(X,E) et X' inclus dans X, E' inclus dans E.

G-X' désigne le sous-graphe de G engendré par X/X
G-E' désigne le graphe partiel de G engendré par E/E'

En particulier, on écrira G-x et G-e.

Exercice. Déterminez G-X' et G-E' dans I'exemple suivant

| ’\
@
G=(X,E) (X",E")
Matheématiques discretes 61
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Théorie des Graphes
3.1. Notations courantes
Soit un graphe G=(X,E) et X' inclus dans X, E' inclus dans E.

G-X' désigne le sous-graphe de G engendré par X/X
G-E' désigne le graphe partiel de G engendré par E/E'

En particulier, on écrira G-x et G-e.

Exercice. Déterminez G-X' et G-E' dans I'exemple suivant

G=(XE) (X.E) X

Matheématiques discretes 62
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