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Compléments expressions régulières
◮ Expressions régulières étendues : in
lure la 
omplémentation dans lesopérations :

(a + b
)∗ + a
∗ + a(
a∗b)

◮ Sémantique de la nouvelle opération = 
omplémentation :
|E | = Σ∗ \ |E |

◮ Don
 on in
lut l'interse
tion aussi !
◮ Équivalen
e des expressions régulières étendues ave
 les automates�nis :

◮ Corollaire du théorème de Kleene ...
◮ ... et de la fermeture de Re
(Σ) par 
omplémentation.

◮ Exemple :
◮ L5 = {w ∈ {a, b, 
}∗ | w ne 
ontient pas la séquen
e aab}.L5 = |(a + b + 
)∗aab(a + b + 
)∗|
◮ Ça su�t pour prouver que L5 est re
onnaissable !



Compléments expressions régulières
◮ Problème de sémantique vide :

◮ Étant donnée une expression régulière étendue, dé
ider si sasémantique est un langage vide.
◮ Algorithme : il faut 
onvertir en automate �ni.
◮ Complexité énorme si b
p de 
ompléments imbriqués : 
haque
omplémentation implique une déterminisation !
◮ Don
 une explosion exponentielle de l'espa
e d'états !
◮ On peut prouver que 
ette explosion exponentielle est inévitable !



Compléments expressions régulièresEt l'algorithme de test de sémantique vide pour des expressions régulièresnormales ?
◮ Trivial !
◮ Un peu (mais très peu !) plus 
ompliqué si on a

epte aussi ∅ dansles expressions atomiques.
◮ Exemple : E1 = (a + b
∗)∗ + ∅∗aE1 = a∗∅ + ∅(b + 
)
◮ Idée d'algorithme :

◮ Construire l'arbre syntaxique de l'expression.
◮ Véri�er qu'il existe au moins un 
hemin pour lequel1. Soit le 
hemin 
ontient une étoile.2. Soit le 
hemin se termine ave
 une expression atomique non-vide.
◮ Utiliser n'importe quel par
ours (pre�x, in�x, post�x).



Automates déterministes à partir d'expressions régulières
◮ On sait 
onstruire des automates (ave
 ε-transitions) à partird'expressions régulières.
◮ Et on sait éliminer les ε-transitions et déterminiser les automates�nis.
◮ Mais peut-on 
onstruire des automates déterministes plusdire
tement ?
◮ Petite idée : utiliser les quotients des langages :

◮ a\L = 
e qui reste à par
ourir du mot, après avoir �avalé� un a.
◮ Il faudrait alors essayer de 
onstruire itérativement les quotients àgau
he pour toutes les lettres de l'alphabet.
◮ Mais 
omment formaliser le résultat sur des expressions régulières ?



Dérivées de Brzozowski
◮ Les quotients gau
he des expressions régulières � 
al
ulésitérativement à l'aide des �s
hémas�

◮ Un peu 
omme les dérivées des fon
tions.
◮ ∂a(E ) = autre notation pour a\E .
◮ Règles de 
al
ul (dé�nition par indu
tion stru
turelle) :

∂a(a) = ε ∂a(E1 + E2) = ∂a(E1) + ∂a(E2)
∂a(b) = ∂a(ε) = ∅ ∂a(E1 · E2) = ∂a(E1) · E2 + o(E1) · ∂a(E2)

∂a(E∗) = ∂a(E ) · E∗

◮ I
i, o(E ) indique si ε appartient à |E |.
◮ Sa dé�nition par indu
tion stru
turelle est :o(a) = ∅ o(E1 + E2) = o(E1) + o(e2)o(ε) = ε o(E1 · E2) = o(E1) · o(E2)o(E∗) = ε



Dérivées d'une expressions régulière
◮ Étant donné une expression E , on 
onstruit toutes ses dérivées.
◮ Et toutes les dérivées des dérivées, et les dérivées de 3e ordre, de 4eordre...
◮ Quand s'arrêter ?
◮ Formalisation

D0 = {E}
Dn+1 = Dn ∪ {

∂a(E ) | E ∈ Dn, a ∈ Σ
}

◮ Exemple : E = (ab∗ + 
)∗ + a∗b
∗
D1 =? D2 =? D3 =?.....

◮ Il faut observer que |a∗b
∗| ⊆ |(ab∗ + 
)∗|.
◮ ... et don
 on peut s'arrêter plus tot !
◮ Et en général, la suite (Dn) s'arrête toujours ?...



Théorème de Brzozowski1. Pour toute E ∈ RegExpr(Σ) et a ∈ Σ,
|∂a(E )| = a\|E | =

{w ∈ Σ∗ | aw ∈ |E |} (1)
|o(E )| =

{

ε si ε ∈ |E |
∅ sinon (2)2. La suite (En)n≥0 dé�nie 
omme suit :

En =
{

|E | | E ∈ Dn}est 
onvergente : il existe un n tel que En = En+1 = E .3. La stru
ture suivante est un automate �ni équivalent ave
l'expression donnée :
A = (En, Σ, δ, {|E |}, E f )
δ =

{

|Ei | a
−→ |Ej | | Ei ,Ej ∈ Dn, ∂a(Ei ) = Ej}

E f =
{

|Ei | | Ei ∈ Dn, o(Ei ) = ε
}



Le théorème de Brzozowski dans la �pratique�Exemple pour E = (ab∗ + 
)∗ + a∗b
∗
◮ On 
al
ule Dn itérativement.
◮ Mais il nous faut En.
◮ Malheureusement 
ela impliquerait de 
onstruire des automates pour
ha
une des expressions de Dn...
◮ ... et de tester l'égalité des langages ! !
◮ Alors on essaie de 
onstruire un automate dont les états sontétiquetés par Dn, et non pas par En.
◮ Exemple ave
 E = (ab∗ + 
)∗ + a∗b
∗.
◮ Il nous fait toutefois des règles permettant de dé
ider quand on nerajoute pas de nouvel état !
◮ Il nous faut des identités sur les trois opérations ·, +, ∗



Algèbre de Kleene
◮ Est-
e qu'on peut donner un ensemble de règles sur les troisopérations ·, +, ∗ ?

◮ On voudrait prouver que |E1| = |E2| sans devoir 
onstruire lesautomates !
◮ On voudrait juste modi�er l'expression E1 pour la transformer en E2.

◮ On 
her
he en fait des axiomes !
◮ Et on en 
onnait quelques-unes :

◮ Asso
iativité et 
ommutativité de l'union.
◮ Asso
iativité de la 
on
aténation.
◮ Distributivité de · par rapport à +.
◮ Idempoten
e de + : X + X = X .

◮ Et l'étoile ?
◮ On a une stru
ture algébrique nommée algèbre de Kleene

(RegExpr(Σ), +, ·, ∗, ∅, {ε})



Axiomatization de Conway
◮ Toute identité de type |E1| = |E2| peut se prouver en utilisantl'ensemble d'axiomes suivant :1. Asso
iativité de l'union et de la 
on
aténation.2. Commutativité et idempoten
e de l'union.3. ∅ est élément neutre pour l'union.4. {ε} est élément neutre pour la 
on
aténation.5. Distributivité de la 
on
aténation par rapport à l'union.6. Axiomes pour l'étoile :1 + X · X ∗ ⊆ X ∗ (3)1 + X ∗ · X ⊆ X ∗ (4)si 1 + AX ⊆ X alors A∗X ⊆ X (5)si 1 + XA ⊆ X alors XA∗ ⊆ X (6)
◮ Ça peut se traduire en algorithme.
◮ Mais nous on va se limiter à deviner les équivalen
es.
◮ Quelques exemples en TD.



Langages réguliers sur une seule lettre
◮ Qu'est-
e qu'on obtient si Σ = {a} ?
◮ Peut-on dé
rire de manière plus simple un langage 
omme :E =

(

(aa∗ + aaa)∗ + aa∗aa∗)∗
◮ Théorème : La sémantique de toute expression régulière ayant unseul atome a est un langage quasi-périodique :

◮ L'ensemble des longueurs de mots du langage forme un ensemble�nalement périodique.
◮ C.à.d. union �nie de progressions arithmétiques de même ratio, plusun ensemble �ni de nombres.

◮ Pour notre 
as on retrouve tous les mots d'une seule lettre :
|E | = |a∗|

◮ Preuve par indu
tion :
◮ Il faut prouver que l'étoile d'un langage de type quasi-périodique estaussi quasi-périodique.
◮ Ce qui revient à prouver une propriété similaire sur les ensembles denombres naturels.



Algèbre de Kleene sur les ensembles d'entiers
◮ On peut organiser P(N) 
omme algèbre de Kleene :

(

P(N),∪, +, ∗, ∅, 0)
◮ L'étoile :A∗ =

˘a1 + . . . + an | n ≥ 0, ai ∈ A pour tout 1 ≤ i ≤ n¯

◮ Idée de preuve : é
rire 
omme un ensemble �nalement périodique :
{2, 3}∗ =? {12, 15, 21}∗ =? (2∗ ∪ 3∗)∗ =?

◮ On dé
ouvre que
{a, b}∗ = F ∪ {dn + k | n ∈ N} = F ∪ ({d}∗ + {k})où d est le pg
d de a et de b.



PGCD et expressions régulières sur des alphabets à une lettre
◮ Pourquoi a-t-on {a, b}∗ = F ∪ ({pg
d(a, b)}∗ + {k}) ?
◮ C'est une appli
ation d'un théorème de Bézout

◮ L'équation ax + by = 
 admet des solutions si et seulement si 
 estun multiple du pg
d(a,b).
◮ Si 
 > ab alors 
ette équation admet des solutions positives.

◮ Don
 tout multiple du pg
d(a, b) plus grand que ab appartient à
{a, b}∗ !

◮ Pour tous les autres (nombre �ni), il y a 
ertains qui le sont, 
ertainsqui ne le sont pas.
◮ Ceux qui le sont appartiennent au F .
◮ Les axiomes d'algèbre de Kleene nous assurent alors que le théorèmeest vrai en général :

{a, b, 
}∗ =
(

{a, b}∗ ∪ {
})∗
◮ Exemples :

|(aa)∗| = {a2n | n ∈ N}

|(a6 + a4)∗| = {ε} ∪ {a2n+4 | n ∈ N}


