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Exercice 1

1. Isomorphe :

(a) non, présence d’un sommet degré 4 dans un et pas dans 'autre,
(b) oui, 8=4, ensuite 2 affectation possibles. Une des deux : 2=7, 1=9, 3=6 et 5=10

2. Dessin facile a trouver. Avec méme nombre d’arete et de sommet plus dur mais aussi faisable
(jouer sur le nombre de cycle)

3. Ilyaen 11 : 14+142+3+2+1+1 (en enumerant par nombre d’aretes)

Exercice 2

Pour tout graphe G(X, E),
> dn) =) 2=2|E|
neX aclE

car une arete est relié a 2 noeuds. Donc la somme des degrés d’un graphe est pair (propriete (1))
(car de la forme 2n, n € N).

On peut decomposer cette somme en sous-somme : celle des degrés pairs et celle des degrés
impair :

X, :{n € X,d(n) = 2k, k € N} (les sommets de degré pair)

Xi:{n € X,d(n) =2k + 1,k € N} (les sommets de degré impair)

Ainsi on a :
d dn) =Y dn)+ > d(n)
nex neXx; neXy,
—_———

(a) (b)

Une somme de nombres pairs est paire, donc (a) est paire. En utilisant la proriete (1), on en
deduit donc que (b) est paire, autrement dit la somme des degrés impairs d’un graphe est paire.
De plus, on a

> d(n) Y dn) -1+ > 1

neX; neX; neX;
= Y (dn) = 1)+ X
neX;

(c)



or, Vn € X;, d(n) = 2k+1, k € N (d(n) est impair). Donc, d(n) —1 = 2k, k € N (d(n)-1 est pair).
Donc (c) est paire (comme (a)). Donc |X;| est pair. Autrement dit, le nombre de sommet de degré
impair est pair.

Exercice 3 - Chaine elementaire

Soit G = (X, E)un graphe, soit p = (x1,e1, 2, ..., Tk, €k, Tx+1) la plus courte chaine entre
1 et xp. Supposons que p n’est pas une chaine élémentaire. Alors il existe un sommet z € X
qui apparait deux fois dans la chaine. Donc 3(i,j) € [1,k% tel que i < j et z; = x;. Donc
(@i, €y ..., xj—1,€5—1,€;) est un cyle. On peut donc le retirer de la chaine. On forme donc la chaine
p = (x1,€1,..., T, €5, Tj41, ..., Th41). Comme la taille minimal d’un cycle est 3, nous avons |p| >
|p’|, ce qui contredit I’hypothese initiale.

Exercice 4 :

Definition Un graphe est dit simple s’il n’a ni boucles ni aretes multiples.

1. Montrer que le degre d’un sommet est toujours strictement inferieure a n.
Preuve : Soit  un sommet. Il y en a n — 1 autres; donc au plus n — 1 d’entre eux sont adjacents
a z, c’est-a~dire dg(z) <n — 1.

2. Montrer qu’il ne peut pas y avoir simultanement un sommet de degre 0 et un sommet de degre
n — 1.

Preuve : Si un sommet x est de degre n — 1, alors il est adjacent a n — 1 autres, c’est-a-dire a tous
les autres; par consequent, tous ces autres, qui sont adjacents a x, sont de degre > 1.

3. En deduire qu’il n’y a au moins deux sommets de meme degre.

Preuve : Supposons que les degres soient deux a deux differents. Ils forment une suite d; < dy <
-+ <d,.Onady >0etd, <n. Comme ces d; sont entiers, cela donne dy = 0,d, = 1,...,d,, =
n — 1 cela contredit 2. Donc il y a au moins deux sommets qui ont le meme degre.

Exercice 5 :

Faire exemple avec un graphe contenant un triangle. Faire ensuite un exemple d’un graphe
contenant pas de triangles.

1. Montrer n, +n, <n — 2.

Preuve : Soit X, I’ensemble des sommets X — {x,y} qui sont adjacents a x, et soit X, I’ensemble
des sommets X — {z,y} qui sont adjacents a y. Supposons que z € X, N X,. Alors z,y, z qui
sont mutuellement adjacents, forment un triangle, contradiction. Donc X, N X, = (). On a aussi
X, UX, C X —{xz,y} par definition. Donc

Ng +ny = | Xy Xy =X UXy| < |X —{z,y}=n—2.

2. En deduire que

n2

m< —
-4
Preuve : L’induction sur n = | X|

Initialisation :

Vraipourn=1etn=2:



1 |X?
— 1:|E|=0<->=
" [Bl=0<7="
4 1x?
= 2:|F|<1<-=
" Bl<1< ="

Supposons la propriete craie pour n. Montrons qu’elle I’est pour n + 2. Soit | X| = n + 2. S’il
n’y a pas d’aretes, alors |E| = 0 < |X?|/4. S’il y a au moins une arete, prenons deux sommets
adjacents z et y. Posons X' = X — {z,y},E’ = {a € E| les deux extremites de a sont en X'}.
Le graphe (X', E’) est bien sur sans triangle, et |X’| = n. Par ’hypothese d’induction on a
|E'| < |X'|?/4 =n?/4. Les aretes de E sont :

— celles de £’

— celle entre x et y

— celles entre x et les sommets de X’

— celles entre y et les sommets de X’. Donc |E| = |E'| + 1+ n, + n,. Comme |E'| <=n?/4 et

ng +ny < |X| —2=|X'| (par 1), on obtient

n*+4n+4  (n+2)?
4 N 4
Donc la propriete est aussi vraie pour n + 2. Par induction, elle est donc vraie pour tout n € N.

|E|<n?/4+14+n=



