Mathématiques discretes. C7 - Théorie des nombres.
Suite et fonction génératrice.

10 avril 2013

1 Suites.

Définition. Une suite est une séquence infinie de nombres (ag, a1, az, ...) et
on la note (ag)ken-

Définition. On dit que deux suites (ay) et (b) sont égales ssi a, = bpVk > 0.

Probléeme. On se donne une suite (ax) qui est déterminée par une relation
récurrente. Le but est de trouver le terme général ay.

Exemples.
Suite arithmétique. Définie par la relation :

ag = a
Qg1 = Qg + 71
ou r est une constante. Alors le terme général est donné par

ar = a+ kr.

Suite géométrique. Définie par la relation :

ag = a
a1 = qag

ou ¢ est une constante. Alors le terme général est donné par

ar = aq”.



Suite arithmético-géométrique. Définie par la relation :
apg — a
ap41 = qag +7

ou q et r sont deux constantes.

Suite récurrente linéaire Définie par la relation :

Ok+n = o0k + q10k+1 + ... + @n—1Qk4n—1

ou qo, ..., gp—1 sont n constantes.

Cas particulier. La suite de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,21...) est définie par
fo=1
i=1
o= fr—1+ froo

2 Série génératrice.
Il est commode de représenter une suite (ay) par une série génératrice :

Go(z) = ag + a1x + agx® + azx® + ... = Zakxk.
k>0

Cette série génératrice est aussi appelée une série entiére dont le coefficient
associé & =¥ est ag.

Propriété. Une suite est completement caractérisée par sa série génératrice,

c.a.d.,
(ar) = (bx) & A(x) = B(z).

Exemples. x est la série génératrice de la suite (0,1,0,0,...).
1+ x est la série génératrice de la suite (1,1,0,0,...).

La suite constante (ax = 1) est représentée par la série génératrice :

Saak =Y at=

k>0 k>0



sous la condition de convergence |z| < 1.
Réciproquement, la série génératrice Go(z) = ﬁ représente une unique
suite et c’est la suite constante (ar = 1).

Le binome de Newton
(14+2)"=Co+Cla+ C22* + ...+ Cl'a™
représente la suite (CO,CL C2,...,C",0,0,...).
De méme,
(1—2)"=CY—Clo 4+ C%2* - C32% 4 ... + (-1)"C"z"™
représente la suite (C, —CL C2,—-C3 ..., (-1)"C",0,0,...).

Dans la suite, on étudiera deux questions : déterminer la série génératrice
et le terme général d’une suite.

3 Suite arithmétique simple.
(ak)

a0:0
apy1 =ar+1, VkE>0

Le terme général est connu : a; = k.
Quelle est la série génératrice 7

Premiere méthode. On se base sur le terme général déja connu ag =k :

Go(z) = Zakxk = Z kak =7
k k

1
Zxk: 1—z’

k>0

En dérivant les deux cotés de cette égalité par rapport a x, on obtient

_ 1
kak 1= m

k>1



Alors

Zk:x 1_38)2

En conclusion, la forme close de la série génératrice est donnée par

x

Go(z) = —.
() (1—x)2

Deuxieme méthode. On réécrit la série génératrice sous la forme d’une

somme de deux parties dont la premiere contient tous les premiers termes

déja donnés et la deuxieme les termes restant o1 on peut appliquer la relation

récurrente. En remplacant ay par aip_1 + 1 pour tout k£ > 1 on obtient :

E ak:ck = aoxo + g aka;k

k>0 k>1
= 04> (ag1+1)z*
k>1
- Saod+ N
k>1 k>1
= Zak,lxk Iz + 1-»
k>1
x
= zG
xGq(x) + T2

La forme close de G4 (x) est donnée par

X

Ga(z) = A=z

On a vu les deux égalités suivantes :

et

(1_1$)2 =3 (k+ 1)t

k>0

Une extension de ces égalités (& noter) est

(1—x"+1 ch+k$ Vn € N.
k>0



4 Suite géométrique

(ak)
ang = a
ak = qag—1, k>1.

Le terme général est a, = ag®, k > 0.

Premiére méthode. En remplacant aj par ag®, on obtient

Go(z) = Zakxk
_ iaquk

k>0
a

1—qx’
Deuxiéme méthode. En utilisant la relation récurrente, on a
Gao(z) = agz® + Z apz® =a + Z qap_12" = a + qzGqy(z).
E>1 E>1

Alors
a

Go(z)

T 1_gr

5 Suite récurrente linéaire d’ordre n

(ay) définie par les n premiers termes ag,ai,...,a,—1 et par la relation de
récurrence

Ak+n = 00k + Q1ak+1 + - + Gn—10k+n—1 Vk >0

ou qo, - - ., gp—1 sont n constantes t.q. go # 0.

Remarque. Une suite géométrique est une suite récurrente linéaire d’or-
dre n = 1. La suite de Fibonacci est aussi une suite récurrente linéaire mais
d’ordre n = 2.

Il n’est pas facile de trouver le terme général de ces suites alors pour déterminer
la série génératrice et le terme gééral, on utilisera tout d’abord la deuxieme
méthode pour la série génératrice.



5.1 Forme close de la série génératrice

La série génératrice de (ax) est donnée par

-1
Go(z) = Z apzh = ”Z apz® + Z ak+nxk+"
k=0

k>0 k>0
n—1
k k
= Zakm + Z (CJO% T Qagyr + -+ qnlak+n—1>fb’ N
k=0 k>0

n—1
= Z arz® + qoa"A(z) + a7t (A(a:) - a0> +...
k=0

+qn1x<A(:U) —ag—a1x — ... — angx"_2>

= Ga(‘r) <QOxn + Q133n71 + -+ Qn—lfl;) +

n—1

* Z az" — <GOQ1$n_1 + (a0 + a1x) g™~
k=0

2 44 (ao +ax—---— aann—2)qn1x>.

D’on,
Ga(m) <q0xn + q1xn71 + ...+ gn1T — 1)
n—1
= aoq1z" ' + (ap + alx)qun_2 +...+(ap+az+...+ an_gzc"_2)qn_1:v — Z apx”.
k=0

Alors on a
P(z)

Q(x)

ot P(z) est un polynéme de degré n — 1 au plus

Ga(z) =

n—1
P(z) = aoqlx"_l—|—(a0+a1x)q2x"_2—|—. .+ (aptarz+.. .—i—an_gx”_z)qn_lx—z apx”
k=0

et Q(x) est un polynéme de degré n, (gy # 0) :
Q(z) = qoz" + 1" '+ ...+ gnaz — 1.

A partir de la série génératrice, on essaie de trouver le terme général de la
suite. Pour cela, on déompose la série génératrice en éléments simples.



Exemple de la suite de Fibonacci. La suite de Fibonacci est définie
par
{ fo=hH=1
fe = fo—1+ fr—2, k> 2.
La série génératrice est définie par
Gplx) = > frr® = for° + frat + fra®
k>0 E>2
= l4a+ Z(fk—l + fro2)a® =142+ 2(Gp(x) — 1) + 2°Gy(x)
E>2

= 1+Gy(z)(2* - 2).

Alors la forme close de la série gniératrice est donnée par

P(x)

Gy(x) = 00

avec P(r) = —let Q(z) =22 —z — 1.

5.2 Décomposition en éléments simples

Exemple de la suite Fibonacci. Pour la suite de Fibonacci, Q(x) =

22 — 2 —1 est un polynome du second degré admettant deux racines simples

distinctes v
1+v5

r = %

1-5

r2 = _7\2[

Théoréeme. Alors
Q) = (z —r1)(x —12)
et G¢(x) est décomposée en éléments simples :
P(x) . _ o
Qz)  (z—r) (z—ra)

Les constances c¢; et co sont déterminées par la méthode des poles.
Péle r1 : On multiplie les deux cotés de ’égalité précédente par (z — 1) :

P —
(@) _, yelE-n)
Xr —T9 r —T9

En remplagant x par r1, on obtient

P(Tl) -1
Cl = = .
KT —T9 r —7Tg

7



Péle ry : De méme, on a

o — P(?”Q) _ -1
- m—m
Alors o -
Gf(x) = (;U_Tl) + (JI—T'Q)’
avec 11 = —(1 ++5)/2,70 = —(1 —V5)/2 et ¢; = —1/(r1 — 1r2),c2 =
—1/(7“2 —7"1).

Le terme général de la suite de Fibonacci. On a vu que

r k
1—$_Zx

k>0

alors en faisant un changement de variable, on a

1 1
k
= — X VT.
x—r Z rk‘+1 ’
k>0

Par conséquent,

C2 k

— ___C2
T_ry Zkzo r§+13«"

[ — __a ..k
{ T—ry ZkZO r’f'Hx

C1 C2 k
Gy(x) = Z <_ L 7,12c+1> .

k>0 \ "1

Le terme général de la suite de Fibonacci est donc donné par

o C1 Co
ou
14++v5 . 1—-+5 . -1 1 . -1
71T = fry pr = — = —
! -2 2 -2 ! rn—r2 5 ? V5



Cas général. Revenons dans le cas plus général ou

P(x)
Q(x)

avec P(z) un polyndéme de degré n — 1 au plus et Q(z) un polynoéme de
degré n.

Théoréme. Si Q(x) admet n racines simples 71,73, ... 7, deux a deux dis-
tinctes alors

Ga(z) =

Q) = qo(z —r1) x (. —72) X -+ x (T — 1) (1)
et _ P(x) o« Co Cn
Gf(x)_Q(:r)_x—m P @

ou les constances (ci, - - ¢,) sont déterminées par la méthode des poles.
Pour chaque pole r;, posons

Q(z)

r—T;

Qi(r) =
En multipliant les deux cotés de (2) par Q(z), on obtient

P(r) = c1Q1(z) + c2Q2(z) + - - - + ¢ Qn(2)

En prenant x = r;, on a

P(r;) = c1Q1(ri) + c2Qa2(ri) + - - - + caQun(r3)

Remarquons que @Q;(r;) = 0 pour tous j # i. Alors
P(ri) = ¢iQi(ri).

D’ot,
_ P(ri)
C; = . (3)
Q(rs)
En conclusion, on peut écrire la série génératrice G4(x) sous la forme des
éléments simples suivants :

Pz cl Co c
Gy(x) = (): R
Qx) x—r x—19 T —7Tp
ou ri,-- -1, sont les racines de Q(x) et les constantes ¢; sont déterminées

par (3).



5.3 Terme général.
Afin de déterminer le terme général, on applique la formule

1 1
:Z_ k 1Ik'
T —r rk+
k>0

Alors

. 1
Galw) = > D~

i=1 k>0 i
= Z _ZrkJrl T
k>0 \ =1 "i

Donc, le terme général de la suite est donné par

n
1
“k:—zrkﬁ’ k> 0.
i=1 "1

Remarque. On a traité le cas ou le polynéme @) n’admet que des racines
simples. Pour le cas des racines multiples, il faut utiliser le résultat suivant :
Théoréme. Si Q(x) admet m racines r1,79, ..., deux a deux distinctes,

de degré ai, as,...q,, respectivement t.q. a3 + a2 + ... + a,, = n alors

Q(r) = qo(x —r1)™ X (x —712)* X ... X (T —1rp)*™

et
C1,1 C1,2 Cl,aq
G = d d e —
a(l‘) (l‘—’f'l) (.13—7“1)2 + (;L‘—Tl)al
2,1 €22 €2,
L e R e R e
Cl1 Cl2 Cloum
+ : 2 em
(x—rm)  (z—7m)? (x —1pp)om

(4)

()

Dans ce cas, il faut adapter la méthode des poles afin de trouver les con-

stances (c; ;).

Pour chaque poéle r;,i =1,2,...,m, posons
_ Q)
Qz(x) - (1,‘ — TZ')O‘Z



alors @; est un polynoéme, de plus, il est divisible par (z — r;)® pour tout
J # i. En multipliant les deux cotés de (5) par Q(z), on obtient

Px) = Qi(x) <C1,1(5U — ) b ep(r— )M TR+ C1,a1)

+ Qg(x) <6271($ — 7“2)&271 + CQ’Q(Z — 7"2)04272 + ...t

+ Qm(x) (cmyl(m — rm)amfl + (T — rm)o‘“r2 + ...+ Cm,am)

= ZQ’ (czl x— 1) +czg(:r—7"z) 2+...+ci,ai>

Alors
P/O;
Ci,a;—1 = /Qxlfril%(?“z)
(6)
Cia _ P/Qi_Ci,ai_Ci,ai—l(x—ri‘)j_.__ci72(x_ri)ai,Q (,,,Z)

(z—ry)®i~!

On décompose ainsi la série génératrice G,(z) en somme des éléments sim-

ples :
C?
B9 g

=1 j=1

Question. Afin d’identifier les termes généraux, comment réécrire Gq(x)
sous la forme d’une série entiere ?

On a vu que

1 1 1
1—:1c:zxk - x—r:Z_mxk'

k>0 k>0
De méme,
1 & 1 kE+1
(1_33)2:Z(k:+1):n - (x_r)zzzrml‘ ’
k>0 k>0
et un exposant n + 1 quelconque,
1 _ w1 Cnvk ok
(1 — )+t Z +k$ - (x —r)ntl Z(_l) Tk-‘rn-i-lx :
k>0 k>0 i

11



Alors pour I'exposant j, on a

j—1
_ Gy _ Ve M k
(x —7r)d (=1)7ei; k+j
¢ k>0 Ty
Par conséquent,
m Q J 1
_ 2:} :2: j ] 1+k k
Ga(x) - W k+J X
=1 j=1k>0 L

m C—l

= 2 (e )"

k>0 =1 j=1

En identifiant le coefficient associé & x* dans la série génératrice Gq(x), on

obtient
m o CJ 1

ak =3 > (e~ (7)

i=1 j=1

ou r; sont les racines de degré «; du polynéme Q(z) et les constantes c;
sont déterminées par la méthode des pdles (6).
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