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Exercice 1 :

Premiere méthode: série dé�nie sur Z (méthode du cours):

• On pose S(X) =
∑
n∈Z

unXn.

• Pour pouvoir dé�nir la suite sur Z, il faut modi�er la suite: un = 3un−1 − 2un−2 + [n = 0]
avec un = 0 si n < 0.

• Donc, on obtient S(X) =
∑
n∈Z

((3un−1 − 2un−2 + [n = 0])Xn) = 3

(∑
n∈Z

un−1X
n

)
−2

(∑
n∈Z

un−2X
n

)
+(∑

n∈Z
[n = 0]Xn

)
= 3X S(X)− 2X2S(X) + 1

Deuxieme méthode: série dé�nie sur N (trouvée dans certains livres):

• On pose S(X) =
∑
n∈N

unXn.

• Avec les hypotheses sur un, on peut ecrire S(X) = 1 + 3X +
∑

n≥2 (3un−1 − 2un−2) Xn.

• Donc S(X) = 1 + 3X + 3
∑
n≥2

(un−1X
n) − 2

∑
n≥2 (un−2X

n) et donc S(X) = 1 + 3X +

3X
∑
n≥2

(
un−1X

n−1
)
− 2X2

∑
n≥2

(
un−2X

n−2
)

• En réindexant un peu pour se ramener à S(X) dans le membre de droite, on tombe sur la
relation S(X) = 1 + 3X + 3X(S(X)− 1)− 2X2S(X).

Fin identique:

• On a S(X) = 1
2X2−3X+1 . Les zeros de 2X2 − 3X + 1 sont x1 = 1 et x2 = 1/2. Donc on a

S(X) = 1
(1−X)(1−2X) . Donc on en deduit que S est égal à une certaine fraction rationnelle:

∃(a, b) ∈ R2 tel que S(X) = a
1−X + b

1−2X .

• On decompose S en éléments simples (identi�cation ou méthode des pôles) et on trouve
S(X) = − 1

1−X + 2
1−2X . Par la méthode des pôles ça fait:

� Pôle 1: On multiplie des 2 cotés par 1
1−X . On obtient l'égalité 1

1−2X = a + (1−X)b
1−2X . On

remplace maintenant X par 1. On obtient a = −1.
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� Pôle 1/2: On multiplie des 2 cotés par 1
1−2X . On obtient l'égalité 1

1−X = a(1−2X)
1−X + b.

On remplace maintenant X par 1/2. On obtient b = 2.

• On développe les éléments simples en série génératrice et en utilisant la linéarité de la somme

dans l'autre sens, on trouve S(X) =
∑
n∈N

(2n+1 − 1)Xn.

• On identi�e les coe�cients devant les puissances identiques dans les deux ecritures de S(X)
et on trouve un = 2n+1 − 1 pour n ≥ 0.

Exercice 2 :

On pose ∀n ≥ 0, an = 2n + 5.3n. On considere S =
∑

n≥0 an.zn.

On a S(z) =
(∑

n≥0 2nzn
)

+ 5.
(∑

n≥0 3n.zn
)

= 1
1−2z + 5 1

1−3z = 6−13z
(1−2z)(1−3z)

Exercice 3 :

1. u0 = 1, u1 = 1, ∀n ≥ 2, un = un−1 + 2un−2 + (−1)
n

• (Sur Z, on peut utiliser: un = un−1 + 2un−2 + (−1)
n

+ [n = 1])

• On sait que
∑

n≥0(−1)
n

X
n

= 1
1+X . Donc

∑
n≥2(−1)

n

X
n

= 1
1+X − (1−X).

• Donc on obtient S(X) = 1 + X + X(S(X)− 1) + 2X
2
S(X) + 1

1+X − 1 + X ⇒ S(X)×
(1−X − 2X

2
) = 1

1+X + X ⇒ S(X)× (1−X − 2X
2
) = 1+X+X2

1+X

• En developpant on obtient S(X) = X2+X+1
(x+1)2(1−2x)

• Avec la technique simples du cours, pour trouver les coe�cients a, b et c tel que S(X) =
a

(X+1) + b
(X+1)2 + c

(1−2X) :

(a) Pole -1 : X2+X+1
(1−2x) = (X + 1)a + b + (X+1)2c

(1−2X) , donc b = 1/3.

(b) Pole 1/2 : X2+X+1
(X+1)2 = (1−2X)a

(X+1) + (1−2X)b
(X+1)2 + c, donc c = 7/9.

• Pour trouver a, on identi�e : X2 +X +1 = a(X +1)(1−2X)+ (1−2X) 1
3 +(X +1)2 7

9 .
Il y a trois equations (une identi�cation par degré), si on prend la plus simple (degré
0), on obtient : 1 = a + 1

3 + 7
9 , �nalement a = −1/9. On peut veri�er avec l'equation

de degré 2 (aussi simple que le degré 0, c'est le degré 1 le moins direct) : 1 = −2a + 7
9 .

• Finalement : S = − 1
9(X+1) + 1

3(X+1)2 + 7
9(1−2X) .

• On remplace par les série: S = − 1
9 ×

∑
n≥0

(−1)n
xn + 1

3 ×
∑
n≥0

(n + 1) (−1)n
xn + 7

9 ×∑
n≥0

2nxn

• On en déduit que un = 7
9 × 2n + (−1)n ( 1

3n + 2
9

)
2. u0 = 1, u1 = 1, ∀n ≥ 2, un = 4un−1 − 4un−2 + n− 1

• (Sur Z, on peut utiliser: un = 4un−1 − 4un−2 + n− 1− 3[n = 1] + 2[n = 0])

• On S(x)−1−x = 4
∑
n≥2

un−1x
n−4

∑
n≥2

un−2x
n+
∑
n≥2

(n− 1) xn. Comme
∑
n≥2

(n− 1) xn =

x2 ×
∑
n≥0

nxn−1 = x2

(1−x)2
. On a donc S(x)− 1− x = 4x (S(x)− 1)− 4x2S(x) + x2

(1−x)2

• On a �nalement S(X) = x2+(1−3x)(1−x)2

(1−z)2(1−2x)2
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• On en resolvant par pole on �nira par trouver que S(x) = 1
(1−x)2

+ 2
1−x + 1

2(1−2x)2
−

5
2(1−2x)

• Ainsi au �nal, un = n + 3 + (n + 1) 2n−1 − 5× 2n−1

3. u0 = 1, ∀n ≥ 1, un = un−1 + 2un−2 + ... + nu0

• Sur Z, on peut utiliser: un = un−1 + 2un−2 + ... + nu0 + [n = 0]

• Donc on a S(x) = 1 +
∑
n∈Z

(un−1 + 2un−2 + ... + nu0)xn = 1 + xS(x) + 2x2S(x) + ... +

nxnS(x)+ ... et donc S(x) = 1+x×S(x)
(
x + 2x2 + ... + nxn

)
= 1+x×S(x)× 1

(1−x)2
.

On obtient �nalement que S(x) = 1 + x
1−3x+x2

• Correspond à la suite de Fibonacci: u0 = 1 et un = F2n pour n > 0.

• En e�et, vu en cours que
∑

n

Fnxn = x
1−x−x2 . Or,

∑
n

F2nx2n = 1
2×(

∑
n Fnxn +

∑
n Fn (−x)n) =

1
2 ×

(
x

1−x−x2 + −x
1+x−x2

)
= x2

1−3x2+x4 . En faisant un changement de variable, on a que∑
n

F2nx2 = x
1−3x+x2

Exercice 4 :

Cela revient à chercher le nombre de solution l'equation p + 5q = 100. Soient les séries:

u(x) = 1 + x + x2 + ... + xp + ...

w(x) = 1 + x5 + x10 + ... + x5q + ...

On a:

(uw)(x) =
∑
n≥0

( ∑
p+5q=n

xpx5q

)
Par conséquent, le nombre de solution de p + 5q = n est le coe�cient de xn dans la série v(x) =
u(x)w(x). Or, ici on a u(x) = 1

1−x et w(x) = 1
1−x5 . Donc:

v(x) =
1

(1− x) (1− x5)

On remarque que
(
1− x5

)
= (1− x)

(
1 + x + x2 + x3 + x4

)
. On peut simpli�er v(x) pour obtenir:

v(x) =
1 + x + x2 + x3 + x4

(1− x5)2

=
(
1 + x + x2 + x3 + x4

)∑
n≥0

(n + 1) x5n

Le nombre de façon de faire de la monnaie de n euros est donc le coe�cient de xn dans la série
v(x). Soit n quelconque, on a (de manière unique) n = 5k + r avec 0 ≤ r ≤ 4. et le coe�cient
x5k+rdans v(x) est alors k + 1.

Pour notre exemple, k = 20, v20 = 21 façons de faire de la monnaié de 1 euro avec des pièces
de 1 cent et 5 cents.
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