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2SujetLe sujet du TER était :(1) Création d'un 
ompilateur(2) Implémenter un 
ertain nombres d'algorithmes signi�
atifs.(3) Trouver les limites de 
e langage.(4) Trouver des améliorations signi�
atives à 
es limites.Le sujet est don
 mis théorique, mis pratique.Pourquoi 
e sujet ?J'ai 
hoisi 
e sujet 
ar je suis intéressé par la théorie de la programmation et de la 
al
ulabi-lité.De plus, le fait de pouvoir 
réer mon propre 
ompilateur me permettrait d'avoir une gestion etun 
ontr�le de l'ensemble du TER.Introdu
tionLa présentation des 
ours d'introdu
tion à la programmation 
ommen
e par la des
ription d'unlangage pseudo-algorithme, en général impératif. Ce langage est sans ex
eption Turing-
omplet,
'est à dire ave
 une itération non bornée. A partir de 
ette bou
le est 
onstruite l'itération bornée.Il est bien 
onnu de la théorie des fon
tions 
al
ulables que l'itération bornée ne permet de 
al
u-ler que des fon
tions qui se "terminent". Un langage de programmation n'ayant que des bou
lesbornées, permettrait la 
onstru
tion de programmes qui, toujours, terminent. Ce langage peut pa-raître trop peu puissant. Nous allons nous e�or
er de montrer qu'il n'en est rien et qu'il permet de
apturer un grand nombre d'algorithmes de base sans réelle perte de 
omplexité.La première partie est la des
ription du 
ompilateur et de la manière dont il a été 
onstruit.Nous dé
rirons don
 l'analyse syntaxique et lexi
ale, puis la ma
hine virtuelle et en�n la générationde 
ode des instru
tions et des briques de 
e langage.La se
onde partie est don
 l'étude de 
e petit langage du point de vue algorithmique plut�tque du point de vue extensionnel.La troisième partie peut être vue 
omme une extension possible du langage. En e�et, le langagedé
rit dans les deux premières parties ne permet pas de 
apturer toutes les algorithmes. Nousallons essayé de vous montrer 
omment remédier à 
e problème, tout en gardant une terminaisonsntaxiquement prouvée.



Table des matièresTable des �gures 5partie 1. Un petit 
ompilateur 6Chapitre 1. L'analyse lexi
ale, l'analyse syntaxique et l'automate d'état 81. Les identi�ants 82. Les mots 
lés 83. Vision générale du langage 94. L'automate d'état 105. Gestion des erreurs 12Chapitre 2. Une ma
hine virtuelle 131. Fon
tionnement général 132. Les di�érents types d'instru
tion 15Chapitre 3. Génération de 
ode des instru
tions de base 171. Table des symboles 172. Les instru
tions ave
 variables 193. Les instru
tions ave
 tableaux 19Chapitre 4. Génération de 
ode des appels de fon
tion 211. Dé�nition et appel de fon
tion 212. L'instru
tion "retourner" et �n de fon
tion 233. Le problème des tableaux 244. Exemple d'empilement des arguments 24Chapitre 5. Génération de 
ode des bou
les 251. Création d'une bou
le 252. Une table pour 
al
uler les sauts 263. Défauts 274. S
héma des intera
tions des �
hiers 27Chapitre 6. Images de démonstration 28partie 2. Les algorithmes de base 32Chapitre 7. Fon
tions sur les entiers 341. Dé�nitions de base 342. Fon
tions de base 353. Fon
tions de base plus 
omplexes 374. Les fon
tions de prédi
at 395. D'autres algorithmes 
lassiques 426. Multipli
ation et exponentiation di
hotomique 44Chapitre 8. Les tableaux 461. Outils et séquentialité 462. Les tris 473. Re
her
he de motifs 484. Re
her
he di
hotomique 493



TABLE DES MATIÈRES 45. Les polyn�mes 49Chapitre 9. Les matri
es et les graphes 511. Les matri
es 512. Les graphes orientés 533. Fon
tion primitive ré
ursive => Loop 544. Algorithmes di�
illes 54partie 3. Les Hyperloops 56Introdu
tion 57Chapitre 10. Introdu
tion de l'hyperloop 581. Premier exemple : l'exponentiation 582. Sémantique informelle 593. Un autre exemple, la fa
torielle 60Chapitre 11. Implémentation ma
hine 62Chapitre 12. Ba
ktra
king, Hanoi et Fibonna
ie 651. Ba
ktra
king 652. Les tours de Hanoi 663. La fon
tion de Fibonna

i 67Chapitre 13. Une première appro
he théoriques 691. Premiers résultats 69Chapitre 14. La fon
tion d'A
kermann 711. Constru
tion fon
tionnelle et "ré
ursive" 712. Des
ription du problème 723. Constru
tion impérative 73Annexe A. Exemple de la fon
tion d'A
kermann 79Annexe B. La Grammaire Complète du langage 83Annexe C. L'analyse lexi
ale, le �
hier LEX 85Annexe D. Exemple 
omplet de 
ode assembleur 87Annexe. Bibliographie 88



Table des �gures1 L'automate des 
hangements d'états 111 Demande de valeur pour 2, #2 e 2 141 Représentation d'un tableau Tab[3℄ 191 Exemple d'appel de fon
tion 222 Passage en paramètre d'un tableau 241 Les intera
tions entre les di�érentes parties du 
ompilateur 271 Le mode graphique, pour des appli
ations ludiques 282 Exemple d'un tri à bulles dans un tableau 303 La fa
torielle en simple bou
le 311 Exemple de la fa
torielle en hyperloop en LAB 611 Implémentation des hyperloops, 
as d'un deeper 621 Exemple des huit reines 662 Les tours de Hanoi, (tour de départ, tour d'arrivée)... 673 Exemple de la fon
tion de Fibonna
ie 681 Fon
tion A
kermann, 
as général 781 Exemple A
kermann 792 Suite exemple A
kermann 803 Suite exemple A
kermann 814 Exemple de la fon
tion A
kermann dans l'environnement LAB 82

5



Première partieUn petit 
ompilateur



Introdu
tionUn 
ompilateur est l'outil minimal pour pouvoir utiliser un langage de programmation. Celui-
ia été é
rit en C ANSI, pour sa rapidité et sa très grande portabilité (tout système a au moins un
ompilateur C). L'analyse lexi
ale et syntaxique a été é
rite en LEX et YACC pour leur simpli
itéd'utilisation et pour donner un 
ode en C ANSI.Ce 
ompilateur ne peut être 
omparé à un "vrai" 
ompilateur professionnel mais il a pour butde promouvoir notre petit langage et de permettre une utilisation fa
ile et rapide pour tester lesalgorithmes.Le premier travail d'un 
ompilateur est l'analyse lexi
ale et syntaxique du �
hier donné. On
ommen
e par une analyse lexi
ale pour déterminer et distinguer les mots 
lés des identi�ants,ignorer les espa
es et déte
ter les 
ara
tères in
onnus. L'analyse syntaxique se 
hargera d'utiliserles lexèmes pour véri�er la 
ohéren
e syntaxique du �
hier (vis-à-vis de la grammaire). Les tâ
hes àa

omplir (génération de 
odes intermédiaires, mises à jour des tables des symboles, erreurs) serontpartagées dans les a
tions possibles des deux analyses.Le 
ode intermédiaire n'est pas très lisible humainement parlant. Par 
ontre il est fa
ile del'exé
uter sur une ma
hine virtuelle (
omme en Java). Dans 
e travail le 
ode intermédiaire n'estpas transformé en 
ode ma
hine (trop te
hnique et pas portable) 
omme 
ela est fait dans la plupartdes 
ompilateurs.



CHAPITRE 1L'analyse lexi
ale, l'analyse syntaxique et l'automate d'étatL'analyse lexi
ale et l'analyse syntaxique sont très liées l'une à l'autre (l'analyse syntaxiqueappelant l'analyse lexi
ale qui peut modi�er l'état de l'analyse syntaxique). Dé
rivons maintenantles di�érentes parties de 
ette double analyse.1. Les identi�antsLes identi�ants sont les objets de notre langage. Ceux-
i sont divisés en trois 
atégories 
las-siques de la programmation : les variables entières, les fon
tions et les tableaux. Par simpli
ité, lesrègles de 
onstru
tion sont toutes distin
tes, 
e qui permet dès l'analyse lexi
ale de savoir à quelles
atégories on a a�aire (Certains langages 
omme CAML, PL-SQL utilisent 
ette te
hnique pourd'autres 
atégories). L'a
tion à e�e
tuer pour 
es 
atégories est le rangement de l'identi�ant dansla table des symboles (
e rangement di�ère bien entendu suivant l'avan
ement de l'analyse et lepla
ement de l'identi�ant dans le �
hier).1.1. Les variables. Les variables dans notre langage sont dé�nies par les règles suivantes :(lettres-majus
ules)+(
hi�re)* ave
 lettres-majus
ules=[A..Z℄ et 
hi�res=[0..9℄Ainsi tout mot ne 
omportant que des lettres majus
ules suivies d'un 
ertain nombre de 
hi�resest une variable. Exemple : COUCOU,VAR1,VAR34,TMP1...1.2. Les fon
tions. La règle de 
onstru
tion des fon
tions est le 
ontraire de 
elle des va-riables. C'est une suite de lettres minus
ules suivies de nombres :(lettres-minus
ules)+(
hi�res)* ave
lettres-minus
ules=[a..z℄Exemples :a�
he,bonjour5...1.3. Les tableaux. Les tableaux ont une règle un peu plus 
ompliquée :(lettre-majus
ule)(lettres-minus
ules)+(
hi�res)*Ce qui représente, une lettre majus
ule, suivie d'un 
ertain nombre de lettres minus
ules et de
hi�res. Exemple :Tab,Tub1,Toto45...On peut 
onstater que l'analyseur lexi
al ne peut pas se tromper entre les 
atégories. On re-marque aussi que, bien entendu, la 
asse est à respe
ter.Les nombres (>=0) sont aussi présents dans le langage. La règle est bien sûr :(
hi�res)+. L'a
tionpeut di�érer s'ils sont utilisés pour la 
onstru
tion de tableaux ou dans les instru
tions d'a�e
tation.2. Les mots 
lésLes mots 
lés de notre langage sont peu nombreux et é
rits en minus
ules. Ils permettentd'arti
uler le langage et don
 de 
hanger de partie lors de l'analyse du �
hier.2.1. Les mots 
lés du langage. Voi
i la liste des mots 
lés (la sémantique sera expli
itéeplus tard) :� "debut", indique le début d'une fon
tion� "�n", indique la �n d'un blo
 (d'une bou
le, hyperbou
le, fon
tion)� "
reation", pour désigner qu'on va 
réer lo
alement ou globalement des objets� "entier", pour l'instant, sert à désigner qu'on va dé�nir une fon
tion� "bou
le", indique qu'on va entrer dans une bou
le� "fois", maintenant, on rentre dans le 
ode de 
ette bou
le� "hyperbou
le", indique qu'on va entrer dans une hyperbou
le8



3. VISION GÉNÉRALE DU LANGAGE 9� "�nal", indique qu'on dé�nit là le 
ode "�nal" d'une hyperbou
le� "programme", pour indiquer qu'on dé�nit maintenant le programme prin
ipalDans l'analyseur lexi
al, il faut déte
ter 
es mots avant les fon
tions sinon il y aura 
onfusion.(debut,�n,fois,�nal) n'ont pas d'a
tion spé
i�que mais ils servent à la bonne arti
ulation du langageet à une meilleur lisibilité des sour
es pour un humain.2.2. Les 
ara
tères spé
iaux. Ceux-
i servent aussi dans l'arti
ulation sémantique du �-
hier sour
e, pour la lisibilité de 
e même �
hier ou pour des 
ommentaires. Les a
tions sont toutestrès distin
tes et dépendent de l'avan
ement de l'analyse. Voi
i une liste de 
es 
ara
tères :"tabu-lation","saut de ligne", "#", "+", "-", "=", " :", "(", ")", "[", "℄", " ;", ",".Nous pouvons déjà dé
rire les a
tions de 
ertains de 
es 
ara
tères.� "#" => indique un 
ommentaire. La ligne du �
hier sour
e est ignorée de l'analyse. Il n'ya don
 au
une a
tion.� tabulation," " => 
e sont les séparateurs du langage. Au
une a
tion à e�e
tuer i
i.� " ;" => séparateur d'instru
tion. Au
un a
tion à e�e
tuer.� " :" => Cara
tère "dé
oratif". Il n'a au
une in�uen
e sur le langage. Il permet une meilleurele
ture des sour
es pour "
reation :..." (voir la grammaire).� "," => séparateur d'identi�ants lors de la 
réation de variables ou de tableaux ou lors despassages en paramètres de 
es mêmes identi�ants.Les longs 
ommentairesIl est possible de 
ommenter ses sour
es ave
 des 
ommentaires sur plusieurs lignes. Les 
ommen-taires 
ommen
ent par "/*" et 
e terminent par "*/" (
omme en C). On peut y mettre TOUT 
eque l'on veut.Comme 
es 
ommentaires sont sur plusieurs lignes, on pourrait utiliser le format LEX suivant :"/*"[.n℄*"*/". Mais en pro
édant ainsi, on oublie de 
ompter les lignes (les 
ara
tères n), 
e quin'est pas pratique pour l'a�
hage des erreurs. Il faut don
 utiliser un boleens qui indique si on estdans un 
ommentaire ou non (mis à vrai dès qu'on ren
ontre un "/*" et remis à faux dès qu'onren
ontre un "*/"). Si les mots sont dans un 
ommentaire alors l'analyseur lexi
al ne fait rien.Sinon, il fait son travail habituel.Tout autre 
ara
tère est à bannir (sauf dans les 
ommentaires). Si on en déte
te un, il fauta�
her un message d'erreur et arrêter la 
ompilation.3. Vision générale du langageIl serait beau
oup trop long de dé
rire toute la grammaire du langage (voir Annexe). Nousallons plut�t en dé
rire les grandes lignes et montrer quelques exemples.Le �
hier sour
e peut se dé
omposer en 3 parties :(1) la 
réation des variables globales et des tableaux globaux(2) la dé�nition des fon
tions, revenir en 1(3) le programme prin
ipal3.1. Des
ription des objets globaux. La première partie se fait tout simplement de lasorte :"
reation" " :" liste de 
réations variables et de tableauxCette liste 
omporte des noms de variables et des noms de tableaux ainsi que leurs tailles misesentre 
ro
hets. Exemples :
reation :TMP,Tab[23℄,Tub[5℄,VAR123.2. Dé�nition des fon
tions. La deuxième partie permet une 
onstru
tion in
rémentaled'un algorithme. La dé�nition des fon
tions ressemble à 
elle du C. Voi
i la forme générale :"entier" nom-de-la-fon
tion "(" paramètre ")""
reation" " :" liste de 
réations variables et de tableaux"debut"suite-instru
tions"�n"



4. L'AUTOMATE D'ÉTAT 10"Les paramètres" est une liste de noms de variables et de tableaux. Les instru
tions serontexpli
itées plus pré
isement plus loin. Exemples :entier 
ou
ou(A12,B,Tub)
reation:C,D,Tab[10℄debut...fin 3.3. Le programme prin
ipal. La troisième partie est la dé�nition du programme prin
ipal.Elle ressemble beau
oup à 
elle des fon
tions :programme "(" paramètre ")""
reation" " :" liste de 
réations variables et de tableaux"debut"suite-instru
tions"�n"Exemple :programme(A,B)
reation:C,D,Tab[10℄debut...finRemarque : on n'est pas obligé de faire une "
réation" dans les fon
tions et le programmeprin
ipal.3.4. Les modules. Les sour
es peuvent être é
rites dans di�érents �
hiers. Les �
hiers ne
ontenant, que des dé�nitions de fon
tions, peuvent être vus 
omme des modules. Le dernier des�
hiers doit bien entendu 
ontenir le programme prin
ipal. Chaque module doit 
ontenir une 
réa-tion d'objets globaux (même vide si on veut, voir grammaire). Le dernier �
hier peut 
ontenir soitle programme prin
ipal seul, soit des fon
tions et le programme prin
ipal ou une 
réation d'objetsglobaux suivie de fon
tions et du programme prin
ipal.Il est interdit de faire des 
réations d'objets globaux en milieu de �
hier.L'analyse de plusieurs �
hiers, se fait en LEX grâ
e à la fon
tion "yywrap". Dans 
elle-
i, onré-initialise la variable yyin sur le nouveau �
hier à lire, on remet l'état en 6 et on met la variablede ligne 
ourante en 1.3.5. Appel de fon
tions. Les problèmes indéte
tables par la syntaxe seront traités plusloin. Pour la suite nous allons tout de suite dé
rire l'appel des fon
tions. Ceux-
i se font sur 
ettesyntaxe :VARIABLE " :=" FONCTION "(" parametres ")" " ;"Il est fa
ile de remarquer que les identi�ants n'ont pas le même r�le suivant qu'ils sont à 
réer,à dé�nir ou qu'ils sont en paramètres d'une fon
tion. L'état de l'analyse 
hange don
 suivant qu'onest dans la dé�nition des paramètres d'une fon
tion, dans le 
orps d'une fon
tion et
... et don
 lesa
tions à e�e
tuer 
hangent. Nous devons 
réer une variable d'états.4. L'automate d'étatLes 
hangements d'état peuvent être représentés par un automate.� état 0 : 
réation des identi�ants de paramètres lors des dé�nitions� état 1 : 
réation des identi�ants d'une fon
tion� état 2 : 
orps d'une fon
tion� état 3 : identi�ant mis en paramètres d'une fon
tion (VAR :=FUN(...))� état 4 : identi�ant d'une bou
le (bou
le VAR fois)� état 5 : identi�ant d'une hyperbou
le (hyperbou
le A fois)� état 6 : 
réation des identi�ants globauxMaintenant, on peut dé
rire les a
tions des identi�ants suivant l'état
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Fig. 1. L'automate des 
hangements d'états4.1. A
tion d'une variable. AlgoSi état=2 alors re
her
her adresse de la variable dans la table des symbolesSi état=0 alors 
onstru
tion d'une variable en paramètre d'une fon
tionSi état=1 alors 
réation d'une variable lo
aleSi état=6 alors 
réation d'une variable globaleSi état=3 alors ajout de la variable dans les paramètres en 
oursSi état=4 alors 
ode bou
le état=2Si état=5 alors 
ode hyperbou
le état=24.2. A
tion pour les tableaux. Le problème, pour les tableaux, est que lors de leur 
réa-tion, il faut attendre le 
ro
het fermant pour 
onnaître la taille. On utilise don
 une variable desauvegarde du nom du tableau et 
'est lors du 
ro
het fermant qu'on pourra e�e
tuer l'a
tion.TableauxAlgo Si état=2 alors re
her
her adresse du tableauSi état=0 alors 
onstru
tion d'un tableau en paramètre d'une fon
tionSi état=6 ou état=1 alors sauvegarder le tableauSi état=3 alors ajout du tableau dans les paramètres en 
oursA
tion après "℄"Algo Si état=6 alors 
réation d'un tableau globalSi état=1 alors 
réation d'un tableau lo
al4.3. A
tion d'une fon
tion. AlgoSi état=0 on 
hange de fon
tion dans la table des symboles



5. GESTION DES ERREURS 12Si état=2 ou 4 ou 5 alors on mémorise le nom de la fon
tion pour lagénération de 
ode. 5. Gestion des erreursIl y a trois types d'erreur :(1) erreur lexi
ale : quand le lexeur trouve un 
ara
tère on arrête la 
ompilation et on a�
heun message d'erreur et la ligne.(2) YACC est 
apable de déte
ter les erreurs syntaxiques, on a�
he alors un message d'erreur,la ligne 
ourante et le �
hier.(3) erreur sémantique : la liste est trop longue à énumérer mais pour toutes, on arrête la
ompilation, on a�
he un message d'erreur spé
i�que à 
elle-
i et la ligne où se situel'erreur.Dans tous les 
as, on arrête de 
ompiler. Il n'est pas utile d'essayer de trouver le ou les 
ara
tèresqu'il aurait fallu 
ar on risque d'entraîner des a�
hages d'erreur en 
as
ade (voir les 
ompilateursC et Java qui paniquent si on oublie un seul " ;").



CHAPITRE 2Une ma
hine virtuelleJe vais maintenant dé
rire la ma
hine virtuelle. Je le fais avant la génération de 
ode pour bien
omprendre le résultat obtenu.Notre ma
hine virtuelle, utilise un langage d'assemblage pro
he de 
elui des Intel pour PC.Notre ma
hine virtuelle 
omporte une mémoire de 8000 entiers (dont 4 servant pour le système),une liste d'instru
tions, une pile et un pointeur d'instru
tion 
ourante.Le 
ompilateur génère deux �
hiers. L'un est exé
utable (par la ma
hine virtuelle), le se
ondest une représentation de 
e �
hier en langage d'assemblage pour être lu par un utilisateur. Enau
un 
as 
e �
hier ne peut fon
tionner sur la ma
hine virtuelle. Il permet simplement un 
ontr�leutilisateur. Les instru
tions dont nous allons parler seront 
elles du �
hier exé
utable don
 ave
leurs représentations en langage d'assemblage.1. Fon
tionnement généralEn un premier temps, la ma
hine virtuelle 
harge le programme en mémoire et pla
e son poin-teur d'instru
tions sur la première instru
tion. Pour 
ela on lit le �
hier instru
tion par instru
tionet on teste la bonne é
riture de 
es instru
tions (instru
tions bien générées par le 
ompilateur Lab)et on reitère l'opération jusqu'à la �n du �
hier. La ma
hine virtuelle lit instru
tion par instru
tionet ne s'arrête qu'en 
as d'erreur ou d'une instru
tion de �n d'exé
ution.La ma
hine virtuelle ne fon
tionne que sur des entiers ≥ 0.1.1. Di�érents modes d'adressage. Il existe 3 modes d'adressage. Le premier, et le plus
ourant, est la le
ture dire
te dans la mémoire (On demande la valeur de la ième 
ase mémoire).On ne met pas de symbole devant le nombre (représentant une 
ase mémoire). Le deuxième modeest l'adressage immédiat, 
'est à dire que la valeur n'est pas une adresse mais une quantité entière.On met le symbole # devant le nombre pour la distinguer de la pré
édente. Le troisième, est lemode indire
t. La valeur à re
opier n'est pas la valeur 
ontenue à l'adresse, mais le 
ontenu d'uneadresse elle-même 
ontenue à l'adresse demandée.(voir �gure). On met le symbole # devant pourdistinguer le mode des deux pré
édents. Le troisième mode peut être vu 
omme un pointeur. Ilservira pour le fontionnement des tableaux.1.2. Utilisation. Les instru
tions sont de la forme :instr adr1 adr2Les instru
tions sont représentées par un enregistrement 
omportant :� le type de l'instru
tion� le type et la valeur du premier argument� le type et la valeur du se
ond argumentEn Ctypedef enum {PUSH,POP,ADD,SUB,MOV,MOD,ORG,END,INT,JMP,JZ,JNZ,JE} typeinstr;typedef stru
t Instru
tion{typeinstr instr;int adr1;int type1; 13



1. FONCTIONNEMENT GÉNÉRAL 14
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Fig. 1. Demande de valeur pour 2, #2 e 2int adr2;int type2;} instru
tion;La le
ture est don
 très simple à implémenter (le
ture dire
te sur le �
hier d'une instru
tion).La le
ture des valeurs suivant le mode est aussi très simple, Algo grossier� 
as 0, adressage dire
t, on retourne mémoire[adresse℄� 
as 1, adresse immédiate on retourne adresse� 
as 3, adresse indire
te, si memoire[adresse℄ est trop grande, erreur sinon on retourne me-moire[memoire[adresse℄℄.1.3. Algo général. Voi
i l'algo grossier du fon
tionnement de la ma
hine virtuelle. Noussupposons que nous pouvons ré
upérer les valeurs des paramètres des instru
tions. Nous verronspar la suite, les di�érentes instru
tions.débutlire programme.Empiler les arguments du programme.fin_exe=faux;



2. LES DIFFÉRENTS TYPES D'INSTRUCTION 15pointeur=0;tant que (not fin_exe)fairelire l'instru
tion du pointeur.Lire les paramètres.Suivant l'instru
tion faire l'a
tion spé
ifique.finfin 2. Les di�érents types d'instru
tionJe vais maintenant dé
rire les di�érents types d'instru
tion possibles. Celles-
i sont très peunombreuses par rapport à un vrai assembleur mais elles sont su�santes pour les programmes é
ritsdans notre langage.2.1. Les instru
tions. Les instru
tions se divisent en 3 groupes : les instru
tions de mani-pulation de la mémoire, les instru
tions de piles et les instru
tions de sauts. Les premières serventà additionner des valeurs, dépla
er des valeurs...Les se
ondes servent à empiler des valeurs ou à les dépiler.Les dernières servent à sauter d'une partie d'un programme à une autre suivant les valeurs enmémoire. Voi
i la liste des instru
tions possibles ("instr adr1 adr2"). :� ORG : origine, sauter à l'instru
tion pointée par adr1. Adr1 est toujours en mode immédiat.� PUSH :on empile adr1 sur la pile de la ma
hine� POP : adr1, on dépile sur adr1, 0 si la pile est vide. Adr1 est toujours en mode dire
t.� ADD : on in
rémente l'adr1 de adr2. Adr1 est en mode dire
t et Adr2 en mode immédiat.� SUB : on dé
rémente l'adr1 de adr2. Adr1 est en mode dire
t et Adr2 en mode immédiat.� MOV : adr1 prend la valeur adr2. Adr2 ne peut pas être en mode immédiat.� MOD : on fait un modulus de adr1 par adr2. Adr1 ne peut être en mode immédiat.� END : �n de l'exé
ution� INT : suivant la valeur de adr1, en mode dire
t(mais 
ompris en mode immédiat)� 1 <=> lire une valeur et la mettre à l'adresse 0� 2 <=> é
rire sur la sortie standard la valeur de l'adresse 1� 3 <=> ouvrir le mode graphique� 4 <=> fermer le mode graphique� 5 <=> e�a
er le mode graphique� 6 <=> pla
er un point en (adresse 1,adresse 2) et de 
ouleur adresse 3� JMP : sauter à l'instru
ton adr1.� JZ : sauter à l'instru
tion adr1 si la valeur à l'adr2 est à zéro.� JNZ : sauter à l'instru
tion adr1 si la valeur à l'adr2 est di�érente de zéro� JE : si les deux valeurs sont égales, alors la valeur de adr1 est mise à 02.2. Exemples de 
ode en C. L'instru
tion addvoid add(instru
tion ins)debutint tmp1,tmp2;/* on interdit de faire 4:=A+1 */si (ins.type1==1) instr_errone();/* On prend les valeurs */tmp2=donne_valeur_deux(ins);tmp1=donne_valeur_un(ins);/* on effe
tue l'opération, si on passe en dessous de zéro on remet au max */si (ins.type1==0)si (memoire[ins.adr1℄+tmp2<0) memoire[ins.adr1℄=INT_MAX;else memoire[ins.adr1℄+=tmp2;elsesi (memoire[memoire[ins.adr1℄℄+tmp2<0)memoire[memoire[ins.adr1℄℄=INT_MAX;



2. LES DIFFÉRENTS TYPES D'INSTRUCTION 16else memoire[memoire[ins.adr1℄℄+=tmp2;finL'instru
tion JZint jz(instru
tion ins)debutint tmp1,tmp2;/* On prend les valeurs */tmp2=donne_valeur_deux(ins);tmp1=donne_valeur_un(ins);/* on effe
tue oui ou non le 
hangement d'adresse */si (tmp1==0)si (ins.type2==1) retourne ins.adr2;else retourne memoire[ins.adr2℄;else retourne pointeur+1;fprintf(stderr,"erreur de jz la");exit(EXIT_FAILURE);finD'autres a
tions très simples� END : �n_exe=vrai ;� ORG : pointeur=donne_valeur_un(programme[pointeur℄) ;� PUSH :tmp=donne_valeur_un(programme[pointeur℄) ;pile_exe=Push(pile_exe,tmp) ; pointeur++ ;� et
...Maintenant que nous avons vu le fon
tionnement de la ma
hine virtuelle et des instru
tionspossibles, nous pouvons 
ommen
er à dé
rire la transformation des programmes LAB, dans notrelangage d'assemblage.Nous supposerons que nous avons une pro
édure permettant d'insérer une instru
tion exé
utableet sa représentation en langage d'assemblage.



CHAPITRE 3Génération de 
ode des instru
tions de baseLa génération de 
ode est la partie la plus te
hnique d'un 
ompilateur (même si, i
i, le 
odeest pour une ma
hine virtuelle, très pro
he des PC). Comme le nombre d'instru
tions possibles esttrès limité, 
es instru
tions ont été dire
tement mises dans la grammaire. Ainsi, lors de l'analysesyntaxique, quand 
elle-
i a déte
té une de 
es instru
tions, nous pouvons dire
tement générer le
ode asso
ié. Mais 
ette génération né
essite une table des symboles, que nous allons maintenantdé
rire. 1. Table des symbolesLa table des symboles de LAB 
omporte un grand nombre de tableaux :� Une table des variables globales� Une table des tableaux globaux� Une table des paramètres en 
ours� Une table des bou
les (voir 
hapitre suivant)� Une table des hyperbou
les (voir 
hapitre suivant)� Une table 
omportant des informations pour 
haque fon
tionPar sou
i de simpli
ité, les tables ne sont pas 
réées dynamiquement (mais 
'est une opti-misation possible du 
ompilateur) et sont 
onstruites dès le départ de taille prédé�nie par des
onstantes. Les tables sont toutes des tableaux d'enregistrements que nous allons détailler 1.1.1. Tables des variables. Une variable est une entité 
omportant un nom et une adresse.La stru
ture de la table est don
 :typedef stru
t Cellule_var{
har nom_var[max_
ar℄;int adresse;} 
ellule_var;On peut maintenant 
réer la table des variables globales, et dans 
haque fon
tion, la table desvariables lo
ales.1.2. Table des tableaux. Un tableau est une entité 
omportant un nom, une adresse dedépart des données et une taille. La stru
ture de la table est don
 :typedef stru
t Cellule_tab{
har nom_tab[max_
ar℄;int adresse;int taille;} 
ellule_tab;On peut maintenant 
réer la table des tableaux globaux, et dans 
haque fon
tion, la table destableaux lo
aux.1Remarque : je ne vais pas dé
rire les re
her
hes de présen
e dans les tables 
ar 
es re
her
hes sont séquentielleset triviales (sauf un exemple). 17



1. TABLE DES SYMBOLES 181.3. Les paramètres. Les paramètres sont des entités provisoires 
omportant un nom, uneadresse et un type (0 pour variable et 1 pour tableau). Ils font référen
e à des entités déjà existant.La stru
ture de la table est don
 :typedef stru
t Cellule_param{
har nom_param[max_
ar℄;int adresse;bool type; /* 0 var , 1 tablo */} 
ellule_param;On pourra don
 
réer les paramètres des fon
tions lors de leurs dé�nitions et 
onstruire lepassage en paramètres des entités dans les 
orps des fon
tions.1.4. Une fon
tion. La fon
tion, est en LAB, l'entité sûrement la plus 
ompliquée et né
es-sitant le plus d'informations. Une fon
tion 
omporte un nom et une adresse de début de 
ode.Elle 
omporte aussi les tables suivantes : une table des variables lo
ales, une table des tableauxlo
aux, une table des paramètres. Chaque table a aussi son nombre d'entités ainsi 
réées (nombrede variables et
...). La stru
ture en C est don
 la suivante :typedef stru
t Cellule_fun{
har nom_fun[max_
ar℄; /* Nom de la fon
tion */
ellule_var table_var[max_var℄; /* Table des variables de la fon
tion */
ellule_tab table_tab[max_tab℄; /* Table des tableaux de la fon
tion */
ellule_param table_param[max_param℄; /* Tables des parametres */int nb_param; /* nombre de parametre */int nb_var; /* nombre de variables */int nb_tab; /* nombre de tableaux */int adresse; /* adresse de début de 
ode */} 
ellule_fun;On 
rée don
 une immense table des symboles pour les fon
tions.Remarque : le programme prin
ipal pourra ainsi être vu 
omme une fon
tion 
ar il a les mêmespropriétés. Il faudra simplement faire attention à ne pas retourner de valeurs mais à simplementquitter le programme.Remarque : les fon
tions prédé�nies de LAB, seront rajoutées dès le début dans la table dessymboles. Ainsi, elles seront traitées 
omme toutes les autres fon
tions dans la 
ohéren
e des don-nées.1.5. Avantages et exemples. Liste non exhaustive des avantagesAve
 
e système, les avantages sont très nombreux en utilisant des re
her
hes exhaustives :� On peut fa
ilement tester le nombre de paramètres et leur 
ohéren
e ave
 la dé�nition de lafon
tion.� On peut véri�er fa
ilement si une entité a déjà été 
réée dans les entités lo
ales, globales oudans les paramètres.� On peut trouver fa
ilement les fon
tions, variables, tableaux in
onnus.� On peut éviter les appels ré
ursifs� On retrouve fa
ilement les informations né
essaires à 
haque entité, 
ar toutes les informa-tions utiles sont sauvegardées dans des tables.Re
her
he pour savoir si une variable est déjà globale ou nonbool deja_var_global(
har *name)debutint i;pour(i=0;i<nb_var_global;i++)si (str
mp(name,table_var_global[i℄.nom_var)==0) retourne vrai;



3. LES INSTRUCTIONS AVEC TABLEAUX 19retourne faux;fin 2. Les instru
tions ave
 variablesLes instru
tions n'utilisant que des variables sont à la base de LAB. Ce sont elles qui permettentde véritables évolutions dans l'exé
ution des programmes. Elles sont au nombre de 4 :� 1) VAR1 :=VAR2 ;� 2) VAR1 :=NOMBRE ;� 3) VAR1 :=VAR1+NOMBRE ;� 4) VAR1 :=VAR1-NOMBRE ;Notre langage d'assemblage a don
 été 
réé pour que 
es instru
tions ne fassent qu'une instru
tionma
hine, vu qu'elles seront les plus utilisées. L'analyse lexi
ale (ave
 l'automate d'état et la tabledes symboles ) permet de trouver fa
ilement l'adresse de nos variables. Il est don
 aisé de générerle 
ode.1) Les variables étant simplement des adresses de la mémoire, on utilise l'adressage dire
t. Nousavons don
 le 
ode :MOV VAR1 VAR22) Maintenant nous utilisons l'adressage immédiat pour représenter notre nombre :MOV VAR1 #NOMBRE3) 4) En utilisant un mélange des deux pré
édentsADD VAR1 #NOMBRESUB VAR1 #NOMBREOn remarque que la génération ressemble plus à un transdu
teur, vu que la génération est "auto-matique".Mais pour les tableaux, 
ette génération est un peu plus 
ompliquée.3. Les instru
tions ave
 tableauxEn LAB, les tableaux sont 
y
liques, 
'est à dire que l'indiçage est modulo de la taille dutableau. Il faut don
 avoir quelque part en mémoire, 
ette taille. Les manipulations sur les tableauxné
essiteront en permanen
e 
ette information.3.1. Représentation d'un tableau en mémoire. Comme nous l'avons déjà indiqué, untableau a une taille, 
'est à dire un nombre de 
ases. Quand on dé
lare "Tab[X℄", on permet àl'utilisateur d'avoir des 
ases de 0 à X 
ompris. Comme nous le verrons au 
hapitre suivant, onpeut passer des tableaux en paramètres. Mais on ne peut pas indiquer dire
tement la taille 
ar onaurait des problèmes de 
ompatibilité et de portabilité de la fon
tion. J'ai don
, pour les tableaux,utilisé la représentation en mémoire suivante.
case 0 1 1005

133 10 11 12

1000 1001 1002 1003 1004

1002

Mémoire de la machine

Adresse de début de données

Taille du tableau

7998 7999

Fig. 1. Représentation d'un tableau Tab[3℄Ainsi il est très aisé de retrouver les informations dans un tableau, grâ
e à l'adresse de débutde données.



3. LES INSTRUCTIONS AVEC TABLEAUX 203.2. Utilisation. Les instru
tions utilisant les tableaux sont plus nombreuses mais mais pasassez pour ne pas être mises dire
tement dans la grammaire du langage. Nous utiliserons le nomgénérique Tab, pour un tableau, VAR pour les variables et NOMBRE pour les entiers naturels.� 1) Tab[NOMBRE℄ :=VAR ;� 2) Tab[NOMBRE℄ :=NOMBRE ;� 3) Tab[VAR℄ :=VAR ;� 4) Tab[VAR℄ :=NOMBRE ;� 5) VAR :=Tab[VAR℄ ;� 6) VAR :=Tab[NOMBRE℄ ;On le voit i
i, les tableaux servent essentiellement à sto
ker des données.Pour y a

éder, il faut d'abord faire un modulus de l'indi
e ave
 la taille du tableau. Puis ajouter à
ette nouvelle valeur, l'adresse de début des données. On obtient ainsi, l'adresse de la 
ase mémoiredésirée. Pour 
ela nous utiliserons la 
ase mémoire 0 réservée à la ma
hine virtuelle. Nous n'allonspas détailler toutes les instru
tions à générer mais utiliser simplement des exemples signi�
atifs.ADR est l'adresse du tableau qui 
ontient l'adresse de début de données. Don
 (ADR+1) représente
ase 
ontenant la taille du tableau.Instru
tion de type 1)MOV 0 #NOMBREMOD 0 (ADR+1)ADD 0 ADRMOV �0 #NOMBREInstru
tion de type 4)MOV 0 VARMOD 0 (ADR+1)ADD 0 ADRMOV �0 #NOMBREInstru
tion de type 5) VAR1:=Tab[VAR2℄MOV 0 VAR2MOD 0 (ADR+1)ADD 0 ADRMOV VAR1 �0Apparaît 
lairement le r�le extrêmement important de l'adressage indire
t. Il peut être 
onsi-déré 
omme un pointeur (représentation par �è
he) et 
omme on n'utilise que des entiers, le pointeurn'a pas besoin de type. Ce mode d'adressage est très utilisé en assembleur mais il doit être manipuléave
 soin si on veut ne pas pointer en dehors de la mémoire.Maintenant que nous avons la génération des instru
tions de base (les petites briques du lan-gage), nous allons pouvoir passer à la génération d'une autre partie très importante de LAB : lesfon
tions.



CHAPITRE 4Génération de 
ode des appels de fon
tionEn e�et, les fon
tions permettent un dé
oupage des programmes et l'utilisation d'outils géné-riques qui peuvent servir à tout moment (voir manuel d'utilisation).Mais les fon
tions ont besoin d'arguments pour être utilisées. Se posent alors deux questions :
omment 
réer les paramètres ? Comment ensuite les utiliser ? A la première question, il su�t defaire 
omme à la 
réation d'entité. On ajoute en mémoire les entités utilisées. A la se
onde, nousallons passer les arguments par piles.1. Dé�nition et appel de fon
tionBeau
oup de fon
tions utilisent des arguments. Ces arguments vont être manipulés et avoirde l'in�uen
e sur l'exé
ution du programme. En LAB, les paramètres sont toujours passés "enparamètres" (
omme désignés dans les autres langages de programmation).1.1. Dé�nition. Pour 
ela, pour 
haque argument donné, on utilise une 
ase mémoire. Ce
ipeut être fait grâ
e à l'automate d'état (voir pré
édemment) qui permet de savoir si on est dansles arguments de la fon
tion ou dans la 
réation lo
ale. Il faudra véri�er que les entités ne sont pasdes entités globales 
ar 
ela peut porter à 
onfusion. On réserve don
 de la pla
e dans la mémoirepour 
es entités. Pour ré
upérer les valeurs données lors de l'exé
ution du programme, il faudradépiler les valeurs. Exemples :entier fun(A,B,C)debut...finA est réservé à la 
ase mémoire 10, B à la 
ase 11 et C à la 
ase 12<==>POP 12POP 11POP 10Après on 
ontinue normalement la génération de 
ode.1.2. Appel de fon
tion. Un appel de fon
tion se fait en plusieurs étapes. Il ne peut se faireque quand on a lu tous les arguments à mettre en paramètres (
'est à dire après ")"). On utilisedon
 en
ore l'automate d'état qui a mis 
haque entité lue dans une table d'arguments temporaire.Algo grossier pour (VAR :=fun(A,B,C,...)) :� Véri�er si on ne fait pas un appel ré
ursif� Véri�er que la fon
tion appelée existe bien par un par
ours de la table des symboles� Véri�er le nombre d'arguments et leur 
ohéren
e par un par
ours des arguments de la fon
-tion� Si 
'est une fon
tion système alors générer un 
ode spé
ial� Empiler l'adresse de retour d'instru
tion 
'est à l'adresse de l'instru
tion + nombre d'argu-ments + 1� Empiler les arguments (A,B,C...)� é
rire un saut (jmp) à l'adresse de début de 
ode de la fon
tion appelée� é
rire un "pop VAR" pour ré
upérer la valeur de retour de la fon
tion appelée.On voit i
i l'intérêt des instru
tions de sauts. Exemple, appel de fon
tion : A :=F(A,B), ou A està l'adresse 10, B en 11 et la fon
tion à son début de 
ode en 121



1. DÉFINITION ET APPEL DE FONCTION 2226:push #3027:push 1028:push 1129:jmp #130:pop 11On voit qu'un appel de fon
tions génère en fait beau
oup d'instru
tions ma
hine mais lesfon
tions sont tellement utiles... On a don
 le s
héma suivant :
Empiler le pointeur
 et les paramètres

On dépile les arguments

On dépile le pointeur et on empile le résultat

On dépile le résultat et on continue

C
B
A

 RES

Pointeur Pointeur

Fonction s’exécute

Fig. 1. Exemple d'appel de fon
tion1.3. Fon
tions système. Pour les fon
tions prédé�nies en LAB (é
rire, pixel, lire, et
...), ilfaut générer un 
ode spé
ial. Celui-
i est di�érent pour 
haque instru
tion. Je donne le 
ode en C
omme exemple. Val1 est la variable qui re
evra la valeur de retour. On utilise aussi les adressesréservées au système.lireadd_instr(INT,1,0,0,0);add_instr(MOV,val1,0,0,0);e
rireadd_instr(MOV,1,0,parametre_en_
our[0℄.adresse,0);add_instr(INT,2,0,0,0);add_instr(MOV,val1,0,0,1);ouvregraphadd_instr(INT,3,0,0,0);add_instr(MOV,val1,0,0,1);idem, pour fermegraph et effa
er.



2. L'INSTRUCTION "RETOURNER" ET FIN DE FONCTION 23pixeladd_instr(MOV,1,0,parametre_en_
our[0℄.adresse,0);add_instr(MOV,2,0,parametre_en_
our[1℄.adresse,0);add_instr(MOV,3,0,parametre_en_
our[2℄.adresse,0);add_instr(INT,6,0,0,0);add_instr(MOV,val1,0,0,1);1.4. Changement de fon
tion. Au fur et à mesure de la génération de 
ode, on 
hange defon
tion. Il faut don
 mettre la table des symboles à jour. Ce
i montre 
omment se servir de 
ettetable et 
omment le tout est 
odé.void 
hange_fun()debutint i;/* ******************* Si on a atteint le nombre maximal de fon
tions ********* */si (nb_fun_lu==max_fun)debuterreur_ligne();fprintf(stderr,"Trop de fon
tions demandees :%s, plus de mémoire\n",nom_fun_en_
ours);exit(0);fin/************** on teste si la fon
tion n'a pas déjà été définies ******** */pour(i=0;i<nb_fun_lu;i++)si (str
mp(table[i℄.nom_fun,nom_fun_en_
ours)==0)debuterreur_ligne();fprintf(stderr,"Fon
tion déjà définie plus haut\n");exit(0);fin/* ************** On 
hange de nom de fon
tion 
ourante ************* */str
py(table[nb_fun_lu℄.nom_fun,nom_fun_en_
ours);/* ************* On met à jour l'adresse de départ de la fon
tion ******** */table[nb_fun_lu℄.adresse=ligne_asm;/* ************ On augmente le nombre de fon
tions lues ******************* */nb_fun_lu++;fin Erreur_ligne indique la ligne de l'erreur.Pour le programme prin
ipal, on utilisera une fon
tion presque identique (voir 
ode).2. L'instru
tion "retourner" et �n de fon
tionComme nous pouvions nous en douter, une fon
tion retourne une valeur 
al
ulée. Ce
i peutêtre e�e
tué par l'instru
tion (qui en fait une fon
tion 
omme les autres) "retourner" (voir manueld'utilisation). Cette "fon
tion" arrête don
 l'exé
ution de la fon
tion et doit permettre de retournerune valeur. Pour 
ela, il su�t de dépiler pour retrouver l'an
ienne valeur du pointeur d'exé
ution(revenir au 
ode qui avait fait appel à la fon
tion) et empiler le résultat 
al
ulé. On utilisera uneadresse réservée au système.2.1. Code en C.add_instr(MOV,val1,0,0,1);add_instr(POP,0,0,0,0);add_instr(PUSH,parametre_en_
our[0℄.adresse,0,0,0);add_instr(JMP,0,0,0,0);



4. EXEMPLE D'EMPILEMENT DES ARGUMENTS 242.2. La �n de fon
tion. Il est dit dans le manuel d'utilisation que LAB assure toujoursun retour de valeur. Don
 si l'utilisateur omet de mettre un "retourner" dans sa fon
tion, LABretourne une valeur nulle. Pour 
ela il su�t de de dépiler le pointeur d'instru
tion, d'empiler 0 etde faire un saut. Ce
i est fait automatiquement à 
haque �n de fon
tion 
ar il est impossible desavoir si le 
ode permet de renvoyer une valeur.3. Le problème des tableauxDepuis le début de 
e 
hapitre, les paramètres sont de simples variables. Qu'en est-il des ta-bleaux ? Le passage en paramètre de tableaux semblent poser un problème. Nous rappelons qu'untableau est dé�ni par son nom, sa taille et son ADRESSE de DEBUT de 
ode qui est en fait unpointeur sur les données.En LAB les tableaux modi�és par une fon
tion sont modi�és pour tout le programme. Nousallons don
 utiliser 
ette propriété en 
réant un nouveau pointeur sur les données. Ce pointeurpermettra d'a

éder aux données du tableau sans tou
her aux autres pointeurs. Pour a

éder à lataille du tableau, on sait que la taille est pla
ée avant les données, elle est don
 en
ore fa
ile d'a

èspour la génération de 
ode 
ar il su�ra de l'empiler.Ce pointeur servira pour toute la fon
tion (et même pour les appels de fon
tion). On évite ainsila 
opie de données et le passage en paramètre d'un tableau ne 
oûte pas plus qu'un passage enparamètre d'une variable. S
héma :
0 1 799979981000  1001  1002  1003 1550

1002 1002

Mémoire

case

Fig. 2. Passage en paramètre d'un tableauLe passage en paramètre de tableaux n'est don
 pas un problème.4. Exemple d'empilement des argumentsvoid Poper(
har *name_fun)debutint j,i; j=nb_fun_lu-1;/* On pop en sens inverse des push don
 de la fin vers le début */pour(i=table[j℄.nb_param-1;i>=0;i--)debut/* Si variable un simple pop */si (table[j℄.table_param[i℄.type==0)debutadd_instr(POP,table[j℄.table_param[i℄.adresse,0,0,0);finelse/* Si tableau, on pop la taille puis l'adresse */debutadd_instr(POP,table[j℄.table_param[i℄.adresse+1,0,0,0);add_instr(POP,table[j℄.table_param[i℄.adresse,0,0,0);fin fin fin



CHAPITRE 5Génération de 
ode des bou
lesLes bou
les sont les premières instru
tions itératives de LAB. Elle permettent d'e�e
tuer unnombre prédé�ni de fois une suite d'instru
tions. Pour 
ela, elles utilisent 
ha
une un 
ompteurqui est dé
rémenté à 
haque appel.1. Création d'une bou
leIl faut don
 
réer un 
ompteur, 
'est à dire utiliser une nouvelle 
ase mémoire. Ensuite le
ompteur est initialisé à la valeur souhaitée et il faut mettre des sauts, l'un au début qui teste lanullité du 
ompteur et un autre à la �n qui retourne toujours sur le test de nullité.1.1. Algorithme.Créer un 
ompteurInitialiser 
e 
ompteur ave
 la valeur voulueMettre une instru
tion de sautContinuer la générationMettre une autre instru
tion de saut.Exemplebou
le A foisPfinP'On supose A est à la 
ases 10. Le 
ompteur à la 
ase 12<=>23:mov 12 1024:jz 12 #28 <------------| -----------|25:le 
ode de P | |26:sub 12 #1 | |27:jmp #24 ---------------| |28:le 
ode de P' <----------------------|Le 
ode de P sera don
 bien e�e
tué A fois. Puis on e�e
tuera le 
ode P'.1.2. Où sauter ? Le problème qui se pose est le suivant : quand on insère l'instru
tion "jz"on ne sait pas où est la �n de la bou
le (en nombre d'instru
tions ma
hine)La solution est d'é
rire temporairement dans un tableau. On peut don
 "repasser" sur le 
odepour mettre à jour le "jz" et puis é
rire le tableau sur le disque. Mais se pose un nouveau pro-blème : 
omment faire pour les bou
les imbriquées ? La solution est don
 une table des "bou
les"pour mémoriser les informations sur les "bou
les".1.3. La fon
tion "sortir". Cette fon
tion permet de "sortir" d'une bou
le (voir manueld'utilisation). Elle prend en paramètre. Si 
e paramètre est di�érent de 0 alors on "sort" de labou
le. Sortir de la bou
le 
orrespond don
 à sauter à la �n de la bou
le. C'est 
omme pré
édem-ment, on ne peut 
onnaître la valeur de 
e saut qu'en ayant e�e
tué le reste de la 
ompilation (dansla bou
le où se trouve la fon
tion). Il faut don
 mémoriser les "sortir" de la bou
le pour de mêmerepasser le 
ode et mettre à jour les "sortir". 25



2. UNE TABLE POUR CALCULER LES SAUTS 262. Une table pour 
al
uler les sautsCette table devra 
ontenir les informations suivantes :� l'adresse de début de bou
le� adresse du saut de �n de bou
le� le nombre de "sortir" de la bou
le� les adresses des "sortir" de la bou
leCe
i donne en Ctypedef stru
t Cellule_bou
le{int adr_jz; /* adresse de début de bou
le, le JZ voir rapport */int val_jz; /* adresse du 
ompteur de bou
le */int adr_jmp; /* adresse du JMP à la fin de la bou
le */int nb_sort; /* nombre de "sortir" 
roisés dans la bou
le */int sort[max_sort℄; /* table des "sortir" */} 
ellule_bou
le;
ellule_bou
le pile_bou
le[max_bou
le℄;int nb_bou
le; /* nombre de bou
les */Ainsi, on peut retenir toutes les informations né
essaires sur les bou
les. A la �n d'une, onrepasse le 
ode, en remettant bien à jour les sauts.La plus simple des solutions, et sûrement la meilleure, est de mémoriser toutes les instru
tionsma
hine pour la fon
tion en 
ours. On n'é
rira sur disque qu'à la �n de la fon
tion (on par
ourt latable en é
rivant les instru
tions ainsi mémorisées).2.1. Algo.Mettre le subMettre le jumpMettre le saut de début bou
le à jourpour tous les "sortir" mettre la valeur de saut à jourProblème de dé
alageIl faut faire attention au fait que, dans notre tableau les adresses sont relatives, et qu'il fautadditionner ave
 la valeur du total des instru
tions générées.Code en Cint fin_bou
le(void)debutint i;/* on de
remente le 
ompteur et on saute */add_instr(SUB,pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.val_jz,0,1,1);add_instr(JMP,pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.adr_jz,1,0,0);/* on met l'instru
tion de saut de debit de bou
le a jour (JZ) */blo
_instr[pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.adr_jz-ligne_asm+nb_instr℄.adr2=ligne_asm;blo
_instr[pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.adr_jz-ligne_asm+nb_instr℄.type2=1;blo
_instr[pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.adr_jz-ligne_asm+nb_instr℄.adr1=pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.val_jz;blo
_instr[pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.adr_jz-ligne_asm+nb_instr℄.type1=0;/* On remet à jour tous les "sortir" */for(i=0;i<pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.nb_sort;i++)debutblo
_instr[pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.sort[i℄-ligne_asm+nb_instr℄.adr2=ligne_asm;blo
_instr[pile_bou
le[nb_bou
le-1℄.sort[i℄-ligne_asm+nb_instr℄.type2=1;finnb_bou
le--;fin



4. SCHÉMA DES INTERACTIONS DES FICHIERS 273. DéfautsLe prin
ipal défaut du 
ompilateur vient du fait que 
haque variable et tableau utilise uneou plusieurs 
ases mémoire. Ainsi, si on n'utilise pas pour le moment la fon
tion, elle prend de lapla
e inutilement dans la mémoire. Par 
ontre, on évite ainsi le 
hargement dans la mémoire de lafon
tion.De même, 
haque bou
le utilise un 
ompteur, même si la bou
le ne sert pas pour le moment.L'amélioration possible serait une mémoire dynamique ave
 
hargement de fon
tions et
... Mais
e
i pourrait être fait en transformant mon langage d'assemblage en langage ma
hine spé
ialisé(pour PC,RISK,SUN et
...).4. S
héma des intera
tions des �
hiersPour 
omprendre, le fon
tionnement général du 
ompilateur et de la ma
hine virtuelle, j'exposeles intera
tions entre 
es di�érentes parties.
lab.lex lab.yacc

comunic.h

action_lex.c

generateur.c

graph.c

labexe.c

outils_asm.c

table.c
gene_tools.c

erreur.c outils_exe.c

Fig. 1. Les intera
tions entre les di�érentes parties du 
ompilateurDe plus, 
haque partie utilise une partie nommée "outils", où se situent des outils de pro-grammation (ma
ro...) et la partie des variables qui sont utilisées par toutes les parties (tables dessymboles, nombre de lignes...).



CHAPITRE 6Images de démonstrationJe présente, dans 
e 
hapitre, des 
aptures d'é
ran de 
ompilation et d'exé
ution de 
ertainsprogrammes.

Fig. 1. Le mode graphique, pour des appli
ations ludiquesEt le 
ode permettant d'obtenir le desssin :/*Il faut utiliser le modules maths, pour l'additionet la variable TMP*/#
reation d'une ligne horizontaleentier lignehori(X,Y,LEN,C)
reation:X1,Y1debut 28



6. IMAGES DE DÉMONSTRATION 29X1:=X;Y1:=Y;bou
le LEN foisTMP:=pixel(X1,Y1,C);X1:=X1+1;finfin#
réation d'une ligne verti
aleentier lignever(X,Y,LEN,C)
reation:X1,Y1debutX1:=X;Y1:=Y;bou
le LEN foisTMP:=pixel(X1,Y1,C);Y1:=Y1+1;finfin/* 
réation d'un re
tangleon utilise les deux fon
tions pré
édentes pour dessinerles re
tangles */entier re
tangle(X,Y,LEN1,LEN2,C)
reation:Z1,Z2debutTMP:=lignehori(X,Y,LEN1,C);TMP:=lignever(X,Y,LEN2,C);Z1:=X;X:=add(X,LEN1);TMP:=lignever(X,Y,LEN2,C);X:=Z1;Y:=add(Y,LEN2);TMP:=lignehori(X,Y,LEN1,C);finprogramme(N)
reation:X,Y,L1,L2,CdebutTMP:=ouvregraph();X:=1;Y:=Y;L1:=10;C:=1;L2:=20;bou
le N foisTMP:=re
tangle(X,Y,L1,L2,C);C:=C+300;X:=X+40;Y:=Y+20;L1:=L1+20;L2:=L2+30;finTMP:=lire(); #Lire une valeur pour pouvoir visualiser le résultatTMP:=fermegraph();fin



6. IMAGES DE DÉMONSTRATION 30

Fig. 2. Exemple d'un tri à bulles dans un tableau



6. IMAGES DE DÉMONSTRATION 31

Fig. 3. La fa
torielle en simple bou
leCon
lusionI
i se termine la partie sur le 
ompilateur LAB. LAB n'est pas un 
ompilteur extrêmement puissant(au
une optimisation de 
ode) mais il est su�samment rapide pour être utilisé à des �ns pédago-giques.Dans la partie suivante, tous les algorithmes ne seront pas é
rits en LAB, mais les implémen-tations ma
hine le seront.



Deuxième partieLes algorithmes de base



Introdu
tionDans la dernière partie, nous avons dé
rit un petit 
ompilateur pour un langage de programma-tion très simple à utiliser. Ce langage peut paraître trop peu puissant pour être utilisé et 
onstruiredes algorithmes, même les plus triviaux. Nous allons nous e�or
er de montrer, dans 
ette nouvellepartie qu'en fait un tel langage est su�sant pour toute une partie de l'algorithme de base et qu'ilpermet de garder la 
omplexité par rapport aux langages 
lassiquesDans 
ette partie, Il faut bien distinguer les fon
tions (é
rites de manière mathématique), lesalgorithmes et les programmes (ou pro
édures). En fait, 
es dernières ne sont que la programmation(dans le langage de la première partie) des algorithmes.



CHAPITRE 7Fon
tions sur les entiers1. Dé�nitions de base1.1. Dé�nition des fon
tions primitives ré
ursives. Soit {Nk → N |k ≥ 0}, l'ensembledes fon
tions dont les arguments (en nombres quel
onques) et la valeur sont des nombres naturels.Nous allons dé�nir un sous-ensemble de 
es fon
tions que nous appèlerons fon
tions primitivesré
ursives. Celles-
i sont dé�nies à partir de fon
tions de base, d'une règle de 
omposition et d'unerègle de ré
ursion.Définition 1. Les fon
tions primitives ré
ursives de base sont les suivantes :(1) La fon
tion
0()est la fon
tion zéro. Elle n'a pas d'argument et a toujours la valeur 0.(2) Les fon
tions

πk
i (n1, · · · , nk)(1 ≥ k et 1 ≥ i ≥ k) sont les fon
tions de proje
tion. La fon
tion πk

i a 
omme valeur lei-ième argument parmi k (πk
i (n1, · · · , nk) = ni).(3) La fon
tion

σ(n)est la fon
tion su

esseur. Elle est dé�nie par σ(n) = n + 1.Définition 2. Soient g une fon
tion à l arguments et h1, · · · , hl des fon
tions à k arguments.Si nous dénotons n1, · · · , nk par n, alors la 
omposition de g et de h1, · · · , hl est la fon
tion dans
Nk → N dé�nie par

f(n) = g(h1(n), · · · , hl(n)). Définition 3. Soient g une fon
tion à k arguments et h une fon
tion à k+2 arguments. Alors,la fon
tion f à k+1 arguments telle que :� f(n, 0) = g(n)� f(n, m + 1) = h(n, m, f(n, m))est la fon
tion dé�nie à partir de g et h par ré
ursion primitive .Remarquons que si les fon
tions g et h utilisées pour dé�nir une fon
tion f par ré
ursionprimitive sont 
al
ulables par une pro
édure e�e
tive, alors f est aussi 
al
ulable.Définition 4. Les fon
tions primitive ré
ursives sont :(1) Les fon
tions primitives ré
ursives de base.(2) Toutes les fon
tions obtenues à partir des fon
tions primitives ré
ursives de base par unnombre quel
onque d'appli
ations de la 
omposition et la ré
ursion primitive.1.2. Théorème. Le langage Loop a été introduit par Meyer et Rit
hie dans les années 70.Les variables en Loop prennent leurs valeurs dans N .Définition 5. Le langage Loop a trois types d'instru
tions de base(1) X :=0 ; La valeur 0 est assignée à la variable X(2) X :=Y ; La valeur de la variable Y est assignée à la variable X(3) X :=X+1 ; in
rémenter d'un la valeur de la variable X34



2. FONCTIONS DE BASE 35En plus de 
es instru
tions de base, nous ajoutons l'instru
tionloop Xun blo
 d'instru
tions:PendDont la sémantique est simple : on exé
ute X fois le blo
 P.Les programmes Loop sont de la forme
inputX1, · · · , Xm< des instru
tions >
outputXn, · · · , XpThéorème 1. Les fon
tions primitives sont stri
tement équivalentes aux programmes LoopAinsi toute fon
tion primitive ré
ursive peut s'é
rire sous la forme d'un programme Loop etsurtout tout programme Loop est équivalent à une fon
tion primitive ré
ursive.Démonstration : voir arti
le [10℄.Théorème 2. Toutes les fon
tions primitives terminent.Don
, par équivalen
e, les programmes Loop terminent. le langage Loop n'est don
 pas Turing-
omplet.Nous allons maintenant, introduire les fon
tions primitives ré
ursives les plus 
lassiques ave
le langage de programmation dé
rit dans la première partie. Ce langage est une extention pourprogrammeur du langage Loop (ajoût de pro
édures, et de quelques autres instru
tions...).2. Fon
tions de base2.1. Les nombres. Toutes les fon
tions 
onstantes J() = j sont primitives ré
ursives. Ene�et, 
ha
une se dé�nit par une suite de 
ompositions.

J() =

j fois
︷ ︸︸ ︷

σ(σ(· · · σ( 0())))Un algorithme en Loop, donneraitX:=0;X:=X+1;... j foisX:=X+1;Dans notre langage, nous utiliserons X :=j (ou j est un nombre>=0).2.2. L'addition. L'addition arithmétique de N1 et N2 est aussi primitive ré
ursive.On peut l'é
rire ave
 le s
héma de ré
urren
e suivant :
add(N1, 0) = π1

1(N1)
add(N1, N2 + 1) = σ(π3

3(N1, N2, add(N1, N2)))
e qui peut se simpli�er en
add(N1, 0) = N1
add(N1, N2 + 1) = σ(add(N1, N2))Dans notre langage, nous pouvons utiliser :entier add(X,Y)
reation:ZdebutZ:=X;bou
le Y fois Z:=Z+1; finTMP:=retourner(Z);fin



2. FONCTIONS DE BASE 362.3. La multipli
ation simple. La fon
tion produit est primitive ré
ursive puisqu'elle sedé�nit par ré
ursion primitive à partir de l'addition.
N × 0 = 0
N × (M + 1) = N + (N × M)Dans notre langage, nous pouvons é
rire :entier mult(N,M)
reation:ZdebutZ:=0;bou
le N foisbou
le M foisZ:=Z+1;finfinTMP:=retourner(Z);fin 2.4. L'exponentielle simple. Similairement, la fon
tion puissan
e (nm) se dé�nit par ré-
ursion primitive à partir de la multipli
ation

N0 = 1
NM+1 = N × NMOn peut don
 la voir 
omme une suite de multipli
ations.Voi
i le programme :entier puissan
e(N,M)
reation:UdebutU:=1;bou
le M foisU:=mult(M,U);finTMP:=retourner(U);finDans 
ette méthode, on 
onstruit n puis n*n puis n*n*n et
... don
 on a une variable (
elle dela multipli
ation) qui va de 0 à n puis de 0 à n*n et
... Il est possible d'é
rire une pro
édure quifasse la 
onstru
tion de 1 à NM de manière dire
te, 
'est à dire sans passer par des intermédiaires.Cette 
onstru
tion est un peu plus déli
ate.entier expo(N,M)
reation:ZdebutZ:=1;N:=N-1;bou
le M foisbou
le Z foisbou
le N fois Z:=Z+1;finfinfinTMP:=retourner(Z);finNous verrons dans la pro
haine partie 
omment faire pour avoir une pro
essus de 
ontru
tion "pluspro
he" de la dé�nition mathématique de l'exponentiation.



3. FONCTIONS DE BASE PLUS COMPLEXES 373. Fon
tions de base plus 
omplexes3.1. La fon
tion prédé
esseur. Comme nous travaillons sur les entiers naturels, le prédé-
esseur de 0 est 0.
pred(0) = 0
pred(M + 1) = MHélas, en Loop, on ne peut pas donner le résultat aussi vite. Il faut 
omme en Lambda-
al
ul,
onstruire le prédé
esseur à partir de 0. Programme :entier pred(M)
reation:ZdebutZ:=0;bou
le M foisZ:=Z+1;finTMP:=retourner(Z);fin L'algorithme n'a pas une bonne 
omplexité 
ar il né
essite M additions pour obtenir le prédé-
esseur. Cette perte de 
omplexité peut se réper
uter sur d'autres algorithmes utilisant le prédé-
esseur.Lemme 1. (4) Pour garder une bonne 
omplexité, il est né
essaire d'utiliser une quatrièmeinstru
tion : X :=X-1 ;Justi�
ation : se verra sur d'autres algorithmes.Les 
omplexités se mesurent sur le nombre d'instru
tions (2), (3) et (4)3.2. La di�éren
e. La fon
tion di�éren
e est dé�nie suivant une 
onvention similaire à 
elleutilisée pour la fon
tion prédé
esseur.

n − 0 = n
n − (m + 1) = pred(n − m)le programme va utiliser le s
héma de ré
ursion pré
édent, en enlevant M fois 1 à N.entier diff(N,M)
reation:debutbou
le M fois N:=N-1; finTMP:=retourner(N);finOn voit i
i, que la 
omplexité ne serait pas bonne sans 
ette nouvelle instru
tion, 
ar on auraitune 
omplexité

Complexite = O(N) + O(N − 1) + O(N − 2) + · · · + O(1)

ie = O(N×(N−1)
2 )

ie ∼ O(N2)alors que l'algo est linéaire. Cette instru
tion est don
 bien né
essaire pour garder une bonne
omplexité. Nous verrons par la suite, que dans la transformation d'algorithmes ave
 la bou
leWhile en algorithmes en Loop, 
ette instru
tion permet de garder la 
omplexité.3.3. La fa
torielle. Elle est dé�nie par la formule suivante :
N ! =

N fois
︷ ︸︸ ︷

1 × 2 × 3 × 4 · · · (N − 1) × NLa fon
tion fa
torielle (n !) est elle aussi primitive ré
ursive.
0! = 1
(N + 1)! = (N + 1) × N !



3. FONCTIONS DE BASE PLUS COMPLEXES 38Comme pour l'exponentiation, il n'est pas évident de 
onstruire l'algorithme sur 
e s
héma deré
urren
e. Programme :entier fa
t_lent(N) entier fa
t(N)
reation:RES,A 
reation:RES,A,Xdebut debutRES:=1; RES:=1;A:=1; A:=0;bou
le N fois X:=1;RES:=mult(RES,A); ou plus rapide bou
le N foisA:=A+1; tout en bou
le bou
le A foisfin bou
le RES foisTMP:=retourner(F); X:=X+1;fin finfinA:=A+1;RES:=X;finTMP:=retourner(RES);finla deuxième version, ne faisant pas appel à la pro
édure de multipli
ation est plus rapide 
aron n'a pas l'appel de la pro
édure, de plus on a pu "ruser" en 
ommençant l'in
rémentation à 0 eten ne re-initialisant pas le 
ompteur à 0 (
omme il est fait ave
 la pro
édure de multipli
ation, voirl'exponentiation). La 
omplexité est N !, dans les deux 
as, mais en ma
hine la deuxième versionva environ 25% plus vite.3.4. Suites. Somme des N premiers nombresLa somme des n+1 premiers entiers naturels s'é
rit mathématiquement :
S =

i=n∑

i=0

iMais elle peut aussi s'é
rire sous la forme (primitive ré
ursive) suivante
S(0) = 0
S(n) = S(n − 1) + nOn peut don
 fa
ilement 
onstruire la pro
édure à partir de 
e s
héma (qui ressemble à 
elui de lafa
torielle).entier somme(N)
reation:I,SdebutI:=0;S:=0;bou
le N foisI:=I+1;S:=add(S,I);TMP:=e
rire(S);finTMP:=retourner(S);finOn peut remarquer que la 
omplexité est polynomiale.Suite géométriqueLa suite géométrique est aussi, une suite 
lassique, qui s'é
rit :

S =

i=n∑

i=0

xi



4. LES FONCTIONS DE PRÉDICAT 39Mais aussi par le s
héma de ré
urren
e suivant :
S(0) = 1
S(n) = x × S(n − 1) + 1On peut don
 fa
ilement 
onstruire le programme :entier geo(N,X)
reation: S,K,SOMMEdebutS:=1;K:=0;bou
le N foisK:=mult(X,S);S:=S+1;SOMME:=add(SOMME,K);finTMP:=retourner(SOMME);fin Suite de Fibonna

iLa suite de Fibonna

i est elle-aussi, une grande 
lassique :

F (0) = 0
F (1) = 1
F (n) = F (n − 1) + F (n − 2)Ce s
héma de ré
urren
e n'est pas primitif ré
ursif, mais on peut quand même é
rire fa
ilement lapro
édure en utilisant un autre s
héma de ré
urren
e.

Fibo(n, u, v) = Fibo(n − 1, u + v, u − v).Pro
édure :entier fibo(N)
reation:U,VdebutU:=0;V:=1;bou
le N foisV:=add(V,U);U:=diff(V,U);finTMP:=retourner(U);finOn voit en
ore i
i, la né
essité de l'instru
tion (4). En e�et, sans elle, le 
al
ul de la di�éren
ede V et de U ne serait plus linéaire et on aurait une 
omplexité qui passerait de O(F (n) × n) en
O(F (n)2 × n). 4. Les fon
tions de prédi
at4.1. Dé�nitions.Définition 6. Un prédi
at est une fon
tion dont les valeurs sont prises dans l'ensemble{vrai,faux}. L'ensemble des prédi
ats dé�nis sur les naturels est don


{Nk → {vrai, faux}|0 ≥ k}Un prédi
at P à k arguments est un sous-ensemble de Nk (les éléments de Nk pour lesquels P estvrai.Par simpli
ité, nous allons 
hoisir de représenter 
lassiquement vrai par 1 et faux par 0 et
onsidérer qu'un prédi
at est dé�ni par une fon
tion vers les entiers dont la valeur ne peut être que0 ou 1.



4. LES FONCTIONS DE PRÉDICAT 40Définition 7. La fon
tion 
ara
téristique d'un prédi
at P ⊆ Nk est la fon
tion f : Nk → 0, 1telle que
f(n) =

{
0 si n 6∈ P
1 si n ∈ PLa notion de prédi
at primitif ré
ursif est alors dire
tement dé�nie à partir de la notion defon
tion 
ara
téristique.Définition 8. Un prédi
at est primitif ré
ursif si sa fon
tion 
ara
téristique est primitiveré
ursive.4.2. Zéro. Le prédi
at zéro qui n'est vrai que pour l'entier 0, est primitif ré
ursif. En e�et,sa fon
tion 
ara
téristique zerop peut être dé�nie par ré
ursion primitive 
omme suit :

zerop(0) = 1
zerop(n + 1) = 0Pro
édure dans notre langage :#Test l'égalité ave
 0entier zerop(X)
reation: YdebutY:=1;bou
le X foisY:=0;TMP:=sortir(X);finTMP:=retourner(Y);finL'instru
tion "sortir" permet d'éviter de "bou
ler" pour rien. On gagne en 
omplexité 
ar on passede O(N) en un temps 
onstant puisqu'on sort en un tour.Définition 9. L'instru
tion sortir(N) est une instru
tion qui permet de for
er la sortie d'unebou
le (des appels ré
ursifs) si et seulement si son paramètre N est supérieur à 0.Elle permet de ne pas bou
ler quand on a eu le résultat désiré. Elle permet don
 de 
onserverla 
omplexité de beau
oup d'algorithmes (et don
 des programmes).4.3. Signe. La fon
tion signe a la valeur 0 si son argument est 0 sinon 1. C'est le 
ontrairede zerop.
signe(m) = 0
signe(m + 1) = 1Comme dans zerop, il est né
essaire, pour garder la 
omplexité, d'utiliser la fon
tion "sortir".#Test le signe d'un nombreentier signe(X)
reation:YdebutY:=0;bou
le X foisY:=Y+1;TMP:=sortir(Y);finTMP:=retourner(Y);fin 4.4. Plus petit. La fon
tion 
ara
téristique du prédi
at plus petit est dé�nie par

petit(N, M) = signe(M − N)Ce qui donne dans notre langage :



4. LES FONCTIONS DE PRÉDICAT 41#Test si N est plus petit que Mentier pluspetit(M,N)
reation:X,YdebutX:=diff(M,N);Y:=signe(X);TMP:=retourner(Y);fin 4.5. Prédi
ats de la logique 
lassique. Les prédi
ats obtenus à partir de prédi
ats primi-tifs ré
ursifs par les opérations booléennes sont aussi primitifs ré
ursifs. Soient g1(n) et g2(n) lesfon
tions 
ara
téristiques de deux prédi
ats primitifs ré
ursifs g1 et g2. Nous avons :
et(g1(n), g2(n)) = g1(n) × g1(n)
ou(g1(n), g2(n)) = signe(g1(n) + g1(n))
non(g1(n)) = diff(1, g1(n))Les pro
édures, ave
 
elles déjà é
rites, sont élémentaires à é
rire. Pro
édure du "et" logiqueentier et(A,B)
reation:ZdebutZ:=mult(A,B);Z:=signe(Z);TMP:=retourner(Z);finPro
édure du "ou" logiqueentier ou(A,B)
reation:ZdebutZ:=add(A,B);Z:=signe(Z);TMP:=retourner(Z);finPro
édure du "non" logiqueentier non(A)
reation:ZdebutZ:=1;Z:=diff(Z,A);TMP:=retourner(Z);finAve
 
es prédi
ats, il est don
 possible d'é
rire tous les autres prédi
ats de la logique 
lassique.4.6. Egale. Le prédi
at d'égalité (n=m) est lui aussi primitif ré
ursif puisque n = m si

¬((n < m) ∨ (m < n)) 
e qui se traduit au niveau des fon
tions 
ara
téristiques par
egal(n, m) = 1 − (signe(m − n) + signe(n − m))Ce qui donne don
 dans notre langageentier egale(M,N)
reation:X,Y1,Y2debutX:=diff(M,N);Y1:=signe(X);X:=diff(N,M);



5. D'AUTRES ALGORITHMES CLASSIQUES 42Y2:=signe(X);X:=add(Y1,Y2);Y2:=1;Y1:=diff(Y2,X);TMP:=retourner(Y1);fin 4.7. IF THEN ELSE. Il est possible de simuler les "instru
tions 
onditionnelles" ave
 desbou
les.Définition 10. Soit une fon
tion dé�nie par :
f(n) =







g1(n) si p1(n)...
gl(n) si pl(n)où les fon
tions g1, · · · , gl ainsi que les prédi
ats p1, · · · , pl sont primitifs ré
ursifs, alors la fon
tion

f(n) est aussi primitive ré
ursive. En e�et elle est donnée par
f(n) = g1(n) × p1(n) + · · · + gl(n) × pl(n)Notons que pour que 
ette représentation soit 
orre
te, il faut que les prédi
ats pi soient mutuelle-ment ex
lusifs.Définition 11. "IF A then P else Q" est primitif ré
ursif.Justi�
ation : 
'est un sous ensemble de la dé�nition 
i-dessus.Algorithme :debutSINON:=1;SI:=fon
tion_
ara
téristique(A)bou
le SI foisP;SINON:=0;finbou
le SINON foisQ;finfin 5. D'autres algorithmes 
lassiques5.1. L'inférieur de deux nombres. Le problème du 
al
ul de l'inférieur vient de la dé�-nition des fon
tions primitives ré
ursives : elles doivent né
essairement 
hoisir un des arguments,
e qui a pour 
onséquen
e immédiate qu'au
un algorithme primitif ré
ursif ne peut 
al
uler lafon
tion Inf en un temps qui n'est fon
tion que du minimum et don
 dans le bon "temps" (voir laThése de L. Colson : représentation intentionnelle d'algorithmes dans les systèmes fon
tionnels.Pour trouver, l'inférieur de deux variables X et Y, il su�t de faire la di�éren
e de X et Y (Y-X)puis regarder si 
ette valeur est di�érente de 0. Si oui alors, le min est X sinon Y. Pro
édure :entier inf(X,Y)
reation:RESdebutRES:=Y;Y:=diff(X,Y);bou
le Y foisRES:=X;TMP:=sortir(Y);fin



5. D'AUTRES ALGORITHMES CLASSIQUES 43TMP:=retourner(RES);finOn utilise, l'instru
tion "sortir" pour gagner en 
omplexité. En e�et, 
ette instru
tion permetd'éviter de bou
ler en
ore pour rien (bou
le Y fois...). La 
omplexité est don
 de O(X). Si, onn'avait pas l'instru
tion "sortir", on aurait une 
omplexité en O(X+Y).Dans un arti
le ré
ent, R. David a trouvé un algorithme n'utilisant que les instru
tions de base(1) (2) (3)) qui permet de 
ontruire l'inf en un temps O(inf). L'algorithme n'est pas présenté i
i,
ar 
ela dépasse notre sujet.Une amélioration est toute fois possible en utilisant l'instru
tion de dé
rémentation et les "IFTHE ELSE". En e�et pour trouver l'inf de X et Y on peut dé
rémenter les deux à la fois enbou
lant sur X. Ainsi, si dans la bou
le Y devient Nul, 
'est notre minimum. Sinon 
'est X leminimum. On utilise don
 massivement l'instru
tion permettant de for
er la sortie de bou
le. Dansnotre langage :entier inf2(X,Y)
reation:MX,MY,SINONdebutMX:=X;MY:=Y;bou
le X foisX:=X-1;Y:=Y-1;SINON:=1;bou
le Y foisSINON:=0;TMP:=sortir(Y);finbou
le SINON foisTMP:=retourner(MY);finfinTMP:=retourner(MX);fin La 
omplexité est don
 en O(inf), puisqu'on sort si on trouve Y ≥ X . Mais on "tri
he" parrapport à l'algorithme de R. David 
ar on utilise des instru
tions qui sont normalement d'une
omplexité autre que 
onstante.5.2. Division eu
lidienne. Le problème de la division (eu
lidienne) de a par b est de déter-miner deux entiers q et r tels que : a = q × b + r et 0 ≥ r < b.Division et resteAlgorithme de la division de a par b (0 geqa et b>0) :Def division(A,B) ISdebutQ:=0;R:=A;Si A<=B alors on a finisinonbou
le A foisR:=R-B;Q:=Q+1;si B<R alors sortirfinfin {Q est le quotient et R le reste.}



6. MULTIPLICATION ET EXPONENTIATION DICHOTOMIQUE 44Dans notre langage, on utilise alors deux variables globales, QUOTIENT et RESTE pour avoir 
e
ouple (et don
 pour ne pas faire deux algos di�érents pour 
ha
un d'entre eux). La 
omplexité de
et algorithme est normalement en O(B) mais le 
al
ul de la di�éren
e et du plus petit impliqueune 
omplexité en O(B2). On remarque qu'il est né
essaire d'utiliser la fon
tion sortir 
ar on ne
onnaît pas à l'avan
e le nombre d'itérations qu'il faudra e�e
tuer.Générateur de hasard à 1 pasLes générateurs à un pas, permettent de simuler un hasard. Ils sont très rapides mais leurs péro-di
ités peuvent être fa
ilement 
al
ulées (Brent,Floyd).L'implémentation est fa
ile, il su�t d'augmenter une variable globale GENERATEUR d'unPAS et de prendre le reste par une division eu
lidienne.entier rand(PAS,MODULUS)debutGENERATEUR:=add(GENERATEUR,PAS);TMP:=division(GENERATEUR,MODULUS);GENERATEUR:=RESTE;TMP:=retourner(GENERATEUR);fin 5.3. PPCM. Le PPCM (plus petit 
ommun multiple), peut lui aussi, être 
al
ulé ave
 lelangage Loop. En e�et, le maximum pour un PPCM de a et b est a*b. Pour garder, la 
omplexité,il faut "sortir" quand on a trouvé le PPCM. Algo :DEF pp
m(A,B) ISMA:=A;MB:=B;bou
le (A*B) foissi ma=mb alors sortirsinonsi ma<mb alors ma:=ma+asinon mb:=mb+bfinretourner(ma) 6. Multipli
ation et exponentiation di
hotomiqueProblème de 
omplexitéCes algos sont 
onnus pour avoir une 
omplexité logarithmique.Comment alors avoir une 
omplexité qui prenne ses valeurs dans les entiers ? Pour résoudre 
eproblème, nous allons bou
ler sur une borne supérieure et utiliser l'instru
tion "sortir" (La bornesupérieure pourra être |log2(N)| + 1, mais il est plus simple d'utiliser N).6.1. La multipli
ation di
hotomique. Elle est 
onstruite sur la formule de ré
urren
e sui-vante :
x × y = x × y + 0
x × 0 + p = p

x × y + p =

{
2x × (y/2) + p si y est pair
2x × ((y − 1)/2) + (p + x) si y est impair
ette ré
urren
e semble don
 primitive ré
ursive.Mais il nous faut 
réer deux nouveaux prédi
ats :� pair� impair



6. MULTIPLICATION ET EXPONENTIATION DICHOTOMIQUE 456.2. Les prédi
ats pair et impair. Il existe deux manières de déterminer si un nombre estpair ou impair.� Faire une division par 2 et regarder le reste (simple et utilisé en ma
hine)� Enlever deux un 
ertain nombre de fois et quand on arrive à zéro (pair) ou à un (impair) onarrêteAlgo :R := N;loop N doif R=1 then impair := 1; exit; endifelseR := R - 1;R := R - 1;if R=0 then pair := 1; exit; endifend loop;Mais la première méthode,en Loop, par une division par deux sera grosso-modo identique. Du faitque toutes les pro
édures ont déjà été é
rites, il est aisé de 
onstruire 
es deux prédi
ats.Algo de la multipli
ation X × Y :A:=X;B:=Y;P:=0;loop B doif B=0 then exit; endifif B impair then P:=P+A; endifA:=2*A;B:=B div 2;endloop6.3. L'exponentiation di
hotomique. L'exponentiation di
hotomique fon
tionne sur lemême prin
ipe :
xy = xy + 0
x0 × p = p

xy × p =

{
(x2)(y/2) × p si y est pair
(x2)((y−1)/2) × p × x si y est impairOn peut don
 de même é
rire fa
ilement l'algorithme :A:=X;B:=Y;P:=1;loop B doif B=0 then exit;endifif B impair then p:=p*a; endif#en utilisant la multipli
ation di
hotomiqueA:=A*A;B:=B div 2;endloop



CHAPITRE 8Les tableauxIntrodu
tionDepuis, le début de 
ette partie, les éléments n'étaient que des entiers ≥ 0. Bien que nous n'ex-pli
iterons ni une dé�nition mathématique des tableaux, ni leur intérêt, nous pouvons fa
ilementles utiliser (si leur 
ontenu est indi
é de 0 à N) dans le langage Loop (et par 
onséquent dans lelangage dé�ni dans la première partie).Comme pré
édemment, les algorithmes de base et don
 les plus fa
iles sur les tableaux, sontfa
ilement tradu
tibles en Loop et don
 auront leurs équivalen
es dans les fon
tions primitivesré
ursives. 1. Outils et séquentialitéPour pouvoir utiliser les tableaux, deux outils de bases sont né
essaires� la le
ture d'un tableau� l'a�
hage du tableauLes algorithmes sont triviaux. Voi
i le 
ode dans notre langage.Le
ture d'un tableau#le
ture d'un tableauentier liretab(Tab,TAILLE)
reation:A,LIREdebutA:=1;bou
le TAILLE foisLIRE:=lire();Tab[A℄:=LIRE;A:=A+1;finfinA�
hage d'un tableau#Affi
her un tableauentier affi
hetab(Tab,TAILLE)
reation:A,BdebutA:=1;bou
le TAILLE foisB:=Tab[A℄;TMP:=e
rire(B);A:=A+1;finfin 46



2. LES TRIS 47Remarque : les tableaux sont indi
és généralement de 1 à N, mais parfois il est bon de lesindi
er de 0 à N-1. Dans le langage dé
rit dans la première partie, les tableaux sont indi
és de 0 àN, 
e qui permet d'appliquer les deux méthodes.1.1. Egalité de tableaux. L'égalité de tableaux est simple : on par
ourt simultanément lesdeux tableaux et si on trouve une di�éren
e alors on sort. Code :entier egalitedetablo(Tab1,Tab2,TAILLE)
reation: OU,TEST,A1,A2,SORTdebutOU:=1;TEST:=1;bou
le TAILLE foisA1:=Tab1[OU℄;A2:=Tab2[OU℄;TEST:=egale(A1,A2);SORT:=non(TEST);TMP:=sortir(SORT);OU:=OU+1;finTMP:=retourner(TEST);fin 1.2. Re
her
her un élément. Si on 
onsidére que les tableaux permettent de garder enmémoire des données, il est bon de savoir si une donnée est présente ou non. Ce
i est la re
her
hed'un élément dans un tableau. La re
her
he est i
i séquentielle, nous verrons plus loin 
ommentoptimiser 
ette méthode. Code :entier re
her
he(Tab,X,N)
reation:A,TEST,INCdebutINC:=1;bou
le X foisA:=Tab[INC℄;TEST:=egale(A,N);bou
le TEST foisTMP:=retourner(INC);finINC:=INC+1;finfinDans le même registre, il est possible d'é
rire :� L'indi
e du minimum d'un tableau� Valeur de 
et élément� Idem pour le maximal� Insertion d'un élément� Suppression d'un élémentJe ne le présente pas i
i, 
ar le 
ode serait trop souvent redondant et n'apporterait rien devraiment intéressant. Par 
ontre, 
es algorithmes ont été 
odés dans notre langage et ont été four-nis dans un module.Il est aussi aisé d'é
rire l'é
hange de deux valeurs dans un tableau.2. Les trisCertain tris peuvent eux aussi être é
rits en Loop (peut être par tous). Nous allons vous montrerles plus 
onnus.



3. RECHERCHE DE MOTIFS 48Définition 12. tri : on 
onsidère une suite �nie X = (x1, · · · , xn) d'éléments distin
ts ap-partenant à un ensemble muni d'un ordre total (i
i les entiers positifs).La suite ordonnée Y = (y1, · · · , yn) 
orrespondant à la suite X est une permutation de 
ettedernière véri�ant :(1) ∀i n ≥ i ≥ 1, ∃j, n ≥ j ≥ 1 tel que xi = yi(2) ∀i n ≥ i ≥ 1, on a yi ≥ yi+12.1. Tri interne par sele
tion du maximum. Cette méthode 
onsiste à agrandir unepartie ordonnée en sele
tionnant le maximal dans la partie non ordonnée. Code :entier trisele
tmax(Tab,N)
reation:PAS,ECH,I,PdebutI:=N;bou
le N foisP:=indi
emaxtab(Tab,I); #Trouver l'indi
e du maximalTMP:=e
hanger(Tab,I,P); #Faire l'e
hangeI:=I-1;finfin 2.2. Tri par Bulles. La méthode 
onsiste à passer séquentiellement le tableau pour fairemonter les éléments les plus "petits" jusqu'à ne plus faire de 
hangement. Algo :def tribulle(t:tableau,n:taille du dit tableau)isloop N doP:=0;SORT:=vrai;bou
le N-1 doP:=P+1;if t[P℄>t[p+1℄ then é
hanger(t[p℄,t[p+1℄); SORT:=faux; endif;endloopif SORT then exit; endifendloopend 3. Re
her
he de motifsLa re
her
he de motifs peut être aussi implémentée dans en Loop. Les motifs sont bien entenduune suite non vide d'entiers 
omme le texte.3.1. Méthode Naive. La méthode naive 
onsiste à par
ourir tout le texte, partie par partieen 
omparant 
haque 
ara
tère ave
 
eux du motifs 
omme un tampon. On arrête la 
omparaisonentre le motif et la partie de texte à la première di�éren
e. Si on ne trouve pas de di�éren
e, on atrouvé le motif et on l'a�
he. Dans les deux 
as, on dé
ale le tampon (le motif) pour re
ommmen-
er. Il faut don
 une pro
édure de 
omparaison entre le motif et la partie de texte (
omparaisonde tableau). Puis 
réer une pro
édure de première o

urren
e. Le programme sera une suite dere
her
hes de première o

uren
e. Sour
e :entier premiereo

urren
e(P,Texte,LT,Motif,LM)
reation:I,LR,TROUVE,COMBdebutLR:=1; LR:=add(LR,LT); LR:=diff(LR,LM);I:=P; TROUVE:=
omparer(I,Texte,Motif,LM);bou
le TROUVE foisTMP:=retourner(I);finCOMB:=diff(LR,P);



5. LES POLYNÔMES 49bou
le COMB foisI:=I+1;TROUVE:=
omparer(I,Texte,Motif,LM);TMP:=sortir(TROUVE);finTROUVE:=non(TROUVE);bou
le TROUVE foisI:=LR;I:=I+1;finTMP:=retourner(I);finAutre AlgorithmesIl est aussi possible d'implémenter la méthode "PSN" (pas si naive) dans notre langage et biend'autre algorithmes de re
her
he de motifs. Mais 
e
i dépasse notre sujet.4. Re
her
he di
hotomiqueLa re
her
he di
hotomique permet dans un tableau ordonné de trouvé un élément en 
omplexitélogarithmique.4.1. Méthode, re
her
her l'entier x. Si l'intervalle de re
her
he est réduit à un singleton,on 
ompare x et l'élément 
orrespondant.Sinon, 
omparer x ave
 l'élément médian. Puis selon le résultat, re
ommen
er à la re
her
he en
onsidérant soit l'intervalle in
luant la médiane, soit l'intervalle supérieur à la médiane.Comme pour la multipli
ation et l'exponentiation di
hotomique, il va falloir bou
ler sur une bornesupérieure.4.2. Algorithme.Indi
eDi
ho(tab t[n℄, x:Element)beginif (n=0) then i:=0elsebeginj:=1;k:=n;loop n doif (j<k) then exit;m:=(j+k) div 2;si (x<=t[m℄) then k:=m;elsej:=m+1;endloopif x=t[j℄ then i:=jelse i:=0;endreturn i;endOn voit en
ore i
i, l'intérêt d'une instru
tion de sortie de bou
le. En e�et sans 
elle-
i, onperdrait la 
omplexité logarithmique pour une 
omplexité linéaire.Ave
 
ette re
her
he di
hotomique, il est possible de faire un tri par insertion (non exposé i
i).5. Les polyn�mesLes polyn�mes peuvent être représentés par des tableaux. Le langage Loop est don
 bien adaptéau traitement des algorithmes sur les polyn�mes.



5. LES POLYNÔMES 50La re
her
he du degré est la re
her
he (en partant par la �n) dans le tableau du premier élémentnon nul (voir pré
édemment).5.1. Somme. La somme de deux polyn�mes p et q, s'é
rit par la formule suivante :
si = pi + qipour tout 0 ≥ i ≥ N.La ré
urren
e est don
 immédiate. Algo :beginI:=0;S[0℄:=p[0℄+q[0℄;loop N doI:=I+1;s[I℄:=p[I℄+q[I℄;endloopend 5.2. Produit. Le produit de deux polyn�mes P et Q s'é
rit mathématiquement :

∀n ∈ NRn =
∑

k+l=n

ak × blIl s'agit don
 d'une double itération sur les indi
es des deux polyn�mes (les deux tableaux). L'algoest don
 tout simplement :#P de degres N, Q de degres M don
 R d degres N+MbeginI:=0;loop N doJ:=0;loop M doR[I+J℄:=R[I+J℄+P[I℄*Q[J℄J:=J+1;endloopI:=I+1;endloopend 5.3. Valeur en X, méthode de Horner. L'évaluation d'un polyn�me en X peut être e�e
-tuée à l'aide de la méthode par rangs dé
roissants (basée sur le s
héma de Horner). La ré
urren
eest la suivante :
k > 0, q =

n∑

i=k

ai × xi−kIl est aisé de voir que 
e s
héma de ré
urren
e est primitif ré
ursif (suite �nie d'additions et demultipli
ations).Il est don
 aisé de le trans
rire dans notre langage :entier horner(Poly,N,X)
reation:H,K,AdebutH:=Poly[N℄;K:=N;bou
le N foisK:=K-1; A:=Poly[K℄;H:=mult(H,X); H:=add(H,A);finTMP:=retourner(H);finThéorème 3. (Borodine, 1973), L'algorithme de Horner est "optimal".



CHAPITRE 9Les matri
es et les graphesIntrodu
tionLes matri
es peuvent être fa
ilement manipulées dans notre langage. Les algorithmes asso
iésauront don
 leurs équivalen
es en fon
tions primitives ré
ursives. Les graphes sont représentablespar une matri
e d'adja
en
e. Certains algorithmes sur les graphes pourront don
 être é
ris en Loop.Tous les algorithmes sont bien sûr des algorithmes de base.1. Les matri
es1.1. Somme. La somme de deux matri
es A et B, s'e�e
tue par la somme de tous les élémentsdes deux matri
es respe
tives. Pro
édure dans notre langage :entier addmatri
e(Mat1,N,M,Mat2,Mat3)
reation: TMP1,TMP2,I,J,OUdebutI:=0;bou
le N foisI:=I+1;J:=0;bou
le M foisJ:=J+1;OU:=pla
er(I,J,M);TMP1:=Mat1[OU℄;TMP2:=Mat2[OU℄;TMP1:=add(TMP1,TMP2);Mat3[OU℄:=TMP1;finfinfin La 
omplexité de l'algo est en O(N ∗ M). Mais pour a

éder aux éléments, nous avons une
omplexité en O(I ∗ M + J). Ce qui donne une 
omplexité en O(N ∗ M2).1.2. Produit. Le produit de deux matri
es A × B = C s'é
rit mathématiquement par laformule suivante :
cij =

n∑

k=1

bik × akjChaque entité de la matri
e s'obtient à partir d'une suite �nie de multipli
ations et d'addtions. Ilest don
 fa
ile d'obtenir un algorithme en Loop.#On suppose A de dimension(M,N) et B de dimension(N,P)beginI:=0;loop N doI:=I+1;J:=0;loop P doJ:=J+1;C[I,J℄:=0;K:=0;loop M do 51



1. LES MATRICES 52K:=K+1;C[I,J℄:=C[I,J℄+A[I,K℄*B[K,J℄;endloopendloopendloopend La 
omplexité est normalement en O(N ∗M ∗P ). Mais les additions et les multipli
ations n'ontpas dans notre 
as une 
omplexité 
onstante. Il faut don
 ajouter à 
ette 
omplexité le 
al
ul desC[I,J℄. La 
omplexité reste pour autant polyn�miale.1.3. Transposition. La transposée d'une matri
e s'obtient ave
 la formule suisante : Soit
A = (aij) (i, j) ∈ I × J . La transposée de A est la matri
e B = (bkl) (k, l) ∈ J × I tel que
∀(k, l) ∈ J × I bkl = alk.Il existe deux méthodes pour 
al
uler la transposition d'une matri
e. La première 
opie lesvaleurs dans une matri
e. Ce
i peut être e�e
tué par un simple par
ours des éléments de la matri
e.La se
onde 
al
ule la transposée dire
tement dans la matri
e. Algo :beginK:=1;loop N doI:=0;loop K doI:=I+1;e
hanger(A[K+1,I℄,A[I,K+1℄);endloopenloopendComme pré
édement, l'algorithme est polyn�mial.1.4. Inversion. L'inverse d'une matri
e A est la matri
e B, notée A−1, tel que A ×A−1 = Iou I est la matri
e Identité.Cette inverse peut être obtenue par pivotages su

essifs sur les éléments de la diagonale dela matri
e et en e�e
tuant les mêmes opérations sur une matri
e Identité. Après 
es pivotages,l'ex-matri
e identité est l'inverse re
her
hée.Pivotage dans une matri
eOn suppose que la matri
e est de dimension (M,N) et que l'on veut pivoter à l'élément indi
é (R,S).Algo :beginJ:=1;loop N doM[J,R℄:=M[J,R℄ / M[S,R℄;J:=J+1;endloopI:=0;#Les éléments avant Rloop R doJ:=0;loop N doM[J,I℄:=M[J,I℄-M[S,I℄*M[J,R℄;endloopI:=I+1;endloopI:=I+1;#Les éléments après Rloop (M-R) do



2. LES GRAPHES ORIENTÉS 53J:=0;loop N doM[J,I℄:=M[J,I℄-M[S,I℄*M[J,R℄;endloopI:=I+1;endloopend 1.5. Algorithme de l'inversion. Maintenant il su�t de faire les pivotages su

essifs sur la
on
aténation de la matri
e A ave
 I (nommé M).beginI:=0;loop M dopivoter(M,I,I);endloopendRemarque : La division utilisée est bien entendu la division eu
lidienne. Il n'est don
 pas pos-sible d'utiliser réellement 
ette matri
e, 
ar les erreurs d'approximation sont bien trop importantes.1.6. Représentation et utilisation. Les matri
es peuvent êre représentées par un tableauxà une seule dimension. En e�et si on a une matri
e M de dimension M*N alors pour atteindreM[I,J℄ il su�t de faire Tab[I*N+J℄ pour a

éder à 
et élément. On peut ainsi ave
 une pro
édureappropriée, a

éder fa
ilement à tous les éléments d'une matri
e.L'utilisation de matri
e est don
 très simple. Par exemple, pour a�
her une matri
e, il su�td'a�
her dans l'ordre tous les éléments du tableaux. Pour la le
ture, il su�t de bou
ler sur la"largeur" et la "longueur". 2. Les graphes orientésIntrodu
tionJe ne ferai pas de des
ription sur les graphes ni sur la preuve et le fon
tionnement des algortihmes.Le but i
i est de montrer que les algorithmes de bases sur les graphes peuvent être transposés dansnotre langage et don
 ont leurs équivalen
es dans les fon
tion primitive ré
ursive.Les graphes sont bien entendu représentés par leurs matri
e d'adja
en
eNous présenterons deux prin
ipaux algorithmes pour la re
her
he du plus 
ourt 
hemin.2.1. Algorithme de Floyd. L'algorithme de Floyd permet de 
onstruire la matri
e suivante :
Ck

i,j = { 
oût minimum d'un 
hemin ne passant par au
un sommet intermédiairein�ni s'il n'existe pasCe
i peut être fait par le s
héma de ré
ursion suivant :
C0

i,j = {
0si i=jA(i,j) si i<>j

Cm
i,j = min

{

Ck−1
i,j

Ck−1
i,k + Ck−1

k,jOn peut voir que 
e s
héma est primitif ré
ursif. Il est don
 possible d'é
rire un algorithme en Loop(
ar la fon
tion min est primitive ré
ursive).beginI:=0;loop n doI:=I+1; J:=0;loop n doJ:=J+1; C[I,J℄:=A[I,J℄;endloop



4. ALGORITHMES DIFFICILLES 54C[I,I℄:=0;endloopK:=0;loop n doK:=K+1; I:=0;loop n doI:=I+1; J:=0;loop n doJ:=J+1; C[I,J℄:=min(C[I,J℄,C[I,K℄+C[K,J℄);endloopendloopendloopendOn pourrait ave
 le même genre d'algorithme é
rire 
elui de Warshall.2.2. Dijkstra. L'algorithme de Dijkstra permet de 
al
uler les plus 
ourts 
hemins à partird'une origine. On obtient don
 le tableau suivant :
Dt(k) = { 
oût minimum d'un 
hemin de s à x ne passant par un sommet intermédiaire hors de Tin�ni s'il n'existe pasAlgo grossier :Mat: notre grapheDg: tablo[sommet℄ de valeur initialiser ave
 MatTe: tablo[sommet℄ de boolean tous a fauxDijkstra(s:sommet)begininitialiser(Dg,Cg,Te);Te[s℄:=vrai; Dg[s℄:=0;loop N-1 dot:=pluspetit(Dg); /* plus petit élément d'un tableau*/Te[t℄:=vrai;tt:=s0;loop N doif (not(Te[tt℄)) thenif Dg[t℄+G[t,tt℄<D[tt℄ then beginD[tt℄:=D[t℄+G[t,tt℄;Cg[tt℄:=t;endtt:=tt+1;endendend 3. Fon
tion primitive ré
ursive => LoopDes re
her
hes sont en
ore en 
ours pour avoir des transformations automatiques de pro-grammes Loop en fon
tions primitives ré
ursives et vi
e-versa. L'intérêt évident de 
ette partiesera qu'après tranformation de 
es algorithmes en fon
tions primitives ré
ursives, les preuves pour-ront être e�e
tués plus fa
ilement (démonstrateur automatique).4. Algorithmes di�
illesLe Qui
kSort est le premier exemple d'algorithme qui est di�
ilement tradu
tible en Loop à
auses des appels ré
ursifs. Le simplex est lui aussi un algorithme qui parraît di�
ilement tradu
-tible. En e�et, il n'est pas aisé de savoir 
ombien de fois il va bou
ler.



4. ALGORITHMES DIFFICILLES 55Con
lusionNous venons d'é
rire un large ensemble d'algorithmes1 et de programmes qui ont leurs équivalen
esdans les fon
tions primitives ré
ursives.Dans un projet pédagogique, il apparaît alors que l'itération non bornée soit un outils bientrop puissant pour les algorithmes de base. De plus, la terminaison étant syntaxiquement prouvée,le programmeur est soulagé d'attendre vainement la �n de l'exé
ution de son programme.On peut aussi dégager de 
e travail que beau
oup d'algorithmes sont basés sur un s
hémade ré
urren
e primitif ré
ursif. Le langage Loop (et les langages de programmation basés sur lesbou
les) apparaît alors 
omme un outils su�sant, tant du point de vue de "l'expressivité" que dupoint de vue de la "
omplexité".Mais,la question qui va être traitée dans la partie suivante est :Peut-on faire mieux ?

1Pour plus d'informations sur 
es algortihmes, veuillez lire le livre [2℄ de la bibliographie.



Troisième partieLes Hyperloops



Introdu
tionDans la dernière partie, les programmes implémentant les algorithmes avaient une terminaisonsyntaxiquement prouvée. Mais, on ne pouvait pas 
onstruire "plus" que les algorithmes basés surles fon
tions primitives ré
ursives.En e�et, 
ertaines fon
tions, qui �nissent, ne sont pas primitives ré
ursives. D'autre fon
tions,bien qu'étant primitives ré
ursives,
omme la fon
tion de Fibonna

i, ont des algorithmes qui les
al
ules qui ne pourront pas être é
rit en Loop.Pour 
ertaines d'entre elles, il est 
ependant possible de 
onstruire un autre algorithme en Loop, sur une autre s
héma de ré
ursion, permettant de les 
al
uler. Mais quand est t'il des fon
tionsnon primitives ré
ursive ?Il apparaît alors, la né
essité d'introduire une nouvelle forme de bou
le pour remédier à 
eproblème.Celle-
i est nommée dans la littérature : l'hyperloop ou powerloop. Elle a fait son apparitiondans le langage Mad
ap dans les années 60. Mais ses avantages n'ont jamais été réellement dé
ritset 
ette instru
tion ne �t que de rares apparitions (arti
le de Mandl, Funkel) pour dé
rire desensembles d'algorithmes.Nous allons nous e�or
er de montrer que 
ette nouvelle forme de bou
le permet la 
onstru
tionde programmes qui, syntaxiquement, se �nissent toujours et permettent de 
apturer des algorithmesque le langage Loop ne pouvait pas.



CHAPITRE 10Introdu
tion de l'hyperloop1. Premier exemple : l'exponentiationDans la première partie, nous avons pu é
rire l'addition, la multipli
ation et l'exponentiationet les 
oder. Chaque algorithme né
essitait l'introdu
tion d'une bou
le supplémentaire. L'expo-nentiation avait une bou
le sur une variable "non 
onstante", 
'est-à-dire qui 
hangeait de valeurau 
ours de l'exé
ution. Ne pourrait-on pas éviter 
ette bou
le ? La dé�nition mathématique del'exponentiation est la suivante :
MN =

N fois
︷ ︸︸ ︷

M × M × M · · · × MOr on sait que la multipli
ation de M × M peut s'é
rire en Loopbeginres:=0;loop M doloop M dores:=res+1;endloopendloopreturn res.end Il apparaît don
 qu'on pourrait é
rire l'exponentiation de la manière suivantebeginloop M doloop M doN-2 fois


. . .loop M dores :=res+1 ;endloop
· · ·endloopendloopreturn res.endCet algorithme n'est pas possible ave
 le langage Loop puisqu'on ne 
onnaît pas à l'avan
ele nombre de bou
les né
essaires. On remarque, que 
haque bou
le est imbriquée dans une autrebou
le (ex
eptée la première). On peut don
 introduire l'hyperloop de 
ette manière :global:res,Nlo
al:Mbeginres:=0;hyperloop N doloop M dodeeper;endloopendhyper 58



2. SÉMANTIQUE INFORMELLE 59do finalres:=res+1;endfinalreturn res;end L'instru
tion deeper a pour e�et de "relan
er" le 
ode.Quand on relan
e trop, l'hyperloop dé
len
he 
e qu'on pourrait appeler le �nal :"res :=res+1",
e
i pour éviter de relan
er une in�nité de fois le 
ode.2. Sémantique informelle2.1. Rédu
tion. Nous allons dans 
ette se
tion, essayer de dé
rire une sémantique opéra-tionnelle de l'hyperloop.On nomme par −→
X , les variables d'environnement d'exé
ution des instru
tions (les variableslo
ales de l'algorithme et les 
ompteurs de bou
le).Soit le 
ode suivant :hyperloop N doP(X);deeper;Q(X);endhyperdo finalK(X);endfinal;se réduit suivant la valeur de NRédu
tion dans le 
as ou N=0C'est le 
as du "�nal" don
K(X);Rédu
tion dans le 
as ou N>0Le 
ode est relan
é au "deeper".don
 nous avons :P(X);hyperloop (N-1,X) doP(X);deeper;Q(X);endhyperdo finalK(X);endfinalQ(X);C'est à dire plus simplement :hyperloop N doP(X)hyperloop(N-1,X)Q(X)endhyperAinsi à 
haque "deeper", on sauve l'environnement qui sera ensuite restauré. On retrouve ainsi,en Q, les valeurs de −→
X d'avant le "deeper". On ne tient pas 
ompte des 
hangements de valeurfaits dans les "sous hyperloops" (sauf bien sûr des variables globales).



3. UN AUTRE EXEMPLE, LA FACTORIELLE 60Remarque : dans les arti
les traitant des hyperloops (ou powerloop), voir [3℄ [4℄ [5℄ de la bi-bliographie, les auteurs exigeaient un "deeper" et un seul pour 
haque hyperloop. Nous allons voirdans le 
hapitre suivant que 
ette exigen
e n'est pas né
essaire.2.2. Exemple simple ave
 deux "deeper". soit le 
ode :hyperloop N doA;deeper;B;deeper;C;endhyperdo finalK;endfinal;Pour N = 2 , la ma
hine exé
utera dans l'ordre :A| A| | K| B| | K| CB| A| | K| B| | K| CC 3. Un autre exemple, la fa
torielleNous avons vu que la fa
torielle pouvait se 
al
uler ave
 Loop. Rappelons la formule :
N ! =

N fois
︷ ︸︸ ︷

1 × 2 × 3 × 4 · · · (N − 1) × NOn voit i
i qu'il faut N bou
les imbriquées pour faire les N multipli
ations.Algo :global:N,RESlo
al:Xbeginhyperloop N doX:=X+1;loop X dodeeper;endloopendhyperdo finalRES:=RES+1;endfinalreturn(res);endCe qui donne :



3. UN AUTRE EXEMPLE, LA FACTORIELLE 61beginloop 1 doloop 2 doN-2 fois


. . .loop N dores :=res+1 ;endloop
· · ·endloopendloopreturn res.endCe qui 
orrespond bien à la dé�nition du début.Remarque : le fait de sauvegarder l'environnement, permet d'avoir le résultat désiré 
ar x n'estpas modi�é au retour de l'hyperloop du dessous

Fig. 1. Exemple de la fa
torielle en hyperloop en LAB



CHAPITRE 11Implémentation ma
hine0.1. Expli
ation Générale. L'implémentation en ma
hine peut sembler di�
ile, mais la so-lution est en réalité très simple grâ
e à une pile et à des 
ompteurs.En e�et, nous avons vu pré
édemment qu'il fallait sauvegarder l'environement à 
haque "dee-per" puis relan
er le 
ode. Sauvegarder implique d'empiler les variables lo
ales et les 
ompteurs debou
les. Restaurer sera l'exa
te 
ontraire : dépiler.Le problème est le suivant : où faut il restaurer l'environnement ?Une première solution, serait de restaurer l'environnement après 
haque "deeper". Le 
odeserait très vite volumineux 
ar on serait obligé de faire autant de "restauration" que de "deeper"La solution retenue est que l'environnement soit restauré à la �n du 
ode de l'hyperloop (auendhyper) et à la �n du "�nal" (au end�nal). Ainsi, quand on revient au pré
édent "deeper", on a�ni soit un "�nal" soit une "sous hyperloop" et dans les deux 
as l'environnement a été restauré.On gagne ainsi en 
ode 
ar on ne restaure au plus que deux fois l'environnement.Le se
ond problème est 
omment déte
ter "le �nal" et la �n de l'hyperbou
le. La solution quia été retenue et qui semble la meilleure (en temps et en espa
e) est d'utiliser deux 
ompteurs. Lepremier est dé
rémenté à 
haque "deeper" et in
rémenter à 
haque restaurations d'environnement.Ainsi, quand 
e 
ompteur est à zéro, on est sûr d'être dans le 
as du �nal. Le se
ond est une
onstante pour ne pas trop in
rémenter 
e premier 
ompteur et arrêter l'exé
ution de l'hyperloop.0.2. S
héma de l'implémentation. Pour une hyperloop sur "N", on a le s
héma suivant :
N’=N
Nmax=N+1

Corp avant 
  "deeper" sauvegarder Corp après

  "deeper"

Corp du final

N’=N’+1
restaurer

N’ = NmaxN’=N’+1

faux

vrai

N’= 0

restaurer

faux

vrai"deeper" finhyper

Fig. 1. Implémentation des hyperloops, 
as d'un deeper62



11. IMPLÉMENTATION MACHINE 63Remarque : si l'hyperbou
le 
ontient plusieurs "deepers", le s
héma ave
 "l'avant deeper" et"l'après deeper" se repète autant de fois qu'il y a de "deepers"..On voit don
 qu'il est parfaitement possible d'utiliser plusieurs "deeper" sans que 
ela gène lebon fon
tionnement des programmes.Bien entendu, dans la sauvegarde (et par 
onséquent la restauration) de l'environnement, ilfaut, en langage ma
hine, empiler le pointeur de 
ode, pour ultérieurement, revenir au bon endroit(après le deeper).0.3. Résultat dans notre langage ma
hine. Exemple ave
 2 "deepers".hyperloop N doA;deeper;B;deeperC;endhyperdo finalK;endfinalSuite...Donnerait en 
ode intermédiaire :mov Nmax N+1 | 3) Cmov N' N | si N'=Nmax jump en 5)1) A | pop pointeurpush environnement | pop environnementpush 2) | jump en pointeurde
 N' | 4) Ksi N'=0 jump en 4) | in
 N'jump en 1) | pop pointeur2) B | pop environnementpush environnement | jump en pointeurpush 3) | 5) Suite...de
 N' |si N'=0 jump en 4) |jump en 1) |Remarque : nous insistons sur le fait que l'on ne sauvegarde que les objets lo
aux. Ainsi,les objets globaux ne sont pas a�e
tés par le deeper. Ce
i permet une "
ommuni
ation" entre lesdi�érentes hyperloops.Remarque : Dans le 
as d'hyperloop imbriquées, a quelle hyperloop fera référen
e le "deeper" ?Deux solutions sont envisageables :(1) soit 
haque hyperloop et 
haque deeper sont numérotés(2) soit le deeper fait référen
e à la dernière hyperloop. (solution retenue)0.4. Fran
isation dans notre langage. Pour garder une 
ohéren
e ave
 le langage dé
ritdans la première partie, nous pouvons é
rire la syntaxe de l'hyperloop de la manière suivante :hyperbou
le N foisA;TMP:=enfon
er();B;TMP:=enfon
er();C;end



11. IMPLÉMENTATION MACHINE 64finalK;endCette syntaxe est 
laire et pré
ise. La fon
tion "enfon
er" 
orrespond au "deeper". Elle retournetoujours la valeur 0.



CHAPITRE 12Ba
ktra
king, Hanoi et Fibonna
ie1. Ba
ktra
kingJe ne présenterais pas i
i, le prin
ipe du ba
ktra
king mais plut�t une manière de l'é
rire ave
les hyperloops.1.1. Prin
ipe général. En e�et, les hyperloops ont été initialement 
onçues pour traiter desproblèmes de ba
ktra
king. L'algorithme générique est le suivant :hyperloop N doif Some
ondition(Level) then deeperelse write("failed at level");endhyperdo finalwrite("su

es");endfinalles hyperloops que nous avons dé
ries pré
édement se prêtent don
 parfaitement à 
e s
hémaet don
 aux algorithmes de ba
ktra
king.1.2. Le problème des huit reines. le problème des huit reines est un grand 
lassique duba
ktra
king. Le problème est de poser huit reine sur un é
hiquier (de 8*8 
ases) sans que 
elles-
ine puissent s'attraper (voir les règles des Jeux d'é
he
s). L'algorithme grossier que nous pourrionsé
rire, en le généralisant à N reines, est don
 le suivant :lo
al:Columnbeginhyperloop N doColumm:=1;loop N doif oksofar(Queen[Columm℄) then deeperendloopendhyperdo finalwrite(Queen[1..N℄)endfinalendQui peut se dé
omposer, pour N=3, ainsi :loop N doif oksofar(Queen[1℄) thenloop N doif oksofar(Queen[2℄) thenloop N doif oksofar(Queen[3℄) then write(Queen[1..3℄);endloopendloopendloopBien sûr une implémentation dans notre langage né
essite plus de stru
tures de données, no-tamment pour les tests de poses des reines. On peut aussi remarquer la né
essité des objets globaux65



2. LES TOURS DE HANOI 66(les tableaux mémorisant l'empla
ement des reines et
...). Voi
i le résultat dans notre implémen-tation.

Fig. 1. Exemple des huit reines2. Les tours de HanoiLes "tours de Hanoi", ne sont pas un problème de ba
ktra
king mais permettent de voir laré
ursivité dans les hyperloops. Le problème des tours de Hanoi est de dépla
er N disques d'unpiler vers un autre en utilisant un pilier auxiliaire. On ne peut dépla
er qu'un seul disque à la foissans le poser sur un disque plus petit que lui.Algo :lo
al:dest,inter,sour
ebegininter:=2;sour
e:=1;dest:=3;N:=N-1; #histoire d'arriver plus vite à un final qui ne soit pas vide.hyperloop N doINTER:=6-(sour
e+dest);ex
hange(inter,dest);deeper;ex
hange(inter,dest) #pour remettre dans l'ordrewrite(sour
e,dest);ex
hange(sour
e,inter);deeper;endhyperdo final



3. LA FONCTION DE FIBONNACCI 67write(sour
e,dest);endfinalla 
omplexité est 
onnue pour être en O(2N ). Exemple de résultats dans notre langage :

Fig. 2. Les tours de Hanoi, (tour de départ, tour d'arrivée)...3. La fon
tion de Fibonna

iCelle-
i peut être 
al
ulé de la manière suivante :
Fibo(0) = 1
Fibo(1) = 1
Fibo(n) = Fibo(n − 1) + Fibo(n − 2)Il faut noter que 
e
i n'est pas la dé�nition mais un algorithme. Le s
héma de ré
urren
e asso
iée à
et algorithme n'est pas primitif ré
ursif et don
 l'algorithme ne pourra jamais être é
rit en Loop.n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14F(n) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610S
héma :L'algorithme pourrait être implémenté en Hyperloop de la manière suivante :global:reslo
al:N,Fhyperloop N doN:=N-1;if (N=0) then RES:=1; #N=0 ou N=1elsebeginRES:=0;
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Fibo(1)

Fibo(1) Fibo(1) Fibo(1)

1

1 1 1

1

Fibo(0)

Fibo(2)

Fibo(3)

Fibo(4)

Fibo(2)

Fibo(0)

Fibo(2)

Fibo(0)

Fibo(3)

Fibo(1)

Fibo(5)

1

1 1Fig. 3. Exemple de la fon
tion de Fibonna
iedeeper; #
al
ul de F(N-1);F:=RES;N:=N-1;deeper;res:=res+fend;endhyperdo finalendfinalreturn resend Il faudrait maintenant prouver formellement que l'algorithme en hyperloop 
al
ule bien lafon
tion de Fibonna
ie. Le problème est qu'il n'existe pas de système de preuve sur les hyperloops(logique à la Hoare).Con
lusionCes 3 algorithmes 
lassiques ne sont pas dire
tement transdu
tibles en Loop (en généralisant leshuit reines aux N-reines) sans utiliser une panoplie d'outils annexes. Ainsi, si 
es algorithmes et la
onstru
tion des hyperloops sont 
orre
ts, peut-on alors parler du langage Hyperloop ?



CHAPITRE 13Une première appro
he théoriquesIntrodu
tionNous allons, dans 
e 
hapitre, énumérer un 
ertain nombre d'idées sur le langage des hyperloops.1. Premiers résultats1.1. Equivalen
e de langage.Lemme 2. Loop ∈ HyperloopJusti�
ation :Elle se fait en transformant une bou
le en une hyperbou
le de la manière suivante :loop N doP;endloopPeut fa
ilement se transformer de la manière suivante :hyperloop N doP;deeper;endhyperdo finalendfinalou ave
 un �nalhyperloop (N-1) doP;deeper;endhyperdo finalPendfinal1.2. Terminaison.Théorème 4. Tout programme ∈ Loop termine.Justi�
ation : les fon
tions primitives terminent toujours. Don
 par équivalen
e les programmes
Loop aussi.Lemme 3. Tout programme ∈ Hyperboucle termine.Justi�
ation :La "relan
e" de 
ode due aux "deepers" est bornée par le "�nal". On sait qu'un "deeper" estéquivalent à hyperloop(N − 1,

−→
X ) ou au �nal. La suite N := N − 1 est une suite bornée par 0 (le�nal) don
 qui termine. On peut don
 en dire autant des hyperloops.1.3. Questions.Conje
ture 1. Hyperloop 6∈ Loop 69



1. PREMIERS RÉSULTATS 70Les hyperloops pourraient elles 
al
uler plus que les fon
tions primitives ré
ursives ?Si dans les exemples pré
èdents (Hanoi, Huit reines, Fibonna

i) les algorithmes sont véri�ésalors les hyperloops permettraient déjà de 
onstruire des algorithmes qui ne sont pas possible en
Loop.La question que nous pouvons nous poser est la suivante : Quelle est la 
lasse de fon
tions que
al
ulent les hyperloops ?Nous allons dans le 
hapitre suivant essayer d'apporter un début de réponse à 
ette questionave
 une fon
tion très 
onnue : la fon
tion d'A
kermann.



CHAPITRE 14La fon
tion d'A
kermannIntrodu
tionL'intérêt de 
ette fon
tion est double : 
'est une fon
tion non primitive ré
ursive qui termine. Celasigni�e qu'on ne peut pas l'é
rire dans notre langage Loop. Cette fon
tion peut être vue (mo-dulo 
odage) 
omme un interpréteur de programmes primitifs ré
ursifs ; pour voir 
ela, il su�tde 
onstruire un interpréteur de 
ombinateurs primitifs ré
ursifs pour voir apparaître dans le pro-gramme le s
héma de la fon
tion d'A
kermann.Si nous pouvions é
rire une algorithme et un programme permettant de 
al
uler 
ette fon
tion,on aurait la preuve de la 
onjon
ture.1. Constru
tion fon
tionnelle et "ré
ursive"Nous avons pour la multipli
ation la dé�nition suivante :
N × 0 = 0
N × (M + 1) = N + (N × M)Similairement, la fon
tion puissan
e (nm) se dé�nit à partir de la multipli
ation :

N0 = 1
NM+1 = N × NMPar analogie ave
 la dé�nition de la fon
tion puissan
e par ré
ursion primitive à partir de la fon
tionproduit, il est possible de dé�nir une nouvelle fon
tion en appliquant la ré
ursion primitive à lafon
tion puissan
e : la fon
tion :n ↑↑ m dé�nie par :

N ↑↑ 0 = 1
N ↑↑ (M + 1) = N↑↑Mest primitive ré
ursive. Elle est équivalente à :

N ↑↑ M = NNN
N

N
N

···N
N






M foisla fon
tion n ↑↑↑ m est dé�nie par :

N ↑↑ 0 = 1
N ↑↑↑ (M + 1) = N ↑↑ N ↑↑ Mest aussi primitive ré
ursive. Il en va de même de toutes les fon
tions n (↑)k (k ≥ 2) dé�nies par

N(↑)k0 = 1
N(↑)k(M + 1) = N(↑)k−1(N(↑)kM)Dans la dé�nition pré
édente, on peut 
onsidérer k 
omme un argument de la fon
tion plut�t que
omme un paramètre dé�nissant une famille de fon
tions. Nous avons don
 :

f(k + 1, n, m + 1) = f(k, n, f(k + 1, n, m))En ne 
onsidérant plus le paramètre n qui ne joue au
un r�le dans la ré
ursion on obtient (enrempla
ant k par m et m par n) la dé�nition de la fon
tion d'A
kermann
Ack(0, n) = n + 1
Ack(m + 1, 0) = Ack(m, 1)
Ack(m + 1, n + 1) = Ack(m, Ack(m + 1, n))71



2. DESCRIPTION DU PROBLÈME 72La fon
tion d'A
kermann, est la première fon
tion non primitive ré
ursive, qui est Turing
al
ulable et qui termine. Elle grossit plus vite que n'importe quelle fon
tion primitive ré
ursive(voir table).A
k(m,n) n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=8 n=9m=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10m=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11m=2 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21m=3 5 13 29 61 125 253 509 1021 2045 4093m=4 13 65533 ! ! ! ! ! ! ! !m=5 65533 ! ! ! ! ! ! ! ! !Les " !" 
orrespondent à des valeurs trop importantes.Même si 
es valeurs sont très vite importantes, nous avons la propriété suivant :Propriété 1. ∀M∀N , A
kermann(M,N) termine.Preuve :On montre la propriété suivante :
P (m) = pout tout n, Ack(m, n) terminePreuve par ré
urren
e sur m :

m = 0: trivialon suppose P (m) vraie (HR1): il faut don
 montrer la propriété P (m+1). On le montrepar ré
urren
e sur n. On montre la propriété suivante :
Q(n) = Ack(m + 1, n) termine

n = 0: Ack(m + 1, 0) = Ack(m, 1) termine par hypothèse de ré
urren
eon suppose pour tout n Q(n) vraie( HR2): il faut alors montrer Q(n+1) termineave
 
omme hypothèse de ré
urren
e (HR2).
Q(n + 1) = Ack(m + 1, n + 1)

= Ack(m, Ack(m + 1, n)) par dé�nition
= Ack(m, N) par HR2 Ack(m + 1, n) termine
= M par HR1 Ack(m, α) termineOn peut don
 en 
on
lure la propriété.2. Des
ription du problème2.1. Premières propriétés.Propriété 2. La fon
tion d'A
kermann ne peut être 
al
ulée par un programme Loop.Preuve : la fon
tion d'Akermann n'est pas primitive ré
ursive don
 par équivalen
e entre lesfon
tions primitives ré
ursives et les programmes Loop, le théorème est véri�é.Don
 on a :6 ∃(Il n'existe pas) P ∈ Loop ∀M∀N tel que P (M, N) = Acker(M, N).Un programmeayant un nombre de bou
les FIXE ne peut 
al
uler A
kermann.Par 
ontre nous avons :(1) ∀M∀N∃P ∈ Loop tel que P (M, N) = Acker(M, N) En e�et il su�t de faireX:=0;loop A
ker(M,N) doX:=X+1;endloopOn peut le faire puisqu'on 
onnaît la valeur en M,N (�xés).(2) On sait que A(0,N)=N+1 et A(1,N)=N+2 et A(2,N)=2N+3 et A(3, N) = 2N+3 − 3 et
...don
 par dé�nition de la fon
tion d'A
kermann ∀M ∃P ∈ Loop ∀N tel queP (M, N) =

Acker(M, N) (M �xé).



3. CONSTRUCTION IMPÉRATIVE 732.2. Rappel de théorèmes du 
al
ul formel.....for i1:=a1 to b1 dofor i2:=a2 to b2 do....for ik:=ak to bk doP;end....endendThéorème 5. Si les ∀j les aj ,bj sont �xes alors le nombre d'itérations est
k∏

j=1

(bj − aj + 1)Théorème 6. Si les aj sont des 
onstantes et les bj des polyn�mes en les al, l < j alors lenombre d'itérations de P est un polyn�me en les bornes supérieures.D'après 
e théorème, on peut penser que les programmes Loop ne peuvent 
al
uler que despolyn�mes. Par 
ontre quand les bj ne sont pas des polyn�mes alors il est possible de faire plus.Exemple : fa
torielle,exponentiation, et
...L'idéeNous avons vu, que la fon
tion d'A
kermann est un interpréteur de programmes primitifs ré
ursifs.Elles doit don
 faire varier son nombre de bou
les pour "interpréter" un programme.L'idée est que si un programme Loop en faisant varier ses indi
es de bou
les peut 
al
uler plusque des polyn�mes alors un programme Hyperloop, (dont le nombre de bou
les varie) en faisantvarier les indi
es des bou
les peut-ils 
al
uler la fon
tion d'A
kermann ? Si oui, alors la 
onje
ture(di�éren
e entre Loop et Hyperloop) sera véri�ée.2.3. Le problème. Le problème est don
 :Un programme ayant un nombre �ni mais VARIABLE de bou
les (nombre indéterminé) peut-il
al
uler A
kermann ? <=> ∃?P ∈ Hyperloop ∀M∀N tel que P (M, N) = Acker(M, N).3. Constru
tion impérativeNous allons dans 
et se
tion, dé
rire 
omment 
onstruire un algorithme permettant de 
al
ulerla fon
tion d'A
kermann.3.1. Premiers résultats.Définition 13. ∀k, Lk est la 
lasse des fon
tions 
al
ulables par Loopk (k bou
les imbriquées).Lemme 4. (1) ⋃+∞

n=0 Ln est la 
lasse des fon
tions primitives ré
ursives.(2) ∀n, Ln est fermé par la 
omposition.(3) ∀n ≥ 2, Ln est fermé par if-then-else et la minimisation bornée.Si l'on note g(0)(x) = x et g(n+1)(x) = g(n)(g(x)) alors on peut prouver le théorème suivant :Théorème 7. Ln ⊂ Ln+1Ce théorème énon
e qu'il y a des fon
tions qui né
essitent un minimum d'itération bornéeimbriquée. Et 
ela à 
haque niveau. La fon
tion 
andidate à la preuve de 
e théorème est :
f0(0) = 1
f0(1) = 2
f0(x) = x + 2 pour x > 1

fn+1(x) = f
(x)
n (1)



3. CONSTRUCTION IMPÉRATIVE 74Lemme 5. fn+1(x + 1) = fn(fn+1(x))Théorème 8. Pour tout n ≥ 1, fn ∈ Ln.preuve : Par indu
tion sur n.
f1(0) = 1
f1(x) = 2x pour x > 0Un programme qui 
al
ule f1Le programme suivant 
al
ule f1 :y := 1;loop x dox := x + 1;y := x;end loop;par dé�nition fk+1(x) = f

(x)
k (1) alors le programme suivant 
al
ule fk+1(x) :Un programme pour fk+1(x)y := y + 1;z := z + 1;loop x doy := $f_{k}(z)$;z := y;end loop;Théorème 9. fn+1 ∈ Ln+1 − LnThéorème 10. Si on pose A(n, x) = fn(x), alors on a que A(n, x) n'est pas primitive ré
ursive.Il faut bien 
omprendre que fn(x) est une fon
tion qui ne dépend pas vraiment de n.Dépliage du programme pré
édentdef f(k, x) isbeginy := y + 1;z := z + 1;loop x doy' := y' + 1;z' := z' + 1;loop z doy' := f(k-2,z');z' := y'end loop;y := y';z := y;end loop;endOn voit bien i
i les bou
les qui s'imbriquent et les indi
es des bou
les qui varient. On peut aussi
onstater l'a�e
tation à 
haque �n de bou
le. Ces trois 
hoses vont être à la base de l'algorithmeen Hyperloop.3.2. Solution( ?) en Hyperloop. Voi
i une solution que je propose :Global:RESinteger A
kermann(M,N)
reate:ACKbegin



3. CONSTRUCTION IMPÉRATIVE 75RES:=N;if (M=0) then return(RES+1);hyperloop M doACK:=RES+1;RES:=1;loop ACK dodeeper;endloopendhyperfinalRES:=RES+1;endfinalreturn(RES);end La 
omplexité semble être :
i=M∑

i=0

j=N
∑

j=0

Acker(i, j).Mais reste en
ore à véri�er.3.3. Résultats pratiques. J'ai véri�é l'algorithme (en l'implémentant dans le Langage de lapremière partie) sur le tableau pré
édent.Pour obtenir A
k(3,9), il a fallu à mon PC (K6-2 300 MHZ), environ 1 minute et 10 se
ondes.Pour A
kermann(5,0)=65533, il faudrait environ 10 heures, 
e qui est vraiment trop. Cettelenteur est du à la gestion de la pile de ma ma
hine virtuelle. La pile étant un tableau dynamique,l'allo
ation (et la désallo
ation) de la mémoire ralentissent 
onsidéralement l'exé
ution.J'ai don
 utilisé pour véri�er A
k(4,1)=A
k(5,0)=A
k(3,13), le programme C suivant :#in
lude <stdio.h>int RES;void a
k(int M){int I,A;if (M==0) RES++;else{A=RES+1;RES=1;for(I=1;I<=A;I++) a
k(M-1);}}int main(){int M,N;M=5;N=0;RES=N;a
k(M);printf("A
k(%d,%d) = %d\n",M,N,RES);} Ce programme en C 
al
ule A
kermann(5,0) en moins de 2 minutes alors qu'en utilisant laméthode 
lassique (sur le s
héma de ré
ursion), il a fallu plus de 10 minutes. Ce programme semble
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 bien plus e�
a
e.3.4. Conje
ture.Conje
ture 2. L'algorithme 
al
ule la fon
tion d'A
kermannUne première preuve serait de trouver le même s
héma de ré
urren
e dans l'arti
le [7℄ de labibliographie. Malheureusement, 
elui-
i n'a pas en
ore été trouvé.Vaine tentative de justi�
ation :Nous allons essayer de voir que de l'algorithme semble bien 
al
uler la fon
tion d'A
kermann.Ce
i n'est absolument pas une preuve mais 
'est la seule 
hose qui a été trouvée pour l'instant.Elle �gure dans 
e texte pour représenter les re
her
hes qui ont été faites.Pour 
omprendre il faut bien voir que les M sont les niveaux de l'hyperbou
le.On 
her
he la propriété suivante :
P (M) = pour toutN, Algo(M, N) = Ack(M, N).Ré
urren
e sur M .Cas A
k(0,N): Trivial, 
'est le 
as de base traité au début de l'algorithme.Cas A
k(1,N)=n+2: En dépliant l'algorithme on obtientRES:=N;ACK:=RES+1 --don
 A
k=N+1RES:=1;loop ACK doRES:=RES+1;endCe qui équivaut à faireRES:=1;loop (N+1) doRES:=RES+1;endloopCe qui donne bien N+2.Cas A
k(2,N)=2*N+3: En dépliant l'algorithme on obtientRES:=N;ACK:=RES+1;RES:=1;loop ACK doACK':=RES+1;RES:=1;loop ACK' doRES:=RES+1;endloopendloop
e qui équivaut àRES:=1;loop (N+1) doA:=RES+1;RES:=1;loop A doRES:=RES+1endloopendloop



3. CONSTRUCTION IMPÉRATIVE 77(au augmente de 2 en 2 N+1 fois à partir de 1)Ce qui donne bien (2*N)+3.on suppose P (M) vraie (HR1): il faut don
 montrer la propriété P (M+1). On le montrepar ré
urren
e sur N . On montre la propriété suivante :
Q(N) = Algo(M + 1, N) = Ack(M + 1, N)

N = 0: Ack(m+1, 0) = Ack(m, 1) don
 l'algo 
al
ule bien par hypothèse de ré
urren
e.On suppose pour tout N Q(N) vraie: il faut alors montrer Q(N + 1) ave
 
ommehypothèse de ré
urren
e (HR2).
Q(N + 1) = Ack(M + 1, N + 1)

= Ack(M, Ack(M + 1, N)) par dé�nition
= Ack(M, α) par (HR2) α = Ack(M + 1, N), Algo(M + 1, N + 1) = Ack(M, Ack(M + 1, N))
= M ′ par HR1 Algo(M + 1, N + 1) = Ack(M + 1, N + 1)Le 
al
ul de α est la valeur RES (pré
édement 
al
uler) après le dernier "deeper".Nous allons don
 bou
ler sur 
ette valeur ave
 N'=N-1 puisqu'on trouve de nouveauxun "deeper".(voir s
héma global) en remettant RES à 1. On demande don
 à 
al
ulerA
k(M,α). Exemple : A
k(4,1) demande le 
al
ul de A
k(4,0), 
elui-
i retourne 13 eton 
al
ul don
 A
k(3,13).DépliageRES:=N;ACK:=RES+1;RES:=1;loop ACK doACK':=RES+1;RES:=1;loop ACK' doACK'':=RES+1;RES:=1;loop ACK'' doACK''':=RES+1;RES:=1;loop ACK''' do...RES:=RES+1...endloopendloopendloopendloopIl est fa
ile de voir que le nombre de bou
les varie et que leurs itérations grossit vite 
aron bou
le sur une valeur non 
onstante.On peut don
 "supposer" que notre algorithme 
al
ule bien la fon
tion d'A
kermann.Reste à trouver un 
ontre-exemple, trouver une preuve formelle ou prouver le 
ontraire.
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Ack(M-1,0)

Ack(M,0)

Ack(M-1,1)

= alpha
Ack(M,N)Ack(M,N-1)

=beta

alpha fois beta fois

Ack(M-1,beta)Ack(M-1,alpha)

Fig. 1. Fon
tion A
kermann, 
as généralCon
lusionLe 
ompilateur ,malgrès de gros défaults (pas de vrais modules, au
une optimisation de 
ode,pas de linker et
...) peut être utilisé par des étudiants et des programmeurs(surtout pour les hyper-loops et sa syntaxe 
lair). La terminaison syntaxique des programmes, permet de soulager l'étudiantquand il doit faire des preuves. De plus, 
e langage est très portable.Ave
 
ette séries d'algorithmes, il apparaît que le langage Loop est bien plus imporant qu'ilne le parait. En rajoutant, quelques instru
tions (dé
rémentations, sortie de bou
les), il permet de
onserver une bonne 
omplexité.Les hyperloop permettent la 
onstru
tion d'algorithmes aussi naturelement que les simplesbou
les. Pourrait-elles faire plus que les bou
les ? Au
une preuve n'a été faite pour l'instant, mais
ette preuve sera un pro
hain sujet de re
her
he.Ce travail a été e�e
tué sous la tutelle de Pierre Valar
her, Maître de Conféren
es à l'Universitéde Rouen (Laboratoire d'Informatique Fondamentale et Appli
ations).



ANNEXE AExemple de la fon
tion d'A
kermann
Ack(2,1)A(2,0)

A(1,3)

A(0,4)A(0,3)A(0,2)A(0,1)

A(1,0) A(1,1) A(1,2)

=5

=5

A(1,0)

A(0,1) A(0,2)=3

A(1,1)

 Ack(2,0)=3

=2 =3 =4

=2Fig. 1. Exemple A
kermann

79



A. EXEMPLE DE LA FONCTION D'ACKERMANN 80
Ack(0,1)=2 Ack(1,0)

A(0,1)=2

Ack(1,1)A(1,0)

A(0,1)=2 A(0,2)=3

Ack(1,2)

A(0,3)

A(1,1)A(1,0)

A(0,2)A(0,1)

=4

=4

A(1,3)

A(0,4)

A(3,0)

A(2,1)A(2,0)

A(1,2)

A(0,3)A(0,2)

A(1,1)A(1,0)

A(0,1)

=5

=5

Ack(1,3)=5

A(0,4)

A(1,2)

A(0,3)A(0,2)A(0,1)

A(1,0) A(1,1)

=3=2

=2 =3 =4

=2 =3 =4 =5Fig. 2. Suite exemple A
kermann
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81

Ack(2,2)A(2,1)A(2,0)

A(1,1)A(1,0)

A(0,1)=2 A(0,2)=3 A(0,3)=4 A(0,4)=5 A(0,1)=2 A(0,2)=3 A(0,3)=4 A(0,4)=5 A(0,5)=6 A(0,6)=7

A(1,5)A(1,4)A(1,3)A(1,2)A,(1,1)A,(1,0)A(1,3)A,(1,2)

= 7

Fig. 3. Suite exemple A
kermann
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Fig. 4. Exemple de la fon
tion A
kermann dans l'environnement LAB



ANNEXE BLa Grammaire Complète du langageFi
hier -> Modules ProgrammeGlobal -> CREATION DEUX_POINTS Suite_de_variables_de_
reationModules -> ε | Global Suite_de�nitions ModulesProgramme -> PROGRAMME PARENT_OUV Parametre_prog PARENT_FERM Corp_de_fon
tionParametre_prog -> ε | Param_progParam_prog -> IDENTIFIANT | IDENTIFIANT VIRGULE Param_progSuite_de�nitions : ε | De�nition Suite_de�nitionsDe�nition :ENTIER NOM_FONCTION PARENT_OUV Parametre_fon
tion PARENT_FERM Corp_de_fon
tionCorp_de_fon
tion :CREATION DEUX_POINTS Suite_de_variables_de_
reation DEBUT Suite_instru
tions FIN| DEBUT Suite_instru
tions FINParametre_fon
tion : ε | Param_fon
tParam_fon
t :IDENTIFIANT | TABLO| IDENTIFIANT VIRGULE Param_fon
t | TABLO VIRGULE Param_fon
tSuite_instru
tions : ε | Instru
tion Suite_instru
tionsSuite_de_variables_de_
reation : ε | Suite_
reateSuite_
reate :IDENTIFIANT | TABLO CROCH_OUV NOMBRE CROCH_FERM| IDENTIFIANT VIRGULE Suite_
reate| TABLO CROCH_OUV NOMBRE CROCH_FERM VIRGULE Suite_
reateInstru
tion :IDENTIFIANT DEUX_POINTS EGALE IDENTIFIANT POINT_VIR| IDENTIFIANT DEUX_POINTS EGALE NOMBRE POINT_VIR| IDENTIFIANT DEUX_POINTS EGALE IDENTIFIANT PLUS NOMBRE POINT_VIR| IDENTIFIANT DEUX_POINTS EGALE IDENTIFIANT MOINS NOMBRE POINT_VIR| TABLO CROCH_OUV NOMBRE CROCH_FERM DEUX_POINTS EGALE IDENTIFIANTPOINT_VIR| TABLO CROCH_OUV IDENTIFIANT CROCH_FERM DEUX_POINTS EGALE IDENTI-FIANT POINT_VIR| TABLO CROCH_OUVNOMBRE CROCH_FERMDEUX_POINTS EGALE NOMBRE POINT_VIR| TABLO CROCH_OUV IDENTIFIANT CROCH_FERM DEUX_POINTS EGALE NOMBRE83



B. LA GRAMMAIRE COMPLÈTE DU LANGAGE 84POINT_VIR| IDENTIFIANT DEUX_POINTS EGALE TABLOCROCH_OUV IDENTIFIANT CROCH_FERMPOINT_VIR| IDENTIFIANT DEUX_POINTS EGALE TABLO CROCH_OUV NOMBRE CROCH_FERMPOINT_VIR| IDENTIFIANT DEUX_POINTS EGALE NOM_FONCTIONPARENT_OUV Parametre_fon
tionPARENT_FERM POINT_VIR| BOUCLE IDENTIFIANT FOIS Suite_instru
tions FIN| HYPERBOUCLE IDENTIFIANT FOIS Suite_instru
tions FIN FINAL Suite_instru
tions FIN



ANNEXE CL'analyse lexi
ale, le �
hier LEX%{#in
lude <stdlib.h>#in
lude "y.tab.h"#in
lude "table.h"#in
lude "outils.h"#in
lude "var.h"#in
lude "generateur.h"#in
lude "erreur.h"#in
lude "a
tion_lex.h"extern int yylval;%}blan
s [ \t℄+saut [\n℄
hiffre [0-9℄nombre {
hiffre}+lettremaj [A-Z℄lettremin [a-z℄id_fun {lettremin}+{
hiffre}*id_var {lettremaj}+{
hiffre}*id_tab {lettremaj}{lettremin}+{
hiffre}*%%{blan
s} ;{saut} {ligne++;} /* un saut, don
 on augmente le nombre de lignes */#.* ; /* Commentaires Simple d'une seule ligne*/"/*" 
ommentaire=vrai; /* Debut d'un gros 
ommentaire */"*/" 
ommentaire=faux; /* fin d'un gros 
ommentaire */"debut" if (!
ommentaire) {ds_quoi=2;return(DEBUT);Poper(nom_fun_en_
ours);}"fin" if (!
ommentaire) return(FIN);"
reation" if (!
ommentaire) {a
tion_
reation();return(CREATION);}"entier" if (!
ommentaire) {ds_quoi=0;return(ENTIER);}"bou
le" if (!
ommentaire) {ds_quoi=4;return(BOUCLE);}"fois" if (!
ommentaire) return(FOIS);"hyperbou
le" if (!
ommentaire) {ds_quoi=5;return(HYPERBOUCLE);}"final" if (!
ommentaire) return(FINAL);"programme" if (!
ommentaire) {a
tion_programme();return(PROGRAMME);}{id_fun} if (!
ommentaire) {a
tion_fun();return(NOM_FONCTION);}{id_var} if (!
ommentaire) {a
tion_var();return(IDENTIFIANT);}{id_tab} if (!
ommentaire) {a
tion_tab();return (TABLO);}"+" if (!
ommentaire) return(PLUS);"-" if (!
ommentaire) return(MOINS);"=" if (!
ommentaire) return(EGALE);"(" if (!
ommentaire) {a
tion_ouv();return(PARENT_OUV);}85



C. L'ANALYSE LEXICALE, LE FICHIER LEX 86")" if (!
ommentaire) {a
tion_ferm();return(PARENT_FERM);}"[" if (!
ommentaire) return(CROCH_OUV);"℄" if (!
ommentaire) {a
tion_
ro
h_ferm();return(CROCH_FERM);}":" if (!
ommentaire) return(DEUX_POINTS);";" if (!
ommentaire) return(POINT_VIR);"," if (!
ommentaire) return(VIRGULE);{nombre} if (!
ommentaire) {a
tion_nb();return(NOMBRE);}. if (!
ommentaire) {a
tion_reste();}%%/* *************** La fon
tion pour relan
er l'analyse des fi
hiers ********** */int yywrap(void){if (nb_fi
hier==nb_arg) return 1; /* plus de fi
hiers à lire */yyin=fopen(argument[nb_fi
hier++℄,"r"); /* réouverture du fi
hier */if (yyin==NULL){ perror("fopen");fprintf(stderr,"Impossible de lire: %s\n",argument[nb_fi
hier-1℄);exit(0);}ds_quoi=6; /* pour l'automate */ligne=1; /* on remet à jour la ligne 
ourante */return 0;}



ANNEXE DExemple 
omplet de 
ode assembleur0.4.1. La fa
torielle en simple bou
le.0: org #30 | 12: mov 11 6 | 24: pop 0 | 36: jmp #11: mov 6 #0 | 13: jz 11 #17 | 25: push 6 | 37: pop 132: mov 7 #0 | 14: add 8 #1 | 26: jmp 0 | 38: mov 1 133: mov 8 #0 | 15: sub 11 #1 | 27: pop 0 | 39: int 24: pop 5 | 16: jmp #13 | 28: push #0 | 40: mov 4 #05: mov 6 #1 | 17: sub 10 #1 | 29: jmp 0 | 41: end6: mov 7 #0 | 18: jmp #11 | 30: mov 1 #1 |7: mov 8 #1 | 19: add 7 #1 | 31: mov 0 #2 |8: mov 9 5 | 20: mov 6 8 | 32: mov 13 #0 |9: jz 9 #23 | 21: sub 9 #1 | 33: pop 12 |10: mov 10 7 | 22: jmp #9 | 34: push #37 |11: jz 10 #19 | 23: mov 4 #0 | 35: push 12 |0.4.2. La fa
torielle en hyperbou
le.0: org #45 | 16: push 11 | 32: add 8 #1 | 48: mov 0 #21: pop 6 | 17: push #21 | 33: pop 10 | 49: pop 122: mov 7 #0 | 18: sub 8 #1 | 34: pop 11 | 50: mov 13 #03: mov 5 #0 | 19: jz 8 #31 | 35: pop 7 | 51: push #544: mov 7 #0 | 20: jmp #10 | 36: pop 6 | 52: push 125: jz 6 #38 | 21: sub 11 #1 | 37: jmp 10 | 53: jmp #16: mov 8 6 | 22: jmp #12 | 38: mov 4 #0 | 54: pop 137: add 6 #1 | 23: add 8 #1 | 39: pop 0 | 55: mov 1 138: mov 9 6 | 24: je 9 8 | 40: push 5 | 56: int 29: sub 6 #1 | 25: jz 9 #38 | 41: jmp 0 | 57: mov 4 #010: add 7 #1 | 26: pop 10 | 42: pop 0 | 58: end11: mov 11 7 | 27: pop 11 | 43: push #0 |12: jz 11 #23 | 28: pop 7 | 44: jmp 0 |13: mov 4 #0 | 29: pop 6 | 45: mov 1 #1 |14: push 6 | 30: jmp 10 | 46: mov 0 #2 |15: push 7 | 31: add 5 #1 | 47: mov 1 #1 |On remarque que le 
ode n'est pas beau
oup plus long et qu'à l'exé
ution, la rapidité 
ommela 
omplexité sont presque identiques (
ar dans les deux 
as, il est fa
ile de voir qu'on e�e
tuegrossièrement fa
t(n) additions, mais le 
ode de l'hyperbou
le utilisée est un plus lent à 
ause dela gestion de la pile et des 
ompteurs pour l'hyperbou
le.
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