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RÉSUMÉ.Bulk-Synchronous Parallel ML ou BSML est un langage fonctionel pour la programma-
tion d’algorithmes BSP, un modèle qui permet la portabilitédes programmes tout en offrant une
prévision réaliste de leurs performances sur une grande variété d’architectures. BSML est basé
sur une extension du langage ML par des opérations parallèles sur une structure de données
appelée vecteur parallèle. Nous présentons ici le développement d’une bibliothèque de pro-
grammes BSML certifiée par l’assistant de preuves Coq. Cettebibliothèque pourra être utilisée
pour le développement d’algorithmes BSP certifiés. Ce travail est un exemple de l’adéquation
des logiques d’ordre supérieur au processus de certification et de correction d’applications
parallèles.

ABSTRACT.The Bulk-Synchronous Parallel ML (BSML) is a functional language for BSP pro-
gramming, a model of computing which allows parallel programs to be ported to a wide range
of architectures. It is based on an extension of the ML language by parallel operations on a
parallel data structure called parallel vector, which is given by intention. We present the cer-
tification of a library of BSML programs with the Coq proof assistant. This library could be
used for the development of certified BSP algorithms. This development is an example of the
usefulness of higher-order logic in the process of softwarecertification of parallel applications.
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1. Introduction

Bulk-Synchronous Parallel ML ou BSML est une extension de MLpour la pro-
grammation fonctionnelle en mode direct d’algorithmes parallèles BSP (Bulk Syn-
chronous Parallelism), un modèle de programmation introduit par Valiant (Valiant,
1990) afin d’offrir à la fois un haut degré d’abstraction comme les modèles PRAM
(Fortuneet al., 1978) tout en étant portable et en permettant la prévision réaliste de
performances sur une grande variété d’architectures. Un algorithme BSP est dit en
en mode direct (Gerbessiotiset al., 1994) lorsque la structure physique de ses pro-
cessus est explicite. Les programmes BSML sont écrits à l’aide d’un petit ensemble
de primitives issues d’un calculconfluent, le BSλ-calcul (Loulergueet al., 2000) :
un constructeur de vecteurs parallèles, une application parallèle asynchrone, une opé-
ration de communication globale synchrone et enfin une conditionnelle globale syn-
chrone. Ceci est donc un bon cadre de travail pour l’écritureet la preuve de pro-
grammes parallèles car nous pouvons concevoir des programmes parallèles purement
fonctionnels. Sans effet de bords, il est plus simple de prouver leur correction et de
les réutiliser en tenant compte de leurs propriétés formelles (la sémantique est dite
compositionnelle).

La bibliothèque BSMLLIB 1 implante les primitives BSML en Objective Caml2

avec la bibliothèque MPI (Message Passing Interface) (Snir et al., 1998). Elle est
efficace et ses performances suivent les estimations faitespar lemodèle de coûtBSP
(qui permet d’estimer les temps d’exécution parallèle). Elle est aussi utilisée comme
base du projet CARAML 3, qui a pour objectif l’utilisation d’Objective Caml pour la
programmation parallèle sur la grille de calcul, avec des applications par exemple aux
bases de données parallèles ou à la simulation moléculaire.

Un système de types (Gavaet al., 2005) (dont l’inférence est possible) a été conçu
afin d’assurer la sûreté du langage, notamment en prohibant l’emboîtement du parallé-
lisme (imbrication de vecteurs parallèles) afin d’avoir à lafois une implantation simple
et un modèle de coût qui suit le modèle BSP. Mais ceci n’est passuffisant pour les pro-
grammescritiquesqui demandent des preuves formelles de leurs algorithmes oupour
la bibliothèque standard qui devrait être certifiée, c’est-à-dire ne comporter que des
programmes qui calculent réellement ce que l’on attend d’eux. Tester les programmes
sur une grande variété d’entrées permet de détecter un certain nombre d’erreurs. Mal-
gré tout, seules les méthodes formelles peuvent en garantirla correction.

Le systèmeCoq4 est un environnement (et un langage logique) pour le développe-
ment de preuves basé sur le calcul des constructions inductives (Coquandet al., 1988),
unλ-calcul typé étendu avec desdéfinitions inductives. La théorie des types est un bon
cadre pour le développement de preuves de programmes (notamment des programmes
fonctionnels (Parent, 1993)) car il fournit une grande expressivité logique. Dans l’as-

1. http://bsmllib.free.fr/
2. http://ocaml.org/
3. http://caraml.org/
4. http://coq.inria.fr/
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sistant de preuvesCoq il existe une interprétation constructive des preuves, c’est-à-
dire prouver qu’une formule logique implique la construction d’unλ-terme typable.
Ainsi, dans un tel formalisme et grâce à l’isomorphisme de Curry-Howard, une preuve
de la formule:∀x.P (x) ⇒ ∃y.Q(y, x) (appelée unespécification) permet d’obtenir
un programme correct qui vérifie en entrée la propriétéP et fournit un résultat qui
vérifie Q. Le programme extrait de la preuve (en oubliant les parties logiques de la
preuve (Paulin-Mohringet al., 1993)) est donc garanti parCoq pour bien réaliser la
spécification donnée (on parle alors deprogramme certifié).

Nous allons maintenant nous intéresser à la spécification deprogrammes BSML et
à leur développement (réalisation) enCoq. Tout d’abord, nous présentons rapidement
le modèle BSP (section 2.1), donnons une présentation informelle de BSML (sec-
tion 2.2) puis du systèmeCoq (section 3). Nous pouvons alors expliquer comment
intégrer ce langage parallèle dans le systèmeCoq (section 4) pour certifier des élé-
ments de la bibliothèque BSMLLIB et ainsi obtenir une bibliothèque certifiée (section
5). Enfin, nous parlerons brièvement d’autres travaux sur lapreuve de programmes
parallèles (section 6) puis nous conclurons (section 7).

2. Programmation fonctionnelle BSP

2.1. Le modèle BSP

Le modèle de programmation parallèle BSP (Skillicornet al., 1997)(Bulk-
Synchronous Parallelism) décrit une architecture parallèle (abstraite), un modèle
d’exécution et un modèle de coût. Un ordinateur parallèle BSP possède trois en-
sembles de composants :

– un ensemble homogène de paires processeur-mémoire,

– un réseau de communication permettant l’échange de messages entre chaque
couple de processeurs,

– uneunité de synchronisationglobale qui exécute des demandes collectives de
barrières de synchronisation.

De nombreuses architectures réelles peuvent être vues comme des ordinateurs pa-
rallèles BSP. Par exemple, les machines à mémoire partagée peuvent être utilisées
de telle sorte que chaque processeur n’accède qu’à une partie (qui sera alors « pri-
vée ») de la mémoire partagée et les communications peuvent être faites en utilisant
des zones de la mémoire partagée réservées à cet usage. De plus, l’unité de synchro-
nisation est rarement physique mais plutôt logicielle ((Hill et al., 1998b) présente
plusieurs algorithmes à cet effet). Par la suite, nous parlerons indifféremment de pro-
cessus ou de processeurs. Les performances d’un ordinateurBSP sont caractérisées
par trois paramètres (exprimés en multiples de la vitesse des processeurs, dans le cas
contraire un quatrième paramètre, la vitesse des processeurs est donnée) : le nombre
de paires processeur-mémoirep, le temps nécessaire à la réalisation d’une barrière de
synchronisation et pour finir, le temps pour un échange collectif de messages (appelé
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Figure 1. Une super-étape BSP

1-relation) entre les différentes paires processeur-mémoire dans laquelle chaque pro-
cesseur envoie et/ou reçoit au plus un mot ; le réseau peut réaliser un échange, appelé
h-relation (chaque processeur envoie et/ou reçoit au plush-mots) en tempsh× g. Ces
paramètres peuvent être facilement obtenus en pratique en utilisant des tests (Hillet
al., 1998a).

L’exécution d’un programme BSP est une séquence desuper-étapes. Chaque
super-étape est divisée en trois phases successives et logiquement disjointes (figure 1) :
chaque processeur utilise les données qu’il détient localement pour faire des calculs
de façon séquentielle et pour demander des tranferts depuisou vers d’autres proces-
seurs, puis le réseau réalise les échanges de données demandés à la phase précédente
et enfin une barrière de synchronisation globale termine la super-étape. À l’issue de
cette barrière de synchronisation globale, les données échangées sont effectivement
disponibles pour la nouvelle super-étape qui commence alors.

Le temps nécessaire à l’exécution d’une super-étape est la somme du maximum
des temps de calculs locaux, du temps de la réalisation des échanges entre processeurs
(la h-relation) et du temps de la réalisation d’une barrière de synchronisation globale.
Le temps d’exécution d’un programme BSP est donc la somme du temps d’exécu-
tion de ces super-étapes. Afin de minimiser le temps d’exécution, un algorithme BSP
doit donc à la fois minimiser le nombre de super-étapes, le déséquilibre des commu-
nications et le déséquilibre des calculs locaux. Nous nous référons à (Skillicornet
al., 1997) pour de plus amples informations sur le modèle de coûtet à (Gerbessiotis
et al., 1994) pour la description de nombreux algorithmes BSP.

2.2. La bibliothèqueBSMLlib
Il n’y a pas pour l’instant d’implantation complète du langage Bulk-Synchronous

Parallel ML mais une implantation partielle en tant que bibliothèque pour Objective
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Caml, appelée BSMLLIB . En premier lieu, cette bibliothèque donne accès aux pa-
ramètres BSP de l’architecture sur laquelle sont évalués les programmes BSML. En
particulier, elle offre la fonctionbsp_p:unit->int. La valeur debsp_p() estp, le
nombre statique de processeurs de la machine parallèle. Cette valeur est constante du-
rant l’exécution. Les valeurs parallèles de largeurp contenant en chaque processeur
une valeur de type'a sont représentées par le type abstrait'a par. L’imbrication
de vecteurs parallèles est interdite. Notre système de type(Gavaet al., 2005) per-
met d’éviter cette imbrication. Ceci constitue une amélioration par rapport à Caml
Flight (Chaillouxet al., 2003) dans lequel l’imbrication de la structure parallèleglo-
bale de contrôlesyn
 était interditedynamiquement. Contrairement à la programma-
tion SPMD (Single Program Multiple Date), qui est pratiquée en utilisant un langage
séquentiel et une bibliothèque de communication par passage de messages comme
MPI (Message Passing Interface) (Snir et al., 1998), BSML ne contient pas d’inter-
blocages, est confluent et possède le modèle de coût BSP. Les vecteurs parallèles sont
créés par : mkpar: (int -> 'a) -> 'a par
Nous écrivons souventfun pid->e pourf afin de montrer quee peut être différente
sur chaque processeur. Cette expressione est ditelocale. L’expression(mkpar f)
est un objet parallèle et est diteglobale (c’est-à-dire, exécuté de manière identique
en chaque processeur).(mkpar f) s’évalue en un vecteur parallèle qui possède au
processeuri la valeur de(f i), pour touti compris entre0 et (p − 1), c’est-à-dire
(mkpar f) = 〈(f 0), . . . , (f (p − 1))〉 . Un algorithme BSP est exprimé comme une
combinaison de calculs locaux asynchrones (première phased’une super-étape), de
communications globales (seconde phase d’une super-étape) et d’une synchronisation
(troisième phase d’une super-étape). Les calculs asynchrones sont programmés avecmkpar et avec :apply: ('a -> 'b) par -> 'a par -> 'b parapply (mkpar f) (mkpar e) s’évalue en un vecteur parallèle qui contient(f i)(e i) au processeuri. Nous ignorons la distinction entre la phase de demande de
communications et sa réalisation à la barrière de synchronisation. Les phases de com-
munications et de synchronisations sont exprimées à l’aidede :put:(int->'a option) par -> (int->'a option) par
où'a option est définie partype 'a option = None | Some of 'a. Considé-
rons l’expression :put(mkpar(fun i->fsi)). Pour envoyer une valeurv d’un pro-
cesseurj vers un processeuri, la fonctionfsj du processeurj doit être telle que
(fsj i) s’évalue enSome v. Pour ne pas envoyer de message dej à i, (fsj i) doit
s’évaluer enNone. L’expression précédente s’évalue en un vecteur parallèleconte-
nant en chaque processeur une fonctionfdi de messages transmis. Au processeuri,(fdi j) s’évalue enNone si le processeurj n’a pas envoyé de message ài ou s’évalue
enSome v si le processeurj a envoyé la valeurv au processeuri. Le langage complet
contiendra également une projection globale synchrone5 :proj: 'a par -> int -> 'a
5. En réalité, cette opérateur s’appelleat dans la BSMLLIB mais est utilisé autrement dans cet
article (section 4).



1266 RSTI-TSI. Volume 25 – n˚10/2006

telle queproj v n s’évaluera env_n la valeur du nième processeur (la nième compo-
sante du vecteur parallèle). Cette projection globale permet d’exprimer une phase de
communications et une de synchronisation (et est implémentée comme une diffusion).
Sans elle, le contrôle global ne pourrait tenir compte des valeurs locales et il serait
impossible d’écrire des algorithmes ayant la forme suivante :Repeat Parallel Iteration Until Max of lo
al errors < epsilon
L’annexe A présente des exemples de programmes BSML de la bibliothèque certifiée
(générés par l’extracteur du systèmeCoq).

3. L’assistant de preuves Coq

Le systèmeCoq est un assistant de preuves. Il fournit des mécanismes pour écrire
des définitions et pour faire des preuves formelles. D’aprèsl’isomorphisme de Curry-
Howard, les types sont vus comme des propositions et les termes comme des preuves.
Coq construit ses termes au moyen detactiquesdonnées par l’utilisateur. Lasûretédu
systèmeCoq (principe de certification) est une conséquence de laconsistanceet de
la cohérence (confluence et normalisation forte) du cadre logique et aussi du contrôle
des types une fois la preuve réalisée. Nous présenterons brièvement les principes de
Coq, afin d’expliquer comment nous avons réalisé un procédé de décision pour la
spécification et la réalisation de programmes de la bibliothèque BSMLLIB .

Les types peuvent être définis par leurs aritées. Par exemple, le type des nombres
naturels peut être défini commenat:Set avec le type inductif suivant :Indu
tive nat : Set := O : nat | S : nat->nat
Ainsi, la fonction prédécesseur peut être définie parpred:nat -> nat. Des prédi-
cats sur les objetsnat peuvent alors être définis, comme par exemple, le prédicat
≤ qui peut être défini parle:nat -> nat -> Prop. Maintenant, prédicats et ob-
jets peuvent être mélangés dans les spécifications. Par exemple,(n:nat) {m:nat |m=n*2} est la spécification dans la syntaxeCoq pour exprimer∀n ⇒ ∃m tel que
m = n × 2. Une preuve d’une telle spécification est habitée par une paire compo-
sée d’un nombre naturel et d’une preuve que ce nombre satisfait la spécification. Le
programme extrait à partir de la preuve (une réalisation) decette spécification est na-
turellement la fonction double. Nous nous référons au manuel de référence de la page
web du systèmeCoq pour les notations et les différentes formations possiblesdes
termes et des types de données (types inductifs).

Quand la spécification a été donnée, nous devons la prouver. Pour ceci,Coq entre
dans un mode spécial et interactif où l’utilisateur doit prouver les différents buts de
la spécification dans le contexte auquel il fait la preuve (c’est-à-dire les spécifica-
tions déjà prouvées) à l’aide de tactiques (des commandes qui appliquent une ou plu-
sieurs règles logiques au but courant). Quelques autres systèmes comme HOL ou PVS
offrent des possibilités semblables. Chaque tactique est associée à une validation qui
permet, une fois que la preuve est faite, de vérifier que les règles de déduction ont été
correctement employées. Comme nous l’avons expliqué précédemment, des preuves
de spécifications peuvent être développées (avec un contenualgorithmique qui peut
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tor : Set -> Set;mkpar: (T:Set) (Z->T) -> (Ve
tor T).Axiom good_bsp_p:`0 < (bsp_p tt)`.Axiom at: (T:Set) (Ve
tor T) -> (i:Z) `0<=i<(bsp_p tt)` -> T.Axiom mkpar_def: (T:Set) (f:Z -> T) (i:Z) (H:`0<=i<(bsp_p tt)`)(at T (mkpar T f) i H)=(f i).Axiom apply_def: (T1,T2:Set) (V1:(Ve
tor (T1 -> T2)))(V2:(Ve
tor T1)) (i:Z) (H:`0 <= i < (bsp_p tt)`)(at T2 (apply T1 T2 V1 V2)i H)=((at (T1->T2) V1 i H)(at T1 V2 i H)).Axiom put_def: (T:Set)(Vf:(Ve
tor (Z -> (option T)))) (i:Z)(H:`0 <= i < (bsp_p tt)`) ((at (Z->(option T))(put T Vf) i H)= ([j:Z℄if (within_bound j) then [H1℄((at (Z-> (option T)) Vf j H1) i)else [H2℄(None T))).Axiom proj_def: (T:Set)(V:(Ve
tor T)) (n:Z)(Hyp_n: `0<=n<(bsp_p tt)`) ((proj T V n)= (at T V n Hyp_n)).
Figure 2. Axiomatisation des opérateurs BSML

différer) et des programmes peuvent alors être extraits de ces preuves. Un tel pro-
gramme s’appelle uneréalisationd’une spécification. L’extraction permet l’élimina-
tion des parties non algorithmiques des preuves, y compris les types dépendants.Coq
est donc un bon cadre pour établir une bibliothèque de programmes certifiés prove-
nant de l’extraction des preuves de nos spécifications. Ces programmes peuvent être
donnés dans deux langages de programmation différents: Objective Caml et Haskell6

(ses extracteurs font partie de la distribution standard).Ainsi, dans le premier cas,
nous pourrons employer la bibliothèque BSMLLIB pour compiler notre bibliothèque
de programmes extraits et dans le second cas, le développement de (Miller, 2002).

4. Formalisation des opérateurs BSML

Pour représenter notre langage parallèle et pour avoir une spécification-réalisation
des programmes BSML, nous avons choisi une approche classique: uneaxiomatisa-
tion de nos opérateurs. Les axiomes sont basés sur le modèle de programmation du

6. http://www.haskell.org
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BSλp-calcul (Loulergue, 2000) (qui est un BSλ-calcul avec une énumération des vec-
teurs) et sur la sémantique intrinsèque de BSML. Les opérateurs de BSML sont donnés
via desparamètres(par souci de concision, nous ne donnons que le paramètremkpar)
et donc, ne dépendent pas de leurs implémentations (séquentielles ou parallèles).

4.1. Axiomes et paramètres

Le nombre de processus,bsp_p(), est naturellement un nombre entier supposé
supérieur à 0. Les vecteurs parallèles sont indexés sur le typeZ (les nombres entiers
de Coq). Ils sont représentés dans le « monde logique » par un type dépendant (via
une fonction abstraite):Ve
tor T où T est le type des éléments du vecteur. Ce type
abstrait est bien entendu uniquement manipulé par nos paramètres. Notre axiomatisa-
tion des opérateurs parallèles BSML est donnée dans la figure2. Celle-ci est simple
mais suffisante pour notre approche (l’extraction des preuves de nos spécifications
pour avoir une bibliothèque certifiée).at est unefonction abstraited’« accès » pour
les vecteurs parallèles. Elle donne la valeur locale contenue dans un processus et sera
employée par la suite dans les spécifications des programmespour donner les valeurs
contenues dans les vecteurs parallèles. Elle contient un type dépendant pour vérifier
que l’entieri est bel et bien un nom de processus.

Les opérateurs asynchrones, le constructeurmkpar et l’application globaleapply
sont axiomatisés avecmkpar_def et apply_def. Pour une fonctionf, mkpar_def
applique(f i) sur le processusi en employant la fonction d’accèsat. De la même
manière,apply_def permet l’application des composantes au processusi. Le vec-
teur parallèle résultant est alors décrit avec une égalité qui est donc une proposition
logique. Ce résultat est donné pour un paramètrei qui doit être prouvé comme un
nom valide de processus.

L’opérateurput est axiomatisé avecput_def. Il transforme un vecteur fonction-
nel vers un autre vecteur fonctionnel qui permet la communication en utilisant le para-
mètrej pour lire les valeurs des processus distants (dans le vecteur Vf). Le paramètrej est testé avec la fonctionwithin_bound de type:(i:Z) {`0<=i<(bsp_p tt)`}+{~`0<=i<(bsp_p tt)`}
qui indique si un entier est un nom de processus valide ou non et en fournit une preuve.
En effet, pour des preuves de programmes, il est plus aisé de manipuler directement
des preuves que des constantes primitives. Sii est bien un nom de processus valide,
la valeur sur le processusi est lue sur le processusj avec la fonction d’accèsat sur
la jième composante du vecteurVf (j est un nom valide de processus; la preuve est
donnée parwithin_bound). Autrement, une constante vide est retournée. Dans une
véritable implémentation, et pour des raisons évidentes d’optimisation, les valeurs à
émettre sont tout d’abord calculées et ensuite échangées. L’axiomatisation complète
contient également la projection globale synchrone. Elle est facilement exprimable
dans le systèmeCoq en utilisant la fonction d’« accès »at pour « lire » la valeur au
processeurn (dans lanième composante du vecteur parallèleV). Ce paramètren doit
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être un nom valide de processus et cette preuve est donnée à lafonction d’« accès »at par un type dépendant.

Nous allons maintenant illustrer cette axiomatisation en employant nos axiomes
pour obtenir une bibliothèque certifiée par l’assistant de preuveCoq. Nous pouvons
voir l’ajout de ces axiomes comme le passage deCoq à un « BS-Coq » (comme le pas-
sage de ML à BSML par l’utilisation de nos opérateur parallèles). Bien entendu, il est
possible d’extraire un programme ML non parallèle (extraction classique du système
Coq) si on n’utilise pas ces paramètres (et leurs axiomes associés). D’ailleurs une par-
tie de notre bibliothèque certifiée provient directement del’extraction des librairies
standard deCoq (notamment la bibliothèque sur les entiers relatifs).

4.2. Cohérence

Le BSλp-calcul a été utilisé pour tester la consistance de nos axiomes : pour accep-
ter un axiome comme une règle d’inférence, nous avons préalablement et informelle-
ment vérifié que celui-ci est satisfait par les régles du BSλp-calcul qui est confluent. En
effet, (Loulergue, 2001) propose deux exécutions possibles et équivalentes des BSλp

termes : une version séquentielle et la version distribuée (parallèle) associée. Pour
prouver la cohérence de nos axiomes dans le systèmeCoq (impossibilité de prouver
⊥), nous envisageons une implémentation enCoq (sans axiome) à l’aide de listes (de
tailles « fixes ») : nos précédents axiomes seraient alors deslemmes et la cohérence
viendrait de celle deCoq. Ainsi, nos axiomes et nos paramètres (dont on pourrait
donner une implémentation certifiée) correspondraient à l’exécution séquentielle mais
au moment de la compilation (des fonctions extraites), rienn’empêcherait d’utiliser
l’implémentation parallèle (qui a été prouvée équivalente).

5. Création d’une bibliothèqueBSMLlib certifiée

Nous présentons uniquement ici, par souci de clarté et de concision, le dévelop-
pement de trois fonctions parallèles de la bibliothèque BSMLLIB dans le système
Coq qui sont très communes dans un algorithme BSP. Cette étude decas démontre la
pertinence de l’utilisation du systèmeCoq dans la preuve de programmes parallèles
(les fonctions n’ont pas tous été spécifiées dans un autre formulisme et encore moins
implémentées).

5.1. Recevoir des valeurs d’autres processeurs

Notre premier cas est le développement d’un dual de l’opérateurput: get_list.
En effet, échanger des valeurs est l’un des points critiquesd’un algorithme BSP. Cette
fonction permet à un processus de recevoir les valeurs d’autres processus. Le type ML
est donc:(ve
:'a par) -> (lpids:z list par) -> 'a list par avec :

get_list 〈v0, . . . , vp−1〉 〈l0, . . . , lp−1〉 = 〈l′
0
, . . . , l′p−1

〉
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tels que si(nth li) = j alors(nth li)
′ = vj pour0 ≤ i < p. Pour une simple raison,

cette fonction est implémentée avec deuxput : les processus, à la première super-
étape, envoient des requêtes aux processus désirés pour obtenir leurs valeurs puis, à la
seconde super-étape, ceux-ci envoient leurs valeurs aux processus qui leur ont envoyé
une requête. Nous avons alors la spécification logique suivante (nous ne donnons pas
le type quand celui-ci est évident etvec[.] est un sucre syntaxique pour l’« accès » aux
éléments d’un vecteur parallèlevec) :

∀Data∀vec : (V ector Data) ∀lpids : (V ector (list Z))
(∀i H : (0≤ i<p)(lpids[i] = nil) ∨

((∀n Hn : (1≤ n<length(lpids[i])) → (0≤(nth lpids[i] n Hn)<p)))
⇒ ∃res tels que∀i H : (0≤ i<p) length(res[i]) = length(lpids[i]) ∧

(∀n Hn : (1≤ n<length(lpids[i])) →
(nth res[i] n Hn) = vec[(nth lpids[i] n Hn)]

où nous donnons le vecteur des éléments puis le vecteur des listes de noms de pro-
cessus. Ces listes, en chaque processus, sont vides ou contenant des noms valides de
processeurs. Le résultat est un vecteur de listes (d’éléments) qui sont de même lon-
gueur que la liste de départ et qui contiennent les éléments désirés. Cette spécification
est prouvée en utilisant les propriétés formelles des listes (nth nécessite une preuve
que l’entier soit compris entre1 et la taille de la liste) et par cas sur les numéros
de processus des listes données en paramètres (si celui existe, d’où l’utilisation du∨
logique). On peut remarquer que la fonction estnon-totalepuisqu’elle ne peut être
appliquée (utilisée) que si ces numéros de processus sont valides. Ceci permet de tou-
jours fournir une preuve pour l’« accès » aux élements du vecteur.

5.2. Rassemblement d’un vecteur parallèlegather_list (de type'a par -> z -> 'a list par) est une fonction qui
rassemble les valeursv0, . . . , vp−1 (une par processeur) dans une liste sur un proces-
seur donné en paramètre ; (gather_list root 〈v0, . . . , vp−1〉) s’évalue en un vecteur
parallèle dont la valeur au processeurroot est la liste[v0; . . . ; vp−1]. Pour cela, nous
utilisons une fonction intermédiaire,gather, qui donne un vecteur parallèle de fonc-
tions, dont celle au processeurroot donne la valeur d’un autre processeurdest, si
celui-ci est un numéro de processeur valide (autrement, elle retourneNone), et les
fonctions aux processeursi 6= root retournent toujoursNone pour toute valeur de
dest. Ainsi, au processeurroot, nous pouvons appliquer cette fonction à une liste
contenant les numéros de processeur dans le cas du processeur root et une liste vide
dans le cas des autres processeurs. Nous avons alors le vecteur parallèle désiré. La
spécification formelle degather_list est :

∀Data∀root (0 ≤ root < p) ∀vect ⇒ ∃res tels que
∃l: list tels quel=res[root] ∧ H: (length l)=p ∧

∀j (0≤j< p) (nth l H j)=vect[j] ∧ ∀i( 0 ≤ i < p) (i 6= root) res[i] = nil
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où nth est une fonction de la nième valeur de la listel (utilisant la preuve quej ≤
(length l)) et l est la liste au processeurroot de longueurp (le nombre de processeurs)
et contenant les éléments désirés (sur les autres processeurs, la liste est vide). Cette
spécification peut être prouvée en utilisant la propriété degather, par cas suri = root

et avec un lemme technique qui donne une propriété sur la longueur des listes de
chaque processus (celle-ci est de longueurp au processeurroot, 0 autrement).

5.3. Réduction directe

La fonction « fold » (de type('a -> 'a -> 'a) -> 'a par -> 'a par) est
un algorithme parallèle classique. L’algorithme utilise un opérateur binaireR et infor-
mellement, (fold R 〈x0, . . . , xp−1〉) s’évalue en〈s, . . . , s〉 où s = Rk≤pxk. On peut
donc en déduire la spécification suivante:

∀Data∀vect ∀R : Data → Data → Data ⇒
∃res tels que∀i H : (0 ≤ i < p)

(k_first_R T R res (p − 1) (0 ≤ (p − 1) < p) res[i])

qui utilise le type inductif suivant :Indu
tive k_first_R [T:Set℄[R:T->T->T℄ [v:(Ve
tor T)℄: (k:Z) `0<=k<(bsp_p tt)` -> (res:T) Prop:=(* 
as de départ *)k_zero: (k_first_R T R v `0` H_0 (at T v `0` H_0))(* 
as indu
tif *)| k_re
 : (k:Z) (H_r:`0<=k<(bsp_p tt)`) (a:T) (H_sub:`k>0`)(k_first_R T R v `k-1` (p_sub k H_r H_sub) a)-> (k_first_R T R v `k` H_r (R a (at T v `k` H_r))).
qui donne l’application de l’opérateurR aux k premiers éléments du vecteur parallèle
(p_sub est un lemme technique qui transforme une preuve de0 ≤ k < p etk > 0 en
0 ≤ (k−1) < p). Etant un inductif logique, il n’apparaît donc pas dans le programme
ML extrait. Il est seulement employé ici pour vérifier les propriétés formelles. Ainsi
nous pouvons utiliser la fonction d’« accès » sans problème.Pour construire notre réa-
lisation de cette spécification, nous avons dû préalablement développer une fonction
d’« échange total » entre les processus (qui retourne, en chaque processus, une liste
des valeurs des vecteurs parallèles) puis, faire une démonstration par cas sur le nom
du processus : le premier processus n’effectue pas de calcultandis que les autres vont
utiliser une fonction séquentielle (fold_left) sur les listes. Nous utilisons alors les
propriétés (données par la bibliothèque standardPolyList) de cette fonction (inter-
actions entre les éléments de la liste des valeurs du vecteuret les k premiers éléments)
pour terminer la preuve.
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5.4. Diffusion d’une valeur

Notre dernière fonction certifiée est un algorithme BSP classique : l’émission
(« broadcast ») d’une valeurv d’un processeurn vers les autres processeurs. Ceci
peut être représentée par la schéma suivant :

n

v

????? ? ? ?

v v v

Ceci peut être effectué de manière directe (une super-étape) et être spécifié par :

∀Data∀root (0≤root< p) ∀vv ⇒ ∃res tels que∀i( 0≤ i< p) (res[i] = vv[root])

qui indique que chaque composante (chaque processeur) a la valeur désirée. Mais pour
les données de grandes tailles, (Gerbessiotiset al., 1994) propose un algorithme plus
fin (et plus efficace), l’émission en deux super-étapes (illustrée par la figure 3) qui
procéde ainsi : le processeur de départ « découpe » son message enp messages et
envoie chacun d’eux auxp − 1 autres processeurs (première super-étape). Ensuite,
chaque processeur envoie son bout de message aux autres processeurs (un échange
total) et pour finir chaque processeur « recolle » les morceaux reçus. Nous avons alors
la fonction :b
ast_twophases : ('a -> z -> 'b option) -> ((z -> 'b)-> 'a) ->z -> 'a par -> 'a par et la spécification suivante :

∀Data1,Data2∀decoupe : (Data1 → z → (Data2 option))
∀recolle : (z → Data2) → Data1 (H1:(∀x ∀i ¬((partition x i) = None)))

(∀x (recolle (λi.(noSome (H1 x i)) (decoupe x i))) = x)
∀root (0≤root< p) ∀vect ⇒ ∃res tels que∀i( 0≤ i< p) (res[i] = vect[root])

où nous avons les fonctionsdecoupe et recolle tels quedecoupe donne toujours un
élément (éventuellement vide) à envoyer à un processeur etrecolle, pour chaque mor-
ceau du message, retourne le message d’origine (l’utilisation dunoSome et donc de
H1 vient du fait que l’on manipule des objets de typeoption). Pour construire notre
réalisation de cette spécification, nous avons dû préalablement développer une fonc-
tion d’« éparpillement » qui effectue la première super-étape puis cette spécification
est prouvée par cas sur le nombre de processeurs (s’ils font l’éparpillement ou non)
et en utilisant les propriétés des paramètres pour reconstruire le message (après le
« total-exchange », tous les bouts de messages sont disponibles pour pouvoir appli-
quer la fonctionrecolle).

5.5. Extraction de code

Pour obtenir notre bibliothèque BSMLLIB certifiée, il suffit d’utiliser l’extracteur
du systèmeCoq sur les preuves constructives de nos spécifications. Naturellement, les
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Figure 3. Diffusion d’une valeur en 2 super-étapes

fonctions données en paramètres devant être extraites versles opérateurs pré-définis
du langage BSML, nous devons préalablement préciser ce choix à l’extracteur du sys-
tème. Les développements formels décrits ci-dessus (ainsique les nombreux autres
éléments la bibliothèque BSMLLIB certifiée) sont librement disponibles à la page
web de l’auteur7. Ainsi, on peut programmer d’autres algorithmes BSP plus com-
plexes mais dont les éléments standard (notamment les fonctions de communication)
sont sûrs et par la suite, exécuter ces algorithmes sur de véritables machines parallèles
avec les opérateurs parallèles de la bibliothèque BSMLLIB .

Pour illustrer ce travail, nous donnons en annexe le code Objective Caml obtenu
par l’extraction des réalisations de nos précédentes spécifications (avec quelques mises
en formes). Pour aider la lecture de ces programmes nous donnons le type ML des
principales fonctions, ainsi que leurs descriptions informelles.(repli
ate: 'a -> 'a par) permet de répliquer une même valeur sur tous les
composants d’un même vecteur.(parfun: ('a -> 'b) -> 'a par -> 'b par) et (parfun2: ('a -> 'b-> '
) -> 'a par -> 'b par -> '
 par) sont l’application d’une fonction
aux éléments de vecteurs parallèles.(pro
s : unit -> z list), retourne une liste des numéros de processus.z
est le type des entiers relatifs dans le systèmeCoq; cette fonction utilise(from_to: z
7. http://www.univ-paris12.fr/lacl/gava/



1274 RSTI-TSI. Volume 25 – n˚10/2006-> z list) qui construit une liste d’entiers de 0 au paramètre ; dans ce cas, celui-ci
est(last: unit -> z) qui donne le numéro du dernier processus; l’égalité des en-
tiers est donnée par la fonction(z_eq_de
: z -> z -> bool) (bibliothèque stan-
dard de l’assistant de preuvesCoq); in_de
: 'a list -> 'a list -> bool est
la fonction de la bibliothèque standard de test d’inclusionde listes.(totex: 'a par -> (z->'a) par) appliqué au vecteur parallèle
〈v0, v1, . . . , vp−1〉 s’évalue en un vecteur〈f0, f1, . . . , fp−1〉 tels que(fi j) = vj ;total_ex
hange: 'a par -> 'a list par, appliqué au même vecteur s’évalue
en〈l0, l1, . . . , lp−1〉 tels que jième éléments deli estvj .(gather: z -> 'a par -> (z -> 'a option) par) rassemble les valeurs
v0, . . . , vp−1 sur le processeur donné en premier paramètre; le résultat est en chaque
processeur, une fonctionf tels que(f i) = vi si i est un numéro de processeur valide.(s
atter: ('a -> z -> 'b option) -> z -> 'a par -> 'b par).(s
atter partition root) 〈v0, ..., vp−1〉) « éparpille » la valeurvroot (qui est
découpée avecpartition) sur les autres processeurs. (partition v pid) indique la
partie du messagev qui sera envoyée au processeur de nompid.

5.6. Applications possibles

(Fradetet al., 2000) propose un langage fonctionnel parallèle : ML étenduavec des
squelettes de programmation parallèle sur des vecteurs quipeuvent être imbriqués et
qui peuvent être regroupés en quatre classes : calcul, réorganisation, communication
et regroupement. La compilation est décrite en une série de transformations (prouvées
correctes) vers un langage fonctionnel de type SPMD. Celui-ci utilise des opérations
parallèles qui sont en réalité celles que nous venons de décrire (et certifier). Nous
pouvons de ce fait envisager l’utilisation de notre bibliothèque pour une implémen-
tation certifiée de ce langage. (Cosmoet al., 2003) propose un calcul de distribution
dont le but est de décrire des stratégies pour la distribution de tableaux (de multiples
dimensions) sur un ensemble de processeurs. Les auteurs donnent une sémantique
formelle permettant de prouver différentes équations de distributions, montrent com-
ment associer à ces équations le modèle de coûts BSP autorisant ainsi de choisir une
stratégie appropriée et distinguent ainsi un certain nombre d’opérateurs pour ces dis-
tributions. Ces opérateurs sont encore ceux que nous venonsde certifier. En utilisant
notre bibliothèque, les auteurs pourraient alors valider leurs systèmes d’équations de
stratégies dans un environnement certifié.

6. Travaux antérieurs

La première sémantique formelle du modèle BSP était une logique axiomatique
« à la Hoare » avec un parallélisme explicite pour un petit langage impératif avec
une mémoire partagée (Jifenget al., 1996). Les programmes étaient donnés avec leurs
spécifications et chaque pas du calcul devait être justifié par un raisonnement mathé-
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matique. Ceux-ci étaient basés en aplatissant chaque processus en une séquence de
traces qui peuvent être combinées pour déterminer le fonctionnement de chaque com-
posant. Malheureusement, aucun programme complet n’a été certifié avec ces règles
algébriques et aucune implémentation de ce modèle de certification n’a été faite. Mais
l’idée suggère la possibilité de prouver des algorithmes parallèles BSP avec des règles
formelles tout en préservant le modèle de coût. Dans une autre approche (Stewartet
al., 2002), le raisonnement est fait en utilisant une séquence de transformations (glo-
bales) d’états parallèles rendant le raisonnement plus facile car les opérations paral-
lèles peuvent être décrites par ces transformations. Le même papier montre l’utilisa-
tion de ces règles sur un algorithme BSP du plus court chemin d’un graphe (extention
aisée de l’algorithme de Floyd). (Skillicorn, 1998) présente une extension du « Refine-
ment calculus » (un calcul de pré-condition faible) pour permettre la dérivation de pro-
gramme BSP impératif. Toutes ces approches sont basées sur des langages impératifs
avec des preuves faites « à la main » sans assistant de preuves. (Gascardet al., 2003)
présente la création (vérification automatique) d’une bibliothèque de programmes pa-
rallèles (pour des machines parallèles dites hypercubes) en utilisant le « prouveur
automatique » de Boyer-Moore, Nqthm8, basé sur la logique du premier ordre. Mais
cette catégorie de programmes n’est pas portable et ne bénéficie pas d’une sémantique
confluente. De plus, l’analyse des programmes et des coûts est très complexe et il est
difficile d’écrire des formules logiques de haut niveau pourspécifier les programmes
et leurs fonctionnements. Un premier travail avait été faitdans (Gavaet al., 2003b)
pour vérifier les propriétés de programme BSML de (Loulergueet al., 2000) en utili-
sant les règles de la théorie équationnelle du BSλ-calcul où sans l’aide d’un assistant
de preuves, les auteurs avaient fait quelques erreurs.

Notre approche a les avantages suivants. Elle est basée sur un langage purement
fonctionnel (sans effets de bords) avec parallélisme explicite (les vecteurs parallèles)
doté d’une sémantique de haut niveau. Ceci constitue une amélioration par rapport à
Caml-Flight où le parallélisme est un effet. Le raisonnement en est ainsi grandement
simplifié, ce qui permet de faire des preuves sur les programmes (le modèle BSP, en
séparant calcul et communication, rend impossible les inter-blocages). En utilisant
un assistant de preuve commeCoq, nos preuves sont partiellement automatisées ce
qui n’est le cas dans aucune des approches précédentes. De plus, après les preuves,
nous pouvons générer des programmes certifiés portables (grâce au modèle BSP) à
partir des formules logiques et bénéficier des développements ultérieurs faits enCoq
(bibliothèque standard et contribution des autres utilisateurs).

7. Conclusion et futurs travaux

Cet article a démontré l’adéquation de l’assistant de preuvesCoq à la spécification
et à la réalisation de programmes parallèles. Nous avons formalisé les opérations pa-
rallèles du langage BSML et, en utilisant cette axiomatisation, nous avons pu dévelop-
per des programmes BSML certifiés qui sont fréquemment utilisés et qui constituent

8. http://www.cs.utexas.edu/users/boyer/ftp/nqthm/
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un sous-ensemble important de la bibliothèque BSMLLIB . Nos axiomes sont infor-
mellement similaires aux opérateurs du BSλp-calcul mais une version (séquentielle)
consistante qui réalise ses axiomes semble possible à réaliser, et fera partie de nos
prochaines études.

Nos futurs travaux vont suivre les orientations suivantes.Tout d’abord, les fonc-
tions ici certifiées sont simples à comprendre mais sont d’une variété suffisante pour
se convaincre que le traitement d’un grand nombre d’algorithmes BSP pourra être ef-
fectué. Nous pensons notamment à la validation de programmes BSP plus complexes
tels que le calcul scientifique (Bisselinget al., 1994) ou de squelettes algorithmiques
(Hu et al., 2002). Notre but est d’avoir une bibliothèque BSMLLIB certifiée (sa biblio-
thèque standard y compris) plus importante. Nous ensisageons aussi d’étudier la possi-
bilité de prouver les formules de coût des algorithmes BSP (par des annotations ou des
indications de coûts dans le langage source), l’utilisation d’autres environnements de
certification de bibliothèque tels queFoC9, d’ajouter des traits impératifs, en utilisant
le travail déjà effectué sur les programmes séquentiels (Filliâtre, 2003) et ainsi obtenir
un logiciel pour la certification de programmes BSML (comme dans (Filliâtre, 2003)
et son logiciel WHY10). Nous continuerons également notre travail sur la certification
de l’environnement, en particulier, une preuve de correction de la machine abstraite
parallèle (Gavaet al., 2003a) par rapport à la sémantique d’évaluation et une implé-
mentation parallèle sûre (en ADA) des instructions parallèles de la machine en utili-
sant la méthodologie proposée par le logiciel Spark11. Ainsi, la bibliothèque BSML-
LIB certifiée pourra être utilisée de concert avec cette machineabstraite et notre sys-
tème de types pour programmer, avec un langage fonctionnel,des algorithmes BSP
dans un environnement sûr et certifié. Nos travaux futurs considèreront également des
extensions de BSML comme la juxtaposition parallèle (Loulergue, 2003) qui permet
de diviser le réseau en sous-réseaux et qui suit toujours le modèle BSP (qui interdit
la synchronisation des sous-réseaux). Cette nouvelle construction est particulièrement
intéressante pour la multiprogrammation. Elle permet d’écrire facilement des algo-
rithmes parallèles diviser-pour-régner et est, ainsi, uneétape importante vers l’utili-
sation de BSML pour les grilles de calculs (GRID). Par conséquent, de futurs « al-
gorithmes GRID » pourront être développés et automatiquement extraits de manière
certifiée. Ce type de travail pourrait aussi être appliqué à d’autres extensions parallèles
des langages fonctionnels, notamment les langages à squelettes (comme par exemple
(Daneluttoet al., 1998)) en donnant ceux-ci comme des paramètres, leurs axiomes as-
sociés et une implémentation séquentielle équivalente pour la cohérence pour valider
d’autres types d’algorithmes parallèles.

9. http://www-spi.lip6.fr/foc
10. http://why.lri.fr/
11. http://www.sparkada.com
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A. Code de l’extraction

A.1. Quelques fonctions utilitaires

let replicate a =mkpar (fun pid→a)
let parfun f v =apply (replicate f) v
let parfun2 f v1 v2 =apply (parfun f v1) v2

A.2. Code deget_list
let get_list datas lpids = parfun2 (fun x x0→map x x0)

(put (parfun (fun l dst→match (in_dec z_eq_dec dst l)with
| true →Some ()
| false→None) lpids)) datas)) lpids
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A.3. Code de la réduction directe

let totex_tmp vec =put (parfun (fun data dst→Some data) vec)
let totex vec = parfun (fun f src→noSome (f src)) (totex_tmp vec)

let procs h = from_to (last ())
let total_exchange vec = parfun2 map (totex vec) (replicate (procs ()))

let tl_hd_vect v = parfun (fun l →Pair ((hd l), (tl l))) v

let fold_left_direct op0 vec =
parfun (fun hd_tl→fold_left op0 (snd hd_tl) (fst hd_tl))

(tl_hd_vect (total_exchange vec))

A.4. Code du rassemblement

let procs_lists_gather root =match within_bound rootwith
| true →mkpar (fun pid→match z_eq_dec root pidwith

| true →from_to (zminus (bsp_p()) (POS XH))
| false→Nil)

| false→assert false

let gather root vv =match within_bound rootwith
| true →put (apply (mkpar (fun pid v dest→

match z_eq_dec dest rootwith
| true →Some v
| false→None)) vv)

| false→assert false

let gather_list vec root =match within_bound rootwith
| true →parfun2 (fun x x0→map x x0)

(parfun (fun x x0→(fun x1→noSome x1) (x x0))
(gather root vec)) (procs_lists_gather root)

| false→assert false

A.5. Code de la diffusion en deux phases

let scatter partition root v =match within_bound rootwith
| true →parfun noSome (apply (put (apply (mkpar (fun pid→

if match z_eq_dec pid rootwith
| true →partition
| false→(fun x a→None))) v)) (replicate root))

| false→assert false

let bcast_twophases partition paste root vv =
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match within_bound rootwith
| true →parfun paste (totex (scatter partition root vv))
| false→assert false
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