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egava�univ-paris12.fr1. Introdu
tionBulk Syn
hronous Parallel ML ou BSML est une extension de ML pour la programmationfon
tionnelle en mode dire
t d'algorithmes parallèles BSP (Bulk Syn
hronous Parallelism), un modèlede programmation introduit par Valiant [28℄ a�n d'o�rir à la fois un haut degré d'abstra
tion 
ommeles modèles PRAM [7℄ tout en étant portable et en permettant la prévision réaliste de performan
essur une grande variété d'ar
hite
tures. Un algorithme BSP est dit en en mode dire
t [12℄ lorsque lastru
ture physique de ses pro
essus est expli
ite. Les programmes BSML sont é
rits à l'aide d'un petitensemble de primitives issues d'un 
al
ul 
on�uent, le BS�-
al
ul [20℄ : un 
onstru
teur de ve
teursparallèles, une appli
ation parallèle asyn
hrone, une opération de 
ommuni
ation globale syn
hroneet en�n une 
onditionnelle globale syn
hrone. Ce
i est don
 un bon 
adre de travail pour l'é
riture etla preuve de programmes parallèles 
ar nous pouvons 
on
evoir des programmes parallèles purementfon
tionnels. Sans e�et de bords, il est plus simple de prouver leur 
orre
tion et de les réutiliser entenant 
ompte de leurs propriétés formelles (la sémantique est dite 
ompositionnelle).La bibliothèque BSMLlib 1 implante les primitives BSML en Obje
tive Caml 2 ave
 la bibliothèqueMPI (Message Passing Interfa
e) [26℄. Elle est e�
a
e et ses performan
es suivent les estimationsfaites par le modèle de 
oût BSP (qui permet d'estimer les temps d'exé
ution parallèle). Elle est aussiutilisée 
omme base du projet Caraml 3, qui a pour obje
tif l'utilisation d'Obje
tive Caml pour laprogrammation parallèle sur la grille de 
al
ul, ave
 des appli
ations par exemple aux bases de donnéesparallèles ou à la simulation molé
ulaire.Un système de types [10℄ (dont l'inféren
e est possible) a été 
onçu a�n d'assurer la sûreté dulangage, notamment en prohibant l'emboîtement du parallélisme (imbri
ation de ve
teurs parallèles)a�n d'avoir à la fois une implantation simple et un modèle de 
oût qui suit le modèle BSP. Mais
e
i n'est pas su�sant pour les programmes 
ritiques qui demandent des preuves formelles de leursalgorithmes ou pour la bibliothèque standard qui devrait être 
erti�ée, 
'est-à-dire ne 
omporterque des programmes qui 
al
ulent réellement 
e que l'on attend d'eux. Tester les programmes surune grande variété d'entrées permet de déte
ter un 
ertain nombre d'erreurs. Malgré tout, seules lesméthodes formelles peuvent en garantir la 
orre
tion.Le système Coq 4 est un environnement (et un langage logique) pour le développement de preuvesbasé sur le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives [3℄, un �-
al
ul typé étendu ave
 des dé�nitions1. http://bsmllib.free.fr/2. http://o
aml.org/3. http://
araml.org/4. http://
oq.inria.fr/ 55



F. Gavaindu
tives. La théorie des types est un bon 
adre pour le développement de preuves de programmes(notamment les programmes fon
tionnels [22℄) 
ar il fournit une grande expressivité logique. Dansl'assistant de preuves Coq il existe une interprétation 
onstru
tive des preuves, 
'est-à-dire, prouverune formule logique implique la 
onstru
tion d'un �-terme typable. Ainsi, dans un tel formalisme etgrâ
e à l'isomorphisme de Curry-Howard, une preuve de la formule: 8x:P (x) ) 9y:Q(y; x) (appeléeune spé
i�
ation) permet d'obtenir un programme 
orre
t qui véri�e en entrée la propriété P et fournitun résultat qui véri�e Q. Le programme extrait de la preuve (en oubliant les parties logiques de lapreuve [23℄) est don
 garanti par Coq pour bien réaliser la spé
i�
ation donnée (on parle alors deprogramme 
erti�é).Nous allons maintenant nous intéresser à la spé
i�
ation de programmes BSML et à leurdéveloppement (réalisation) en Coq. Tout d'abord, nous présentons rapidement le modèle BSP(se
tion 2.1), donnons une présentation informelle de BSML (se
tion 2.2) puis du systèmeCoq (se
tion3). Nous pouvons alors expliquer 
omment intégrer 
e langage parallèle dans le système Coq (se
tion4) pour 
erti�er des éléments de la bibliothèque BSMLlib et ainsi obtenir une bibliothèque 
erti�ée(se
tion 5). En�n, nous parlerons brièvement d'autres travaux sur la preuve de programmes parallèles(se
tion 6) puis nous 
on
lurons (se
tion 7).2. Programmation fon
tionnelle BSP2.1. Le modèle BSPLe modèle de programmation parallèle BSP (Bulk Syn
hronous Parallelism) [25℄ dé
rit unear
hite
ture parallèle (abstraite), un modèle d'exé
ution et un modèle de 
oût.Un ordinateur parallèle BSP possède trois ensembles de 
omposants : un ensemble homogènede paires pro
esseur-mémoire, un réseau de 
ommuni
ation permettant l'é
hange de messages entre
haque 
ouple de pro
esseurs et en�n une unité de syn
hronisation globale qui exé
ute des demandes
olle
tives de barrières de syn
hronisation. De nombreuses ar
hite
tures réelles peuvent être vues
omme des ordinateurs parallèles BSP. Par exemple, les ma
hines à mémoire partagée peuvent êtreutilisées de telle sorte que 
haque pro
esseur n'a

ède qu'à une partie (qui sera alors �privée�) dela mémoire partagée et les 
ommuni
ations peuvent être faites en utilisant des zones de la mémoirepartagée réservées à 
et usage. De plus, l'unité de syn
hronisation est rarement physique mais plut�tlogi
ielle ([14℄ présente plusieurs algorithmes à 
et e�et). Par la suite, nous parlerons indi�érementde pro
essus ou de pro
esseurs. Les performan
es d'un ordinateur BSP sont 
ara
térisées par troisparamètres (exprimés en multiples de la vitesse des pro
esseurs, dans le 
as 
ontraire un quatrièmeparamètre, la vitesse des pro
esseurs est donnée) : le nombre de paires pro
esseur-mémoire p, le tempsné
essaire à la réalisation d'une barrière de syn
hronisation et pour �nir, le temps pour un é
hange
olle
tif de messages (appelé 1-relation) entre les di�érentes paires pro
esseur-mémoire dans laquelle
haque pro
esseur envoie et/ou reçoit au plus un mot ; le réseau peut réaliser un é
hange, appeléh-relation (
haque pro
esseur envoie et/ou reçoit au plus h-mots) en temps h � g. Ces paramètrespeuvent être fa
ilement obtenus en pratique en utilisant des tests [13℄.L'exé
ution d'un programme BSP est une séquen
e de super-étapes. Chaque super-étape est diviséeen trois phases su

essives et logiquement disjointes (Fig. 1) : 
haque pro
esseur utilise les donnéesqu'il détient lo
alement pour faire des 
al
uls de façon séquentielle et pour demander des tranfertsdepuis ou vers d'autres pro
esseurs, puis le réseau réalise les é
hanges de données demandés à laphase pré
édente et en�n une barrière de syn
hronisation globale termine la super-étape. À l'issue de
ette barrière de syn
hronisation globale, les données é
hangées sont e�e
tivement disponibles pourla nouvelle super-étape qui 
ommen
e alors.Le temps né
essaire à l'exé
ution d'une super-étape est la somme du maximum des temps de 
al
ulslo
aux, du temps de la réalisation des é
hanges entre pro
esseurs (la h-relation) et du temps de la56
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Fig. 1: Une super-étape BSPréalisation d'une barrière de syn
hronisation globale. Le temps d'exé
ution d'un programme BSP estdon
 la somme du temps d'exé
ution de 
es super-étapes. A�n de minimiser le temps d'exé
ution,un algorithme BSP doit don
 à la fois minimiser le nombre de super-étapes, le déséquilibre des
ommuni
ations et le déséquilibre des 
al
uls lo
aux. Nous nous référons à [25℄ pour de plus amplesinformations sur le modèle de 
oût et à [12℄ pour la des
ription de nombreux algorithmes BSP.2.2. La bibliothèque BSMLlibIl n'y a pas pour l'instant d'implantation 
omplète du langage Bulk Syn
hronous Parallel MLmais une implantation partielle en tant que bibliothèque pour Obje
tive Caml, appelée BSMLlib.En premier lieu 
ette bibliothèque donne a

ès aux paramètres BSP de l'ar
hite
ture sur laquelle sontévalués les programmes BSML. En parti
ulier, elle o�re la fon
tion bsp_p:unit->int. La valeur debsp_p() est p, le nombre statique de pro
esseurs de la ma
hine parallèle. Cette valeur est 
onstantedurant l'exé
ution. Les valeurs parallèles de largeur p 
ontenant en 
haque pro
esseur une valeur detype 'a sont représentées par le type abstrait 'a par. L'imbri
ation de ve
teurs parallèles est interdite.Notre système de type [10℄ permet d'éviter 
ette imbri
ation. Ce
i 
onstitue une amélioration parrapport à Caml Flight [2℄ dans lequel l'imbri
ation de la stru
ture parallèle globale de 
ontr�le syn
était interdite dynamiquement. Contrairement à la programmation SPMD (Single Program MultipleDate), qui est pratiquée en utilisant un langage séquentiel et une bibliothèque de 
ommuni
ation parpassage de messages 
omme MPI (Message Passing Interfa
e) [26℄, BSML ne 
ontient pas de deadlo
k,est 
on�uent et possède le modèle de 
oût BSP. Les ve
teurs parallèles sont 
réés par :mkpar: (int ->'a) ->'a par(mkpar f) s'évalue en un ve
teur parallèle qui possède au pro
esseur i la valeur de (f i), pour touti 
ompris entre 0 et (p� 1).Un algorithme BSP est exprimé 
omme une 
ombinaison de 
al
uls lo
aux asyn
hrones (premièrephase d'une super-étape), de 
ommuni
ations globales (se
onde phase d'une super-étape) et d'unesyn
hronisation (troisième phase d'une super-étape). Les 
al
uls asyn
hrones sont programmés ave
mkpar et ave
 : apply: ('a ->'b) par ->'a par ->'b parapply (mkpar f) (mkpar e) s'évalue en un ve
teur parallèle qui 
ontient (f i) (e i) au pro
esseuri. Nous ignorons la distin
tion entre la phase de demande de 
ommuni
ations et sa réalisation à labarrière de syn
hronisation. Les phases de 
ommuni
ations et de syn
hronisation sont exprimées àl'aide de : put:(int->'a option) par ->(int->'a option) paroù 'a option est dé�nie par type 'a option = None | Some of 'a. Considérons l'expression :57



F. Gavaput(mkpar(fun i->fsi)). Pour envoyer une valeur v d'un pro
esseur j vers un pro
esseur i, lafon
tion fsj du pro
esseur j doit être telle que (fsj i) s'évalue en Some v. Pour ne pas envoyerde message de j à i, (fsj i) doit s'évaluer en None. L'expression pré
édente s'évalue en un ve
teurparallèle 
ontenant en 
haque pro
esseur une fon
tion fdi de messages transmis. Au pro
esseur i,(fdi j) s'évalue en None si le pro
esseur j n'a pas envoyé de message à i ou s'évalue en Some v sile pro
esseur j a envoyé la valeur v au pro
esseur i. Le langage 
omplet 
ontiendra également uneproje
tion globale syn
hrone 5 : proj: 'a par -> int ->'atelle que proj v n s'évaluera en v_n la valeur du nième pro
esseur (la nième 
omposante du ve
teurparallèle). Cette proje
tion globale permet d'exprimer une phase de 
ommuni
ations et une desyn
hronisation (et est implémentée 
omme un �broad
ast�). Sans elle, le 
ontr�le global ne pourraittenir 
ompte des valeurs lo
ales et il serait impossible d'é
rire des algorithmes ayant la forme suivante :Repeat Parallel Iteration Until Max of lo
al errors < epsilonL'annexe A présente des exemples de programmes BSML de la bibliothèque 
erti�ée (générés parl'extra
teur du système Coq).3. L'assistant de preuve CoqLe système Coq est un assistant de preuves. Il fournit des mé
anismes pour é
rire des dé�nitionset pour faire des preuves formelles. D'après l'isomorphisme de Curry-Howard, les types sont vus
omme des propositions (spé
i�
ations des stru
tures de données) et les termes 
omme des preuves.Coq 
onstruit ses termes au moyen de ta
tiques données par l'utilisateur. La sûreté du système Coq(prin
ipe de 
erti�
ation) est une 
onséquen
e de la 
onsistan
e (
on�uen
e et normalisation forte) du
adre logique et aussi du 
ontr�le des types une fois la preuve réalisée. Nous présenterons brièvementles prin
ipes de Coq, a�n d'expliquer 
omment nous avons réalisé un pro
édé de dé
ision pour laspé
i�
ation et la réalisation de programmes de la bibliothèque BSMLlib.Les types peuvent être dé�nis par leurs aritées. Par exemple, le type des nombres naturels peutêtre dé�ni 
omme nat:Set ave
 le type indu
tif suivant :Indu
tive nat : Set:= O : nat | S : nat->natAinsi, la fon
tion su

esseur peut être dé�nie par su

:nat ->nat. Des prédi
ats sur les objets natpeuvent alors être dé�nis, 
omme par exemple, le prédi
at � qui peut être dé�ni par le:nat ->nat->Prop. Maintenant, prédi
ats et objets peuvent être mélangés dans les spé
i�
ations. Par exemple,(n:nat) {m:nat | m=n*2} est la spé
i�
ation pour exprimer 8n) 9m m = n�2. Une preuve d'unetelle spé
i�
ation est habitée par une paire 
omposée d'un nombre naturel et d'une preuve que 
enombre satisfait la spé
i�
ation. Le programme extrait à partir de la preuve (une réalisation) de 
ettespé
i�
ation est naturellement la fon
tion double. Nous nous référons au manuel de référen
e de lapage web du système Coq pour les notations et les di�érentes formations possibles des termes et destypes de données (types indu
tifs).Quand la spé
i�
ation a été donnée, nous devons la prouver. Pour 
e
i, Coq entre dans unmode spé
ial et intera
tif où l'utilisateur doit prouver les di�érents buts de la spé
i�
ation dans le
ontexte auquel il fait la preuve (
'est à dire les spé
i�
ations déjà prouvées) à l'aide de ta
tiques (des
ommandes qui appliquent une ou plusieurs règles logiques au but 
ourant). Quelques autres systèmes
omme HOL ou PVS o�rent des possibilités semblables. Chaque ta
tique est asso
iée à une validationqui permet, une fois que la preuve est faite, de véri�er que les règles de dédu
tion ont été 
orre
tementemployées. Comme nous l'avons expliqué pré
édemment, des preuves de spé
i�
ations peuvent êtredéveloppées (ave
 un 
ontenu algorithmique qui peut di�érer) et des programmes peuvent alors êtreextraits de 
es preuves. Un tel programme s'appelle une réalisation d'une spé
i�
ation. L'extra
tionpermet l'élimination des parties non algorithmiques des preuves, y 
ompris les types dépendants.5. en réalité, 
ette opérateur s'appelle at dans la BSMLlib mais est utilisé autrement dans 
ette arti
le (se
tion 4)58



Une bibliothèque BSML 
erti�éeParameters bsp_p:unit -> Z; Ve
tor : Set -> Set;mkpar: (T:Set) (Z->T) -> (Ve
tor T).Axiom good_bsp_p:`0 < (bsp_p tt)`.Axiom at: (T:Set) (Ve
tor T) -> (i:Z) `0<=i<(bsp_p tt)` -> T.Axiom mkpar_def: (T:Set) (f:Z -> T)(i:Z) (H:`0 <= i < (bsp_p tt)`)(at T (mkpar T f) i H)=(f i).Axiom apply_def: (T1,T2:Set) (V1:(Ve
tor (T1 -> T2)))(V2:(Ve
tor T1)) (i:Z) (H:`0 <= i < (bsp_p tt)`)(at T2 (apply T1 T2 V1 V2)i H)=((at (T1->T2) V1 i H)(at T1 V2 i H)).Axiom put_def: (T:Set)(Vf:(Ve
tor (Z -> (option T)))) (i:Z) (H:`0 <= i < (bsp_p tt)`)((at (Z->(option T)) (put T Vf) i H)=([j:Z℄ if (within_bound j)then [H1℄((at (Z-> (option T)) Vf j H1) i) else [H2℄(None T))).Axiom proj_def: (T:Set)(V:(Ve
tor T)) (n:Z) (Hyp_n: `0 <= n < (bsp_p tt)`)((proj T V n)= (at T V n Hyp_n)).Fig. 2: Axiomatisation des opérateurs BSMLCoq est don
 un bon 
adre pour établir une bibliothèque de programmes 
erti�és provenant del'extra
tion des preuves de nos spé
i�
ations. Ces programmes peuvent être donnés dans deux langagesde programmation di�érents: Obje
tive Caml et Haskell 6 (ses extra
teurs font partis de la distributionstandard). Ainsi, dans le premier 
as, nous pourrons employer la bibliothèque BSMLlib pour 
ompilernotre bibliothèque de programmes extraits et dans le se
ond 
as, le développement de [21℄.4. Formalisation des opérateurs BSMLPour représenter notre langage parallèle et pour avoir une spé
i�
ation-réalisation des programmesBSML, nous avons 
hoisi une appro
he 
lassique: une axiomatisation de nos opérateurs. Les axiomessont basés sur le modèle de programmation du BS�p-
al
ul [17℄ (qui est un BS�-
al
ul ave
 uneénumération des ve
teurs) et sur la sémantique intrinsèque de BSML. Les opérateurs de BSML sontdonnés via des paramètres (par sou
i de 
on
ision, nous ne donnons que le paramètre mkpar) et don
,ne dépendent pas de leurs implémentations (séquentielles ou parallèles).Axiomes et paramètres Le nombre de pro
essus, bsp_p(), est naturellement un nombre entiersupposé supérieur à 0. Les ve
teurs parallèles sont indexés sur le type Z (les nombres entiers de Coq).Ils sont représentés dans le "monde logique" par un type dépendant (via une fon
tion abstraite):Ve
tor T où T est le type des éléments du ve
teur. Ce type abstrait est bien entendu uniquementmanipulé par nos paramètres. Notre axiomatisation des opérateurs parallèles BSML est donnée dansla �gure 2. Celle-
i est simple mais su�sante pour notre appro
he (l'extra
tion des preuves de nosspé
i�
ations pour avoir une bibliothèque 
erti�ée). at est une fon
tion abstraite d'"a

ès" pour lesve
teurs parallèles. Elle donne la valeur lo
ale 
ontenue dans un pro
essus et sera employée par la suitedans les spé
i�
ations des programmes pour donner les valeurs 
ontenues dans les ve
teurs parallèles.6. http://www.haskell.org 59



F. GavaElle 
ontient un type dépendant pour véri�er que l'entier i est bel et bien un nom de pro
essus.Les opérateurs asyn
hrones, le 
onstru
teur mkpar et l'appli
ation globale apply sont axiomatisésave
 mkpar_def et apply_def. Pour une fon
tion f, mkpar_def applique (f i) sur le pro
essusi en employant la fon
tion d'a

ès at. De la même manière, apply_def permet l'appli
ation des
omposantes au pro
essus i. Le ve
teur parallèle résultant est alors dé
rit ave
 une égalité qui estdon
 une proposition logique. Ce résultat est donné pour un paramètre i qui doit être prouvé 
ommeun nom valide de pro
essus.L'opérateur put est axiomatisé ave
 put_def. Il transforme un ve
teur fon
tionnel vers un autreve
teur fon
tionnel qui permet la 
ommuni
ation en utilisant le paramètre j pour lire les valeurs despro
essus distants (dans le ve
teur Vf). Le paramètre j est testé ave
 la fon
tion within_bound detype: (i:Z) {`0<=i<(bsp_p tt)`}+{~`0<=i<(bsp_p tt)`} qui indique si un entier est un nom depro
essus valide ou non et en fournit une preuve. En e�et, pour des preuves de programmes, il estplus aisé de manipuler dire
tement des preuves que des 
onstantes primitives. Si i est bien un nomde pro
essus valide, la valeur sur le pro
essus i est lue sur le pro
essus j ave
 la fon
tion d'a

ès atsur la jième 
omposante du ve
teur Vf (j est un nom valide de pro
essus; la preuve est donnée parwithin_bound). Autrement, une 
onstante vide est retournée. Dans une véritable implémentation, etpour des raisons évidentes d'optimisation, les valeurs à émettre sont tout d'abord 
al
ulées et ensuiteé
hangées.L'axiomatisation 
omplète 
ontient également la proje
tion globale syn
hrone. Elle est fa
ilementexprimable dans le systèmeCoq en utilisant la fon
tion d'"a

ès" at pour �lire� la valeur au pro
esseurn (dans la nième 
omposante du ve
teur parallèle V). Ce paramètre n doit être un nom valide depro
essus et 
ette preuve est donnée à la fon
tion d'"a

ès" at par un type dépendant.Nous allons maintenant illustrer 
ette axiomatisation en employant nos axiomes pour obtenirune bibliothèque 
erti�ée par l'assistant de preuve Coq. Nous pouvons voir l'ajout de 
es axiomes
omme le passage de Coq à un �BS-Coq� (
omme le passage de ML à BSML par l'utilisation denos opérateur parallèles). Bien entendu, il est possible d'extraire un programme ML non parallèle(extra
tion 
lassique du système Coq) si on n'utilise pas 
es paramètres (et leurs axiomes asso
iés).D'ailleurs une partie de notre bibliothèque 
erti�ée provient dire
tement de l'extra
tion des librairiesstandard de Coq (notamment la bibliothèque sur les entiers relatifs).Cohéren
e Le BS�p-
al
ul a été utilisé pour tester la 
onsistan
e de nos axiomes : pour a

epter unaxiome 
omme une règle d'inféren
e, nous avons préalablement et informellement véri�é que 
elui-
iest satisfait par les régles du BS�p-
al
ul qui est 
on�uent. En e�et, [18℄ propose deux exé
utionspossibles et équivalentes des BS�p termes : une version séquentielle et la version distribuée (parallèle)asso
iée. Pour prouver la 
ohéren
e de nos axiomes dans le système Coq (impossibilité de prouver?), nous envisageons une implémentation en Coq (sans axiome) à l'aide de listes (de tailles ��xes�) :les axiomes serait alors des lemmes et la 
ohéren
e viendrait de 
elle de Coq. Ainsi, nos axiomes etnos paramètres (dont on pourrait donner une implémentation 
erti�ée) 
orrespondraient à l'exé
utionséquentielle mais au moment de la 
ompilation (des fon
tions extraites), rien n'empê
herait d'utiliserl'implémentation parallèle (qui a été prouvée équivalente).5. Création d'une bibliothèque BSMLlib 
erti�éeNous présentons uniquement i
i, par sou
i de 
larté et de 
on
ision, le développement de troisfon
tions parallèles de la bibliothèque BSMLlib dans le système Coq qui sont très 
ommunes dansun algorithme BSP. Cette étude de 
as démontre la pertinen
e de l'utilisation du système Coq dans lapreuve de programmes parallèles (les fon
tions n'ont pas tous été spé
i�ées dans un autre formulismeet en
ore moins implémentées). 60



Une bibliothèque BSML 
erti�éeRe
evoir des valeurs d'autres pro
esseurs Notre premier 
as est le développement d'un dual del'opérateur put: get_list. En e�et, é
hanger des valeurs est l'un des points 
ritiques d'un algorithmeBSP. Cette fon
tion permet à un pro
essus de re
evoir les valeurs d'autres pro
essus. Le type ML estdon
: (ve
:'a par) ->(lpids:z list par) ->'a list par ave
 :get_list hv0; : : : ; vp�1i hl0; : : : ; lp�1i = hl00; : : : ; l0p�1itels que si (nth li) = j alors (nth li)0 = vj pour 0 � i < p. Pour une simple raison, 
ette fon
tionest implémentée ave
 deux put : les pro
essus, à la première super-étape, envoient des requêtes auxpro
essus désirés pour obtenir leurs valeurs puis, à la se
onde super-étape, 
eux-
i envoient leursvaleurs aux pro
essus qui leur ont envoyé une requête. Nous avons alors la spé
i�
ation logique suivante(nous ne donnons pas le type quand 
elui-
i est évident et [:℄ est un su
re syntaxique pour l'"a

és"aux éléments d'un ve
teur parallèle) :8Data 8ve
 : (V e
tor Data) 8lpids : (V e
tor (list Z))(8i H : (0� i<p)(lpids[i℄ = nil)_(8n Hn : (1� n<length(lpids[i℄))! (0�(nth lpids[i℄ n Hn)<p))) 9res tels que 8i H : (0� i<p) length(res[i℄) = length(lpids[i℄)^(8n Hn : (1� n<length(lpids[i℄))! (nth res[i℄ n Hn) = ve
[(nth lpids[i℄ n Hn)℄où nous donnons le ve
teur des éléments puis le ve
teur des listes de noms de pro
essus. Ces listes,en 
haque pro
essus, sont vides ou 
ontenant des noms valides de pro
esseurs. Le résultat est unve
teur de listes (d'éléments) qui sont de même longueur que la liste de départ et qui 
ontiennent leséléments désirés. Cette spé
i�
ation est prouvée en utilisant les propriétés formelles des listes (nthné
essite une preuve que l'entier soit 
ompris entre 1 et la taille de la liste) et par 
as sur les numérosde pro
essus des listes données en paramètres (si 
elui existe, d'où l'utilisation du _ logique). Onpeut remarquer que la fon
tion est non-totale puisqu'elle ne peut être appliquée (utilisée) que si 
esnuméros de pro
essus sont valides. Ce
i permet de toujours fournir une preuve pour l'"a

és" auxélements du ve
teur.Rassemblement d'un ve
teur parallèle gather_list (de type 'a par -> z ->'a list par)est une fon
tion qui rassemble les valeurs v0; : : : ; vp�1 (une par pro
esseur) dans une liste sur unpro
esseur donné en paramètre ; (gather_list root hv0; : : : ; vp�1i) s'évalue en un ve
teur parallèledont la valeur au pro
esseur root est la liste [v0; : : : ; vp�1℄. Pour 
ela, nous utilisons une fon
tionintermédiaire, gather, qui donne un ve
teur parallèle de fon
tions, dont 
elle au pro
esseur rootdonne la valeur d'un autre pro
esseur dest, si 
elui-
i est un numéro de pro
esseur valide (autrement,elle retourne None), et les fon
tions aux pro
esseurs i 6= root retournent toujours None pour toutevaleur de dest. Ainsi, au pro
esseur root, nous pouvons appliquer 
ette fon
tion à une liste 
ontenantles numéros de pro
esseur dans le 
as du pro
esseur root et une liste vide dans le 
as des autrespro
esseurs. Nous avons alors le ve
teur parallèle désiré. La spé
i�
ation formelle de gather_listest : 8Data 8root (0 � root < p) 8ve
t) 9res tels que9l: list tels que l=res[root℄ et H: (length l)=p et 8j (0�j< p) (nth l H j)=ve
t[j℄et 8i( 0 � i < p) (i 6= root) res[i℄ = niloù nth est une fon
tion de la nième valeur de la liste l (utilisant la preuve que j � (length l)) et l est laliste au pro
esseur root de longueur p (le nombre de pro
esseurs) et 
ontenant les éléments désirés (surles autres pro
esseurs, la liste est vide). Cette spé
i�
ation peut être prouvée en utilisant la propriétéde gather, par 
as sur i = root et ave
 un lemme te
hnique qui donne une propriété sur la longueurdes listes de 
haque pro
essus (
elle-
i est de longueur p au pro
esseur root, 0 autrement)Rédu
tion dire
te La fon
tion "fold" (de type ('a ->'a ->'a) ->'a par ->'a par) est unalgorithme parallèle 
lassique. L'algorithme utilise un opérateur binaire R et informellement, (fold R61



F. Gavahx0; : : : ; xp�1i) s'évalue en hs; : : : ; si où s = Rk�pxk. On peut don
 en déduire la spé
i�
ation suivante:8Data 8ve
t 8R : Data! Data! Data)9res tels que 8i H : (0 � i < p)(k_first_R T R res (p� 1) (0 � (p� 1) < p) res[i℄)qui utilise le type indu
tif suivant :Indu
tive k_first_R [T:Set℄[R:T->T->T℄ [v:(Ve
tor T)℄: (k:Z) `0<=k<(bsp_p tt)` -> (res:T) Prop:=k_zero: (k_first_R T R v `0` H_0 (at T v `0` H_0)) (* 
as de départ *)| k_re
 : (k:Z) (H_r:`0<=k<(bsp_p tt)`) (a:T) (H_sub:`k>0`)(k_first_R T R v `k-1` (p_sub k H_r H_sub) a) (* 
as ré
ursif *)-> (k_first_R T R v `k` H_r (R a (at T v `k` H_r))).qui donne l'appli
ation de l'opérateur R aux k premiers éléments du ve
teur parallèle (p_sub estun lemme te
hnique qui transforme une preuve de 0 � k < p et k > 0 en 0 � (k � 1) < p).Étant un indu
tif logique, il n'apparaît don
 pas dans le programme ML extrait. Il est seulementemployé i
i pour véri�er les propriétés formelles. Ainsi nous pouvons utiliser la fon
tion d'"a

ès"sans problème. Pour 
onstruire notre réalisation de 
ette spé
i�
ation, nous avons dû préalablementdévelopper une fon
tion d'"é
hange total" entre les pro
essus (qui retourne, en 
haque pro
essus, uneliste des valeurs des ve
teurs parallèles) puis, faire une démonstration par 
as sur le nom du pro
essus :le premier pro
essus n'e�e
tue pas de 
al
ul tandis que les autres vont utiliser une fon
tion séquentielle(fold_left) sur les listes. Nous utilisons alors les propriétés (données par la bibliothèque standardPolyList) de 
ette fon
tion (intera
tions entre les éléments de la liste des valeurs du ve
teur et les kpremiers éléments) pour terminer la preuve.Di�usion d'une valeur Notre dernière fon
tion 
erti�ée est un algorithme BSP 
lassique :l'émission (�broad
ast�) d'une valeur v d'un pro
esseur n vers les autres pro
esseurs. Ce
i peut êtrereprésenter par la �gure suivante : nv ????? ? ? ?v v vCe
i peut être e�e
tué de manière dire
te (une super-étape) et pourrait être spé
i�é par :8Data 8root (0�root< p) 8vv ) 9res tels que 8i( 0� i< p) (res[i℄ = vv[root℄)qui indique que 
haque 
omposante (
haque pro
esseur) a la valeur désirée. Mais pour les donnéesde grandes tailles, [12℄ propose un algorithme plus �n (et plus e�
a
e), l'émission en deux super-étapes (illustrée par la �gure 3) qui pro
éde ainsi : le pro
esseur de départ �dé
oupe� son message en pmessages et envoie 
ha
un d'eux aux p�1 autres pro
esseurs (première super-étape). Ensuite, 
haquepro
esseur envoie son bout de message aux autres pro
esseurs (un é
hange total) et pour �nir 
haquepro
esseur �re
olle� les mor
eaux reçus. Nous avons alors la fon
tion : b
ast_twophases: ('a -> z->'b option) ->((z ->'b) ->'a) -> z ->'a par ->'a par et la spé
i�
ation suivante :8Data1,Data2 8de
oupe : (Data1! z ! (Data2 option)) 8re
olle : (z ! Data2)! Data1(H1:(8x 8i :((partition x i) = None))) (8x (re
olle (�i:(noSome (H1 x i)) (de
oupe x i))) = x)8root (0�root< p) 8ve
t) 9res tels que 8i( 0� i< p) (res[i℄ = ve
t[root℄)où nous avons les fon
tions de
oupe et re
olle tels que de
oupe donne toujours un éléments(éventuellement vide) à envoyer à un pro
esseur et re
olle, pour 
haque mor
eau du message, retourne62
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Fig. 3: Di�usion d'une valeur en 2 super-étapesle message d'origine (l'utilisation du noSome et don
 de H1 vient du fait que l'on manipule des objetsde type option). Pour 
onstruire notre réalisation de 
ette spé
i�
ation, nous avons dû préalablementdévelopper une fon
tion d'"éparpillement" qui e�e
tue la première super-étape puis 
ette spé
i�
ationest prouvée par 
as sur les pro
esseurs (s'il font l'éparpillement ou non) et en utilisant les propriétésdes paramètres pour re
onstruire le message (après le "total-ex
hange", tous les bouts de messagessont disponibles pour pouvoir appliquer la fon
tion re
olle).Extra
tion de 
ode Pour obtenir notre bibliothèque BSMLlib 
erti�ée, il su�t d'utiliserl'extra
teur du système Coq sur les preuves 
onstru
tives de nos spé
i�
ations. Naturellement, lesfon
tions données en paramètres devant être extraites vers les opérateurs pré-dé�nis du langage BSML,nous devons préalablement pré
iser 
e 
hoix à l'extra
teur du système. Les développements formelsdé
rits 
i-dessus (ainsi que les nombreux autres éléments la bibliothèque BSMLlib 
erti�ée) sontlibrement disponibles à la page web de l'auteur 7. Ainsi, on peut programmer d'autres algorithmes BSPplus 
omplexes mais dont les éléments standard (notamment les fon
tions de 
ommuni
ation) sontsûrs et par la suite, exé
uter 
es algorithmes sur de véritables ma
hines parallèles ave
 les opérateursparallèles de la bibliothèque BSMLlib.Pour illustrer 
e travail, nous donnons en annexe le 
ode CAML obtenu par l'extra
tion desréalisations de nos pré
édentes spé
i�
ations (ave
 quelques mise en formes). Pour aider la le
turede 
es programmes nous donnons le type ML des prin
ipales fon
tions, ainsi que leurs des
riptionsinformelles.repli
ate: 'a ->'a par permet de répliquer une même valeur sur tous les 
omposants d'unmême ve
teur.parfun: ('a ->'b) ->'a par ->'b par et parfun2: ('a ->'b ->'
) ->'a par ->'b par ->'
 par sont l'appli
ation d'une fon
tion aux éléments de ve
teurs parallèles.pro
s: unit -> z list retourne une liste des numéros de pro
essus. z est le type des entiersrelatifs dans le système Coq; 
ette fon
tion utilise from_to: z ->z list qui 
onstruit une listed'entiers de 0 au paramètre ; dans 
e 
as, 
elui-
i est last: unit ->z qui donne le numéro du dernier7. http://www.univ-paris12.fr/la
l/gava/ 63
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essus; l'égalité des entiers est donnée par la fon
tion z_eq_de
: z ->z ->bool (bibliothèquestandard de l'assistant de preuves Coq); in_de
: 'a list ->'a list ->bool est la fon
tion de labibliothèque standard de test d'in
lusion de listes.totex: 'a par -> (z->'a) par appliqué au ve
teur parallèle hv0; v1; : : : ; vp�1i s'évalue en unve
teur hf0; f1; : : : ; fp�1i tels que (fi j) = vj ; total_ex
hange: 'a par ->'a list par appliqué aumême ve
teur s'évalue en hl0; l1; : : : ; lp�1i tels que jième éléments de li est vj .gather: z ->'a par -> (z ->'a option) par rassemble les valeurs v0; : : : ; vp�1 sur le pro
es-seur donné en premier paramètre; le résultat est en 
haque pro
esseur, une fon
tion f tels que (f i) = visi i est un numéro de pro
esseur valide.s
atter: ('a -> z ->'b option) -> z ->'a par ->'b par. (s
atter partition roothv0; :::; vp�1i) "éparpille" la valeur vroot (qui est dé
oupé ave
 partition) sur les autres pro
esseurs.(partition v pid) indique la partie du message v qui sera envoyée au pro
esseur de nom pid.Appli
ations possibles [8℄ propose un langage fon
tionnel parallèle : ML étendu ave
 des squelettesde programmation parallèle sur des ve
teurs qui peuvent être imbriqués et qui peuvent être regroupésen quatre 
lasses : 
al
ul, ré-organisation, 
ommuni
ation et regroupements. La 
ompilation est dé
riteen une série de transformations (prouvées 
orre
tes) vers un langage fon
tionnel de type SPMD.Celui-
i utilise des opérations parallèles qui sont en réalité 
elles que nous venons de dé
rire (et
erti�er). Nous pouvons de 
e fait envisager l'utilisation de notre bibliothèque pour une implémentation
erti�ée de 
e langage. [4℄ propose un 
al
ul de distribution dont le but est de dé
rire des stratégiespour la distribution de tableaux (de multiples dimensions) sur un ensemble de pro
esseurs. Lesauteurs donnent une sémantique formelle permettant de prouver di�érentes équations de distributions,montrent 
omment asso
ier à 
es équations le modèle de 
oûts BSP autorisant ainsi de 
hoisir unestratégie appropriée et distinguent ainsi un 
ertains nombres d'opérateurs pour 
es distributions. Cesopérateurs sont en
ore 
eux que nous venons de 
erti�er. En utilisant notre bibliothèque, les auteurspourraient alors valider leurs systèmes d'équations de stratégies dans un environnement 
erti�é.6. Travaux antérieursLa première sémantique formelle du modèle BSP était une logique axiomatique "à la Hoare" ave
 unparallélisme expli
ite pour un petit langage impératif ave
 une mémoire partagée [16℄. Les programmesétaient donnés ave
 leurs spé
i�
ations et 
haque pas du 
al
ul devait être justi�é par un raisonnementmathématique. Ceux-
i étaient basés en aplatissant 
haque pro
essus en une séquen
e de tra
es quipeuvent être 
ombinées pour déterminer le fon
tionnement de 
haque 
omposant. Malheureusement,au
un programme 
omplet n'a été 
erti�é ave
 
es règles algébriques et au
une implémentation de 
emodèle de 
erti�
ation n'a été faite. Mais l'idée suggère la possibilité de prouver des algorithmesparallèles BSP ave
 des règles formelles tout en préservant le modèle de 
oût. Dans une autreappro
he [27℄, le raisonnement est fait en utilisant une séquen
e de transformations (globales) d'étatsparallèles rendant le raisonnement plus fa
ile 
ar les opérations parallèles peuvent être dé
rite par 
estransformations. Le même papier montre l'utilisation de 
es règles sur un algorithme BSP du plus
ourt 
hemin d'un graphe (extention aisée de l'algorithme de Floyd). [24℄ présente une extension du"Re�nement 
al
ulus" (un 
al
ul de pré-
ondition faible) pour permettre la dérivation de programmeBSP impératif. Toutes 
es appro
hes sont basées sur des langages impératifs ave
 des preuves faites "àla main" sans assistant de preuves. Un premier travail avait été fait dans [11℄ pour véri�er les propriétésde programme BSML de [20℄ en utilisant les règles de la théorie équationnelle du BS�-
al
ul mais l'aided'un assistant de preuves, les auteurs avaient fait quelques erreurs.Notre appro
he a les avantages suivants. Elle est basée sur un langage purement fon
tionnel (sanse�ets de bords) ave
 parallélisme expli
ite (les ve
teurs parallèles) doté d'une sémantique de hautniveau. Ce
i 
onstitue une amélioration par rapport à Caml-Flight où le parallélisme est un e�et. Le64
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erti�éeraisonnement en est ainsi grandement simpli�é, 
e qui permet de faire des preuves sur les programmes(le modèle BSP, en séparant 
al
ul et 
ommuni
ation, rend impossible les inter-blo
ages). En utilisantun assistant de preuve 
ommeCoq, nos preuves sont partiellement automatisées 
e qui n'est le 
as dansau
une des appro
hes pré
édentes. De plus, après les preuves, nous pouvons générer des programmes
erti�és portables (grâ
e au modèle BSP) et béné�
ier des développements ultérieurs faits en Coq(bibliothèque standard et 
ontribution des autres utilisateurs).7. Con
lusion et futurs travauxCet arti
le a démontré l'adéquation de l'assistant de preuves Coq à la spé
i�
ation et à laréalisation de programmes parallèles. Nous avons formalisé les opérations parallèles du langage BSMLet, en utilisant 
ette axiomatisation, nous avons pu développer des programmes BSML 
erti�és qui sontfréquemment utilisés et qui 
onstituent un sous-ensemble important de la bibliothèque BSMLlib. Nosaxiomes sont informellement similaires aux opérateurs du BS�p-
al
ul mais une version (séquentielle)
onsistante qui réalise ses axiomes semble possible à réaliser, et fera partie de nos pro
haines études.Nos futurs travaux vont suivre les orientations suivantes. Tout d'abord, les fon
tions i
i 
erti�éessont simples à 
omprendre mais sont d'une variété su�sante pour se 
onvain
re que le traitementd'un grand nombre d'algorithmes BSP pourra être e�e
tué. Nous pensons notamment à la validationde programmes BSP plus 
omplexes tels que le 
al
ul s
ienti�que [1℄ ou de squelettes algorithmiques[15℄. Notre but est d'avoir une bibliothèque BSMLlib 
erti�ée (sa bibliothèque standard y 
ompris)plus importante. Nous ensisageons aussi d'étudier la possibilité de prouver les formules de 
oût desalgorithmes BSP (par des annotations ou des indi
ations de 
oûts dans le langage sour
e?), l'utilisationd'autre environnements de 
erti�
ation de bibliothèque tels que FoC 8, d'ajouter des traits impératifs,en utilisant le travail déjà e�e
tué sur les programmes séquentiels [6℄ et ainsi obtenir un logi
iel pourla 
erti�
ation de programmes BSML (
omme dans [6℄ et son logi
iel WHY 9).Nous 
ontinuerons également notre travail sur la 
erti�
ation de l'environnement, en parti
ulier,une preuve de 
orre
tion de la ma
hine abstraite parallèle [9℄ par rapport à la sémantique d'évaluationet une implémentation parallèle sûre (en ADA) des instru
tions parallèles de la ma
hine en utilisantla méthodologie proposée par le logi
iel Spark 10. Ainsi, la bibliothèque BSMLlib 
erti�ée pourra êtreutilisée de 
on
ert ave
 
ette ma
hine abstraite et notre système de types pour programmer, ave
 unlangage fon
tionnel, des algorithmes BSP dans un environnement sûr et 
erti�é.Nos travaux futurs 
onsidèreront également des extensions de BSML 
omme la juxtapositionparallèle [19℄ qui permet de diviser le réseau en sous-réseaux et qui suit toujours le modèle BSP(qui interdit la syn
hronisation des sous-réseaux). Cette nouvelle 
onstru
tion est parti
ulièrementintéressante pour la multiprogrammation. Elle permet d'é
rire fa
ilement des algorithmes parallèlesdiviser-pour-régner et est, ainsi, une étape importante vers l'utilisation de BSML pour les grillesde 
al
uls (GRID). Par 
onséquent, de futurs "algorithmes GRID" pourront être développés etautomatiquement extraits de manière 
erti�ée. Ce type de travail pourrait aussi être appliquéà d'autres extensions parallèle des langages fon
tionnels, notamment les langages à squelettes(
omme par exemple [5℄) en donnant 
eux-
i 
omme des paramètres, leurs axiomes asso
iés et uneimplémentation séquentielle équivalente pour la 
ohéren
e pour valider d'autres types d'algorithmesparallèles.Remer
iements Ce travail a été �nan
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tionQuelques fon
tions utilitaireslet repli
ate a = mkpar (fun pid -> a)let parfun f v = apply (repli
ate f) vlet parfun2 f v1 v2 = apply (parfun f v1) v2Code de get_listlet get_list datas lpids = parfun2 (fun x x0 -> map x x0)(put (parfun2 (fun f d dst -> mat
h f dst with| Some u -> Some d| None -> None)(put (parfun (fun l dst -> mat
h (in_de
 z_eq_de
 dst l) with| true -> Some ()| false -> None) lpids)) datas)) lpids67
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ophones des Langages Appli
atifs� JFLA04Code de la rédu
tion dire
telet totex_tmp ve
 = put (parfun (fun data dst -> Some data) ve
)let totex ve
 = parfun (fun f sr
 -> noSome (f sr
)) (totex_tmp ve
)let pro
s h = from_to (last ())let total_ex
hange ve
 = parfun2 map (totex ve
) (repli
ate (pro
s ()))let tl_hd_ve
t v = parfun (fun l -> Pair ((hd l), (tl l))) vlet fold_left_dire
t op0 ve
 =parfun (fun hd_tl -> fold_left op0 (snd hd_tl) (fst hd_tl))(tl_hd_ve
t (total_ex
hange ve
))Code du rassemblementlet pro
s_lists_gather root = mat
h within_bound root with| true -> mkpar (fun pid -> mat
h z_eq_de
 root pid with| true -> from_to (zminus (bsp_p ()) (POS XH))| false -> Nil)| false -> assert falselet gather root vv = mat
h within_bound root with| true -> put (apply (mkpar (fun pid v dest -> mat
h z_eq_de
 dest root with| true -> Some v| false -> None)) vv)| false -> assert falselet gather_list ve
 root = mat
h within_bound root with| true -> parfun2 (fun x x0 -> map x x0)(parfun (fun x x0 -> (fun x1 -> noSome x1) (x x0))(gather root ve
)) (pro
s_lists_gather root)| false -> assert falseCode de la di�usion en deux phaseslet s
atter partition root v = mat
h within_bound root with| true -> parfun noSome(apply (put (apply (mkpar(fun pid->if mat
h z_eq_de
 pid root with| true -> partition| false -> (fun x a -> None))) v))(repli
ate root))| false -> assert falselet b
ast_twophases partition paste root vv =mat
h within_bound root with| true -> parfun paste (totex (s
atter partition root vv))| false -> assert false68


