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Introduction

Ce résumé de cours ne prétend pas étre exhaustif ni se substituer en aucune maniere aux
ouvrages publiés sur ce sujet. Ce document n’a d’autre but que de fournir aux étudiants un
support de cours qui n’est qu'une petite introduction a la logique.
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Chapitre 1

Calcul propositionnel

Le calcul propositionnel permet une modélisation du raisonnement mathématique simple : il
traite des problemes ou les assertions ne peuvent prendre que deux valeurs possibles. Le calcul
propositionnel a une propriété fondamentale : il est complet c¢’est-a-dire que tout ce qui est
vrai est démontrable. Mais ce cadre ne suffit pas a décrire certaines situations mathématiques
courantes comme 'existence d’un objet satisfaisant a une propriété donnée.

De facon générale, la logique fait apparaitre la différence entre la syntaxe — les regles formelles
de manipulation des symboles utilisés — et la sémantique — 'interprétation des formules.

1.1 Syntaxe

1.1.1 Définition des formules propositionnelles

Soit A un ensemble de symboles constitué de la facon suivante :

- (7 ) €A

~-T.FeA

— VYV C AouV est un ensemble dont les éléments sont appelés variables propositionnelles ou
atomes

A={— (), T,F}UV

Définition 1.1 L’ensemble P des formules propositionnelles construites sur V est défini in-

ductivement par
~-TeP, FeP,V CP (les éléments de V sont alors appelés formules atomiques)

- st € P alors ~p € P
— st p,1p € P alors (p — ) € P
—, = sont des symboles logiques.

exemple 1.1 : Soit V = {A, B,C}.
p=(A— (B—C))ePetp=(-(A—C)— BeP.
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1.1.2 Représentation arborescente

On peut considérer que la structure des éléments de P est arborescente : les feuilles sont les
variables propositionnelles et les noeuds internes sont des symboles logiques.

exemple : (suite de 'exemple 1.1)
A . i B

i

c

B

E——

/N

A C

¢ Y

F1G. 1.1 — représentation arborescente de formules propositionnelles

On peut alors parler de la hauteur d’une formule propositionnelle comme étant la hauteur de
I’arbre la représentant.

exemple : (suite de 'exemple 1.1) h(p) = h(¢)) =3

exemple : h((A — C)) =1et h(A) =0

On peut aussi définir de fagcon ascendante I’ensemble P en construisant les formules de ”proche
en proche” selon la définition inductive. On définit la suite d’ensembles de formules proposi-
tionnelles suivante :

-~ Pe=V
- n+1=77nU{ﬁ90390€73n}U{(S0—>¢);90,¢€77n}

remarque : on a alors Py C Py C - Py, ---

Théoréme 1.1 P = U Pn

neN

preuve Py =)V C P par définition de P. Supposons que pour un entier n > 0, on a P, C P.
Soit ¢ € P,i1. On a trois cas
— ¢ € P, et donc ¢ € P par hypothese
— ¢ = —p pour une formule ¢ € P, ; puisque ¢ € P par hypothese, on a, par définition de
P,oeP
— ¢ = p — ¢ pour deux formules ¢, 1) € P, ; puisque ¢ € P et b € P par hypothese, on a,
par définition de P, p — ¢p € P
Donc P41 C P.

On a bien montré que pour tout entier n, P, C P et donc que U P, CP.
neN
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Réciproquement, on va démontrer par induction sur P que P C U Pn.
neN

Par définition de Py =V, V C U, ey Pr-

Supposons que pour deux formules ¢, ¢’ € P on a p,¢" €
que @ € Py et ¢ € P

nen P i alors il existe &k et k' tels
Donc si K = sup{k,k’'} on a ¢ € Pk et ¢’ € Pg. On en déduit que =p € Pgi1 et que
o — ¢ €Pgyr. Dot ~p € J,enPr et ¢ — @' € U, ey Pr- O

1.1.3 Sous-formules

Définition 1.2 [’ensemble des sous-formules d’une formule propositionnelle ¢ est ’ensemble
des sous-arbres au sens large de .

exemple : (suite de 'exemple 1.1) Ssf(p) = {¢; (B — =C);=C; A; B; C'}

On peut aussi définir I’ensemble des sous-formules d’une formule propositionnelle ¢ inducti-
vement par

~sipg=AouAeV alors Ssf(p) = {A}
~ i o =~ alors S5f(g) = {~} U Ssf(¥)
= si o= (p1 — o) alors Ssf(p) = {(p1r — @2)} USsf(01) U Ssf(p2)

1.1.4 Substitution

exemple : (suite de 'exemple 1.1) en remplagant les feuilles de ¢ par des formules proposition-
nelles — A par (B — ('), B par =C et C par =(A — (') — on obtient une nouvelle formule
propositionnelle.

Définition 1.3 Soient Ay, --- A, n variables propositionnelles distinctes deuzr a deuz. Soient
01, on n formules propositionnelles et 1 une formule propositionnelle. On définit ' =

Y1 /AL pn J A, DAT
—sip eV alors ) = sip & {Ay, - Ay} et Y = sip = Ay
~ 51 = ¢ alors V' = =@y, 14, /A
— Sl ¢ = (a — 6) alors W = Qg JAy,onJAn — 6501/1417--'9%/14"

Théoréme 1.2 9y, /4, ..o, /4, €5t une formule propositionnelle.

, . " .
On verra, qu'une fois interprétées, 1 et ¥y, /4, .., /4, ont des liens.

1.2 Sémantique

1.2.1 Algebre de Boole minimale

On rappelle que 'algebre de Boole minimale, notée B est I'ensemble {0,1} muni de deux
opérations binaires +, - décrites par leur table :
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+ (0|1 <1011

0101 00

111 0101
et d’'une opération unaire ~ telle que 0 = 1 et 1 = 0.

Les propriétés de ces opérations sont succinctement décrites par la proposition suivante :

Propriété 1.3 pour tous x,y € B, on a

- 0+xz=2+4+0=u2x (0 est neutre pour +)
~l4+xz=2+4+1=1 (1 est absorbant pour +)

- 1l-x=x-1=u2x (1 est neutre pour -)

~0-z=2-0=0 (0 est absorbant pour -)

- T=x,T+c=1,T-2=0

— 4 est commutatif, associatif et distributif par rapport a -
— - est commutatif, associatif et distributif par rapport a +
~x+y=7-yetx-y=71+7Y sont les lots de De Morgan.

Pour éviter I'usage d’un nombre trop important de parentheses, on admet que - a priorité sur
+.

1.2.2 Interprétation — valeurs de vérité

Définition 1.4 une interprétation est une application v de V dans B (a chaque variable pro-
positionnelle est associé un élément de B ).

Le résultat suivant permet d’étendre la définition de vy a P.
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Théoreme 1.4 il existe une unique application v de P dans B prolongeant vy telle que
- v(A) = vy(A) pour tout A €V,
—~o(T)=1etv(F)=0,
U("SO) v(e),
(p — ) = v(p) + o).

<

exemple 1.2 : (suite de I'exemple 1.1)
v() = v(A) + (B — ~C) = v(A) + v(B) + v(=C) = v(A) + v(B) +v(C)
Siv(A)=0,v(B)=1etv(C)=0alorsv(p)=0+1+0=14+0+1=1.

Définition 1.5 une formule ¢ est dite satisfiable s%l existe une interprétation v telle que
v(p) = 1. On dit alors que v est un modéle de .

exemple 1.3 : soit a = ((A — B) — (A — ()
v(a) =v(A — B)+v(A — C) = v(A) + v(B) + v(A) + v(C) = v(A) - v(B) + v(4) + v(C).
Siv(A) =0,v(B)=1et v(C) =1 alors v(a) = 1 donc « est satisfiable.

On dira qu'une formule ¢ est

— valide si toute interprétation est un modéle de ¢ (on notera alors |= ¢)

— insatisfiable si aucune interprétation n’est un modéle de ¢ (on dit aussi que ¢ est contra-
dictoire)

exemple : (suite de I'exemple 1.3) a n’est pas valide puisque, siv(A) = 1,v(B) =1 et v(C) =0
on a v(a) = 0.

1.2.3 De nouveaux connecteurs logiques

Définition 1.6 on définit la conjonction notée A et la disjonction notée V par
ANy = (g — )
eV =(np — 1)

Propriété 1.5 pour toute interprétation v et toutes formules propositionnelles ¢,
— ol AY) =v(p) - v(¥)
~ (e V) =v(p) +u¥)

preuve v(p A1) = v(=( — ))) = v(p) + v(=¢) = v(p) - () = v(p) - v(P) et
= v(p) + (). [

V(e VY) =v(~p — P) = v(=p) +v(P) = v(p) +v(¥)

—~

remarque : dans B, 0 et 1 représentent aussi les valeurs de vérité Vrai et Faux et les opérations
+ , - ,- représentent respectivement les connecteurs logiques A, V,— i.e. le ou logique, le et
logique, et la négation.

On peut aussi définir le connecteur «— par
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Définition 1.7 (p «— ¢) = (¢ — V) A (Y — ¢)
et on a

Propriété 1.6 pour toute interprétation v et toutes formules propositionnelles @, 1),

v(p ) =v(p) - v(Y) +v(p) - V().

preuve :
v(p =) = o

(o — )
= v((p — ) - v(( — )
= (v(p) +v(¥)) - (v(¥) +v(p))

O

Pour éviter trop de parentheses on admet les priorités suivantes (de la plus élevée a la plus
faible) : = > A,V >——, «— mais on peut toujours représenter les formules propositionnelles
sous forme arborescente.

Il est important de noter pour les connecteurs V, A, — que leurs tables de vérité comportent
toujours un cas particulier qui correspond a Faux ou Vrai selon le connecteur :

Propriété 1.7 Soient ¢ et ¢ deux formules et v une interprétation quelconque.

- v(p — ) = 0 si et seulement si v(p) =1 et v(y)) =0
- v(p V) =0 si et seulement si v(p) =0 et v(¢p) =0
- v(e A1) =1 siet seulement siv(p) =1 et v(yh) =1

remarque : en particulier, si v(p) = 0 alors v(p — 1) = 1 quelque soit la valeur de v(v)).

1.2.4 Conséquence et équivalence sémantiques

Soit F un ensemble de formules propositionnelles et ¢ une formule propositionnelle.
Définition 1.8 On dit ¢ est une conséquence logique (ou sémantique) de E que l’on note
E | ¢, si tout modéle de E (c’est-a-dire satisfaisant toutes les formules de E) est aussi un
modele de .
Soit E = {p1---pn}. E |E ¢ si et seulement si pour toute interprétation v,

vip) = =vlpn) =1 = v(p) = 1.

Propriété 1.8 les propositions suivantes sont équivalentes
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1 o1, on =
2. FEQi N Ny —
8 Fon— (n1 — (- (01— ) -+))

preuve : On va montrer (1) < (3).

pour n = 1 supposons que ¢ = . Pour une interprétation quelconque v, v(p; — @) =
v(%1) + v(p). Or, si v(p1) = 1 alors v(y) = 1 et donc v(p; — ) = 1 et si v(py) = 0 alors
v(p1) =1 et v(p; — ¢) = 1. Donc on a bien = ¢p; — .

Réciproquement supposons que = ¢; — ¢. On a donc v(p; — ¢) = 1 pour toute in-
terprétation v. En particulier, si v(¢1) = 1, puisque v(p; — ¢) = 1, on a v(p3 — @) =
v(Er+o(p) =0+ v(p) = v(p) = L.

Pour n > 2 quelconque, supposons @1, -+ , ¢, = ¢ et soit v une interprétation.

Si v est un modele de ¢1,- -+, ¢, alors on a v(p,) = --- = v(p1) = 1 et donc v(p) = 1 par
hypothese d’ott v(p, — (- (p1 — ) --+)) = 1.

Sinon soit k = max{i = 1---n|v(y;) = 0}. On a donc v(p,) = -+ = v(prr1) = 1 et
v(pr) = 0. Dot v(pn — (- (pr — @) ---)) = v(pp — (- (01 — ) --)) = L.

Réciproquement supposons que = ¢, — (pp_1 — (+--(p1 — @)--+)) et soit v une

interprétation modele de ¢y, -, ¢,. Alors puisque v(p, — (- (1 — ¢)---)) = 1 et
v(pn) =+ =v(p1) =1 on a nécessairement v(p) = 1 et donc @y, -, ¢, F .
On laissera ’équivalence (1) < (2) au lecteur. O

Définition 1.9 On dira que ¢ et ¢ sont logiquement équivalentes, noté ¢ = 1, si p = ¢ et
¥

Propriété 1.9 ¢ = v si et seulement si pour toute interprétation v, v(p) = v(¢)).

preuve : supposons ¢ = 1 et soit v une interprétation quelconque. Si v(p) = 1 alors, puisque
v = ¢, on av(yh) = 1. Si v(e) = 0 alors on ne peut pas avoir v(¢)) = 1 puisque ¥ | ¢, donc
v(v) = 0.

Réciproquement supposons que v(yp) = v(?)) quelque soit l'interprétation v. Soit v une in-
terprétation telle que v(p) = 1. Alors v(1)) = 1 donc ¢ | . Maintenant soit v une in-
terprétation telle que v(¢)) = 1. Alors v(p) = 1 et ¥ = . O

1.2.5 Propriétés de la relation =

Propriété 1.10 = est une relation d’équivalence sur P

Les trois théoremes suivants font le lien entre formules et sous-formules et la notion de sub-
stitution.

Théoreme 1.11 Soit ¢ une formule propositionnelle, p1,--- |, n formules propositionnelles
et Ay, ---, A, n variables propositionnelles distinctes 2 a 2. Si ¢ est une tautologie alors
D1 JAr,on JAn €SE aussi une tautologie.
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exemple 1.4 : Soit ¢ = AV —A. ¢ est clairement une tautologie donc AA (B — C)V =(AA
(B — () est aussi une tautologie.

Théoréme 1.12 Soit ¢ une sous-formule de ¢ et soit V' une formule équivalente a 1. Alors
la formule obtenue en substituant 1" a 1 dans  est logiquement équivalente a .

preuve : on démontrera ce résultat par induction sur la construction des formules proposition-
nelles apres avoir remarqué qu’il suffit de considérer les ces ou 9 est une sous-formule propre
de ¢. Soit v une interprétation quelconque.
— si ¢ est une variable propositionnelle alors ¢ = ¢
— supposons que la propriété soit vraie pour deux formules quelconques ¢, et ¢
— @ = ¢y alors ¥ est une sous-formule de ¢; donc la formule ¢’ obtenue en substituant
' a 1 dans ¢ est égale a ¢}, formule obtenue en substituant ¢ a 1 dans ¢;. Donc

v(p) = v(¢1) = v(¢)) = v(¢')
— @ = ¢ — ¢ alors Y est une sous-formule de ¢; ou de ¢y. Soit ¢} la formule obtenue en
substituant ¢’ a 1) dans ¢; pour ¢ = 1, 2. La formule ¢’ obtenue en substituant " a ¢ dans

o est égale & ¢ — ¢, Done v(p) = v(n)+v(a) = 0(d))+0(d) = v(d] — ¢h) = v()
O

exemple 1.5 : Soit ¢ = (AN (B — (CA—-A))) V(AN (B — C)).

La formule A A (B — (C A = A)) est une sous-formule de ¢ et est logiquement équivalente
aAN-Bdonc o =(AAN-B)V-(AN(B— ().

Théoreme 1.13 Soient @1, - -+ , @, n formules propositionnelles et Ay, --- , A, n variables pro-
positionnelles distinctes 2 a 2. Soit v une interprétation, on définit interprétation v’ de la facon
sutvante

V(A) = v(A)siAeVet AE{A, - A}
= v(p;) si A=A

On a alors V(g /4, pn/a,) = V' (@)

preuve : on démontrera ce résultat par induction sur la construction des formules proposition-
nelles. On pose ¢’ = Yy, /4, on /A,
—sip=Talors ¢’ =T et v(¢') =V (¢) =1
—sip=Falors ¢ = F et v(¢)=1(p)=0.
— sl p = A; alors ¢’ = p; et v(¢') = v(p;) =V (A;) =V ().
~sip=Aet AZ{A,---,A,} alors ¢ = p et v(p) =v(A) =V'(A) =2 (p).
— supposons que la propriété soit vraie pour deux formules quelconques ¢ et ¢'.
o sip =g alors ¢ = ¢y, /A, pn/A,- DONC V(@) = V(D /A, pn/a,) = V'(¢) par hypothese
sur ¢. Puisque v'(¢) = v'(¢) on a v(¢') = v'(p).
osip=¢ — ¢ alors O = Gy aspn/an = Do iay o a, SO AV(Y) = V(Dpy/a, g a0)F
v(gb;l/AL“_fn/An) = v'(¢) + v'(¢') par hypothese sur ¢ et ¢'. On en déduit que v(¢') =

/

V(¢ — ¢) =v'(y). N
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exemple 1.6 : on veut calculer la table de vérité de la formule ¢ = (A — B) — C) —
(A — C). Pour toute interprétation v, v(y) = v'(K — L) ou v'(K) = v((A — B) — ()
et v/(L) = v(A — (). Cela permet d’établir le type de table de vérité suivant :

A[B|CJA—B) —=C|A—C]y
0100 0 1 1
0101 1 1 1
0110 0 1 1
011 1 1 1
100 1 0 0
1]0]1 1 1 1
110 0 0 1
111 1 1 1

1.3 Formes normales

1.3.1 Des tables de vérité aux formules

En établissant une table de vérité on décrit en fait le graphe d’une fonction booléenne c’est-
a-dire une fonction de B" dans B.

Donc a chauge formule ¢ correspond une fonction f : B — B.

On peut alors se demander si la correspondance inverse est vraie et combien y-a-t-il de telles
fonctions pour une valeur de n fixée.

On sait que |B"| = 2" donc il y a 2" applications de B" dans B.

On remarque ensuite que, si ¢ = 1, alors ¢ et ¥ ont la méme table de vérité et donc
correspondent a la méme fonction. On peut donc dire qu’une classe d’équivalence de formules
détermine une fonction.

Mais si on choisit une fonction au hasard peut-on trouver une telle classe ou du moins un de
ses représentants ?

Théoreme 1.14 Pour toute application f : B" — B il existe au moins une formule dont la
table de vérité est le graphe de l’application f.

preuve : on donnera un exemple; si 'application f vaut 1 pour les n-uplets suivants et
seulement pour ceux la :

(07 7071)7(]—707'” 7O>7<]—71707"' 70)7(07"' 707171>

alors une formule ¢ dont la table de vérité est le graphe de I'application f est ¢ =

(FAL A=A AN ANDAL A ANA) YV (ALA AN - A DA V(AL AN Ay A=A Ao N2AL) Y
(mAL A=A A ADAL s NAL N AY) O

Parce que cet exemple est généralisable a toute fonction booléenne, cela signifie que toute
formule est équivalente a une formule de la méme forme que ¢. C’est ce qui nous amene a la
notion de forme normale.
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1.3.2 Formes normales

D’apres I'exemple précédent, les formules s’expriment en fonction des variables atomiques ou
de leur négation et des connecteurs A et V.

Définition 1.10 un littéral est une variable atomique ou la négation d’une variable atomique

Soit n le nombre total de variables atomiques. Soit V = {A; --- A, } I'ensemble des variables
atomiques. On notera [; = A; ou l; = = A; et V I'ensemble des n-uplets (Iy,--- ,1,).

Définition 1.11 wune formule ¢ est sous forme normale disjonctive canonique (FNDC) si et
seulement si ¢ = \/ (LA Aly)

(I, ln)€V

Définition 1.12 une formule ¢ est sous forme normale conjonctive canonique (FNCC) si et
seulement si ¢ = /\ (lLv---Vi)

(ll,---ln)ev

remarque : on parle de FND ou de FNC lorsque toutes les variables atomiques ne sont pas
nécessairement présentes.

exemple : Soit V = {A, B,C'}. On définit ¢ et ¢’ :
p=("AAN-BAC)V(mAN-BA-C)V(AANBA-C) est en FNDC.
¢ =("AN-B)V(AANBA-C) est en FND.
Onayp=¢

Toute formule est équivalente a une formule en FNDC ou en FNCC comme on I’a vu dans I'in-

troduction de ce paragraphe. Mais comment déterminer une FNDC ou une FNCC équivalente
a une formule donnée ?

exemple 1.7 : Soit ¢ = (A — ((BA—-A)V (-CANA)) «— (AV (A — B)))). On peut
établir la table de vérité de ¢ :

—lRR—ololol ol
== olol~l—lolo|ll
—lolr|lolrlolrlolq

[ Nen ey e e e oY
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© est satisfait par les interprétations suivantes : et =y par :

_ -0 O O O
—_ O = = OO
— =
(e
—_ =

SO = O = O

On peut alors écrire
¢ = (AA=BA-C)V(=AAN-BAC)V (= AABA-C)V (= AABAC)V (AA-BA-C)V(AANBA-C),
et vp=(AAN-BAC)V(AANBACQ).

On en déduit par les lois de De Morgan que ¢ = (mAV BV —=C) A (mAV =BV =C).

On a ainsi les formes FNDC et FNCC de ¢.

La méthode employée dans cet exemple est basée sur les remarques suivantes

—siL=(ly, -1, € V alors la formule Iy A --- AN, est satisfaite par 'interprétation vy, telle
que vr(A;) = 1sil; = A; et vp(A4;) =0sil; = —A;, et seulement par cette interprétation.
—si Ly = (Ip,-+1lp,) € V pour k = 1,---,p alors la formule Viceapli Ao Aly,) est

satisfaite par les interprétations vz, , K = 1,--- ,p et seulement par celles-ci.

1.3.3 Systeme complet de connecteurs

C’est un ensemble de connecteurs logiques qui permet d’engendrer tous les connecteurs de la
logique propositionnelle.

exemple : {—, —} est complet et minimal, ainsi que {—,V} et {—, A}.
{—, A\, V} est complet mais pas minimal et {A, V} n’est pas complet.

Pour les preuves inductives, on peut se contenter de deux étapes en choisissant bien les
connecteurs.

1.3.4 Clauses de Horn

Définition 1.13 une clause est une disjonction de littéraux

Définition 1.14 wune clause de Horn est une clause dont au plus un littéral est "positif” c’est-
a-dire est une varitable atomique.

exemple 1.8 : siV ={A B,C} alors AV -BV -C, =~AV B sont des clauses de Horn.

remarque : une clause de Horn (avec un littéral positif) est en fait équivalente a une formule
du type (A A---NA,) — Bou Ay, -+, Ay, B sont des variables atomiques.

S’il n’y a pas de littéral positif alors la clause de Horn est en fait équivalente a une formule
du type (A1 A---AA,) — F et 8’ il n’y a qu'un littéral positif et pas de littéraux négatifs alors
la clause de Horn est en fait équivalente a une formule du type T' — B.



CHAPITRE 1. CALCUL PROPOSITIONNEL - J.Cohen 14

remarque : une clause de Horn peut étre vide, elle est alors équivalente a True.

On dira qu’'une formule est une formule de Horn si elle est en FNC et si chaque disjonction
contient au plus une variable atomique i.e. une formule de Horn est une conjonction de clauses
de Horn.

Il existe un algorithme pour tester la satisfiabilité d’une formule de Horn ¢.

— ¢'il existe une sous-formule 7" — A alors marquer chaque occurrence de A dans ¢
— appliquer les regles suivantes jusqu’a ce que I'on ne puisse plus

—si (A A---NA,) — Betsi Ay,---, A, sont marqués et B n’est pas marqué alors
marquer chaque occurrence de B dans ¢
—si (Aj AN NA,) — Fetsi Ay, -+, A, sont marqués alors stop : ¢ est insatisfiable

— stop : ¢ est satisfiable par 'interprétation v définie par v(A) = 1 si et seulement si A est
marqué dans .

Cet algorithme termine en un temps au plus n, ot n est le nombre de variables proposition-
nelles.

exemple 1.9 : soit
p=(AVaB)AN(-mAV-BVC)ANC.

Alors ¢ = (B — A)AN(AANB — C) AN (T — C') et on marque chaque occurrence de C' dans

¥
p=(B— ANAANB—C)AN (T — C)
L’algorithme s’arréte et ¢ est satisfiable par 'interprétation v avec v(A) = v(B) = 0,v(C) =1

remarque : toute formule n’est pas équivalente a une clause de Horn. Par exemple AV B.



Chapitre 2

Calcul des prédicats

Le calcul propositionnel permet de modéliser des raisonnements dans lesquels la satisfaisabilité
d’une repose simplement sur les valeurs de propositions atomiques.

Mais il ne permet pas de modéliser ce genre d’assertions :

"tous les marins ont le mal de mer” ou encore ”si on marche sur la queue d’un chien, il mord”
ou bien ”il y a des fleurs vertes”.

La premiere assertion sera vérifiée si on peut vérifier que chaque marin du monde entier passé
et a venir a le mal de mer.

La seconde assertion sera vérifiée si on peut effectivement marcher sur la queue de tous les
chiens et qu’on se fait mordre a chaque fois.

La troisieme assertion suppose que ’on trouve parmi les fleurs du monde entier au moins une
fleur verte.

On veut donc exprimer des assertions qui vont dépendre d’un certain environnement et
le lien avec cet environnement se fera par l'intermédiaire de la notion de variable qui sera
éventuellement quantifiée par un quantificateur universel ou par un quantificateur existentiel.

2.1 Syntaxe

La syntaxe du calcul des prédicats est plus complexe que celle du calcul propositionnel. Elle
se définit par étapes.

2.1.1 Langage

Un langage des prédicats L est défini par son alphabet constitué par les données suivantes :

- AV, —, —— (connecteurs logiques)
- T F (constantes logiques)
- (), (parentheses et virgule)
-V (quantificateur universel)
-3 (quantificateur existentiel)

— X un ensemble dénombrable de symboles de variables
— C un ensemble dénombrable de symboles de constantes

15
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— F un ensemble dénombrable de symboles de fonctions, si f € F alors I’arité de f sera notée

a(f)
— R un ensemble dénombrable de symboles de relations, si R € R alors 'arité de f sera notée
a(f)
C,F, R forment la signature de L.
Par la suite les lettres x, ¥, z, - - - dénoteront des symboles de variables, a, b, c, - - - dénoteront
des symboles de constantes les lettres f,g,h,--- dénoteront des symboles de fonctions et les
lettres R, P,Q, - -- dénoteront des symboles de relations.

Pour éviter les parentheses trop nombreuses, on écrira fry pour f(z,y) si f est un symbole
de fonction d’arité 2.

2.1.2 Termes

L’ensemble des termes définis sur le langage £ est donné récursivement par

— sixz € X alors x est un terme

— si ¢ € C alors ¢ est un terme

— sity, - ,t, sont des termes et si f € F est d’arité k alors ft;---t; est un terme

2.1.3 Formules atomiques

L’ensemble des formules atomiques est défini par

sity,---,t, sont des termes et si R € R est d’arité n alors Rt - - - t,, est une formule atomique.

2.1.4 Formules

L’ensemble des formules sur le langage £ est défini récursivement par

— toute formule atomique est une formule

— T, F sont des formules

— si @ et 1 sont des formules alors =, p A, @ V1, ¢ — 1, p «— 1) sont des formules.

— si ¢ est une formule, si z est un symbole de variables alors 3x(¢) et Va(¢) sont des formules
et on dit que ¢ est la portée du quantificateur.

exemple 2.1 : Soit F = {f,g,h} avec a(f) = a(g) = 2, a(h) = 1. Soit R = {R, P} avec
a(R) =1 et a(P) = 2. Soit C = {a, b}.

¢ = Rfra —soit R(f(z,a))

Y = Phxa — soit P(h(z),a)

¢ = JxRhx — soit Jz(R(h(z)))

U = Vy(Rgby — JxPxy) — soit Vy(R(g(b,y)) — JzP(x,y))

sont des formules.

remarque : Attention les deux formules suivantes sont différentes
JrRx V Pxx — soit 3x(R(z)) V P(z, z)
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Jx(Rx V Pxx) — soit Jx(R(x) V P(z,x))
On peut représenter les formules de facon arborescente ; par exemple la formule ¥ de I’exemple
précédent est représenté par 'arbre de la figure 2.1.

Les noeuds internes sont des quantificateurs ou bien des connecteurs logiques et les feuilles
sont des formules atomiques.

Oy

Rgby

Pxy

FiG. 2.1 — formule ¥

On appelle occurrence de x dans une formule ¢ tout noeud étiqueté par x, 3z ou V.

2.1.5 Variables libres ou variables liées

Une occurrence de la variable z est libre si aucun de ses ascendants n’est Jx ou V. Les autres
occurrences sont liées.

exemple 2.2 : dans la formule 3z RxV Pxx, x a une occurrence liée et deux occurrences libres.

On peut aussi définir récursivement les ensembles V0ib(p) et Viien(p) par
— si ¢ est une formule atomique alors Viien(y) = 0 et V1ib(¢) est 'ensemble de toutes les
variables ayant au moins une occurrence dans ¢.
— si ¢ = ) alors Viien(p) = Viien(y) et VI9ib(yp) = VIib(y)
— 81 ¢ = @1 connecteur s alors Viien(p) = Viien(py) U Viien(ps) et
Vi0ib(p) = Viib(py) U Viib(ps).
— si ¢ = quantificateur x () alors Viien(yp) = Viien(y)) U {z} et Viib(p) = Viib(y) \ {z}.

remarque : VI0ib(p) et Viien(y) ne sont pas nécessairement disjoints.

2.2 Sémantique

exemple : la formule dyVa Pry est-elle vraie ou fausse ? Tout dépend de la signification donnée
au symbole P et du domaine sur lequel cette interprétation sera valable.
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Si P est la relation < sur ’ensemble N, alors la formule est vraie, on peut trouver un entier
naturel — 0 — tel qu’il soit inférieur a tout entier naturel. Mais si P est la relation < sur
I’ensemble Z, alors la formule est fausse car aucun entier relatif ne peut étre inférieur a tout
entier relatif.

2.2.1 Structure et interprétation d’un langage

Si C,F,R forment la signature du langage £, une interprétation de L est réalisée par une
structure U composée de

— un ensemble non vide D appelé domaine

— une application de C dans D qui associe a chaque symbole de constante ¢ son interprétation
M

— pour chaque symbole de fonction f de JF, une application de D* dans D noté f“ ot a(f) = k

— pour chaque symbole de relation R de R, une partie de D" noté RY ol a(f) = n (cette
partie représente les n—uplets de D" qui sont en relation par RY)

exemple 2.3 : Soit C = {c}, F = {f,¢9.h} et R = {R, P} ot a(f) = a(g) = 2, a(h) = 1,
a(R) =a(P) =2.

On pose D =Net U =N, 0, +, X, successeur, =, <.

C’est la structure de I'arithmétique de Péano.

2.2.2 Valeur d’une formule

Soit U une structure interprétant le langage L£. On appelle assignation de variables toute
application d’une partie finie de X a valeurs dans D et on notera x := ¢ ’assignation qui a x
associe la valeur ¢ de D.

On va tout d’abord évaluer les termes; soit ¢ un terme alors pour une assignation donnée o
— sit = x alors vy, (t) = o(x)
— sit € C alors vy, (t) = H
—sit= ftyoty alors vy (t) = A oue(t), - vuo(ts))
Puis on évalue les formules
— st =Rty-t, alors vy ,(p) = 1si (vyo(t1),  Vuo(tn)) € RY et vy (p) = 0 sinon
— st p =T alors vy () =1
— si p = F alors vy ,(p) =0
— si p = = alors vy, () = vy (V)
= sl o =1 — @3 alors vy e () = Ve (1) + Vue(p2)
= sl p =1V g alors vy, (p) = Ve (1) + vuo(p2)
= sl =1 A @z alors vy o (p) = vue (1) - vuo(P2)
= sl = 1 @y alors vy (P) = Vi (P1) - Vue(P2) + e (P1) - vuo(P2)
—si ¢ = Va(y) alors vy ,(p) = 1 si et seulement si pour tout élément ¢ de D, on a
vy () =1 ou o' = olzr =i (i.e. 0 composée avec 'assignation z := 1)
— si ¢ = Jx(y) alors vy, (p) = 1 si et seulement si il existe un élément i de D vérifiant
o (¥) =1ou 0 =olx:=i.
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exemple 2.4 : soit ¢ la formule Vy(Rzy). On donne U par D = N et RY =< et on pose
x = 0 et y := 3 pour 'assignation o. Alors vy () = 1. Mais pour ¢’ défini par = := 2 alors

vy () = 0.
soit ¢ la formule VaVy(Rzy). On donne U par D = N et RY =< et on pose z := 0 et y := 3
pour l'assignation o. Alors vy ,(¢) = 0. On remarque ici que quelle que soit 'assignation, on a

UU,U<¢> =0

Propriété 2.1 Soit ¢ une formule telle que VIib(p) = {x1,--- ,x,}. Soit U une structure
et 0,0 deux assignations coincidant sur V0ib(p). Alors vy.(¢) = vy (). Cela signifie
que seules les valeurs attribuées aux variables libres par une assignation sont pertinentes dans
l’évaluation de ¢ par rapport a cette assignation.

Corollaire 2.2 Si VIib(¢) = 0 (on dit que ¢ est une formule close) alors vy, () = vy (¥)
pour toutes assignations o,0’. On écrira donc vy ,(p) = vu(p) pour une formule close .

Définition 2.1 On dit que U est un modéle d’une formule ¢ si pour toute assignation o,
vuo(p) =1. On notera U = .

remarque : si la formule ¢ n’est pas close alors pour une méme structure, ¢ peut étre évalué
a vrai ou a faux selon ’assignation choisie.

Définition 2.2 On dit qu’ une formule ¢ est valide si pour toute structure U, U = ¢. On
notera |= ¢.

Définition 2.3 On dit qu’ une formule o est satisfiable s’il existe une structure U telle que
U |= ¢. Sinon ¢ est insatisfiable.

Définition 2.4 (conséquence logique) Soit L un langage. Soit E = {¢1, -+ ,v,} un en-
semble de formules et soit 1) une formule. On dit que 1) est une conséquence logique de E st
pour toute structure U et toute assignation o on a l'implication

Vo(Pr N Npp) =1 = vy () =1

On notera E |= 1.

Sip =1 et ¢ | @ alors on dira que ¢ et ¢ sont logiquement équivalentes et on notera ¢ = 1.

On se reportera a 'annexe B pour une suite d’équivalences utiles.



Annexe A : Formulaire de logique

propositionnelle
CANPp =g (idempotence)
Vo=
OANY =N (commutativité)

PVY =9 Ve
(eAND)NP=p A (WA Q)
(eVY)Vo=pV (Vo)
eV (YAP) = (V) A(pVe) (distributivité)
AWV P)=(pAY)V(pAP)
pA(pVY)=p
pV(pAY)=p
(V1Y) = (mp A )
(A1) = (mp V)
eN—p=F

(associativité)

(absorption)

(lois de de Morgan)

(,DV—\QQET
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e NF=F eNANT =¢p
VT =T eVF=g¢p
-T=F -F=T

p—YP=-pVy
VY =0 — P
@A@DEﬂ(@—)ﬂw)

pe— v =(p—U)AN Y — @)
pe— VY= (pANY)V (mp A1)

o — (V1 Ab2) = (9 — Y1) A (p — 1)
0 — (V1 Vhg) = (@ — Y1) V (o — 1)
(V1 Apg) — o= (V1 — @) V (Y — )
(V1 Vi) — o= (V1 — @) A (Y — @)

(pe— ) = o= (Y« ¢)



Annexe B : Formulaire de logique du
premier ordre

Vrp = -3Jx-p

—Vrp = Iz

Jrp = Ve

—Jxp = Ve

V(o A1) = Ve AVzy
Jz(p V) = Jzp V Jzyp
Jz(p — ) = Vrp — Jx1p

VaVyp = VyVap
JrIyp = JyJzy

On a aussi les équivalences suivantes suivantes si x n’est pas libre dans

Vo = dap = o

Les trois formules suivantes sont universellement valides

Az(p Ap) — (Fzp A Tx1)
Vap V V) — V(e V)
JaVyp — Vydxp

Principe de renommage : si y n’est pas une variable libre de ¢

Vo = VYo, y
Jrp = Jyp,y
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