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Logique/Logic

La théorie des corps inductifs archimeédiens rationnellement
complets

Patrick CEGIELSKI

Résumé — Nous appelons théorie des corps inductifs archimédiens rationnellement complets la
théorie logique du premier ordre dont le langage est celui des anneaux ordonnés augmenté d’un
prédicat unaire, distinguant un sous-ensemble de I’ensemble de base, el dont les axiomes sont ceux
des corps totalement ordonnés, plus les axiomes élémentaires pour que le sous-ensemble distingué
ressemble & celui des entiers, y compris que cet ensemble n’est pas borné dans le corps, plus la
convergence de toute suite rationnelle définissable de Cauchy [ce qui se dit dans ce langage], et
enfin le schéma d’axiomes d’induction sur les formules du langage complet.

Je démontre que cette théorie n’est pas une extension conservative de I’Arithmétique de Peano,
et plus exactement que les théorémes sur les entiers dans cette théorie sont ceux de larithmétique
du second ordre.

The theory of archimedean rationally complete inductive fields

Abstract — By theory of archimedean rationnally complete inductive fields, we mean the first order
theory with language that of ordered rings extended by unary predicate, and with the following axioms:
axioms for a totally ordered field, the familiar ordered semiring axioms of natural integers for the
subset determined by the unary predicate; this subset is not bounded in the field; every Cauchy definable
rational sequence has a limit; the inductive scheme for every formula.

We prove that this theory is not a conservative extension of Peano Arithmetic, and that the properties
on its integers are exactly those provable in second order arithmetic.

INTRODUCTION. — Nous avons démontré que la théorie des corps inductifs archimédiens
réels-clos est une extension conservative de I’Arithmétique de Peano PA (¢f. Cegielski[1]).
Nous allons démontrer ici que les propriétés du premier ordre des entiers des corps
inductifs archimédiens dans lesquels toute suite rationnelle définissable de Cauchy
converge [ce qui se dit dans la théorie des corps industifs], sont les mémes que celles de
I’Arithmétique du second ordre Z,. En particulier la théorie de ces corps est une extension
conservative de Z, mais non de PA.

1. L’Arithmétique de Peano PA est la théorie égalitaire du premier ordre de lan-
gageL(PA)={S, +,.,0}, oi S est une application, + et . des opérations binaires, 0
un élément distingué, et vérifiant les six axiomes simples habituels et le schéma d’axiomes
d’induction pour toutes les formules du langage (¢f. Cegielski[1]).

Soit T une théorie du premier ordre (éventuellement multibases) de langage L (T)
contenant { +, ., 0, 1, N}, avec N prédicat unaire. A toute formule ¢ du langage L (PA).
on peut associer une formule ¢’ de L (7, en remplagant S x par x+ 1, et les quantificateurs
par des quantificateurs relativisés & N. L’arithmétique de T, notée Arith (T), est la théorie
de langage L (PA) dont les énoncés 6 vrais sont ceux pour lesquels 6" est conséquence de
T. La théorie T est une extension de PA si, et seulement si, Arith (PA)< Arith (T). Clest
une extension conservative de PA si, et seulement si, Arith (T)= Arith (PA).

L’ Arithmétique du second ordre Z, est la théorie égalitaire du premier ordre a deux
basesN et & de langage L. (Z,)= { 8, 0 0, e}, extension de L(PA) ou € une relation
de N dans 2, et vérifiant les mémes axiomes que PA sauf que le schéma d’axiomes
d’induction est maintenant valable pour toutes les formules de L(Z,), plus les axiomes
suivants, en notant, comme dans toute la suite, les variables de N par des minuscules et
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celles de & par des majuscules :

(Axiome d’extensionnalité) : VX, Y(V x(xeX < xcY)=X=Y),

(Axiomes de compréhension) : Pour toute formule @ (x, y) de L(Z,) on a: Vy, 3X,
Vx(xeX<o(x, y)).

Rappelons que Z, est une extension non conservative de PA (Folklore, ¢f. Shoen-
field [3], p. 230, pour quelques explications).

On appelle corps inductif archimédien toute structure # =(K, +, ., 0, <, N) telle
que :

1° (K, +, ., =, 0) est un corps commutatif totalement ordonné;

2° N est un prédicat unaire vérifiant :

(a) N(0);

(b)) Yx(N(x)=N(x+1));

(c) pour toute formule du langage L(K)=(+, .,0, <,N)ona:

A EVY((@00, )AVX(ND) A, ¥) =@ (x+]1, y))=Vx(N(X) =0 (x, Y)).

(d) VxeK, IneN(x=Zn).
Dans toute la suite de 1 on considére un corps inductif archimédien £ .

LemmE 1. — 1° L'ensemble N,={xeK | N(x)} des entiers de ce corps est stable pour
+ et ., et la structure (N,,, +1, +, ., £} est un modéle de PA.

2° En posant Ly ={ —n | neN}, l'ensemble Z,=Z,\ )N, des entiers relatifs de ce
corps est un sous-anneau commutatif unitaire totalement ordonné. Tout élément de L s’écrit,
de facon unique, —n ou 0 ou n, avec ne N*.

3° L'ensemble Qy={xeK|(@p, geZ)(q.x=p)} des rationnels de ce corps est un sous-
corps inductif. Tout éléement 1 de Q s’écrit, de facon unique : r=0 ou r=plq ou r=—plq,
avec p, geN*, pag=1.

4° 0On a: Vx, NkeZk<x<k+1). Ce k s’appelle la partie entiére de x et se note
Int(x). Alors Q est dense dans K, i.e.:¥a, b, 3rcQ (a<b=a<r<b).

LEMME 2. — On appelle suite de ce corps A tout élément u de KX (et non de KV). On
définit la suite identité, les suites constantes, /’addition, la multiplication par un scalaire,
la multiplication, /e quotient. Alors (K¥, +, ., %) est une K-algébre associative, commuta-
tive, unitaire, non intégre.

On dit que la swite (u,) converge vers [eK si, ¢t seulement si: VeeK™* IN_eN,
VneN:nzN,=|u,~—1|<e. On définit de méme les suites de Cauchy, minorées, majorées,
bornées.

Si (u,) et (v,) convergent vers / et I respectivement, et si Ae K, alors (u,)+ (v,) et A.(u,)
convergent, vers /47 et A./ respectivement. On a la compatibilité entre limite et relation
d’ordre et le théoréme de I’encadrement (mais non le résultat sur le produit, car on ne
peut pas démontrer qu’'une suite convergente est bornée).

LEMME 3. — Une suite rationnelle (u,) de QN est K-définissable si, et seulement si, il
existe une L (K)-formule ¢ (n, x,y) et ceK™ tels que : (a) A EVneN, 3! xo(n, x, ¢);
&) A EYneNoMw, u, ).

On notera Déf,. (QN) 'ensemble des suites rationnelles définissables de 4.

1° Déf,, (QN) est une sous-algébre unitaire de (QF, +, .g» %) et toute suite rationnelle
de Cauchy définissable est bornée. L’ensemble C-Déf,, (QN) des suites rationnelles définis-
sables de Cauchy est une sous-algebre unitaire de (QV, +, .4, X).

2° Pour tout rationnel a4 et tout entier » il existe une suite rationnelle définissable
a" vérifiant : a®°=1, a"*'=4".a. De méme on peut parler des séries rationnelles : étant
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donnée la suite rationnelle définissable (#,), il existe une suite rationnelle définissable (S,)

n o0

vérifiant Sq=u,, S,.;=S,+4, On note S,= Y u, et ) u, la limite éventuelle de la
k=0 n=0Q

suite (S,).
3° (Caractérisation par les parties entiéres) : On a ;

VaeN\{0,1}, Vx,y (VreN(nt(a".x)=Int(a".y))=x=y).

Un corps inductif archimédien # est dit rationnellement compler si, et sculement
si, toute suite rationnelle définissable de Cauchy converge. On notera ARCIF (pour
« archimedean rationnally complete inductive field ») la théorie de ces corps.

2. THEOREME 1. — Z, est interprétable dans la théorie des corps inductifs rationnellement
complets.

W Soit (R, +, ., <, N) un modéle de la théorie des corps inductifs rationnellement
complets. On notera

N={xeR|N(x)} et  P={xel0, 1[|(VreN)(Int(3""'.x)#£2[mod.3])},

c’est-a-dire ’ensemble des réels de [0, 1[ dont aucun chiffre du développement triadique
n’est égal 4 2. Pour neN et Xe£ notons neX si, et seulement si, Int(2"**.X)=1[3].
Montrons que (N, S, +, ., #, €) est un modeéle de Z,, ou Srn=n+1.

Nous avons déja vu que (N, S, +, .) est un modéle de PA et on a l'induction pour
toutes les formules de l'arithmétique du second ordre (puisque ce sont des formules
particuliéres du langage initial). L’extensionnalité résulte du lemme 3, 3°. Démontrons la
compréhension et méme plus généralement que si @ (, y) est une formule de L (K) et
ceR™ alors il existe Xe 2 tel que : ne X< ¢ (n, ¢).

La formule [@ (1, ) Ar=1/3""1v][T70 (, ¢) Ar=0] permet de considérer une suite
rationnelle définissable(r,). La série associée(s,) est de Cauchy car, si n=<p, alors
|s,—s,|<1/2.3"**. Elle converge donc vers un réel X. De plus 0<r,<1 donc, d’aprés la
compatibilité entre limite et relation d’ordre, X e[0, []. Pour neNet p=nona3"*t! 5, eN
et Int(3"*1.X)=3""1 .7, [3]. D’oll Xe 2 et ne X si, et seulement si, ¢ (n, ¢). W

THaEOREME 2. — La théorie des corps inductifs archimédiens rationnellement complets est
une extension non conservative de I’ Arithmétique de Peano.

3. TuEorEME 3. — Arith (ARCIF)=Arith(Z,).

B T1 nous montre que Arith (ARCIF) est une extension de Arith (Z,). 1 reste a
construire un modéle de ARCIF a partir d’'un modéle de Arith (Z,) ou, ce qui revient au
méme, d’un modéle de Z,.

Soit (N, £, S, +, ., €) un modele de Z,. Alors il existe 2=(Q, 2’, +, ., <, N, ) tel
que : (Q, +, ., =) soit un corps commutatif totalement ordonné; (N, +, ., <) soit
isomorphe & (N,, +, ., <), avec Ny={xeQ | N(x) }; tout élément r de Q s’écrive, de
facon unique : r= —p/qg ou 0 ou p/q, avec p, geN*, pAg=1; (¥, €) vérifie I'axiome
d’extensionnalité; (Induction) pour toute formule paramétrée @ (x, y) du langage L (2)
ona:

2EVY (@0, )AVXeN(p(x, V)= 0 (x+1, y)=Vx(NX) = ¢ (x, ¥);

(Compréhension) : pour toute formule paramétrée ¢ (x, y) du langage L (2) on a:
2EVy, 3IX, Vx (xeX<=0(x,Yy).
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A tout m-uplet (ay, ..., a,) de N, avec n standard, on sait associer son code
{a,, ..., a,ydans N, par exemple grace a la fonction B de Godel. A tout ¢lément b de
Q, ensemble de base de 2, on associe I'entier (non standard) : 5={5,, b,, by ), avec
b;eN, by#0, b=(—1)*1.(b,/b;). On notera Q PIensemble de ces codes. Une suite
rationnelle (r,), . de QN est Q-définissable si, et seulement si, il existe X e 2 tel que :

EVxeX, JneN, 3beQ(x={n, b)) EVneN, 3lxeX, JbeQ(x={(n, b))
EVaeN(Kn, 7, eX).

On notera Déf(QN) I'ensemble des suites rationnelles Q-définissables de 2. Alors
Déf(QM) est une sous-algébre unitaire de (QN, +, .4, X). Pour toute suite rationnelle
Q-définissable (r,), . n et tout entier NeN, la suite finie au sens du modéle(r,), <y est
bornée. Toute suite rationnelle Q-définissable de Cauchy est bornée. L’ensemble
C-Déf (QN) des suites rationnelles Q-définissables de Cauchy est une sous-algébre unitaire
de (QN, +, .g, X). Pour des suites rationnelles(a,) et (b,) on notera (a,)=(b,) si, et
seulement si: Vee Q™ *, 3INeN(#n>N=-|a,—b,| <¢); on définit ainsi une relation d’équi-
valence sur DEf(QM). On note Déf(R)=C-Déf (QN)/= (I'ensemble des réels définissables)
et on définit les opérations habituelles, Pensemble DéEf(R ™) (des réels définissables positifs)
par [a,]e DEf(R™) si, et seulement si, (a,)=(0) ou 3£>0, INeN, VreNn>N = a,>g);
et x<y si, et seulement si, y—xeDéf(R™). La structure (DEf(R), +, ., <) est un corps
commutatif totalement ordonné. L’application de Q dans Déf (R), qui & g associe la classe
de la suite rationnelle Q-deéfinissable de Cauchy constante 4 ¢, est un monomorphisme de
corps ordonnés. Nous considérerons désormais que Q, et donc N, est inclus dans Déf (R).
Toute suite rationnelle Q-définissable de Cauchy converge dans le corps DEf(R), vers le
réel qu’elle définit. Tout réel définissable est donc limite d’une suite Q-définissable de
rationnels et ce corps est archimédien.

Déf(R) est inductif : soit @ (1, x) une formule de L(2). Elle est équivalente 4 une
formule de 1a forme : (Q; X415 - - o0 QX Oy, - o) X 7, Xpiq, - - oy Xppyg), avec €
ouverte. Alors cette formule est équivalente & une formule sur les rationnels en remplagant
x; pour 1 Si<m par « 'ensemble » X; qui le représente, tout quantificateur Q;x; par le
quantificateur de méme nature relativisé a une suite rationnelle Q-définissable, et chaque
formule atomique remplacée par la sous-formule adéquate, par exemple pour x;= x7 par :

VeeQ'*, IN,eN, VkeN, Vr, seQ
(k>N A (hiyeXon (k, syeX)=|r—s*| <g).
D’ou le résultat.

En utilisant la méme idée on montre que toute suite rationnelle Déf (R) définissable est
Q-définissable. Alors toute suite rationnelle Déf (R)-définissable de Cauchy converge. B
Note remise le 14 mai 1990, acceptee le 11 juillet 1990.
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