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ABSTRACT

IZo denotes the subtheory of first-order Peano arithmetic obtained by restricting
the induction schema to formulae with only bounded quantifiers. Let EXP denote the
corresponding theory obtained by adding to the language a function symbol to deno-
te exponentiation. Let PT denote the naturally axiomatized theory ("Peano with
top') corresponding to the structures (n,+,.) for n a natural number. We show
that the restriction to addition of a non-standard model of IZo or of PT and the
restriction to multiplication of a segment of a model of EXP closed under x1°g x
are both recursively saturated. Certain other results concerning PT are included

in section III.

INTRODUCTION

Soient IZO la sous-théorie de 1'arithmétique de Peano obtenue en restreignant le
schéma d'axiomes de récurrence aux formules 3 quantificateurs bornées, EXP 'la thé-
orie obtenue en ajoutant l'exponentiation et PT 1la théorie formelle qui corres-
pond aux structures (n,+,.), pour n entier naturel non nul., Alors dans la suite
nous démontrons que la restriction 3 1'addition d'un modé&le non standard de IIo

ou de PT et la restriction 3a la multiplication d'un segment initial clos par

log x N ~ : -
X & d'un mod&le de EXP sont récursivement saturées.

0. RAPPELS

1. Structure récursivement saturée

Soit L un langage du premier ordre; nous notons &(x) un ensemble de formules
©(x) de L ayant au plus une variable libre x . ®(x) est dite satisfaisable
dans la L-structure ¥ s'il existe un élément a de A qui satisfait simultané-

ment chaque @(x) de @(x).

Soit ¥ une L-structure et ‘X un sous-ensemble de A = |%| , nous notons LX le

sur-langage de L obtenu en ajoutant une constante ¢, pour chaque élément a
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de A, et ‘Z(x 1'expansion naturelle de ¥ au langage LX .

Une L-structure % est récursivement saturée (cf. [1] , ou[10]) si, et seule-

ment si, pour tout sous—ensemble fini X de A , tout ensemble récursif ¢(x) de
formules de LX finiment satisfaisable dans Wx (c'est-d-dire tel que tout sous-

ensemble fini de ®(x) est satisfaisable dans SHX) est satisfaisable dans %«

X

2. La théorie IYo

L'ensemble des Lo-formules (ou formules & quantifications bornées) est le plus pe~

tit sous-ensemble de formules du langage L = (S,+,.,<,0) contenant les formules

atomiques et clos par négation, disjonction et quantification bornée.

La théorie 1IIo (Zo-induction) (cf.[61 , [7]1 ou [5]) est la théorie du premier or-
dre de langage L ci-dessus et dont les axiomes propres sont ceux de l'arithméti-

que de Peano avec le schéma d'axiomes d'induction restreint aux Zo~formules.

Le développement de 1'arithmétique &€l&mentaire correspond en fait jusqu'd un cer-
tain point assez avancé & IXo, en particulier les théories de 1'addition et de la

multiplication sont des conséquences de IZo (cf.[2]). Le principe du débordement

pour IZo s'énonce : soit @(x) une ILo-formule et ¥ un modéle non-standard de
IZo ; si pour tout entier standard n on a : ¥« '= @(n), alors il existe un entier

non standard O tel que : ¥ |= ©(a)

Cependant la théorie 1IZo est une sous-théorie stricte de PA , en particulier
on ne peut pas définir 1'exponentiation dans IZo (cf [6]). ILo est une théorie

incompléte et indécidable, puisque le systéme Q de Robinson en est conséquence.

3. La théorie EXP

On note EXP 1la théorie de la Io-induction avec exponentiation, c'est—a-dire la

théorie de langage L' = (+,.,e,0,1), oi e est un symbole fonctionnel binaire
(appelé exponentiation), et dont les axiomes sont ceux de Ifo (le schéma d’'in-
duction se faisant sur les Fo-formules de L' , c'est-d-dire que e peut inter—

venir) , ainsi que les axiomes suivants (définissants 1'exponentiation) :
- Vx (e(x,0) =1)
- VX Vy (e(x,y+1) = e(x,y).x)

On notera x° au lieu de e(x,y).

EXP est toujours une sous-théorie stricte de l'arithmétique de Peano ([71), mais
on peut y définir la factorielle x! , numéroter les nombres premiers Py (grice
au théoréme d'Euclide : Vx 3Ip(P (p) Ax < p)), définir les valuations p-adiques :

v(p,x) désigne le plus grand entier =z tel que pz divise x et si x # Oetp
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est premier on note (x)y pour v(py,x) .
Nous ne démontrons pas ces faits qui ont &té trouvés indépendamment par
Dimitracopoulos et Cegielski, de maniére légérement différente, et qui ont dé&ja

été exposés par Dimitracopoulos dans sa thése ([3]).

I. MODELES RECURSIVEMENT SATURES DE L'ADDITION

Théoréme ! : Soit % un mod&le non standard de IZo alors la restriction de ¥ 3

1'addition est récursivement saturée.

Démonstration : Soit o(x,a],...,ak) un type récursif de langage (+) et de para-
métres apseeesay - Alors, d'aprés 1'élimination des quantificateurs de Presburger
pour la théorie de 1'addition (cf.[PR]) , et en notant que celle-ci est conséquen-—
ce de Ifo (cf.[CE]), toute formule (p(x,al,...,ak) de ¢ est une combinaison boo-

léenne de formules atomiques du genre :

o+ +
na, na +n .
N <
+ ..+ +
ma ma, +m
2 X
M
et X = s, (i.e. x congru @ s modulo r)

r

*
avec n ,...,n,mm,...m,meZ, N, Me N, se W, re N\{0,1},s<r.

D'aprés la mise sous forme normale des combinaisons booléennes, et en remarquant
que la négation d'une formule atomique du genre ci-dessus est équivalente 3 une

disjonction de telles formules atomiques, on a :

(p(x,a],...,ak) —

W n, .a, + ... .a, + m,
0<js<t i1l e, i l < x
N.
]
m, .a, + ... .4, + m.
T L TS S
M.
]
A xEr s ]
i
en ajoutant si besoin est : x 20 , XEZO ou 1, x <a, qui sont des for—

mules inactives quant au type, mais permettent d'avoir un schéma uniforme de for-

mules. De plus on peut supposer que
a = (k+1) asup(a],...,ak,o.) ,
avec o entier non standard.

Soit R la relation (2k+7)=aire sur N définie par :
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R(t,nl,...,nk,n,N,ml,...,mk,m,M,r,s) si, et seulement si, la formule (1) appar=-
tient au type O , ol pour chaque £ tel que 1 < ¢ < k , ny code la suite

, n, ), et de méme pour n, N, ...

(mg p s Mg g seees My ¢

Cette relation est récursive donc représentable dans IZo par une I;-formule.

Considérons alors la Zo—formule (L) définie par :

iIx < a \4 t,nl,...,n.k,n,N,m],...,mk,m,M,r,s <L
[ 8" (ty...,8) »> Vi<t Vn; Snp ... vVs' £ s
((D'(ni,j,nl) Ao Ap'(8',7,8)) > (x= r.S' A
n'l.a, +...+ n'.a +n' m'.a, +...+ m'.a + m'
1'% "k Pk 1721 ™%
o < x < o » |
oli, bien siir, p(u',j,u) est la Z]—formule qui code le fait que u' = uj , et

8' et p' sont obtenues A partir de 8 et en bornant le quantificateur existen-
P q

tiel par a .

On a %o }= Y (L) pour tout L standard, d'aprés la fini-consistance du type, donc,
par débordement, il existe un élément non standard Y tel que : & }= YY) , et

un X correspondant réalise le type. A

Remarque : Il suit du théoréme ! que 1'addition d'un mod&le dénombrable non-stan-
dard de IZo mne peut pas &tre définie comme une opération récursive sur N . Le
théor&me | permet donc de retrouver cette amélioration de McAloon d'un résultat

de Tenmenbaum, voir [5] .

II. LA MULTIPLICATION D'UN MODELE NON STANDARD DE FXP EST RECURSIVEMENT SATUREE

Théoréme 2. Soit U un modéle non standard de EXP, alors la restriction de % a

la multiplication est ré&cursivement saturée.

Démonstration : En effet, d'aprés 1'élimination des quantificateurs de la théorie
de la multiplication ([2]) , une formule ¢(x,al,...,ak) du langage (.) est une

combinaison booléenne de formules "moléculaires” de la forme :

M M
Ipp e 3y [y e P FR A ey B A

(n])j-v(pi,al) oL F (nk)j-V(pi,ak) + (n)j

vist ¢ O < vipsx)
]
(m)..vip,,a,) + ... + (m)..v(p,,a, ) + (m),
175°V'P0 %y M’ VP i
A (M)j > V(Pi,x)
A v(p;,x) = (), N]
1 (r)j ]

en ajoutant, si besoin est, des formules "inactives" du genre :
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0<v(p,x) , v(p,x) 2, 00ul, v(p,x) <v(p,a) , avec

a = ((P,

! ceees
i+a .a a

1 k

ol 12 est le plus grand nombre premier divisant a,.....a et @ est un entier

1 k
non standard. Alors a est un entier dont toutes les valuations non nulles sont

non standards, et telles que :

n .v(p,a,) +...¥ .v(p,a,) + n
vip.a) > ] i " k

pour nl,...,nk,N entiers standards. De plus il existe une infinité de nombres
premiers ne divisant pas le produit des paramétres apseed mais divisant a .
(C'est ici qu'intervient le théorie EXP, ayant pour conséquence qu'on peut numéro-

ter les nombres premiers p;, et utiliser la factorielle).
Dans EXP, bien entendu, on peut ré&crire la formule moléculaire ci-dessus sous la
forme :
3p < a®[ pla® A Vi, it s nG £1' > (), £ (B),)
AVigh(R (P DAY s (..))],
que nous noterons :

© (X,a,,..2,a )°
h,t N,m M,r,s ! k
s ’nl""’nk’ > ]s"‘)mk’m’ 5T,

Une formule w(x,al,...,ak) qui est combinaison booléenne de telles formules

e s .
¢>h"_.,s(x) va donc s'écrire :
3i<u Vi< ((¥.{(g), .=1>090 (x)
i i,j (h)i,j""’(s)i,j
A (), . =020 (%))
i,j (h)i,j""’(s)i,j
(X,8,5.--5a, ) N 4. " .
v s 3 3 bl
que 1l'on notera ¢u,v,€,h,t,...,s 1 k ou, bien sir, (e)i’j est mis

pour ((E)i)j .

Soit alors R 1la relation (2k+11)-aire de N telle que R(u,v,e,h,...,s) soit
vrai si, et seulement si, la formule ¢u s appartient au type récursif
yaess

O(x,a],...,ak) de (.). La relation R est récursive donc représentable dans EXP

par une Zl—formule 8 .
Considérons alors la formule Y(L) :
3dx < a [x|a AVYu,v,E,...,T,s <L (8"(u,...,8)> ¢u s(x))] .
: yeees

Alors cette formule est vérifiée pour tout L entier standard, d'aprés la fini-
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consistance du type récursif, donc elle est vérifiée par un entier non-standard

(débordement), et le X correspondant vérifie le type. 4

Remarques : 1°) La restriction i la multiplication du modéle standard n'est pas
récursivement saturée, pour le voir il suffit de considérer le type : n|x ,

*
pour n € N

2°) La restriction 3 la multiplication d'un modéle de IZo n’est
pas en général récursivement saturée. En effet soit 9 un modidle non standard de

Peano, & un élément non standard de ¥ et
B={x€’¥[|l3n€l\1 xSan},

alors B est stable par addition et multiplication et la L-structure correspon-
dante B est un modéle de 1IZo, mais la restriction de B 3 la multiplication n'est

pas récursivement saturée, il suffit de considérer le type : o x , pour ne N .

III. L'ADDITION D'UN MODELE NON-STANDARD DE PT EST RECURSIVEMENT SATUREE

La théorie PT (Peano for Top element) est 1'analogue de la théorie PA sauf qu'il

existe un plus grand €lément a. Pour parler de fonctions on prolonge la fonction
successeur par Sa = a. C'’est donec la théorie de langage L avec le schéma d'induc-—
tion et les axiomes suivants

- Vx (Sx # 0)

- 3! x (8x = x) A (Cet x est noté a)

- VxVy ((x#aAy#aaASx=2Sy)+x=y)

- Vx (x +0 = x) -VxVy (x + Sy = S(x +y))

- Vx (x.0 = 0) -VxVy (x.(Sy) = x.y + x)

*
Les modéles standards &PT sont bien slir les structures (n,S,+,.,0) avec n ¢ N

Si % et B sont modéles de PT on dit que ¥ est une extension "finale" de 4

. * . . * X . s
si1 B  est une extension finale de ¥ ~, ol ¥ désigne la structure obtenue 3
partir de ¥ en substituant les graphes de + et . aux fonctions elles-mémes, puis

en omettant 1'élément maximal.

Lemme (Paris) : Tout mod&le ¥ de PT admet une extension "finale" |B® | qui est un

modé&le de II .
o

Démonstration : Soit o le plus grand &lément de A = [W|. L'id&e est de considérer

une numération de base .



Modéles récursivement saturés de I'addition 63
Posons B = A[X], l'ensemble des polyndmes formels i coefficients dans A, Les
définitions de 1'addition et de la multiplication de deux &léments de B se fait
suivant les régles classiques en base a, par exemple

n
x=a + a,.X+,..+ a_.X
o 1 n

y = bo + bl.X +.oo0t bm.Xm, avec m 2 n,
m m+]
alors X +y=c, + cl.X +o..F cm.X + cmﬂ.x ,
avec @ c={a +b r={0 sia +b <adans ¥
o [ o o o o
uc (a_ + bo +c=0) 1 sinon
c1={al+bl+r0 r1=1 51al+b1+r°<a
uc (a1 + b1 +tr tcs= a) 0 sinon
etc.

On définit alors Sx comme x+1, et x < y si, et seulement si, 3z (y = x + 2).

8 = (8,5,+,.,<,0) est alors une L-structure qui vérifie &videmment les axiomes
isol&s de PA. Montrons que B vérifie le schéma d'induction ou plutdt, ce qui 1lui
est &quivalent, le principe du bon ordre pour les Zo-formules. Soit w(x,xl,...,xk)

une Io~formule de L et bl""’b des éléments de B tels que :

k
3 |= Elxcp(x,bl,...,bk), et montrons qu'il existe un plus petit tel x, Soit b

tel que : B F @(b,b,,...,b.), alors il suffit de montrer que :
>
BE2x<b (ox,0) AVy(ey,B) +x < y).
Remarquons que :

a' +al.X+...+a'. X’ <a +a
P o]

X +...+ a .Xn
[} 1 n

1

si, et seulement si, p < n et (&ventuellement avec al'J+1 =, .= a‘fl = 0)

(ac'), . ’al"l) < (ao, v ,an) pour 1l'ordre lexicographique inverse.

Alors, puisque ¢ est une Lo-formule, il existe une formule Y telle que pour ¢ < b

. n
ona, sic=c¢_ +c¢ X +...+c X :
o [ n

B Fw(c,g) si, et seulement si, % F ‘F(co,...,cn,;), ol a est le tuplet de tous

les coefficients de tous les bi'

Soit W'(xo,...,xn,;) la formule :
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> >
\!/(xo,...,xn,z) AVY Yy (‘P(yo,...,yn,z) > (xee,x ) < (yo,-..,yn))

Posons, dans %A : ay

P L} *>
= uxn (3Ix n_l...ax OW (xo,...,xn,a))

= ' v
a1 uxn_l( Hxn_z... HXOW (xo,...,xn_l,an,a))

>
a.(') = uxo‘}" (xo,a',.. .,ar'l,a)
Alors b' = a(’) + ai.X oot al;.Xn est le plus petit x vérifiant lD(x,b],~..,bn)

dans B8 . A

Théoréme 3 : Soit ¥ un modé&le non standard de PT, alors la restriction de U 3

1'addition est récursivement saturée.

Démonstration : Soit G(x,al,...,ak) un type récursif consistant de (A,+). Soit B
une extension "finale" de ¥ mod&le de IZo. B est non standard puisque ¥ est

non standard. Pour @(x) disjonction de formules de ¢ on a :

.| l= Ix W(x),
d'oit : Bk (3x £ W) (x),

ol ' est obtenue 2 partir de © en bornant tous les quantificateurs de ¢ par «a,
1'élément maximal de %A, et en remplagant x + y = z par :
(z=ocetx+y20a)ou((zfaetx+y-=z)

(S et < n'étant pas utilisée dans @ ).
P

Puisque (B,+) est récursivement saturée d’'aprés le théoréme 1, il existe un &lé-
ment b de B satisfaisant le type ¢' ainsi défini, mais b est borné par ¢, donc

b € A et b satisfait le type 0. A

Rappelons que 1'on appelle arithmétique de Presburger (Pres) la théorie complite

de 1'addition. Notons Pres Top (pour Presburger with Top element) la théorie de

langage L" = (S,+,0) avec le sché&ma d'induction et les cinq premiers axiomes de
gag q p

PT.

Lemme : Tout modé&le de Pres Top a une extension "finale" qui est mod&le de Pres.

Démonstration : Soit % = (A,S,+,0) un modéle de Pres Top. Posons

B={n.0L+B|nelN, BedA, B<al
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et
S(n.a + B) = ( n.a + SB si SB < a

(n+1).a si SB = a.

L'addition est définie par récurrence par les deux derniers axiomes de Pres Top.

Alors B = (B,S,+,0) est un modéle de Pres. A

Lemme : Tout mod2le dénombrable et récursivement saturé de Pres Top a une exten-—

sion "finale" qui est un mod&le récursivement saturé et dénombrable de Pres.

Démonstration : (Esquisse) Soit ¥ un modéle dénombrable et récursivement saturé
de Pres Top. Alors % est resplendant et on peut donc supposer que c'est un €1&-
ment d'un mod&le w-non-standard et dénombrable de ZF, disons G (cf,e.g. [101).
En faisant la construction du lemme dans le modéle € on obtient une extension

"finale" M de ¥ qui est modéle de Pres. Puisque toute structure qui est "&lé~
ment”" d'un modéle w-non-standard est récursivement satur&e, B est récursivement
saturé. Etant donné que les autres propriétés de B sont absolues, B est le

mod&le cherché. A

Si B est un modéle de IZo et & un &lément de |B|, notons (Ia’+) le modéle de

Pres Top obtenu de fagon canonique.

Théoréme 4 : Soit ¥ un mod&le dénombrable de Pres Top. Alors ¥ est récursivement
saturé si, et seulement si, il existe un modé&le dénombrable B de ILo et un Elé~

ment o de B tel que QI* = (Ia,+).

Démonstration : Ceci suit le théor&me 1, du lemme précédent et des proprié&tés bien

connues des modéles resplendants. A

Théoréme 5 : Les extensions compl&tes de la théorie Pres Top sont obtenues en

ajoutant les axiomes : a =.n. ,

N
pour i e N\ {0,1} , n, e {0,1,...,i-1}. 11 y a donc 2 © telles extensions.

Démonstration : Comme pour la théorie de 1'addition, on montre que la théorie
Press Top permet l1'élimination des quantificateurs dans le langage

(+,0,1,a,x, Le théoréme s'en déduit facilement. A

Gt ew 0,1

Remarque : Ceci permet de voir que Pres Top axiomatise exactement 1l'ensemble des

- - k3 - *
énoncés vrais dans tous les modéles (n,+), n e N ,

Notons par contre que PT ne démontre pas tous les é&noncés vrais dans tous les

*
modéles (n,S,+,.,0) avec n e N .
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IV. LA MULTIPLICATION D'UN SEGMENT INITIAL NON STANDARD D'UN MODELE DE EXP CLOS:

PAR x1°8 ¥ EST RECURSIVEMENT SATUREE

Introduction : En II nous avons vu que la multiplication d'un modé&le non standard
de EXP est récursivement satur@e. Nous allons améliorer ce résultat en démontrant
log x

que tout segment initial d'un tel mod&le, clos pour x , possé&de une multipli-

cation récursivement saturée.

Définition : Pour x # 0, y =[log x]1 ey =z (ZZH > x). (L'existence du loga-
rithme est assurée, par exemple, par le fait que :
2% 2 22).

Remarques : 1°) Soit % un mod2le non-standard de EXP et B un segment non standard

[log x]

initial de A clos pour x , alors B est clos pour S,+,..et B = (B,S,+,.,<,0)

est un modéle de Ifo.

2°) Une telle structure B n'est pas un mod&le de EXP en général,
parce que non close pour l'exponentiation. En effet soit ¥ un mod&le non~standard

de EXP, o un &lément non-standard de A et :

B= {xeA| 3Ine N xga[loga]n}‘

[log y]

Alors B est clos pour y . Mais B n'est pas clos pour 1'exponentiation, car :

qn
Vn e¢N [xa>0t[1°ga‘.

(Ceci suit de ce que dans IN :

n
1im Llog x) 0).
X+ x

3°) Une telle structure B n'est donc pas non plus en général close

pour la factorielle, car :

2x)! > x*.

Théoréme 6 : Soit ¥ un mod&le non standard de EXP et B un segment initial non

[log x]

standard de ®, clos pour x , alors (B,.) est récursivement saturé.

Démontration : Posons B = (B,S,+,.,<,0).

La démonstration se fait comme pour le théoréme 2 avec la méme formule Y(L) appli-
quée au mode&le U, mais il faut borner x par un &lément de B, et donc le a consi-
déré au théoréme 2 ne convient plus ici, puisque B n'est pas en général clos pour
factoriel. On avait vu que a devait &tre de la forme : (a'.al. e . ak)a, avec 0

non standard, a' divisible par une infinité de nombres premiers me divisant pas le
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produit a;. ... . a. Il suffit donc de trouver un tel a' car alors on considérera

a" =a'.a;. ... . a,eta=a

ul log a"]
. .

Lemme : EXP b Vx 3p (P(p) A X < p < 2x).

(C'est le célébre théoréme de Tchebychev. Pour se convaincre qu'il est bien con-
séquence de EXP, il suffira de regarder la dé&monstration "&lémentaire" de

Sierpinski ([9])).

Corollaire : Soit ¥ un moddle non standard de EXP, B un entier non standard,

alors il y a une infinité de nombres premiers entre B et 62.

(En effet, d'aprés le lemme, il existe q, entre B et 28, q, entre 28 et
228 s-++s q entre 278 et 2n+18,...).

2
2)[10g 8] divisible par une

- Posons B = a coeoa, alors il existe a' < (B

=
infinité de nombres premiers ne divisant pas B :

2
posons ©(n) = 3x < 1B BT aprvivi G A5+ ) # D))

A Vi<a @®p),) A ()] B) A (P);]x)]

pour tout n standard on a : ¥ F @{(n), car x = Qe oee - 4 convient (les q;

étant ceux de la démonstration du corollaire précédent), puisque :

2
2. n 2. [1
xsqt < (B)" <ghlloe B
d'oli, par débordement, il existe o non standard tel que : W|= @ (o), il suffit
alors de prendre comme a' un X correspondant.

(Remarquons que le p correspondant n'appartient pas & B en général). A

Remarque : Dans le théor@me 6, on peut remplacer la cldture du segment initial

lo a s
pour x & X par d'autres types de cldture, par exemple pour xa, o entier non stan-—

f(x)

dard donné, ou x avec f(x) non standard pour x non standard.

Probldmes ouverts : 1°) La restriction & la multiplication d'un modéle de

I%o + vx 3y (y = LLlog x]) est-elle récursivement saturde ?

2°) (Wilkie) A-t-on

x[log x]

ITo + Vx 3y (y = )I"inp(]P(p)Ap)x) ?

3°) IZo est-elle finiment axiomatisable ? Notons que le pre-
mier auteur a démontré que la théorie de la multiplication est cons&quence d'un

nombre fini d'axiomes de I%o, ce qui répond & une question de Bruno Poizat.

4°) La restriction & la multiplication d'un mod&le non-stan-—

dard de PT est-elle récursivement saturée ?
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5°) Peut-on axiomatiser 1'ensemble des &noncés vrais dans

toutes les structures (n,.), n entier non nul ?
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