
Chapitre 3

Historique de la logique des

prédicats

3.1 Analyse des propositions

3.1.1 Nécessité d’une analyse des propositions

3.1.1.1 Aristote

Aristote analyse les propositions atomiques comme étant toutes de la forme :

Sujet – copule – prédicat,

où la copule est le verbe 〈〈 être 〉〉.

3.1.1.2 De Morgan

De Morgan s’aperçoit que l’analyse précédente est insuffisante. Il introduit alors la notion
de relation et analyse les propositions atomiques de la façon suivante :

Dans la châıne ci-dessous, il y a exclusion du concret, la forme étant préservée à
chaque étape :

Hypothèse
(Positivement vrai) Tout homme est un animal

Tout homme est Y Y a une existence
Tout X est Y X a une existence
Tout X — Y — est une relation transitive
α de X — Y α est une fraction < ou = 1

(Probabilités β) β de X — Y β est une fraction < ou = 1

La dernière est très proche des jugements purement formels, avec aucun point
concret, sauf la transitivité de la copule. Mais 〈〈 est 〉〉 est plus particulier que le

35



36 CHAPITRE 3. HISTORIQUE DE LA LOGIQUE DES PRÉDICATS

symbole —, qui signifie seulement une copule transitive : car 〈〈 est 〉〉 a la transitivité,
et plus encore. Omettez le mot transitif, et la dernière ligne dessine la forme pure du
jugement.

[MOR-58], no III, p. 178

3.1.1.3 Frege

Frege introduit la notion générale de prédicat, sous le nom de fonction :

§3. Sujet et prédicat. Contenu conceptuel.

La distinction entre sujet et prédicat n’a pas à être faite dans ma façon de
représenter un jugement. Afin de justifier ceci, je remarque que le contenu de deux
jugements peut différer de deux manières : soit que les conséquences dérivables du
premier, quand il est combiné avec certains jugements, suivent toujours aussi du se-
cond, quand il est combiné avec ces mêmes jugements, [et réciproquement,] ou ce
n’est pas le cas. Les deux propositions 〈〈 les Grecs battirent les Perses à Platée 〉〉

et 〈〈 les Perses furent battus par les Grecs à Platée 〉〉 diffèrent dans la première
manière. Même si on peut détecter une légère différence de signification, cette com-
modité l’emporte. J’appellerai désormais la partie du contenu qui est la même dans
les deux le contenu conceptuel. Puisque lui seul est de quelque importance pour notre
idéographie, nous n’avons pas à introduire de distinction entre les propositions ayant
le même contenu conceptuel. Si on dit du sujet qu’il 〈〈 est le concept avec lequel le
jugement est concerné 〉〉, ceci est également vrai de l’objet. Nous pouvons alors seule-
ment dire que le sujet 〈〈 est le concept avec lequel le jugement est concerné 〉〉, ceci
est également vrai de l’objet. Nous pouvons alors seulement dire que le sujet 〈〈 est le
concept avec lequel le jugement est principalement concerné 〉〉. Dans le langage ordi-
naire, la place du sujet dans la suite des mots a la signification d’une place distinguée,
à laquelle nous le plaçons afin d’attirer l’attention de l’auditeur (voir aussi le §9).
Ceci peut, par exemple, avoir pour but de désigner une certaine relation du jugement
donné à d’autres et par ce moyen de rendre plus facile à l’auditeur la compréhension
du contexte. Cependant, toutes ces particularités du langage ordinaire, qui résultent
seulement de l’interaction du locuteur et de l’auditeur – comme lorsque, par exemple,
le locuteur prend en compte l’attente de l’auditeur et cherche à le mettre dans le bon
chemin avant que la proposition complète soit énoncée – n’a rien qui leur réponde
dans mon langage formulaire, puisque dans un jugement je considère seulement ce
qui influence ses conséquences possibles. Toute chose nécessaire pour une inférence
correcte est pleinement exprimée, mais ce qui n’est pas nécessaire n’est pas indiqué
en général ; rien n’est laissé au jugé. En ceci j’ai suivi fidèlement l’exemple du langage
formulaire des mathématiques.

[...]

Fonction.

§9. Définition des mots 〈〈 fonctions 〉〉 et 〈〈 argument 〉〉. Fonctions de plusieurs

arguments. Place des arguments. Sujet, objet.

Supposons que la circonstance que l’hydrogène est plus léger que le dioxyde de
carbone soit exprimé dans notre langage formulaire ; nous pouvons alors remplacer le
signe pour hydrogène par le signe pour oxygène ou par celui pour azote. Ceci change
la signification en ceci que 〈〈 oxygène 〉〉 ou 〈〈 azote 〉〉 entrent dans la relation dans
laquelle 〈〈 hydrogène 〉〉 était avant. Si nous imaginons qu’une expression peut ainsi
être altérée, elle se décompose en un composant stable, représentant la relation, et le
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signe, regardé comme remplaçable par d’autres, qui dénote les objets entrant dans cette
relation. Le premier composant est ce que j’appelle une fonction, l’autre son argument.
Cette décomposition n’a rien à faire avec le contenu conceptuel ; elle provient de ce que
nous regardons l’expression d’une façon particulière. Car avec la conception esquissée
ci-dessus, 〈〈 hydrogène 〉〉 est l’argument et 〈〈 plus léger que le dioxyde de carbone 〉〉

la fonction ; mais nous pouvons aussi concevoir le même contenu conceptuel de telle
façon que 〈〈 le dioxyde de carbone 〉〉 devienne l’argument et 〈〈 est plus lourd que
l’hydrogène 〉〉 la fonction. Nous regarderons alors nécessairement 〈〈 le dioxyde de
carbone 〉〉 comme remplaçable par d’autres idées, telles que 〈〈 acide chlorhydrique 〉〉

ou 〈〈 ammoniac 〉〉.
〈〈 La circonstance que le dioxyde de carbone est plus lourd que l’hydrogène 〉〉 et

〈〈 la circonstance que le dioxyde de carbone est plus lourd que l’oxygène 〉〉 ont la même
fonction et des arguments différents si nous regardons 〈〈 hydrogène 〉〉 et 〈〈 oxygène 〉〉

comme arguments ; d’autre part, elles ont des fonctions différentes et même argument
si nous regardons 〈〈 le dioxyde de carbone 〉〉 comme l’argument.

Pour considérer un autre exemple, prenons 〈〈 la circonstance que le centre de
masse du système solaire n’a pas d’accélération si seules les forces internes agissent
sur le système solaire 〉〉. Ici 〈〈 système solaire 〉〉 apparâıt à deux places. Ainsi nous
pouvons considérer ceci comme une fonction de l’argument 〈〈 système solaire 〉〉 de
plusieurs façons, suivant que nous regardons 〈〈 système solaire 〉〉 comme remplaçable
par quelque chose d’autre dans sa première occurrence, dans sa seconde ou dans les
deux (mais dans ces deux places par la même chose). Ces trois fonctions sont toutes
différentes. La situation est la même dans la proposition selon laquelle Caton tua
Caton. Si nous regardons 〈〈 Caton 〉〉 comme remplaçable dans sa première occurrence
〈〈 tua Caton 〉〉 est la fonction ; si nous regardons 〈〈 Caton 〉〉 comme remplaçable dans
sa seconde occurrence, 〈〈 tué par Caton 〉〉 est la fonction ; si, enfin, nous regardons
〈〈 Caton 〉〉 comme remplaçable dans ses deux occurrences, 〈〈 se tuer soi-même 〉〉 est
la fonction.

Nous pouvons maintenant exprimer ceci de façon générale.

Si dans une expression, dont le contenu n’est pas nécessairement capable de devenir
un jugement, un signe simple ou composé a une ou plusieurs occurrences et si nous
regardons ce signe comme remplaçable dans toutes ou partie de ses occurrences par
quelque chose d’autre (mais partout par la même chose), alors nous appelons la
partie qui reste invariante dans cette expression une fonction, et la partie remplaçable
l’argument de la fonction.

Puisque, suivant ceci, quelque chose peut être un argument mais aussi apparâıtre
dans la fonction à des places où il n’est pas considéré comme remplaçable, nous
distinguerons dans la fonction entre les places d’argument et les autres.

[...]

Si, étant donné une fonction, nous pensons d’un signe qui était auparavant regardé
comme non remplaçable comme étant remplaçable dans quelques-unes ou toutes ses
occurrences, alors en adoptant cette conception nous obtenons une fonction qui a
un nouvel argument en addition de ceux qu’elle avait auparavant. Ce procédé nous
conduit aux fonctions de deux ou plusieurs arguments. Ainsi, par exemple, 〈〈 la cir-
constance que l’hydrogène est plus léger que le dioxyde de carbone 〉〉 peut être regardé
comme fonction des deux arguments 〈〈 hydrogène 〉〉 et 〈〈 dioxyde de carbone 〉〉.

Dans l’esprit du locuteur le sujet est ordinairement l’argument principal ; le suivant
en importance apparâıt souvent comme objet.

[...]
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§10 Utilisation des lettres comme signes de fonction. 〈〈 A a la propriété φ 〉〉, 〈〈 B a la
relation ψ avec A 〉〉. 〈〈 B est le résultat d’une application de la procédure ψ à l’objet
A 〉〉.

Afin d’exprimer une fonction indéterminée de l’argument A, nous écrirons A, entre
parenthèses, à la droite d’une lettre, par exemple :

φ(A).

De même :
ψ(A,B)

signifie une fonction des deux arguments A et B, et qui n’est pas plus déterminée que
cela. Ici les occurrences de A et de B entre parenthèses représentent les occurrences
de A et de B dans la fonction, sans indiquer si elles sont simples ou multiples pour
A ou pour B. Ainsi en général :

ψ(A,B)

est différent de :
ψ(B,A).

Les fonctions indéterminées de plus d’arguments sont exprimées de façon ana-
logue.

Nous pouvons lire :
| − − −− φ(A)

comme 〈〈 A a la propriété φ 〉〉.

| − − −− ψ(A,B)

peut être traduit par 〈〈 B est en relation ψ avec A 〉〉 ou 〈〈 B est le résultat d’une
application de la procédure ψ à l’objet A. 〉〉

[FRE-79]

3.1.2 Variables et constantes

3.1.2.1 Frege

Les variables, introduites par Aristote, furent utilisées régulièrement en logique et en ma-
thématiques. Le concept de variable ne fut cependant explicité pour la première fois qu’en 1879
par Frege :

§1. Lettres et autres signes.
Les signes habituellement utilisés dans la théorie générale des grandeurs sont de

deux sortes. La première consiste de lettres qui représentent chacune soit un nombre
laissé indéterminé, soit une fonction laissée indéterminée. Cette indétermination rend
possible l’utilisation de lettres pour exprimer la validité universelle des propositions,
comme dans :

(a+ b)c = ac+ bc.

L’autre sorte consiste de signes, tels que +, -,
√

, 0, 1, 2, et qui ont chacun une
signification particulière.

J’adopte cette idée fondamentale de distinguer deux sortes de signes, qui malheu-
reusement n’est pas strictement respectée dans la théorie des grandeurs (voir 1, log,
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sin, Lim) afin de l’appliquer dans le domaine plus général de la pensée pure. Je divise
ainsi tous les signes que j’utilise en ceux qui peuvent être pris pour signifier des choses
variées et ceux qui ont une signification complètement déterminée. Les premiers sont
les lettres et ils serviront principalement à exprimer la généralité. Mais, bien que la
signification des lettres est indéterminée, nous devons insister sur le fait que dans un
contexte donné une lettre garde la même signification dès qu’elle en a reçu une.

[FRE-79]

3.1.2.2 Russell

L’idée de variable, telle qu’elle apparâıt dans ce travail, est plus générale que
celle qui est explicitement utilisée dans les mathémati ques ordinaires. Dans les
mathématiques ordinaires, une variable représente généralement un nombre ou une
quantité indéterminée. En logique mathématique, tout symbole dont la signification
n’est pas déterminée est appelée une variable, et les déterminations variées qu’elle est
susceptible de désigner sont appelées les valeurs de cette variable. Les valeurs peuvent
être tout ensemble d’entités, de propositions, de fonctions, de classes ou de relations,
suivant les circonstances. Si un énoncé porte sur ‘Mr A et Mr B’, ‘Mr A’ et ‘Mr B’
sont des variables dont les valeurs sont des hommes. Une variable peut soit avoir une
classe de valeurs détrminée conventionnellement, soit (en l’absence de toute indica-
tion sur la classe des valeurs) avoir comme classe de valeurs toutes les déterminations
qui rendent signifiant l’énoncé dans lequel elle apparâıt. Ainsi quand un manuel de
logique énonce que 〈〈 A est A 〉〉, sans indication sur ce que A peut être, ceci signifie
que tout éoncé la forme 〈〈 A est A 〉〉 est vrai. Nous pouvons dire qu’une variable
est restreinte quand ses valeurs sont confinées à seulement quelques-unes dont elle
est capable ; sinon nous dirons qu’elle est non restreinte. Ainsi quand une variable
non restreinte apparâıt, elle représente tous les objets tels que l’énoncé concerné soit
signifiant (i.e. vrai ou faux ) concernant cet objet. Pour les propos de la logique, les
variables non restreintes sont plus commodes que les variables restreintes, et nous les
emploierons toujours.

[WR-10], ch I, variables

3.1.3 Les quantificateurs

La notion de quantificateur est due à Frege (1879). Sa présentation est bien meilleure que
toutes celles qui suivent mais elle reste inconnue jusqu’à sa découverte par Russell. Aussi fut-
elle développée indépendamment de Frege par Mitchell (1883), Peirce (1885) et Peano

(1889). Nous commencerons d’abord par eux.

3.1.3.1 Mitchell

Soit F un polynôme logique de termes de classes et de leurs négations, c’est-à-dire
une somme de produits de tels termes. Alors les formes suivantes sont respectivement
celles des propositions universelle et particulière :

Tout U est F, noté ici F1

Quelque U est F, noté ici Fu.

Ces deux formes sont telles que :

F 1 + Fu = ∞
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F 1Fu = 0;

c’est-à-dire que F1 et Fu sont les négations l’une de l’autre ; c’est-à-dire que (F 1) =
Fu. Les deux propositions F1 et Fu satisfont l’équation :

F1Fu = 0,

et sont 〈〈 contraires 〉〉 l’une de l’autre. Ainsi, en prenant la négation de chaque côté,
nous obtenons Fu +F1 = ∞ ; c’est-à-dire que Fu et Fu sont 〈〈 sub-contraires 〉〉 l’une
de l’autre. Le trait sur le F ci-dessus n’indique pas la négation de la proposition, mais
seulement la négation du prédicat F. La négation de la proposition F1 n’est pas F 1,
mais (F1), ce qui est, d’arès ci-dessus, = Fu.

[MIT-83], p. 72

Ceci est la première étape dans la séparation du quantificateur et du prédicat, mais ce n’est
pas encore très clair. Remarquons que, dans la suite du texte, Mitchell introduit les symboles
〈〈 Π 〉〉 et 〈〈 Σ 〉〉, mais non en tant que quantificateurs.

3.1.3.2 Peirce

La notion de quantificateur est très claire chez Peirce :

Nous en venons maintenant à la distinction entre 〈〈 quelque 〉〉 et 〈〈 tout 〉〉, distinc-
tion qui est précisément en rapport avec celle entre la vérité et la fausseté ; c’est-à-dire
qu’elle est descriptive.

Tous les essais pour introduire cette distinction dans l’algèbre de Boole furent
plus ou moins des échecs complets jusqu’à ce que M. Mitchell montre comment elle
devait être effectuée. Sa méthode consiste à partager l’expression entière en deux, une
expression booléeenne pure référant à un individu et une partie quantifiante disant ce
qu’est cet individu. Ainsi, si k signifie 〈〈 c’est un roi 〉〉 et h 〈〈 il est heureux 〉〉, la
partie booléenne (k+ h) signifie que l’individu dont on parle soit n’est pas roi soit est
heureux. Maintenant, appliquant la quantification, nous pouvons écrire :

Tout (k + h)

pour signifier que ceci est vrai de tout individu de l’univers (restreint), ou :

Quelque (k + h)

pour signifier qu’il existe un individu qui soit n’est pas roi soit est heureux.

[...]

Afin de rendre la notation aussi imagée que possible nous utilisons Σ pour ‘quel-
que’, suggérant ainsi une somme, et Π pour ‘tout’, suggérant un produit. Ainsi Σixi
signifie que x est vrai pour quelques-uns des individus notés i ou :

Σixi = xi + xj + xk + etc.

De la même façon, Πixi signifie que x est vrai pour bous ces individus , ou :

Πixi = xi.xj .xk.etc.

Si x est une relation simple, ΠiΠjxij signifie que tout i est dans la relation avec
chaque j, ΣiΠjxij signifie qu’il existe un i qui est dans la relation avec chaque j,
ΠjΣixij que pour tout j il existe un qui est dans cette relation avec j, ΣiΣjxij qu’il
existe un i en relation avec un j. On doit remarque que Σixi et Πixi sont seulement
‘semblables’ à une somme et à un produit ; ils ne sont pas strictement de cette nature,
puisque les individus de l’univers peuvent ne pas être énumérables.
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[PEI-85]

La notation de Peirce est adoptée par Schröder dans ses Leçons. Les mots quantificateur
et quantification sont de Peirce. La grande nouveauté de Peirce est de séparer le quantificateur
du prédicat.

3.1.3.3 Peano

Si les propositions a, b contiennent des êtres indéterminés, tels que x, y,... , c’est-
à-dire que ce sont des relations entre ces êtres, alors a ⊃x,y,... b signifie ‘quels que
puissent être x, y, ..., b est déduite de la proposition a’. Pour éviter le risque d’am-
bigüıté, nous écrirons seulement ⊃ au lieu de a ⊃x,y,... b.

[PEA-89], X

Ainsi a ⊃x,y,... b signifie ∀x, ∀y, ∀...(a ⊃ b).

3.1.4 Frege

Généralité.

§11. Lettres gothiques. La concavité dans le trait de contenu. Remplacement des
lettres gothiques. Leur champ. Lettres en italique.

Dans l’expression d’un jugement nous pouvons toujours regarder la combinaison
des signes à droite de | − − − − comme une fonction d’un des signes apparaissant
dans cette expression. Si nous remplaçons cet argument par une lettre gothique et si
nous introduisons une concavité surmontée de cette lettre gothique dans le contenu
de jugement, comme ceci :

| − −A−− φ(A),

ceci signifie le jugement que quoi que nous prenions pour l’argument la fonction est
un fait. Puisqu’une lettre utilisée comme un signe pour une fonction, telle que φ

dans φ(A), peut elle-même être regardée comme l’argument d’une fonction, sa place
peut être prise, de la manière indiquée, par une lettre gothique. La signification d’une
lettre gothique est seulement sujette aux restrictions naturelles suivantes : si une
combinaison de signes suivant un trait de contenu peut devenir un jugement (§2),
cette possibilité reste non affectée par un tel remplacement, et si la lettre gothique
apparâıt comme un signe de fonction, cette circonstance doit être prise en compte.
Toutes les autres conditions à imposer sur ce qui remplacer la lettre gothique doivent
être incorporées dans le jugement. D’un tel jugement, nous pouvons toujours dériver
un nombre arbitraire de jugements de contenu de moindre généralité en substituant
chaque fois quelque chose à la lettre gothique et en enlevant la concavité du trait de
contenu. Le trait horizontal à la gauche de la concavité dans :

| − −A −− φ(A)

est le trait de contenu pour la circonstance que, quoi que nous pouvions mettre à
la place de A, φ(A) tient ; le trait horizontal à la droite de la concavité est le trait
de contenu de φ(A), et ici nous devons imaginer que quelque chose de défini a été
substitué à A.

D’après ce que nous venons de dire sur la signification du trait de contenu, il est
facile de voir ce que signifie une expression comme :

−−A−− X(A)
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Cette expression peut apparâıtre comme une partie d’un jugement, comme dans :

| − −| − −A−− X(A) ou afaire

Il est clair que nous ne pouvons pas dériver des jugements moins généraux de ces
jugements en substituant quelque chose de défini à A, comme nous pouvions le faire
pour :

| − −A−− φ(A),

| − −| − −A − − X(A) nie que, quoi que nous mettions à la place de A, X(A) est
toujours un fait. Mais ceci ne nie en aucune façon la possibilité de donner un ∆ tel
que X(∆) soit un fait.

afaire

signifie que le cas suivant lequel −−A−− X(A) est affirmé et A est nié n’apparâıt
pas. Mais ceci ne nie en aucune façon que le cas suivant lequel X(∆) est affirmé et
A est nié puisse apparâıtre ; car, comme nous l’avons vu, X(A) peut être affirmé et
− − − − A − − X(A) peut encore être nié. Ainsi nous ne pouvons pas faire ici de
substitution arbitraire pour A sans préjudice pour la vérité du jugement. Ceci explique
pourquoi la concavité avec la lettre gothique écrite dedans est nécessaire : elle délimite
le champ [Gebiet] de la généralité signifiée par cette lettre. La lettre gothique a une
signification fixée dans ce champ ; dans un tel jugement la même lettre gothique peut
apparâıtre dans différents champs sans que la signification attribuée à l’une dans un
champ soit étendue aux autres. Le champ d’une lettre gothique peut en inclure un
autre, comme il est montré par l’exemple :

afaire

Dans ce cas elles doivent être choisies différentes ; nous ne pourrions pas remplacer e
par A. Remplacer une lettre gothique partout dans son champ par une autre est, bien
sûr, permis, à condition que des lettres initialement différentes le soit aussi après.
Ceci n’a pas d’effet sur le contenu. D’autres substitutions sont permises seulement
si la concavité suit immédiatement le trait de jugement, c’est-à-dire si le contenu du
jugement en entier constitue le champ de la lettre gothique. Puisque, suivant ceci, ce
cas est un cas particulièrement important, j’introduirai l’abréviation suivante. Une
lettre en italique aura toujours comme champ le contenu du jugement en entier. Si
une lettre en italique apparâıt dans une expression qui n’est pas précédée par un trait
de jugement, l’expression est sans signification. Une lettre en italique peut toujours
être remplacée par une lettre gothique qui n’apparâıt pas déjà dans le jugement ; mais
alors la concavité doit être introduite immédiatement après le trait de jugement. Par
exemple, au lieu de :

| − − −− X(a)

nous pouvons écrire :
| − −A−−X(A)

si A apparâıt seulement aux places d’argument de X(A).

[...]

§12. Il y a quelques objets tels que non – . Il n’y a pas –. Il y a quelque –. Chaque.
Tout. Connexions causales. Aucun. Quelque non. Quelque. Il est possible que –.

Nous pouvons maintenant considérer quelques combinaisons de signes.

| − −| − −A−− X(A)
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signifie que nous pouvons trouver quelque objet, disons ∆, tel que X(∆) ne puisse pas
être nié. Nous pouvons aussi traduire ceci par 〈〈 il y a quelques objets qui n’ont pas
la propriété X 〉〉.

La signification de :
| − −A−−| − − X(A)

diffère de celle-ci. La formule signifie 〈〈 quel que puisse être A, X(A) peut toujours
être nié 〉〉, ou 〈〈 il n’existe aucune chose ayant la propriété X 〉〉, ou, si nous appellons
une chose qui a cette propriété X un X, 〈〈 il n’y a pas de X 〉〉.

−−A−−| − − Λ(A)

est nié par :
| − −| − −A−−| − − Λ(A)

Nous pouvons alors traduire cette dernière formule par 〈〈 il y a des Λ 〉〉 1.

| − −A−−| − − P (A)

| − − X(A)(afaire)

signifie 〈〈 quoi que nous puissions mettre à la place de A, le cas suivant lequel P (A)
serait nié et X(A) affirmé n’arrive pas 〉〉.

[...]

Nous pourrions aussi traduire ceci par 〈〈 si quelque chose a la propriété X, il a
aussi la propriété P 〉〉, ou 〈〈 tous les X sont des P 〉〉.

Ceci est la façon d’exprimer les connexions causales.

[FRE-79], X

3.1.4.1 Russell

Le problème de la quantification est abordée seulement superficiellement dans Les principes
des mathématiques de 1903. Mais il est largement traité dans les Principia Mathematica de 1910 :

À toute fonction propositionnelle ϕx correspond une série, ou collection, de va-
leurs, consistant de toutes les propositions (vraies ou fausses) qui peuvent être obte-
nues en donnant chaque détermination possible à x dans ϕx. Une valeur de x pour
laquelle ϕx vrai sera dite 〈〈 satisfaire 〉〉 ϕx. Maintenant au regard de la vérité ou de
la fausseté des proposition de cette série trois cas importants doivent être notés et
symbolisés. Ces cas sont donnés par trois propositions dont l’une au moins doit être
vraie. Soit (1) que toutes les propositions de la série sont vraies, soit (2) que quelques
propositions de la série sont vraies, soit (3) qu’aucune proposition de la série n’est
vraie. L’énoncé (1) est symbolisé par 〈〈 (x).ϕ x 〉〉 et le (2) par 〈〈 (∃ x).ϕ x 〉〉.

[...]

Le symbole 〈〈 (x).ϕ x 〉〉 peut être lu 〈〈 toujours ϕ x 〉〉, ou 〈〈 ϕ x est toujours vrai 〉〉,
ou 〈〈 ϕ x est vrai pour toutes les valeurs possibles de x 〉〉. Le symbole 〈〈 (∃ x).ϕ x 〉〉

peut être lu 〈〈 il existe un x pour lequel ϕ x est vrai 〉〉, ou 〈〈 il existe un x satisfaisant
ϕ x 〉〉, et ils sont ainsi conformes à la forme naturelle de l’expression de la pensée.

[WR-10], Introduction

1. Ceci doit être compris dans un sens qui inclut le cas 〈〈 il existe un Λ 〉〉 aussi bien. Si, par exemple, Λ(x)
signifie la circonstance que x est une maison, alors :

| − −| − −A−−| − − Λ(A)

se lit 〈〈 il y a des maisons ou il y a au moins une maison 〉〉.
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3.1.5 Définition précise de la notion de formule

3.1.5.1 Hilbert

La définition précise de la notion de formule du calcul des prédicats semble due, pour la
première fois et sous une forme encore imparfaite, à Hilbert et Ackernann en 1928 :

Afin de préparer un traitemenk systématique du calcul des prédicats, nous donnons
premièrement une revue exacte des notations employées.

Parmi les symboles qui apparaissent dans le calcul des prédicats il y a premièrement
toutes les variables de différentes sortes. Les variables sont toujours des lettres en ita-
lique, majuscules ou minuscules. Nous distinguerons :

1. Les variables d’énoncés : X, Y, Z, . . .

2. Les variables individuelles : x, y, z, . . .

3. Les variables de prédicats : F(.) , G(.,.), H(.,.,.), ...

Ici les variables de prédicats avec des nombres différents de places d’arguments
comptent comme des variables différentes, même quand les lettres majuscules en ita-
lique sont les mêmes.

Nous désirons maintenant expliquer ce qui doit être compris par formule du calcul
des prédicats.

Avant tout, nous dirons provisoirement que nous entendons par formule une ex-
pression construite de manière signifiante à partir des variables ci-dessus au moyen
des connecteurs propositionnels &, ∨, , → et ∼ et des quantificateurs universel
et existentiel. Cependant le point de vue axiomatique de la section suivante, dans le-
quel les preuves dérivent de règles purement formelles sans appel à la signification des
symboles logiques, rend nécessaire la caractérisation des expressions désignées comme
formules par une description de leur structure formelle seule, et d’éviter des concepts
tels que 〈〈 signifiant 〉〉.

Pour commencer, disons que les variables individuelles (i.e. les lettres en italique
minuscules) peuvent apparâıtre dans les formules ainsi que les quantificateurs univer-
sel et existentiel correspondants. S’il apparâıt dans une formule, simultanément avec
une variable individuelle, disons x, un quantificateur universel ou existentiel corres-
pondant - dans ce cas (x) ou (Ex) - alors la variable en question dans la formule est
dite liée, et sinon libre.

Par le terme formule, nous entendons dorénavant les combinaisons de symboles,
et seulement ceux-ci, de notre calcul qui peuvent être montrés tels par un nombre fini
d’applications des règles suivantes :

1. Une variable propositionnelle est une formule ;

2. Les variables de prédicats dont les places d’arguments sont remplies par des va-
riables individuelles sont des formules ;

3. Si une combinaison de symboles A est une formule, alors A est aussi une formule ;

4. Si A et B sont des formules telles que la même variable individuelle n’apparâıt pas
liée dans l’une et libre dans l’autre, alors

A&B, A∨ B, A → B et A ∼ B

sont aussi des formules ;

5. Si A(x) est une formule dans laquelle la variable x apparâıt comme une variable
libre, alors (x)A(x) et (Ex)A(x) sont aussi des formules. L’énoncé correspondant est
aussi vrai pour les autres variables libres.



3.1. ANALYSE DES PROPOSITIONS 45

Insistons sur le fait que, suivant cette définition, la même variable ne peut pas
apparâıtre dans une formule à la fois comme libre et liée.

[H-A-28], III §5
Remarquons l’intervention du mot 〈〈 fini 〉〉.

3.1.6 Variable libre, variable liée

3.1.6.1 Frege

Nous avons vu précédemment que Frege a une idée claire du concept de 〈〈 variable liée 〉〉 et
de champ d’une telle variable, nais il ne lui donne pas de nom.

3.1.6.2 Peano

Peano fait la distinction entre variable liée et variable libre dans un texte de 1897, mais pas
sous le nom actuel :

Dans ces explications, nous dirons qu’une lettre dans une formule est réelle ou
apparente, suivant le cas considéré, selon que la valeur de la formule dépend ou non

du nom de cette lettre. Ainsi dans
∫
1

0
xmdx la lettre x est apparente et la lettre m

réelle. Toutes les lettres apparaissant dans un théorème sont apparentes, puisque sa
vérité est indépendante du nom des lettres.

[PEA-97], p. 23

3.1.6.3 Russell

Russell reprend les notations de Peano dans les Principia :

Variables apparentes. Le symbole 〈〈 (x).ϕx 〉〉 dénote une proposition définie, et il
n’y a pas de distinction à faire en ce qui concerne la signification entre 〈〈 (x).ϕ x 〉〉

et 〈〈 (y).ϕ y 〉〉 quand elles apparaissent dans le même contexte. Ainsi le 〈〈 x 〉〉 dans
〈〈 (x).ϕx 〉〉 n’est pas un constituant ambigu d’une proposition dans laquelle 〈〈 (x).ϕx 〉〉

apparâıt ; [...] Le symbole 〈〈 (x).ϕx 〉〉 a quelque analogie avec le symbole :

∫ b

a

ϕ(x)dx.

[...]

Le x qui apparâıt dans 〈〈 (x).ϕx 〉〉 ou 〈〈 (∃x).ϕx 〉〉 est appelé (suivant Peano)
une 〈〈 variable apparente 〉〉. [...] Une proposition dans laquelle x apparâıt comme une
variable apparente n’est pas une fonction de x. Ainsi, par exemple, 〈〈 (x). x = x 〉〉

signifie 〈〈 toute chose est égale à elle-même 〉〉. Ceci est une constante absolue, non
une fonction de la variable x.

[WR-10], Introduction
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3.2 La vérité en logique des prédicats

3.2.1 Frege

Nous avons vu, à propos de la logique des propositions, que Frege ne distingue pas entre
logique des propositions et logique des prédicats. Aux axiomes déjà vus (ceux de la logique des
propositions) il y ajoute un seul autre axiome (celui de ∀-substitution) :

§22. La loi fondamentale de la généralité, conséquences.

| − −| − − f(c) (58)

| − −A−−f(A)

− − A − − f(A) signifie que f(A a lieu quoi que nous entendions par A. Ainsi si
−−A−− f(A) est affirmé, f(c) ne peut pas être nié. C’est cela que cette proposition
exprime.

[FRE-79]

Frege en dérive un certain nombre de lois. Nous les énonçons ci-dessous quelques-unes dans
notre langage moderne :

(59) g(b) → (¬f(b) → ¬∀x (g(x) → f(x))).

Exemple. Soit b une autruche, c’est-à-dire un individu de cette espèce animale, si
g(a) signifie “A est un oiseau” et f(A) “A peut voler” alors nous aurons le jugement
“si cette autruche est un oiseau et ne peut pas voler alors on peut inférer de ceci que
quelques oiseaux ne peuvent pas voler.

[FRE-79]

(60) ∀x(h(x) → (g(x) → f(x))) → (g(a) → (h(a) → f(a)))

(61) ∀x(g(x) → (∀y(g(y) → f(y) → f(x)))

Et quelques autres. Ainsi ces lois ne portent que sur des prédicats à une seule variable libre et
seul le quantificateur universel intervient.

3.2.2 Russell

3.2.2.1 Introduction

Whitehead et Russell étudient, dans leur Principia, la logique des prédicats (sous le nom
de théorie des variables apparentes) dans la section B de la première partie, après avoir étudié
la logique propositionnelle (sous le nom de théorie de la déduction) dans la section A. La table
des matières est la suivante :

Section B. Théorie des variables apparentes.
∗9. Extension de la théorie de la déduction à des propositions d’un type plus élevé.
∗10. Théorie des propositions contenant une variable apparente.
∗11. Théorie des propositions contenant deux variables apparentes.

[WR-10]

Comme son titre l’indique, dans le paragraphe ∗9, Russell étend les résultats de la logique
propositionnelle à la logique des prédicats (d’ordres plus élevés que les seuls prédicats du premier
ordre, les seuls que nous avons considérés). Pour le premier ordre le seul problème est qu’on a
maintenant des variables libres, et nous ne nous attarderons donc pas sur ce paragraphe :
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Le but et l’intérêt du présent numéro sont purement philosophiques, à savoir mon-
trer comment, au moyen de certaines propositions primitives, nous pouvons déduire
la théorie de la déduction pour des propositions contenant des variables apparentes
de la théorie de la déduction pour les propositions élémentaires. D’un point de vue
purement technique la distinction entre les propositions élémentaires et les autres
peut être ignorée aussi longtemps que les propositions n’apparaissent pas comme des
variables apparentes ; nous pouvons alors regarder les propositions primitives de ∗1
comme s’appliquant aux propositions de tous les types, et procéder comme dans ∗10,
où le développement purement technique est un résumé.

[WR-10]

3.2.2.2 Théorèmes concernant les prédicats monadiques

Le paragraphe ∗10 est très bien résumé par son introduction, dont nous citons les faits prin-
cipaux :

Nous avons prouvé en ∗3.33 que :

p ⊃ q.q ⊃ r. ⊃ .p ⊃ r.

Posons p = Socrate est Grec,

q = Socrate est un homme,

r = Socrate est mortel.

Alors nous avons 〈〈 Si ‘Socrate est Grec’ implique que ‘Socrate est un homme’ et
si ‘Socrate est un homme’ implique que ‘Socrate est mortel’ alors ‘Socrate est Grec’
implique que ‘Socrate est mortel’ 〉〉. Mais ceci ne prouve pas que si tous les Grecs sont
des hommes et que tous les hommes sont mortels alors tous les Grecs sont mortels.

Posant ϕx.=. x est Grec,

ψx.=. x est un homme,

ξx.=. x est mortel,

nous avons à prouver :

(x).ϕx ⊃ ψx : (x).ψx ⊃ ξx :⊃: (x).ϕx ⊃ ξx.

C’est de telles propositions que nous avons à prouver dans ce numéro.

[...]

Nous supposerons, dans ce numéro, ce qui a été prouvé au ∗9, que les propositions
de ∗1–∗5 peuvent être appliquées à des propositions telles que (x).ϕx et (∃x).ϕx. Au
lieu de la méthode adoptée au ∗9, il est possible de prendre la négation et la disjonction
de nouvelles idées primitives, appliquées à des propositions contenant des variables
apparentes, et de supposer que, avec les nouvelles significations de la négation et de
la disjonction, les propositions primitives de ∗1 tiennent encore. Si cette méthode
est adoptée, nous n’avons pas besoin de prendre (∃x).φx comme idée primitive, nous
pouvons poser :

10.01. (∃x).φx. = . ∼ (x). ∼ φx Df

Afin de rendre clair comment la méthode alternative peut être développée nous ne sup-
poserons, dans ce numéro, rien de ce qui a été prouvé au ∗9 sauf quelques propositions
[essentiellement les propositions ∗10.1, ∗10.11, ∗10.12] qui, dans le méthode alterna-
tive, servent de propositions primitives, et (ce qui caractérise en partie la méthode
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alternative) l’applicatibilité aux propositions contenant des variables apparentes des
analogues des idées primitives et des propositions de ∗1, et aussi de leurs conséquences
établies aux ∗2–∗5.

[...]
∗10.1. ⊢ :(x).φx.⊃.φy

I.e. ce qui est vrai dans tous les cas est vrai dans n’importe quel cas.
∗19.11. Si φy est vrai quel que soit l’argument y alors (x).φx est vrai.

[...]

Cette proposition est, en un certain sens, la réciproque de ∗10.1. ∗10.1 peut être
énoncé : 〈〈 Ce qui est vrai de tous est vrai de chacun 〉〉, cependant que ∗10.11 peut
être énoncé : 〈〈 Ce qui est vrai de chacun est vrai de tous 〉〉.
∗10.12. ⊢ :.(x).p ∨φx.⊃ :p.∨.(x) φx
[...]

Les propositions de ce numéro sont largement utilisées dans toute la suite de ce
livre. Les propositions les plus utilisées sont les suivantes :

[...]
∗10.21. ⊢ :.(x).p ⊃ φx.≡.p.⊃.(x).φx
∗10.22. ⊢ :.(x).φx.ψx.≡ :(x).φx :(x).ψx
∗10.23. ⊢ :.(x).φx ⊃ p.≡ :(∃x).φx.⊃.p

I.e. si φx implique toujours p alors si φx est vrai quelquefois, p est vrai.
∗10.24. ⊢ :.φy.⊃.(∃x).φx
I.e. si φy est vrai alors il y a un x pour lequel φx est vrai. Ceci est la seule méthode
de prouver des théorèmes d’existence.

[...]
∗10.27. ⊢ :.(z).φz ⊃ ψz.⊃ :(z).φz.⊃.(z).ψz

I.e. si φz implique toujours ψz alors 〈〈 φz toujours 〉〉 implique 〈〈 ψz toujours 〉〉. Les
trois propositions suivantes, qui sont également utilses, sont analogues à ∗10.27.
∗10.271. ⊢ :.(z).φz ≡ ψz.⊃ :(z).φz.≡.(z).ψz
∗10.28. ⊢ :.(x).φx ⊃ ψx.⊃ :(∃x).φx.⊃.(∃x).ψx
∗10.281. ⊢ :.(x).φx ≡ ψx.⊃ :(∃x).φx.≡.(∃x).ψx
∗10.35. ⊢ :.(∃x).φx.∨.(∃x).ψx :≡.(∃x).φx ∨ ψx

Cette proposition est très fréquemment utilisée. Elle contraste avec ∗10.5, dans la-
quelle nous avons seulement une implication et non une équivalence.
∗10.5. ⊢ :.(∃x).φx.ψx.⊃ :(∃x).φx :(∃x).ψx

La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse. Le fait que cette proposition
énonce une implication, alors que ∗10.42 énonce une équivalence, est la source de
plusieurs différences substantielles entre les formules concernant l’addition logique et
les formules concernant la multiplication logique.
∗10.51. ⊢ :.∼{(∃x).φx.ψx}.≡ :φx.⊃x.∼ ψx

Cette proposition est analogue à :

⊢:∼ (p.q). ≡ .p ⊃∼ q

qui résulte de ∗4.63 par transposition.

Des propositions restantes de ce numéro, quelques-unes sont employées moyen-
nement, cependant que d’autres sont des lemmes qui sont utilisées seulement une fois
ou deux, quelquefois dans une étape ultérieure lointaine.

[WR-10]
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3.2.2.3 Théorie des prédicats polyadiques

Le paragraphe ∗11 est lui aussi très bien résumé par son introduction :

Dans ce numéro les propositions prouvées pour une variable dans ∗10 vont être
étendues au cas de deux variables, en ajoutant quelques propositions n’ayant pas
d’analogue pour une variable, telles que ∗11.2.21.23.24 et ∗11.53.55.6.7. 〈〈 φ(x,y) 〉〉

est une proposition contenant x et y ; quand x et y n’ont pas d’assignation, φ(x,y) est
une fonction propositionnelle de x et y. La définition ∗11.01 montre que 〈〈 la vérité de
toutes les valeurs de φ(x,y) 〉〉 n’a pas besoin d’être prise comme nouvelle idée primi-
tive, mais qu’elle est définissable en termes de 〈〈 la vérité de toutes les valeurs de ψx 〉〉.
La raison en est que, quand x a une assignation, φ(x,y) devient une fonction d’une
variable, à savoir y, d’où il suit que, pour chaque valeur possible de x, 〈〈 (y).φ(x,y) 〉〉

renferme simplement l’idée primitive introduite au ∗9. Mais 〈〈 (y).φ(x,y) 〉〉 est encore
une fonction d’une seule variable, à savoir x, puisque y est devenu ici une variable
apparente. Ainsi la définition ∗11.01 ci-dessous est légitime. Nous posons :
∗11.01. (x,y).φ(x,y).= :(x) :(y).φ(x, y) Df
∗11.02. (x,y,z).φ(x,y,z).= :(x) :(y,z).φ(x, y, z) Df
∗11.03. (∃x,y).φ(x,y).= :(∃x) :(∃y).φ(x, y) Df
∗11.04. (∃x,y,z).φ(x,y,z).= :(∃x) :(∃y,z).φ(x, y, z) Df
∗11.05. φ(x, y). ⊃x,y .ψ(x, y) :=: (x, y) : φ(x, y). ⊃ .ψ(x, y) Df
∗11.06. φ(x, y). ≡x,y .ψ(x, y) :=: (x, y) : φ(x, y). ≡ .ψ(x, y) Df

Toutes les définitions ci-dessus sont supposées étendues à n’importe quel nombre
de variables pouvant apparâıtre.

Les propositions de cette section peuvent être étendues à n’importe quel nombre
fini de variables ; comme l’analogie est exacte, il n’est pas nécessaire de poursuivre le
procédé au-delà de deux variables dans nos preuves.

En plus de la définition ∗10.01, nous avons besoin de la proposition primitive
selon laquelle 〈〈 quel que puisse être l’argument x, φ(x,y) est vrai, quel que puisse
être l’argument y 〉〉 implique l’énoncé correspondant avec x et y permutés sauf dans
〈〈 φ(x,y) 〉〉. Ceci peut être pris comme la signification de 〈〈 φ(x,y) est vrai quel que
puissent être les arguments x et y 〉〉.

Les propositions de ce numéro sont un peu moins utilisées que celles de ∗10, mais
quelques-unes d’entre elles sont fréquemment utilisées. Par exemple les suivantes :
∗11.1. ⊢: (x, y).φ(x, y). ⊃ .φ(z, w)
∗11.11. Si φ(z, w) est vrai quels que puissent être les arguments z et w alors l’énoncé
(x, y).φ(x, y) est vrai.

Ces deux propositions sont les analogues de ∗10.1.11.
∗11.2. ⊢: (x, y).φ(x, y). ≡ .(y, x).φ(x, y)

I.e. dire que 〈〈 pour toutes les valeurs possibles de x, φ(x, y) est vrai pour toutes les
valeurs possibles de y 〉〉 est équivalent à dire que 〈〈 pour toutes les valeurs possibles
de y, φ(x, y) est vrai pour toutes les valeurs possibles de x 〉〉.
∗11.3. ⊢: .p. ⊃ .(x, y).φ(x, y) :≡: .(x, y) : p. ⊃ .φ(x, y)

Ceci est l’analogue de ∗10.21.
∗11.32. ⊢: .(x, y).φ(x, y). ⊃ .ψ′x, y) :⊃: (x, y).φ(x, y). ⊃ .(x, y).ψ(x, y)

I.e. 〈〈 si φ(x, y) implique toujours ψ(x, y) alors ‘φ(x, y) toujours’ implique ‘ψ(x, y)
toujours’ 〉〉. Ceci est l’analogue de ∗10.27.

∗11.33.34.341 sont respectivement les analogues de ∗10.271.28.281 et sont fré-
quemment utilisés.
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∗11.35. ⊢: .(x, y) : φ(x, y). ⊃ .p :≡: .(∃x, y).φ(x, y). ⊃ .p

I.e. si φ(x, y) implique toujours p alors si φ(x, y) est vrai quelquefois, p est vrai, et
vice-versa. Ceci est l’analogue de ∗10.23.
∗11.45. ⊢: .(∃x, y) : p.φ(x, y) :≡: p : (∃x, y).φ(x, y)

Ceci est l’analogue de ∗10.35.
∗11.54. ⊢: .(∃x, y).φ(x).ψ(y). ≡: (∃x).φ(x) : (∃y).ψy

Cette proposition est utile parce qu’elle analyse une proposition contenant deux
variables apparentes dans deux propositions qui en contiennent chacune une seule.
〈〈 φx.ψy 〉〉 est une fonction de deux variables mais est composée de deux fonctions
d’une seule variable chacune. Une telle fonction est comme une conique formée de
deux lignes droites : elle peut être appelée fonction 〈〈 analysable 〉〉.
∗11.55. ⊢: .(∃x, y).φ(x).ψ(x, y). ≡: (∃x) : φ(x) : (∃y).ψ(x, y)
I.e. dire qu’〈〈 il y a des valeurs de x et y pour lesquelles φ(x).ψ(x, y) est vrai 〉〉 est
équivalent à dire qu’〈〈 il y a une valeur de x pour laquelle φ(x) est vrai et pour laquelle
il y a une valeur de y telle que ψ(x, y) est vrai 〉〉.
∗11.6. ⊢:: (∃x) : .(∃y).φ(x, y).ψy : ξx : . ≡: .(∃y) : .(∃x) : φ(x, y).ξx : ψy

Ceci donne une transformation qui est utile dans beaucoup de preuves.
∗11.62. ⊢:: φ(x).ψ(x, y). ⊃x,y .ξ(x, y) :≡: .φx. ⊃x: ψ(x, y). ⊃y .ξ(x, y)

Cette transformation est également utile.

[WR-10]

Il est curieux que Russell ne retienne pas parmi les propositions importantes les deux pro-
positions suivantes :

∗11.23. ⊢: (∃x, y).φ(x, y). ≡ .(∃y, x).φ(x, y)
[...]
∗11.26. ⊢: .(∃x) : (y).φ(x, y) :⊃: (y) : (∃x).φ(x, y)
[...]

Notons que la réciproque de cette proposition est fausse. Par exemple soit φ(x, y)
la fonction propositionnelle 〈〈 si y est une fraction propre [un rationnel strictement
compris entre 0 et 1], alors x est une fraction propre plus grande que y 〉〉. Alors pour
toutes les valeurs de y nous avons (∃x).φ(x, y), aussi (y) : (∃x).φ(x, y) est satisfait.
〈〈 (y) : (∃x).φ(x, y) 〉〉 exprime la proposition : 〈〈 Si y est une fraction propre, il y a
toujours une fraction propre plus grande que y 〉〉. Mais 〈〈 (∃x) : (y).φ(x, y) 〉〉 exprime
la proposition : 〈〈 il existe une fraction propre qui est plus grande que toute fraction
propre 〉〉, ce qui est faux.

[WR-10]

3.2.3 Amélioration de l’exposé

3.2.3.1 Logique du premier ordre

Dans la logique des prédicats que nous avons vue, les quantificateurs ne portent que sur les
variables d’individus et non sur les prédicats. On dit qu’il s’agit de la logique du premier ordre
pour la distinguer des logiques d’ordres supérieurs où les quantificateurs peuvent porter sur les
prédicats. Ces dernières logiques n’ont pas d’intérêt pour le fondement des mathématiques, aussi
ne les étudierons-nous que plus tard, dans la métamathématique mathématisée.

La séparation de la logique des prédicats en logique du premier ordre et logiques d’ordres
supérieurs est implicite dans la théorie des types de Russell [RUS-06]. La première formulation
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explicite de la logique du premier ordre comme un système logique indépendant se trouve dans
la première édition des Principes de la logique théorique [H-A-28] de Hilbert et Ackermann

en 1928.

3.2.3.2 Le nom

Pour la logique des prédicats, Hilbert et Ackermann [H-A-28] emploient, dans la première
édition (1928) le nom Funktionenkalkül (calcul fonctionnel). Dans la seconde édition (1938), sui-
vant partiellement le livre de Hilbert et Bernays [H-B-34], ils utilisent le nom Prädikatenkalkül
(calcul des prédicats). Pour eux le mot prédicat est appliqué à la même chose que ce que Rus-

sell appelle fonction propositionnelle et que Hilbert et Bernays appellent fonction logique
([H-B-34], p. 7, 126 et 190). Cependant Carnap [CAR-34] réserve le mot prédicat à ce qui est
appelé par Hilbert et Bernays Prâdikatensymbol (c’est-à-dire formule logique).

3.3 Logique égalitaire

3.3.1 L’exposé actuel

L’origine de la logique égalitaire (du premier ordre) est difficile à déterminer. Elle est déjà
implicite en un certain sens dans les travaux de Peirce et de Schröder. Mais l’exposé actuel
se trouve plus ou moins dans le premier volume du livre de Hilbert et Bernays [H-B-34].

3.3.2 L’identité

3.3.2.1 Frege

Durant la période booléenne, l’identité est introduite sans définition. La première définition
en logique mathématique est due à Frege.

§8. Nécessité d’un signe pour l’identité de contenu, introduction d’un tel signe.

L’identité de contenu diffère de la conditionnalité et de la négation en ce qu’elle
s’applique aux noms et non aux contenus [i.e. au sens et non à la valeur logique]. Alors
que dans d’autres contextes les signes sont simplement représentatifs de leur contenu,
et que chaque combinaison dans laquelle ils entrent exprime seulement une relation
entre leurs contenus respectifs, ils jouent leurs propres rôles lorsqu’ils sont combinés
au moyen du signe pour l’identité de contenu ; car celui-ci exprime la circonstance
selon laquelle deux noms ont le même contenu. Ainsi l’introduction d’un signe pour
l’identité de contenu produit nécessairement une bifurcation dans la signification de
tous les signes : ils sont là à la fois pour leur contenu et pour eux-mêmes. À première
vue on a l’impression qu’on a à faire simplement à une expression et non à une
pensée, que nous n’avons pas besoin de signe pour l’identité de contenu. Pour montrer
que ceci est une illusion je prendrai l’exemple géométrique suivant. Supposons que
sur la circonférence d’un cercle il y ait un point fixe A sur lequel pivote une droite.
Lorsque cette droite passe par le centre du cercle, nous appellerons B l’autre point
d’intersection avec le cercle. Le point d’intersection, autre que A, de la droite et
de la circonférence sera alors appelé le point B associé à la position de la droite
n’importe quand ; ce point est tel qu’à des variations continues dans sa position peut
toujours correspondre des variations continues dans la position de la droite. Ainsi
le nom B dénote-t-il quelque chose d’indéterminé aussi longtemps que la position
correspondante de la droite n’a pas été spécifiée. Nous pouvons maintenant poser la
question : quel est le point associé à la droite lorsque celle-ci est perpendiculaire au
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diamètre [passant par A] ? La réponse sera : le point A. Ainsi, dans ce cas, le nom B
a le même contenu que le nom A ; et nous ne pouvions pas utiliser un seul nom depuis
le début, puisque la justification pour cela est donnée seulement par la réponse. Ce
point est déterminé de deux façons : (1) immédiatement par l’intuition et (2) comme
un point B associé à la droite perpendiculaire au diamètre.

À chacune de ces façons de déterminer le point correspond un nom particulier.
Ainsi la nécessité d’un signe pour l’identité de contenu suit de la considération sui-
vante : le même contenu peut être complètement déterminé de différentes façons ;
mais que dans un cas particulier deux façons de le déterminer conduise au même
résultat est le contenu d’un jugement. Avant que ce jugement puisse être fait, deux
noms distincts, correspondants à ces deux façons de déterminer le contenu, doivent
être assignés à ce que ces façons déterminent. Le jugement, cependant, requiert pour
son expression un signe pour l’identité de contenu, un signe qui connecte ces deux
noms. Il suit de ceci que l’existence de différents noms pour le même contenu n’est pas
toujours simplement une question de forme ; et même plutôt qu’il y ait de tels noms
est le cœur même du fait qu’il y ait plusieurs façons de déterminer le contenu. Dans
ce cas le jugement qu’il y ait une identité de contenu est synthétique, dans le sens
kantien. Une raison plus extrinsèque de l’introduction d’un signe pour l’identité de
contenu est que c’est une façon commode d’introduire une abréviation pour une longue
expression. Alors nous pouvons exprimer l’identité de contenu entre l’abréviation et
la forme originale.

Maintenant :
| − − −− (A ≡ B)

signifiera que le signe A et le signe B ont le même contenu conceptuel, c’est-à-dire
que nous pouvons partout poser B pour A et vice-versa.

[FRE-79]

3.3.2.2 Peirce

Frege conçoit l’identité comme une relation entre deux noms et non entre deux objets. La
définition moderne est donnée par Peirce.

Nous pouvons adopter un signe spécial de seconde intention, disons 1, pour expri-
mer l’identité, et nous pouvons écrire 1ij. Cette relation d’identité a des propriétés
particulières. La première est que si i et j sont identiques, ce qui est vrai de i est alors
vrai de j. Ceci peut être écrit :

ΠiΠj{1ij + xi + xj}

[...]

L’autre propriété est que si toute chose qui est vraie de i est vraie de j alors i et
j sont identiques. Ceci est plus naturellement écrit comme suit : le signe q signifie
la relation d’une qualité, d’un caractère, d’un fait, ou prédicat à son sujet. Alors la
propriété que nous désirons exprimer est :

ΠiΠjΣk(1ij + qkiqkj).

Et l’identité est définie ainsi :

1ij = Πk(qkiqkj + qkiqkj).
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C’est-à-dire que deux choses sont identiques, c’est dire que chaque prédicat est vrai
à la fois ou faux à la foix. Ceci peut sembler un cercle vicieux que d’introduire
l’idée de qualité pour exprimer l’identité ; mais cette impression peut être modifiée
en réfléchissant à ce que qkiqkj signifie simplement que i et j sont à la fois dans la
classe ou collection k. Si nous voulons nous pouvons nous dipenser du signe q, en
utilisant l’indice d’un signe et en se référant à celui-ci dans le quantificateur juste
comme un indice sous-jacent. C’est-à-dire que nous pouvons écrire :

1ij = Πx(xixj + xixj).

[PEI-85]

Ainsi Peirce définit l’identité, mais en logique du second ordre.
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surtout (mais pas exclusivement) développée dans les derniers chapitres. Ce n’est
pas le lieu ici de critiquer (ou tout au moins d’atténuer) ce point de vue, mais il
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Tr. fr. Leçons sur l’algèbre de la logique du vol. 1 pp. 245–249 dans [RIV-92], pp.
188–192.
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