
Chapitre 4

La méthode intuitive en logique des

prédiats

Nous avons vu qu'un raisonnement est quelque hose de la forme :

A,A′, ..., A” ∴ B

où A,A′, ..., A”, B sont des propositions (onrètes, non des formes de propositions). Le problème

est de déterminer dans quels as on peut dire que B se déduit logiquement de A,A′, ..., A”.
Ce qui est sûr, déjà, 'est que e qui est intéressant e n'est pas la signi�ation de A,A′, ..., A”

et de B mais leurs formes logiques. Aussi à toute argumentation onrète de la forme i-dessus

on assoiera l'argumentation logique :

Â, Â′, ..., Â” ∴ B̂

où, par exemple, Â est la formule logique (ou, tout au moins, une formule logique) assoiée à la

proposition A (telle que nous l'avons vue dans le hapitre préédent sur l'analyse des proposi-

tions). L'argumentation onrète est valide si, et seulement si, l'argumentation logique assoiée

est valide. Nous sommes don ramenés au problème de déterminer quelles sont les argumentations

logiques valides.

Nous allons donner une réponse partielle à ette question : nous allons montrer que ertaines

argumentations sont intuitivement valides, puis nous n'utiliserons que elles-là en logique.

Nous allons don montrer dans e hapitre que ertaines argumentations sont intuitivement

valides, puis nous n'utiliserons que elles-là en logique des prédiats. On s'aperçoit, par l'expé-

riene, qu'elles sont su�santes dans la vie ourante ; mais on n'est pas sûr que e sont les seules
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52 CHAPITRE 4. LA MÉTHODE INTUITIVE EN LOGIQUE DES PRÉDICATS

méritant le quali�atif de valide ('est le problème de la omplétude de la logique des

prédiats).

Remarque.- Ainsi, omme en logique propositionnelle, la logique des prédiats ne préède pas

tout raisonnement, mais odi�e les raisonnements simples et évidents a�n de pouvoir s'attaquer

à des raisonnements plus omplexes.

4.1 Formalisation de la validation des argumentations lo-

giques

Introdution.- Nous avons vu que la méthode des tables de vérité permet de déider de façon

systématique si une argumentation propositionnelle est valide (ou non). En logique des prédiats,

il existe une généralisation, appelée méthode des modèles, de la méthode des tables de vérité, bien

que elle-i ne permette pas de déider de façon systématique si une argumentation de la logique

des prédiats est valide (ou non).

Une expression logique fait intervenir un ertain nombre de onstantes individuelles, de fon-

tions, de prédiats et de variables libres, le tout en nombre �ni. Appelons langage de la formule

et ensemble.

Dé�nition.- On appelle langage logique L tout suite �nie onstituée de symboles de onstante

d'individu, de symboles de fontion (haun étant a�eté d'une arité), de symboles de relation

(haun étant a�eté d'une arité).

Exemple.- L = {a, f1, R2} est un langage logique, où a est un symbole de onstante, f un symbole

de fontion unaire (remarquez la façon de spéi�er l'arité, par un exposant) et R un symbole de

relation binaire.

Dé�nition.- Étant donné un langage logique L, on appelle L-formule logique toute formule

logique dans laquelle n'apparaisse, omme symboles de onstante, symbles de fontion et symboles

de relation que eux du langage L.

Exemple.- La formule logique ∃xR(f(x), a) est une L-formule logique par rapport au langage

dé�ni i-dessus alors que ∀x (R(x, y) ∧ S(y)) n'en est pas une.

Dé�nition.- Étant donné un langage logique L = {a1, · · · , ap, f
n1

1
, · · · , f

nq

q , Rm1

1
, · · · , Rmr

r }, on
appelle L-struture logique tout p+ q+ r+1-uplet M = (D, c1, · · · , cp, g1, · · · , gq, S1, · · · , Sr),
où D est un ensemble non vide (l'ensemble de base), ci un élément de D, gj une appliation de

Dnj
dans D et Sk une relation mk-aire sur D.

Exemple.- M = (D, p, P ), où D est l'ensemble des personnes, p(x) signi�e 〈〈
le père de x 〉〉

et

P (x, y) signi�e 〈〈 x est l'un des deux parents de y 〉〉
, est une L-struture pour le langage dé�ni

i-dessus.

Voabulaire.- On dit, par exemple, que ci est l'interprétation de ai dans M, e que l'on note :

(ai)M = ci,

e qui évite d'avoir à se asser la tête à trouver pleins de noms de symboles.

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté possible, on note de la même façon, par exemple, ai et ci.



4.1. FORMALISATION DE LA VALIDATION DES ARGUMENTATIONS LOGIQUES 53

Introdution 2.- Si Θ est un L-énoné ('est-à-dire sans variable libre) et M une L-struture
alors Θ est vrai ou faux pour ette struture.

Dé�nition.- Étant donnés L un langage logique, Θ un L-énoné et M une L-struture logique,

on dit que M est un modèle de Θ, et on note :

M |= Θ

si Θ est vrai pour ette struture et :

M 6|= Θ

si Θ est faux pour ette struture.

Exemple.- Pour la struture dé�nie i-dessus, on a :

M |= ∀xP (p(x), x)

puisque le père d'une personne est l'un de ses deux parents, mais :

M 6|= ∀x∀y (P (x, y) → x = p(y))

puisque l'un de ses deux parents peut être sa mère.

Introdution 3.- Ces notions permettent de dé�nir plus �nememt la notion d'argumentation valide

de la logique des prédiats, de façon analogue à e que nous avons fait en logique propositionnelle,

ave la notion de table de vérité.

Dé�nition.- Une L-argumentation de la logique des prédiats :

θ1, · · · , θn ∴ δ,

'est-à-dire telle que θ1, · · · , θn, δ sont des L-énonés, est valide si, et seulement si, pour toute

L-struture M telle que :

M |= θ1

· · ·

M |= θn

on ait également :

M |= δ

Remarque.- Pour des raisons théoriques, mais ela n'intéresse pas la logique élémentaire, on

généralise les notion d'argumentation et d'argumentation valide au as où θ1, · · · , θn, δ ne sont

pas des énonés mais des formules logiques ave des variables libres.

Introdution 4.- Cette dé�nition de la validité des argumentations nous permetde montrer qu'une

argumentation n'est pas valide en exhibant un modèle des hypothèses qui ne soit pas un modèle

de la onlusion, e qu'on appelle un ontre-exemple.

Exemple.- L'argumentation logique :

∀xP (p(x), x) ∴ ∀x∀y (P (x, y) → x = p(y))

n'est pas valide puisque nous avons exhibé une struture qui est modèle de l'hypothèse mais pas

de la onlusion.
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4.2 Lois logiques

4.2.1 Notion de loi logique

Nous herhons don à savoir quelles argumentations logiques :

A,A′, ..., A” ∴ B

sont valides. Une première série intéressante de telles argumentations est onstituée de elles

pour lesquelles il n'y a pas d'hypothèses A,A′, ..., A”, autrement dit elles de la forme :

∴ B.

Dans e as e n'est plus réellement l'argumentation ∴ B qui nous intéresse mais la formule B
elle-même.

Dé�nition.- On appelle loi logique toute formule logique B telle que :

⊢ B.

Remarque.- Une loi logique est une formule logique telle que les propositions assoiées sont toutes

vraies.

Exemples.- 1

o
) La formule (P ∧ Q) ↔ (Q ∧ P ) est une loi logique, omme nous l'avons vu en

logique propositionnelle.

2

o
) La formule (∀xφ(x)) → (∃xφ(x)) est une loi logique. En e�et, si la formule φ(x)

est vraie pour tout objet x alors il existe au moins un objet pour laquelle elle est vraie, tout au

moins si l'univers du disours est non vide, e que l'on supposera toujours en logique.

Programme.- Nous allons herher quelques lois logiques, à défaut de les herher toutes, ou

plut�t quelques séries de lois logiques.
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4.2.2 À la reherhe de lois logiques

Nous allons reherher des lois logiques, en donnant une appliation onrète à haque fois.

4.2.2.1 Tautologies

Soit f(P, P ′, ..., P”) un théorème logique du alul propositionnel, dont les variables proposi-

tionnelles sont P, P ′, ..., P”. Si on remplae es variables P, P ′, ..., P” par des énonés (ou même

des formules) θ, θ′, ..., θ” alors la formule logique obtenue f(θ, θ′, ..., θ”) est évidemment une loi

logique.

Dé�nition.- On appelle tautologie (du alul des prédiats) toute formule f(θ, θ′, ..., θ”) obtenue
en remplaçant les variables propositionnelles P, P ′, ..., P” d'un théorème de la logique proposi-

tionnelle f(P, P ′, ..., P”) par des formules logiques θ, θ′, ..., θ”.

Fait.- Toute tautologie est une loi logique.

Commentaire.- Il serait bon de dé�nir préisément la notion de remplaement d'une variable

propositionnelle par une formule logique.

Remarque.- Toute loi logique n'est pas une tautologie. En e�et, nous avons vu que :

(∀xφ(x)) → (∃xφ(x))

est une loi logique, mais elle ne s'obtient pas à partir d'un théorème de la logique propositionnelle.
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4.2.2.2 Permutation des quanti�ateurs de même nature

Si on a une suite de quanti�ateurs dans une formule, l'ordre de eux-i peut avoir ou non

de l'importane. Nous allons voir qu'il n'a pas d'importane dans le as de quanti�ateurs de

même nature (tous existentiels ou tous universels) mais qu'il en a dans le as de quanti�ateurs

de natures di�érentes.

Loi 1.- (Permutation des quanti�ateurs universels)

L'ordre des quanti�ateurs universels n'a pas d'importane, autrement dit si φ(x, y) est une

formule, on a :

⊢ ∀x∀y φ(x, y) ↔ ∀y ∀xφ(x, y).

Justi�ation.- Les deux formules ∀x∀y φ(x, y) et ∀y ∀xφ(x, y) expriment la même hose, à savoir

que φ(x, y) est vrai quels que soient les objets x et y.

Loi 2.- (Permutation des quanti�ateurs existentiels)

L'ordre des quanti�ateurs existentiels n'a pas d'importane, autrement dit si φ(x, y) est une
formule, on a :

⊢ ∃x∃y φ(x, y) ↔ ∃y ∃xφ(x, y).

Justi�ation.- Les deux formules ∀x∀y φ(x, y) et ∀y ∀xφ(x, y) expriment la même hose, à savoir

qu'il existe des objets x et y tels que φ(x, y) soit vrai.

Remarque.- Si on a un quanti�ateur universel et un quanti�ateur existentiel alors leur ordre a

une importane. Autrement dit :

∀x∃y φ(x, y) ↔ ∃y ∀xφ(x, y).

n'est pas une loi logique

En e�et si on prend pour φ(x, y) la relation d'égalité x = y alors on a ∀x∃y φ(x, y) (pour tout
élément x il existe un élément y qui lui est égal, à savoir lui-même), mais on n'a pas ∃y ∀xφ(x, y)
(il n'existe pas d'élément y tel que tout élément x de l'univers du disours lui soit égal, sauf dans

le as d'un univers du disours à un seul élément).

Introdution.- On vient de voir que l'ordre des quanti�ateurs de nature di�érente est important,

don qu'on n'a pas des équivalenes. On a ependant une impliation.

Loi 3.- Si φ(x, y) est une formule on a :

⊢ ∃x∀y φ(x, y) → ∀y ∃xφ(x, y).

Justi�ation.- S'il existe un élément x0 tel que pour tout élément y on ait φ(x0, y) alors pour
tout élément y il existe un élément xy tel que φ(xy , y), à savoir xy = x0.

Remarque.- Nous avons vu i-dessus que la réiproque est fausse.
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4.2.2.3 Quanti�ateurs et onneteurs

Étudions les rapports entre les quanti�ateurs et les onneteurs, et en partiulier la distri-

butivité.

Loi 1.- (Dualité des deux sortes de quanti�ateurs)

Si P (x) est une formule alors on a :

⊢ ∀xP (x) ↔ ¬∃x¬P (x),

et :

⊢ ∃xP (x) ↔ ¬∀x¬P (x).

Justi�ations.- 1

o
) Si la propriété P (x) est vraie quel que soit l'élément x de l'univers du disours

alors il ne peut pas y avoir d'élément x véri�ant ¬P (x), puisque pour tout élément x on a soit

P (x) soit ¬P (x).
D'autre part, s'il n'existe pas d'élément x tel que ¬P (x) alors 'est que pour tout élément x

on a P (x).

2

o
) La justi�ation est analogue.

Remarque.- Notons que es justi�ations sont pratiquement des paraphrases de e qui est énoné

formellement. Elles apportent assez peu si on omprend bien e qui est énoné.

Loi 2.- (Distributivité du quanti�ateur universel par rapport à la onjontion)

Si P (x) et Q(x) sont des formules alors on a :

⊢ ∀x [P (x) ∧Q(x)] ↔ [∀xP (x) ∧ ∀xQ(x)].

Justi�ation.- Dire que pour tout élément x de l'univers du disours les propriétés P (x) et Q(x)
sont vraies revient en e�et à dire que pour tout élément x de l'univers du disours la propriété

P (x) est vraie et que pour tout élément x de l'univers du disours la propriété Q(x) est vraie.

Loi 3.- Si P (x) et Q(x) sont des formules alors on a :

⊢ [∀xP (x) ∨ ∀xQ(x)] → ∀x [P (x) ∨Q(x)].

Justi�ation.- Si, par exemple, la propriété P (x) est vraie quel que soit l'élément x de l'univers

du disours alors la propriété P (x) ou Q(x) est également vraie quel que soit l'élément x de

l'univers du disours.

Remarque fondamentale.- Par ontre la réiproque :

∀x [P (x) ∨Q(x)] → [∀xP (x) ∨ ∀xQ(x)]

n'est pas une loi logique.

En e�et si l'univers du disours est l'ensemble des êtres humains, que P (x) signi�e 〈〈 x est un

homme

〉〉
et que Q(x) signi�e 〈〈 x est une femme

〉〉
, alors l'hypothèse est vraie (tout être humain

est soit un homme, soit une femme) mais la onlusion est fausse (on n'a pas soit que tout être

humain est un homme, soit que tout être humain est une femme).
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Loi 4.- (Distributivité du quanti�ateur existentiel par rapport à la disjontion)

Si P (x) et Q(x) sont des formules alors on a :

⊢ ∃x [P (x) ∨Q(x)] ↔ [∃xP (x) ∨ ∃xQ(x)].

Justi�ation.- Dire qu'il existe un élément x de l'univers du disours tel que la propriété P (x)
ou la propriété Q(x) soit vraie revient en e�et à dire qu'il existe un élément x de l'univers du

disours tel que la propriété P (x) soit vraie ou qu'il existe un élément x de l'univers du disours

tel que la propriété Q(x) soit vraie.

Loi 5.- (Semi-distributivité du quanti�ateur existentiel par rapport à la onjontion)

Si P (x) et Q(x) sont des formules alors on a :

⊢ ∃x [P (x) ∧Q(x)] → [∃xP (x) ∧ ∃xQ(x)].

Justi�ation.- S'il existe un élément x0 de l'univers du disours véri�ant P (x) ∧Q(x) alors on a

P (x0) ∧Q(x0), don on a P (x0) et Q(x0), soit ∃xP (x) et ∃xQ(x), don ∃xP (x) ∧ ∃xQ(x).

Remarque fondamentale.- Par ontre la réiproque :

[∃xP (x) ∧ ∃xQ(x)] → ∃x [P (x) ∧Q(x)]

n'est pas une loi logique.

En e�et si l'univers du disours est l'ensemble des êtres humains, si P (x) signi�e 〈〈 x est un

homme

〉〉
et si Q(x) signi�e 〈〈 x est une femme

〉〉
, alors l'hypothèse est vraie (il existe bien au

moins un homme et au moins une femme) mais la onlusion est fausse (il n'existe pas d'être

humain qui soit à la fois un homme et une femme).

Cas partiulier.- L'équivalene est vraie dans des as partiuliers, par exemple si P (x) ne dépend
pas de x.

Loi 6.- Si P et Q(x) sont des formules, la première n'ayant pas x omme variable libre, alors on

a :

⊢ ∃x [P ∧Q(x)] ↔ [P ∧ ∃xQ(x)].

Justi�ation.- La ondition néessaire provient de la loi 5. Justi�ons la ondition su�sante. Si la

formule P∧ ∃xQ(x) est vraie alors les formules P et ∃xQ(x) sont vraies, don il existe un élément

x0 de l'univers du disours véri�ant Q(x), d'où P ∧Q(x0) est vrai, et don aussi ∃x [P ∧Q(x)].

Loi 7.- Si P et Q(x) sont des formules, la première n'ayant pas x omme variable libre, alors on

a :

⊢ [P ∨ ∀xQ(x)] → ∀x [P ∨Q(x)].

Justi�ation.- La ondition néessaire résulte de la loi 3. Justi�ons la ondition su�sante. Sup-

posons que pour tout élément de l'univers du disours on ait P ∨Q(x). S'il existe un élément x0
de l'univers du disours pour lequel Q(x0) n'est pas vrai, alors, puisque P ∨ Q(x0) est vrai, la
formule P est vraie, don aussi la formule P ∨ ∀xQ(x). Sinon Q(x) est vrai pour tout élément x
de l'univers du disours, don ∀xQ(x) est vrai, don aussi P ∨ ∀xQ(x).
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4.2.2.4 L'universel implique l'existentiel

Loi.- Si φ est une formule logique, x est une variable et si l'univers du disours est non vide

alors :

⊢ (∀xφ(x)) → (∃xφ(x))

est une loi logique.

Justi�ation.- Si la formule φ(x) est vraie pour tout objet x de l'univers du disours alors il existe

au moins un objet pour laquelle elle est vraie, tout au moins si l'univers du disours est non vide.

Hypothèse sur l'univers du disours.- Les as où il faut supposer l'univers du disours non vide

sont si nombreux que nous supposerons désormais toujours que l'univers du disours est non

vide.
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4.2.2.5 Loi de substitution

Introdution.- Considérons la formule :

∀R(x, y) ∧ S(x, y)

On utilise deux variables d'individus dans ette formule, à savoir x et y. D'après la dé�nition

que nous avons donnée des variables libres et des variables liées, es deux variables sont libres.

Nous avons besoin de plus de �nesse pour la notion suivante de substitution, en onsidérant

non seulement les notions de variable libre et de variable liée, mais également elle d'ourrene

de variable libre et d'ourrene de variable liée. Par exemple, dans l'exemple i-dessus,

la première ourrene de la variable x (à savoir elle apparaissant dans la sous-formule R(x, y),
une

〈〈
ourrene

〉〉
de variable suivant un signe de quanti�ation n'étant pas onsidérée omme

une ourrene de variable) est liée alors que la seonde (à savoir elle apparaissant dans la

sous-formule S(x, y)) est libre. Par ontre les deux ourrenes de la variable y sont libres.

Bien sûr une variable est libre dans une formule s'il existe une ourrene libre de elle-i

dans la formule, ue variable est liée dans une formule si toute ourrene dans la formule est liée.

Dé�nition 1.- Soient φ une formule, x une variable et t un terme. On dit que la formule ψ, que
l'on note (t/x)φ, est obtenue en substituant t à x dans φ si, et seulement si, on remplae

haque ourrene libre de x dans φ par t.

Exemples.- 1

o
) Si φ n'a pas d'ourrene libre de x alors la formule (t/x)φ est la formule φ

elle-même.

2

o
) Si φ est la formule (∃xR(x, y)) ∧ S(x), où R et S sont des prédiats, alors la

formule (f(x, z)/x)φ est la formule (∃xR(x, y)) ∧ S(f(x, z)).

Introdution 2.- Si φ est une formule et t est un terme alors on peut penser que la formule :

(t/x)φ→ ∃xφ

est une loi logique.

En e�et il semble exister alors un objet x0 de l'univers du disours véri�ant φ(x0), à savoir

elui dénoté par le terme t.
Cependant ei n'est pas toujours vrai à ause du phénomène insidieux dit de apture de

variable.

Un exemple de apture de variable.- Considérons omme formule φ(x) la formule ∀y R(x, y), où
R est un prédiat, et pour terme t la variable y alors la formule :

(t/x)φ→ ∃xφ

s'érit :

∀y R(y, y) → ∃x∀y R(x, y)

qui est évidemment faux.

Il su�t, pour le montrer, de prendre omme relation R la relation d'égalité : tout élément de

l'univers du disours est égal à lui-même mais il n'existe pas d'élément x0 tel que tout élément

soit égal à x0, sauf si l'univers du disours est un singleton.

Dé�nition 2.- On dit qu'un terme t est substituable à une variable x dans une formule φ si,

et seulement si, auune variable de e terme n'a d'ourene liée dans la formule φ.
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Commentaire.- Dans le as d'un terme substituable le phénomène de apture des variables ne se

produit pas. On peut maintenant penser que la variante i-dessous de la (pseudo-)loi entrevue

i-dessus est vraie.

Loi.- Si φ est une formule, x une variable et t un terme substituable à x dans φ alors on a :

⊢ (t/x)φ→ ∃xφ

4.2.2.6 Loi de partiularisation

Introdution.- Si φ est une formule et t un terme alors on peut penser que la formule :

∀xφ→ (t/x)φ

est une loi logique.

En e�et si la propriété φ(x) est véri�ée pour tout élément x de l'univers du disours alors elle

est en partiulier véri�ée par son élément dénoté par le terme t.
Cependant ei n'est pas toujours vrai, toujours à ause du phénomène vu i-dessus de apture

des variables.

Un exemple de apture de variable.- Considérons omme formule φ(x) la formule ∃y R(x, y), où
R est un prédiat, et pour terme t la variable y alors la formule :

(t/x)φ→ ∃xφ

s'érit :

∀x∃y R(x, y) → ∃y R(y, y)

qui est évidemment fausse.

Il su�t, pour le montrer, de prendre omme relation R(x, y) la relation

〈〈 y est le père de x 〉〉

et pour univers du disours l'ensemble des êtres humains. L'hypothèse est vraie puisque tout être

humain a un père. La onlusion est fausse puisqu'il n'existe pas d'être humain qui soit le père

de tous les êtres humains.

Commentaire.- Dans le as d'un terme substituable, le phénomèe de apture des variables ne se

produit pas. On peut maintenant penser que la variant i-dessous de la (pseudo-)loi entrevue

i-dessus est vraie, omme dans le as préédent.

Loi.- Si φ est une formule, x une variable et t un terme substituable à x dans φ alors on a :

⊢ ∀xφ→ (t/x)φ
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4.2.2.7 Renommage des variables liées

Introdution.- Soient φ(x) une formule et x une variable. Alors on peut penser que les deux

formules ∀xφ(x) et ∀y φ(y) expriment la même hose. Mais ei n'est pas toujours le as, toujours

à ause du phénomène de apture de variable.

Exemple de problème.- Considérons omme univers du disours l'ensembleN des entiers naturels

et omme formule φ(x) la relation d'inégalité x ≥ y. Alors ∀xφ(x) est une façon d'exprimer la

propriété

〈〈 y est nul

〉〉
tandis que ∀y φ(x) est un énoné (vrai, puisque tout entier est plus petit

ou égal que lui-même).

Dé�nition.- Soit φ une formule logique. On appelle variable fraîhe par rapport à ette formule

toute variable n'ayant ourrene dans φ, qu'elle soit libre ou liée.

Loi.- Soient φ une formule logique, x une variable et y une variable fraîhe pour φ. Alors on a :

⊢ ∀xφ(x) → ∀y φ(y)
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4.3 Règles d'inférene

4.3.1 Notion de règle d'inférene

Introdution.- Nous avons vu qu'une argumentation est une phrase de la forme :

A,A′, ..., A” ∴ U

où A,A′, ..., A”, U sont des énonés. En général il n'est pas immédiat de véri�er si une telle

argumentation est valide ou non. Mais on peut avoir des étapes intermédiaires ; par exemple il

est immédiat que si :

A,A′ ⊢ U ′

et qu'on a démontré que A et A′
sont des énonés vrais (dans un modèle donné) alors U ′

est

également un énoné vrai dans e modèle. Et, petit à petit, par de telles étapes immédiates, on

arrive à la onlusion voulue.

Nous allons don essayer de dégager de telles argumentations valides immédiates.

Dé�nition.- On appelle règle d'inférene toute argumentation valide :

φ, ψ ⊢ θ,

ave une ou deux hypothèses.

But.- Notre but va être maintenant de reherher des règles d'inférene su�samment simples

pour qu'elles soient aeptées par tout le monde.
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4.3.2 À la reherhe de règles d'inférene

4.3.2.1 Règle de détahement

Règle.- (Règle de détahement, ou modus ponens)

Si φ et ψ sont des énonés logiques alors on a :

φ, φ→ ψ ⊢ ψ.

Justi�ation.- En e�et, si les propositions φ et φ → ψ sont vraies alors, par dé�nition même de

l'impliation → ('est-à-dire sa table de vérité), la proposition ψ est vraie.

4.3.2.2 Règle d'introdution du quanti�ateur existentiel

Introdution.-

Remarque.- Si x est libre dans φ alors ei n'est pas vrai, il su�t de onsidérer la même propriété

P (x) pour les deux formules pour s'en rendre ompte :

Loi.- Si φ et ψ sont des formules logiques, x une variable qui n'est pas libre dans ψ et si φ→ ψ
est vraie alors (∃xφ) → ψ est aussi vraie, autrement dit :

φ→ ψ ⊢ (∃xφ) → ψ
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4.4 Exeries

4.4.1 Lois logiques

Exerie 1.- Montrer que les énonés logiques suivants ne sont pas logiquement valides :

a. (∀xφ(x) → ∀xψ(x)) → ∀x (φ(x) → ψ(x))

b. ∀x (φ(x) ∨ φ(x)) → (∀xφ(x) ∨ ∀xψ(x))

Exerie 2.- Montrer que les énonés logiques suivants sont logiquement valides :

a. φ(t) → ∃xφ(x) si t est libre pour x dans φ.

b. ∀xφ→ ∃xφ

. ∀x∀y φ→ ∀y ∀xφ

d. ∀xφ↔ ¬(∃x¬φ)

e. ∀x (φ→ ψ) → (∀xφ→ ∀xψ)

f. (∀xφ ∧ ∀xψ) ↔ ∀x (φ ∧ ψ)

g. (∀xφ ∨ ∀xψ) → ∀x (φ ∨ ψ)

h. ∃x∃ y φ↔ ∃y ∃xφ

i. ∃x∀y φ→ ∀y ∃xφ

Exerie 3.- Donner, pour haun des énonés suivants, un ontre-exemple montrant que e n'est

pas une loi logique :

a. [∀x∀y ∀z ((φ(x, y) ∧ φ(y, z)) → φ(x, z)) ∧ ∀x¬φ(x, x)] → ∃x∀y ¬φ(x, y)

b. ∀x∃y φ(x, y) → ∃y φ(y, y)

. ∃x∃y φ(x, y) → ∃y φ(y, y)

d. [∃xφ(x) ↔ ∃xψ(x)] → ∀x (φ(x) ↔ ψ(x))

e. ∃x (φ(x) → ψ(x)) → (∃xφ(x) → ∃xψ(x))

f. [∀x∀y (φ(x, y) → φ(y, x)) ∧ ∀x∀y ∀z ((φ(x, y) ∧ φ(y, z)) → φ(x, z))] → ∀xφ(x, x)

g. ∃x∀y ((φ(x, y) ∧ ¬φ(y, x)) → [φ(x, x) ↔ φ(y, y)])

h. ∀x∀y ∀z (φ(x, x) ∧ (φ(x, z) → (φ(x, y) ∨ φ(y, z)))) → ∃y ∀z φ(y, z)

i. ∃x∀y ∃z ((φ(y, z) → φ(x, z)) → (φ(x, x) → φ(y, z)))

Exerie 4.- Déterminer si les énonés suivants sont des lois logiques :

a. ¬∃y ∀x (φ(x, y) → ¬φ(x, x))

b. [∃xφ(x) → ∃y ψ(x)] → ∃x (φ(x) → ψ(x))

. ∃x (φ(x) → ∀y φ(y))

d. ∀x (φ(x) ∨ ψ(x)) → (∀xφ(x) ∨ ∀xψ(x))

e. ∃x∃y (φ(x, y) → ∀z φ(z, y))

f. ∃x∃y (φ(x) → ψ(y)) → ∃x (φ(x) → ψ(x))

g.∀x (φ(x) → ψ(x)) → ¬∀x (φ(x) → ¬ψ(x))

h. ∃xφ(x, x) → ∃x∃y φ(x, y)

i. (∃xφ(x) ∧ ∃xψ(x)) → ∃x (φ(x) ∧ ψ(x))

j. (∀xφ(x) ∨ ∀xψ(x)) → ∀x (φ(x) ∨ ψ(x))
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4.4.2 Appliation de la logique des prédiats

Exerie 1.- En introduisant les notations appropriées, érire l'argumentation orrespondante à

haun des raisonnements suivants et dire si elle est valide (ou non) :

a. Tous les sienti�ques sont neurasthéniques. Auun végétarien n'est neurasthénique. Don

auun végétarien n'est sienti�que.

b. Tous les hommes sont des animaux. Certains animaux sont arnivores. Don ertains

hommes sont arnivores.

. Certains génies sont élibataires. Certains étudiants ne sont pas élibataires. Don ertains

étudiants ne sont pas des génies.

d. Auun barbier de Trifouillis ne rase exatement les hommes qui ne se rasent pas eux-mêmes.

Don il n'existe pas de barbier à Trifouillis.

e. Auun étudiant en géographie n'est plus intelligent qu'auun des étudiants en histoire. Don

un étudiant en histoire est plus intelligent que n'importe lequel des étudiants en géographie.

f. N'importe quel sain d'esprit peut omprendre les mathématiques. Auun des �ls d'Hegel ne

omprend quelque hose aux mathématiques. Auun fou ne peut voter. Don auun �ls d'Hegel

ne peut voter.


