
Chapitre 1

Le langage de la logique

propositionnelle

Nous avons vu que la logique a pour but de re
her
her les moyens de bien raisonner.

La logique propositionnelle est une première partie de la logique, qui s'o

upe de la 
ombinai-

son des propositions.

L'objet de 
e 
hapitre est d'exhiber le langage de la logique propositionnelle, avant de l'utiliser

pour analyser des raisonnements
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1.1 Notion de proposition

1.1.1 Proposition et valeurs de vérité

Observation 1.- On appelle 
ouramment proposition tout énon
é d'un fait, d'un événement, d'un

jugement, d'une pensée. Par exemple :

� Napoléon est né en 1769,

� Napoléon est mort en 1815,

� 2 + 2 = 4,

� il ne fait pas 
haud (sous-entendu à 
et instant),

� 
ette �eur est rouge (en désignant une �eur).

Observation 2.- Ces énon
és sont soit vrai (par exemple le premier et le troisième énon
é 
i-

dessus), soit faux (par exemple le deuxième énon
é 
i-dessus). Pour 
ertains nous ne savons pas

s'ils sont vrais ou faux, pour des raisons diverses (par exemple pour le quatrième énon
é 
i-

dessus, puisque 
ela dépend de l'instant auquel on parle et du lieu dans lequel on se trouve ; pour

le 
inquième, par
e que nous ne voyons pas la �eur en question), mais nous savons qu'ils sont

soit vrai, soit faux.

La vérité ou la fausseté d'une proposition est appelée sa valeur de vérité ou valeur logique.

Observation 3.- Nous n'avons pas dé�ni rigoureusement 
e qu'est une proposition ou 
e qu'est la

valeur de vérité. Cela par
e que nous ne savons pas le faire (essayez !). Nous 
onsidèrerons don


que 
e sont des notions primitives et nous ne donnerons seulement que l'appro
he heuristique

suivante.

Une proposition est une phrase sus
eptible de re
evoir l'une ou l'autre des deux valeurs

logiques suivantes : le vrai ou le faux.

Exemples.- Voir les exemples 
i-dessus.

Contre-exemples.- 1

o
)

〈〈
Tru
 est blond

〉〉
, où Tru
 n'est pas autrement expli
ité, n'est pas une

proposition, 
ar 
ette phrase est vraie ou fausse suivant que Tru
 désigne Pierre, Paul ou Ja
ques,

mais elle n'a pas de valeur de vérité �xe.

2

o
) Un 
hien n'est pas une proposition, 
e n'est même pas une phrase.

Commentaires.- 1

o
) Bien que l'appro
he heuristique pré
édente de 
e qu'est une proposition ne

donne lieu à au
une ambiguïté, il faut bien voir que 
e n'est pas une dé�nition rigoureuse, et 
e
i

pour deux raisons :

- nous n'avons pas dé�ni 
e qu'est une phrase de façon pré
ise ;

- il en est de même pour le vrai et le faux (bien qu'on puisse dire pour le faux qu'une proposition

est fausse si elle n'est pas vraie, et don
 nous sommes ramenés au seul problème pour le vrai).

Malheureusement nous ne savons pas 
omment faire autrement, et il est même très probable

qu'il ne soit pas possible de faire autrement.

2

o
) Nous avons 
onsidéré qu'il n'y a que deux valeurs logiques possibles, le vrai

et le faux. Il peut 
ependant quelquefois être intéressant d'en faire intervenir d'autres tel que

l'in
ertain. Ce
i 
onduit à des logiques non 
lassiques, plus parti
ulièrement à des logiques

multivaluées. Nous ne les 
onsidèrerons que plus tard.
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1.1.2 Propositions 
omposées

Observation 1.- Considérons la proposition suivante :

Napoléon est né en 1769 et mort en 1815.

Si on 
onnaît un tant soit peu l'histoire de Fran
e, on s'ex
lamera en général que 
ette

proposition est fausse puisque Napoléon n'est pas mort en 1815 mais en 1821. Approfondissons


e
i. En fait on peut dé
omposer 
ette proposition en deux propositions plus simples liées par le

mot et :

Napoléon est né en 1769

et :

(Napoléon est) mort en 1815.

On dit alors que la proposition est une proposition 
omposée, les deux propositions liées

par le mot et étant appelées propositions 
omposantes et le mot et un 
onne
teur.

Dans l'analyse du langage, on ren
ontre ainsi de nombreux 
onne
teurs : et, ou, don
, 
ar,

puisque...

Observation 2.- La signi�
ation d'une proposition 
omposée dépend toujours des signi�
ations

des propositions 
omposantes. Mais, par 
ontre, la valeur logique d'une proposition 
omposée

peut souvent se déduire en faisant abstra
tion de tout 
ontenu de pensée et seulement des valeurs

de vérité des propositions 
omposantes.

Par exemple soient deux propositions, que nous noterons symboliquement respe
tivement par

P et par Q. Il est 
lair que, dans le langage 
ourant, la proposition

〈〈
P et Q

〉〉
est vraie si, et

seulement si, les deux propositions P et Q sont vraies à la fois, et fausse sinon.

Un 
onne
teur est dit 
onne
teur logique si, et seulement si, la valeur de vérité de la

proposition 
omposée ne dépend que des valeurs logiques des propositions 
omposantes.

Remarque.- Il existe des 
onne
teurs qui ne sont pas des 
onne
teurs logiques. Par exemple le


onne
teur par
e que, qui sous-entend une relation de 
ause à e�et. Tout le monde est d'a

ord

pour dire que la proposition suivante est vraie :

Louis XVI est mort par
e qu'il eut la tête tran
hée

et 
elle-
i est de la forme P par
e que Q, où P et Q sont vraies.

Par 
ontre tout le monde s'a

ordera à dire que la proposition suivante est fausse :

Louis XVI est mort par
e que 2 + 2 = 4

et pourtant elle est bien de la forme P par
e que Q, ave
 P et Q vraies.

Ainsi le 
onne
teur

〈〈
par
e que

〉〉
n'est pas un 
onne
teur logique.

Con
lusion.- On peut distinguer deux sortes de vérité :

- la vérité matérielle 
omme, par exemple, 
elle qui est atta
hée au fait que Napoléon est

né en 1769 et qui est apprise par la s
ien
e historique (dans 
e 
as), et par diverses matières en

général ;

- la vérité 
ombinatoire (ou formelle) : par exemple la proposition

〈〈
P et Q

〉〉
est vraie

si, et seulement si, P et Q sont vraies à la fois, fausse sinon.

L'objet de la logique propositionnelle est d'étudier la vérité 
ombinatoire, 
'est-à-dire de

déterminer dans quels 
as une proposition 
omposée est vraie, 
onnaissant les valeurs de vérité

des propositions 
omposantes et les 
onne
teurs logiques utilisés.
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Commentaire.- Comment re
onnaissons-nous la vérité matérielle d'une proposition ?

Tout le monde est d'a

ord sur le fait que

〈〈
Napoléon est né en 1769

〉〉
est une proposition

vraie. Pourquoi ? Ce
i est un sujet déli
at qui n'appartient pas à la logique, mais en l'o

urren
e

à la méthode historique. La dis
ipline philosophique appelée théorie de la 
onnaissan
e a pour

but de 
ritiquer les méthodes, telle que la méthode historique, pour déterminer si elles 
onduisent

à des vérités matérielles (ou non).

Convention.- Dans la suite nous dirons toujours

〈〈

onne
teur

〉〉
pour

〈〈

onne
teur logique

〉〉
,

puisque nous ne nous intéresserons i
i qu'à 
eux-là.
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1.2 Les 
onne
teurs naturels

Nous venons de voir la notion de 
onne
teur (logique). Nous allons maintenant re
her
her,

de façon exhaustive, les 
onne
teurs utilisés à travers le langage, qui re�ètent la logique propo-

sitionnelle in
ons
iente de notre 
ivilisation.

1.2.1 La négation

Dé�nition.- Dans les 
ours de grammaire on apprend à nier les propositions. À 
haque proposition

P on asso
ie une autre proposition, appelée la négation de P, que nous désignerons par non-P.

Le passage de P à non-P est régi par un ensemble de règles grammati
ales qui dépendent de la

langue utilisée et de la forme de P. Mais l'intention de 
ette opération réside en 
e que non-P est

fausse quand P est vraie, et vraie quand P est fausse.

Nous pouvons résumer 
ette situation par le tableau suivant :

P non-P

vrai faux

faux vrai

appelé table de vérité de la négation.

Exemple.- Par exemple si P est :

Napoléon est né en 1769

sa négation, non-P, est :

Napoléon n'est pas né en 1769.

Dans 
e 
as, P est vraie, non-P est fausse.

1.2.2 La 
onjon
tion

Dé�nition.- Nous avons déjà vu que le mot

〈〈
et

〉〉
peut servir de 
onne
teur logique reliant

deux propositions, disons P et Q, pour former une proposition notée

〈〈
P et Q

〉〉
, et appelée la


onjon
tion de P et de Q.

La proposition P et Q est vraie si, et seulement si, les propositions P et Q sont vraies à la

fois, fausse sinon. Ce
i peut se résumer par le tableau suivant :

P Q P et Q

vrai vrai vrai

vrai faux faux

faux vrai faux

faux faux faux

appelé table de vérité de la 
onjon
tion.

Remarque.- Le mot

〈〈
et

〉〉
sert souvent de 
onne
teur logique dans le langage 
ourant mais il

sert aussi quelquefois, et 
ela montre toute l'ambiguïté des langues naturelles, de 
onne
teur non

logique en sous-entendant une notion de séquen
e, 
omme par exemple, dans la phrase :

Il mourut et tomba

di�érente, du point de vue de la vérité, de la phrase :

Il tomba et mourut

alors que pour le 
onne
teur logique

〈〈
et

〉〉
, les deux propositions 
omposées

〈〈
P et Q

〉〉
et

〈〈
Q

et P

〉〉
ont la même valeur de vérité.
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1.2.3 La disjon
tion

Observation.- L'usage du mot

〈〈
ou

〉〉
est ambigu en français. Le plus souvent

〈〈
P ou Q

〉〉
signi�e

qu'au moins une des propositions P ou Q est vraie, bien que P et Q peuvent être vraies à la fois,


omme dans la phrase :

À la fête vous pouvez monter dans les auto-tamponneuses ou jouer à la loterie

(vous pouvez faire les deux). On parle alors de l'usage in
lusif du mot

〈〈
ou

〉〉
, ou du ou in
lusif.

On ren
ontre aussi 
ependant un usage ex
lusif du mot

〈〈
ou

〉〉
, 
omme lorsque sur le menu

d'un restaurant on voit é
rit :

fromage ou dessert

(abréviation de

〈〈
vous avez droit à du fromage ou à un dessert, mais pas aux deux

〉〉
).

Dans 
ertaines langues il existe deux mots di�érents pour 
es deux usages di�érents. Par

exemple, en latin

〈〈
vel

〉〉
est utilisé dans le sens in
lusif tandis que

〈〈
aut

〉〉
est utilisé dans le

sens ex
lusif. Mais 
e n'est pas le 
as en français.

Les mathémati
iens, par sou
i de pré
ision, ont pris l'habitude de n'employer le mot

〈〈
ou

〉〉

que dans son sens in
lusif. Dans un texte ordinaire, le 
ontexte su�t en général pour qu'on sa
he

si un

〈〈
ou

〉〉
est in
lusif ou ex
lusif. Dans un texte mathématique, les objets seront trop abstraits

pour 
ela, d'où 
ette pré
aution.

Dé�nition.- La disjon
tion de deux propositions P et Q est la proposition 
omposée, notée

〈〈
P

ou Q

〉〉
, qui est fausse si, et seulement si, les propositions P et Q sont fausses à la fois, et qui est

vraie sinon. Ce
i peut se résumer par le tableau suivant :

P Q P ou Q

vrai vrai vrai

vrai faux vrai

faux vrai vrai

faux faux faux

appelé table de vérité de la disjon
tion.

Remarque.- Le ou ex
lusif est également un 
onne
teur logique, noté ex, que nous emploierons

peu pour des raisons que nous verrons plus tard, et dont la table de vérité est la suivante :

P Q P ex Q

vrai vrai faux

vrai faux vrai

faux vrai vrai

faux faux faux
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1.2.4 L'impli
ation

Introdu
tion.- Des propositions de la forme

〈〈
Si P alors Q

〉〉
apparaissent si souvent qu'il est

né
essaire de 
onsidérer

〈〈
si ... alors ...

〉〉

omme un 
onne
teur logique. Il est évident que, lorsque

P est vraie et Q est fausse, alors

〈〈
Si P alors Q

〉〉
doit être fausse. Mais 
'est à peu près tout 
e

qu'on peut dire de façon naturelle.

Conne
teur ou 
onne
teur logique ?- En fait dans les langues naturelles telles que le français, une

expression du genre

〈〈
Si P alors Q

〉〉
n'est a

eptée que si Q a un rapport, quant à la signi�
ation,

ave
 P. Par exemple une expression telle que :

Si le prix du litre de lait est de 1 euro alors Londres est la 
apitale de la Fran
e

nous apparaît 
omme n'ayant pas beau
oup de sens, sinon une plaisanterie. Cependant si nous

voulons 
onsidérer

〈〈
Si ... alors ...

〉〉

omme un 
onne
teur logique, nous devons lui donner sinon

un sens au moins une valeur logique.

Dé�nition.- On appelle impli
ation le 
onne
teur logique

〈〈
si P alors Q

〉〉
qui prend la valeur

faux si, et seulement si, P est vraie et Q est fausse. Ce
i peut se résumer par le tableau suivant :

P Q si P alors Q

vrai vrai vrai

vrai faux faux

faux vrai vrai

faux faux vrai

appelé table de vérité de l'impli
ation.

Problème de la détermination de la table de vérité de l'impli
ation.- La dé�nition est une dé�-

nition et don
, 
omme pour toute dé�nition, nous n'avons rien à y redire, 
ar elle peut être aussi

arbitraire que l'on veut. Mais en fait, 
omme la deuxième ligne de la table de vérité est justi�ée

par 
e que nous avons dit en introdu
tion, on peut également justi�er les autres lignes.

Nous allons voir que si nous voulons que 
e soit un 
onne
teur logique alors nous n'avons pas

vraiment le 
hoix.

Considérons la proposition

〈〈
Si (P et Q) alors P

〉〉
. Elle nous semble intuitivement toujours

vraie, quelles que soient les valeurs de vérité de P et de Q.

� Considérons le 
as où P et Q sont toutes les deux vraies. Alors

〈〈
P et Q

〉〉
et P sont toutes

les deux des propositions vraies. Ce
i implique que la valeur de vérité de la première ligne

de la table de vérité doit être le vrai.

� Quand P est vraie et Q est fausse alors

〈〈
P et Q

〉〉
est fausse et P est vraie. Ainsi la valeur

de vérité de la troisième ligne de la table de vérité doit être le vrai.

� Quand P est fausse et Q est vraie alors

〈〈
P et Q

〉〉
est fausse et P est fausse. Ainsi la

valeur de vérité de la quatrième ligne de la table de vérité doit être le vrai.

Synonymes dans le langage 
ourant.- Le

〈〈
si P alors Q

〉〉
a des synonymes dans le langage 
ou-

rant, par exemple

〈〈
P implique Q

〉〉
,

〈〈
Q est 
onséquen
e de P

〉〉
,

〈〈
Q est impliqué par P

〉〉
...

Vo
abulaire.- Dans une proposition 
omposée de la forme

〈〈
P implique Q

〉〉
, la proposition P

s'appelle la prémisse ou l'anté
édent et la proposition Q le 
onséquent.
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1.2.5 L'équivalen
e

Observation.- Le dernier 
onne
teur que nous 
onsidèrerons est 
elui qui 
orrespond à la liaison

si, et seulement si 
omme, par exemple, dans la proposition 
omposée suivante :

C'est monsieur Martin (qui arrive) si, et seulement si, il porte un 
ostume 
lair.

Tout le monde sera d'a

ord pour dire qu'une proposition 
omposée de la forme

〈〈
P si, et

seulement si Q

〉〉
est vraie si, et seulement si, les propositions P et Q sont vraies à la fois ou

fausses à la fois.

Dé�nition.- On appelle équivalen
e le 
onne
teur logique

〈〈
P si, et seulement si, Q

〉〉
qui prend

la valeur vraie si, et seulement si, P et Q sont vraies à la fois ou fausses à la fois. Ce
i peut se

résumer par le tableau suivant :

P Q P si, et seulement si, Q

vrai vrai vrai

vrai faux faux

faux vrai faux

faux faux vrai

appelé table de vérité de l'équivalen
e.

Conne
teur ou 
onne
teur logique ?- En fait dans les langues naturelles telles que le français, et


omme pour l'impli
ation, une expression du genre

〈〈
P si, et seulement si, Q

〉〉
n'est a

eptée

que si Q a un rapport, quant à la signi�
ation, ave
 P. Nous 
onsidèrerons, dans la suite, que la

signi�
ation n'intervient pas.

Synonymes dans le langage 
ourant.- Le

〈〈
P si, et seulement si, Q

〉〉
a des synonymes dans le

langage 
ourant, par exemple

〈〈
P est équivalent à Q

〉〉
.

1.2.6 Autres 
onne
teurs ?

Problème.- Nous avons étudié 
inq 
onne
teurs (la négation, la 
onjon
tion, la disjon
tion, l'im-

pli
ation et l'équivalen
e), et même six ave
 la disjon
tion ex
lusive. En existe-t-il d'autres ?

La réponse dépend de 
e que nous entendons par là :

- Si nous voulons dire d'autres 
onne
teurs apparaissant dans le langage 
ourant, ou dont on

a besoin dans la pratique, alors il semble bien qu'il n'en existe pas d'autres.

- Si nous voulons dire d'autres 
onne
teurs théoriques (dé�nis par leur table de vérité), alors il

en existe beau
oup d'autres. Par exemple, rien que pour les 
onne
teurs reliant deux propositions

(nous avons vu qu'ils peuvent ne relier qu'une seule proposition, 
omme dans le 
as de la négation,

et on peut en imaginer qui relient trois propositions ou même plus), nous n'avons pas donné de

nom au 
onne
teur 
orrespondant à la table de vérité suivante :

P Q

vrai vrai faux

vrai faux faux

faux vrai faux

faux faux vrai

Nous verrons 
ependant plus tard qu'il est inutile de lui donner un nom, 
ar on le retrouve


omme

〈〈

ombinaison

〉〉
des 
onne
teurs pré
édents. Nous verrons en fait qu'il en est ainsi pour

tous les autres 
onne
teurs théoriques.
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1.2.7 Con
lusion : le renversement logique

Ainsi des faits 
ourants nous ont 
onduit à dégager les notions de proposition, de valeur de

vérité, de 
onne
teur (logique) et 
inq 
onne
teurs parti
uliers. Nous avons vu aussi que 
es

notions restent assez vagues dans la vie 
ourante et que quelquefois il y a quelques ambiguïtés

à 
hoisir la table de vérité d'un 
onne
teur naturel donné. Dans la suite nous ne travaillerons

plus sur 
es notions vagues. La logique re
her
he des lois mais est aussi normative : on dé
ide

que, désormais, lorsque nous nous servirons des notions vues pré
édemment, 
e sera toujours

au sens des dé�nitions non ambiguës données 
i-dessus. La vie 
ourante a seulement inspiré un

vo
abulaire qui est maintenant utilisé dans un sens pré
is.

Cela ne posera pas de problème pour analyser un dis
ours s
ienti�que, puisque tout s
ienti-

�que doit avoir reçu une formation en logique. Mais 
ela pourra peut-être en poser pour analyser

d'autres dis
ours ; il faudra alors d'abord véri�er que les mots ont bien la même signi�
ation.
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1.3 Expression logique

1.3.1 Notion

Proposition 
omposée 
omplexe.- Nous avons vu que 
ertaines propositions peuvent être 
onsi-

dérées 
omme 
omposées, et nous avons étudié les 
onne
teurs 
ourants. Il peut arriver que, dans

une proposition 
omposée, il intervienne plus d'un 
onne
teur.

Considérons, par exemple, la proposition suivante :

Si Pierre a son ba
 et Paul est libre, alors nous partirons en va
an
es en juillet.

Visiblement trois propositions simples interviennent dans 
ette proposition 
omposée, à sa-

voir :

P Pierre a son ba


Q Paul est libre

R nous partirons en va
an
es en juillet.

Forme d'une telle proposition.- La forme de 
ette proposition est :

si (P et Q) alors R.

Intérêt des parenthèses.- Des parenthèses ont été pla
ées pour éviter toute ambiguïté ave
, par

exemple, la forme :

P et (si Q alors R),


orrespondant, par exemple, à la proposition :

Pierre a son ba
 et, si Paul est libre, alors nous partirons en va
an
es en juillet,

qui est nettement di�érente, à la fois du point de vue logique et du point de vue de la signi�
ation,

de la première proposition 
onsidérée.

1.3.2 Évaluation d'une proposition 
omposée 
omplexe

Dé�nition.- Évaluer une proposition 
omposée, 
'est donner sa valeur de vérité 
onnaissant

les valeurs de vérité de ses propositions 
omposantes (en général atomiques).

Méthode.- La méthode pour évaluer une proposition 
omposée 
omplexe est simple et systéma-

tique :

- 1

o
) On 
her
he la forme de 
ette proposition 
omposée ;

- 2

o
) On détermine les valeurs de vérité des propositions 
omposantes, 
e qui n'est pas un

problème de logique, 
omme nous l'avons déjà vu ;

- 3

o
) On se sert des tables de vérité des 
onne
teurs et, en progressant pas à pas, on obtient

la valeur de vérité de la proposition.

Exemple.- Considérons la première proposition 
i-dessus. Supposons que P soit vraie, Q soit

fausse et que R soit vraie. Alors (P et Q) est fausse don
 si (P et Q) alors R est vraie. Il n'est

don
 pas né
essaire que Pierre ait son ba
 pour partir en va
an
es.

Utilité de la forme.- En logique propositionnelle la seule 
hose que l'on veuille savoir sur une

proposition est sa valeur de vérité, et don
 seule la forme a un intérêt. On s'intéressera don


essentiellement à la forme des propositions 
omposées. On parle de logique formelle.
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1.4 Le raisonnement propositionnel

Nous avons vu que la meilleure méthode pour 
onvain
re quelqu'un qu'une assertion est vraie

est de faire un raisonnement, 
'est-à-dire de partir d'un 
ertain nombre de propositions a

eptées


omme vraies et de montrer alors que la proposition que l'on veut faire admettre s'en déduit

logiquement, 
'est-à-dire qu'il est tout à fait 
lair qu'on doit alors a

epter 
ette proposition.

Que faut-il entendre par

〈〈
s'en déduit logiquement

〉〉
?

Bien souvent 
ela paraît 
lair. Nous allons 
ependant l'expli
iter à partir de notre notion

intuitive à l'égard des objets de la logique propositionnelle que nous venons de dégager, et don


voir en quoi 
onsiste un bon raisonnement, ou tout au moins 
ertains types de raisonnement,


eux qui 
orrespondent à la logique propositionnelle.

1.4.1 Argumentation propositionnelle

Commençons par donner quelques exemples de raisonnement.

Exemples.- 1

o
) Pierre est le frère de Paul.

Si Pierre est le frère de Paul alors Pierre est plus âgé que Paul.

Don
 Pierre est plus âgé que Paul.

2

o
) Si Marie est à Rome alors il en est de même de Pierre.

Si Pierre est à Rome alors Ja
ques n'y est pas.

Don
 Si Marie est à Rome alors Ja
ques n'y est pas.

Forme d'un raisonnement.- On sent bien que, dans 
e genre de raisonnement, 
e n'est pas le


ontenu des propositions qui 
ompte, mais leur forme. Les formes atta
hées aux raisonnements


i-dessus sont :

- 1

o
) P

si P alors Q

Don
 Q

- 2

o
) si P alors Q

si Q alors R

Don
 si P alors R

Le

〈〈
don


〉〉
annon
e la 
on
lusion de notre raisonnement. On ne sait pas par quoi le rempla
er

jusqu'i
i. Il 
orrespond don
 à une notion nouvelle.

Dé�nition.- Si A, A', ... , A”, B sont des expressions logiques, on appelle argumentation toute

phrase du genre :

A,A′, . . . , A” don
 B,

noté :

A,A′, . . . , A” ∴ B.

Remarque.- Nous appelons argumentation la forme d'un raisonnement (bon ou mauvais), forma-

lisable dans le 
al
ul propositionnel. Remarquons 
ependant qu'il existe des raisonnements qui

ne sont pas formalisables dans le 
al
ul propositionnel, tel que le suivant :

So
rate est un homme.

Tout homme est mortel.

Don
 So
rate est mortel.
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1.4.2 Argumentation valide

À tout raisonnement nous avons asso
ié une forme de raisonnement, appelée i
i argumen-

tation. Cependant il existe des raisonnements valables et des raisonnements falla
ieux. Nous ne

nous o

uperons que des raisonnements valables, évidemment ; la forme d'un tel raisonnement

est appelée une argumentation valide.

Exemple de raisonnement falla
ieux.- Considérons le raisonnement suivant :

Si Pierre a son ba
 alors nous partirons en va
an
es en juillet.

Pierre n'a pas son ba
.

Don
 nous ne partirons pas en va
an
es en juillet.

Il ressemble à un raisonnement 
orre
t. Sa forme est la suivante :

si P alors Q

non P

Don
 non Q

Cependant 
e raisonnement n'est pas 
orre
t 
omme on peut s'en rendre 
ompte en remplaçant

P et Q respe
tivement par les propositions suivantes :

1 + 1 = 3

et

2 + 2 = 4.

Notation.- Pour indiquer qu'une argumentation :

A,A′, ..., A” ∴ B

est valide on note :

A,A′, ..., A” ⊢ B

Problème fondamental de la logique élémentaire.- Quelles sont les argumentations valides ?

Nous avons une notion intuitive de 
e qu'est une argumentation valide, mais pouvons-nous

en donner une dé�nition formelle ? Pouvons-nous donner un moyen pour les re
onnaître à 
oup

sûr ?

Remarque.- Ainsi la logique propositionnelle ne pré
ède pas tout raisonnement, mais 
odi�e les

raisonnements simples et évidents a�n de pouvoir s'attaquer à des raisonnements plus 
omplexes.
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1.5 Dé�nition formelle du langage de la logique proposition-

nelle

Nous avons dit qu'une expression logique est la forme de proposition 
omposée (
omplexe).

Mais, pour l'instant, nous sommes restés sur une notion intuitive de 
es 
on
epts. Nous allons

être plus 
lair en donnant une dé�nition formelle.

1.5.1 Dé�nitions

Variables propositionnelles.- Jusqu'i
i, lorsqu'on utilisait une lettre majus
ule telle que P, Q, R,

S par exemple, 
'était en tant qu'abréviation (ou nom) d'une proposition donnée. En fait on

peut aller plus loin dans l'abstra
tion lorsqu'on ne s'intéresse qu'à la forme des propositions. La

notation P peut désigner une proposition a priori indéterminée. On dira alors que P est une

variable propositionnelle.

Signes pour les 
onne
teurs logiques.- Pour l'instant, pour désigner un 
onne
teur logique (natu-

rel), nous avons 
hoisi un des mots du langage 
ourant qui le désigne. Comme pour les opérations

arithmétiques (on utilise le signe

〈〈
+

〉〉
au lieu de

〈〈
plus

〉〉
) on utilise des signes pour les 
onne
-

teurs naturels suivant le tableau 
i-dessous :

- signe de négation : ¬ ; alors ¬P se lit non-P.

- signe de disjon
tion : ∨ ; alors P ∨Q se lit P ou Q.

- signe de 
onjon
tion : ∧ ; alors P ∧Q se lit P et Q.

- signe d'impli
ation : → ; alors P → Q se lit P implique Q.

- signe d'équivalen
e : ↔ ; alors P ↔ Q se lit P équivalent à Q.

Introdu
tion.- Quelques exemples d'expressions logiques sont alors :

(P ∨Q) ∧R

¬P → Q.

Une expression logique est don
 un mot sur l'alphabet formé des variables propositionnelles, des

signes de 
onne
teurs logiques et des parenthèses ouvrante et fermante. Cependant tout tel mot

n'est pas une expression logique. Par exemple PQ ou (P ∧ Q ∨ R ne sont pas des expressions

logiques : pour le premier mot au
un 
onne
teur ne relie les variables propositionnelles ; pour le

se
ond, d'une part, une parenthèse est ouverte sans être fermée et, d'autre part, il y a ambiguïté

sur le 
onne
teur qui doit être 
onsidéré en premier, autrement veut-on dire (P ∧ Q) ∨ R ou

(P ∧ (Q ∨R)) ?
On peut 
ependant dé�nir l'ensemble des expressions logiques de façon 
laire en utilisant la

dé�nition suivante.

Dé�nition.- L'ensemble des expressions logiques (propositionnelles) est dé�ni de la façon

suivante :

- 1

o
) Les variables propositionnelles P, Q, R, ... sont des expressions logiques ;

- 2

o
) Si A est une expression logique alors il en est de même de ¬A ;

- 3

o
) Si A et B sont des expressions logiques alors il en est de même de (A ∨B), de (A ∧B),

de (A→ B) et de (A↔ B) ;
- 4

o
) Toutes les expressions logiques sont obtenues de 
ette façon.
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Remarques.- 1

o
) La 
ondition 1

o
) peut poser problème. Que signi�ent les points de suspension

〈〈
...

〉〉
? On peut 
onsidérer que 
e sont les lettres indiquées mais lorsqu'on a besoin d'être pré
is

ou lorsqu'il n'y en a pas assez, on peut 
onsidérer que 
e sont P, P', P�, P� ', P��, ... ave
 autant

de prime que l'on veut.

2

o
) Les symboles A et B utilisés dans les 
onditions 2

o
) et 3

o
) ne sont pas des

variables propositionnelles : on peut les rempla
er par n'importe quelle expression logique. On

parle de métavariables propositionnelles.

3

o
) Il ne s'agit pas d'une dé�nition au sens habituel : dans une telle dé�nition, Blaise

Pas
al a insité sur le fait que le mot que l'on veut dé�nir ne doit pas intervenir dans la partie de

la phrase servant à le dé�nir ; or i
i le mot `expression' apparaît dans les parties gau
hes du 2

o
)

et du 3

o
). On parle de dé�nition indu
tive ou ré
ursive.

4

o
) On dé�nit bien ainsi toutes les formes possibles de propositions 
omposées.

Ré
iproquement, toute proposition 
orrespond bien à une forme de proposition, ne serait-
e qu'à

la forme P.

5

o
) Toute proposition aura une forme donnée (à quelques variations non essen-

tielles près) si on oblige les variables propositionnelles P, Q, R, ... à représenter des proposi-

tions atomiques, 
'est-à-dire que l'on ne peut plus dé
omposer du point de vue de la logique

propositionnelle.

Par exemple la forme de la proposition déjà 
onsidérée :

Si Pierre a son ba
 et Paul est libre, alors nous partirons en va
an
es en juillet.

a pour forme fondamentale :

(P ∧Q)→ R

mais aussi :

S → R.

1.5.2 Élimination des parenthèses

Introdu
tion.- Nous avons vu l'intérêt d'utiliser les parenthèses pour l'é
riture des expressions

logiques, a�n d'éviter les ambiguïtés. La né
essité de donner une dé�nition simple de l'ensemble

des expressions logiques nous a obligé à exiger qu'une expression 
omporte beau
oup plus de

parenthèses que né
essaire. Par exemple :

(((A ∨ ¬B) ∧ (C ∨ ¬A)) ∧ A)

est beau
oup moins lisible que :

(A ∨ ¬B) ∧ (C ∨ ¬A) ∧ A

mais 
e dernier mot n'est pas une expression logique au sens de la dé�nition donnée (bien qu'il

le soit au sens intuitif).

On dira que la première expression est 
omplètement parenthésée et on a

eptera des

expressions simplement parenthésées en utilisant, par exemple, les règles suivantes.

Conventions d'omissions des parenthèses.- 1

o
) On peut omettre la paire extérieure de paren-

thèses, lorsqu'elle existe.

Nous é
rirons ainsi, par exemple, (A ∨B) ∧ ¬C au lieu de ((A ∨B) ∧ ¬C).
Remarquons 
ependant que ¬((A ∨B) ∧ ¬C) n'a pas de paire extérieure de parenthèses dès

l'origine.

2

o
) On notera U∨V ∨...∨T au lieu de ((U∨V )∨...)∨T .

On notera U ∧ V ∧ ... ∧ T au lieu de ((U ∧ V ) ∧ ...) ∧ T .
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1.5.3 Loi d'indu
tion pour les expressions logiques

Il résulte intuitivement de la dé�nition des expressions logiques (propositionnelles), et en

parti
ulier du 4

o
), que l'on a la loi suivante, appelée loi d'indu
tion pour les expressions

logiques.

Loi.- Soit A un ensemble d'expressions logiques tel que :

- 1

o
) Toutes les variables propositionnelles appartiennent à A ;

- 2

o
) Si A appartient à A alors il en est de même de ¬A ;

- 3

o
) Si A et B appartiennent à A alors il en est de même de (A∨B), de (A∧B), de (A −→ B)

et de (A←→ B).
Alors A est l'ensemble de toutes les expressions logiques.
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1.6 Exer
i
es

Exer
i
e 1.- Éliminez le maximum de parenthèses possibles des expressions logiques suivantes


omplètement parenthésées pour obtenir des expressions logiques simplement parenthésées :

a. ((B → (¬A)) ∧ C)
b. (A ∨ (B ∨ C))

. (((A ∧ (¬B)) ∧ C) ∨D)
d. ((B ∨ (¬C)) ∨ (A ∧B))
e. ((A↔ B)↔ (¬(C ∨D)))
f. ((¬(¬(¬(B ∨ C))))↔ (B ↔ C))
g. (¬(¬(¬(B ∨ C)))↔ (B ↔ C)))
h. ((((A→ B)→ (C → D)) ∧ (¬A)) ∨ C)

Exer
i
e 2.- L'imprimante a malen
ontreusement supprimé les paires de parenthèses d'expres-

sions logiques, 
e qui donne les pseudo-expressions suivantes. Restaurer les parenthèses pour

obtenir des expressions logiques parenthésées (il peut y avoir plusieurs résultats dans 
haque


as) :

a. C ∨ ¬A ∧B

b. B → ¬¬¬A ∧ C


. C → ¬(A ∧B → C) ∧ A↔ B

d. C → A→ A↔ ¬A ∨B

Exer
i
e 3.- Déterminez si les pseudo-expressions suivantes sont des expressions logiques, sim-

plement ou 
omplètement parenthésées, et, s'il en est ainsi, restaurer toutes les parenthèses :

a. ¬¬A↔ A↔ B ∨ C

b. ¬(¬A↔ A)↔ B ∨ C


. ¬(A↔ B) ∨C ∨D → B

d. A↔ (¬A ∨B)→ (A ∧ (B ∨C)))
e. ¬A ∨B ∨ C ∧D → A ∧ ¬A

f. ((A→ B ∧ (C ∨D) ∧ (A ∨D))


