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INTRODUCTION.- Soit M la theorie du premier ordre de la multiplica-

tion des entiers naturels non nuls, c'est-a-dire de la structure

(lli ,.) de langage L = (.), ou . est un signe fonctionnel binaire.

Comme pour toute theorie d'une structure infinie, on sait que

M est non-contradictoire, complete et non-categorique (la structure

ci-dessus, appelee modele standard de la theorie etudiee, n'est pas

Ie seul modele (meme a isomorphisme pres)) (cf. [ME]).

Dans ce qui suit, je donne une aXiomatique explicite de cette

theorie, puis une elimination des quantificateurs, ce qui permet de

caracteriser les types, je montre qu'elle est consequence de la

Lo-induction (theorie bien plus faible que l'arithmetique de Peano),

et enfin que les quantificateurs de Ramsey sont eliminables dans Ie

modele standard.

Presburger [PrJ a etudie la theorie de l'addition, i.e. de la

structure (lli ,+), en 1929 : il en a donne une axiomatique explicite,

une elimination des quantificateurs et montre ainsi qu'elle etait de-

cidable. Skolem montrait l'annee suivante que la theorie de la multi-

plication etait decidable (resultat bien connu, cf. [SK],[MO] et [FV]).

Recemment, il y a eu des travaux de Jensen et Ehrenfeucht [JE], de

Rackoff sur la complexite de l'algorithme de decision [RA], de
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Lessan [LEJ et enfin de Nadel qui montre que la theorie complete de

la multiplication est consequence de l'arithmetique de Peano [NAJ.

D'autre part, Zoe Chatzidakis [CHJ a caracterise tous les modeles de

la theorie de la multiplication en termes de faisceaux.

Cet article est une version revisee de rna these de troisieme

cycle soutenue Ie 25 mars 1980 a l'Universite Paris VI

Aribaud, president, Roland Fraisse, Angus Macintyre, Kenneth

Mc Aloon et Bruno Poizat, examinateurs). Je tiens a remercier tous

ceux sans qui cette these n'aurait pas ete menee jusqu'a son terme,

et plus particulierement Kenneth Mc Aloon qui m'a propose les sujets,

Bruno Poizat qui m'a guide durant toute sa preparation ainsi que

l'Ecole Normale Superieure de l'Enseignement Technique (Cachan).
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A.- PRELIMINAIRES : LA THEORIE DE L'ADDITION

1.- AXIOMATISATION DE LA THEORIE DE L'ADDITION

Soit PRESB 1a theorie de l'addition des entiers naturels, i.e.

de la structure de langage (+), ou + est un signe fonctionnel

binaire. Voici une axiomatique de cette theorie (cf. [PRJ ou [FR])

AI. (As soc i a t.Lv i t e ) V x V Y \f z (x + (y + z) = (x + y) + z)

A2. y Vy (x+y=y+x=y)

cet element neutre est unique et on Ie note Q) .

A3. (Commut.a t Lv i t e ) V x V y (x + y = y + x )

A4. (Re qu La r i.t.e ) V x V y V z (x + z = y + Z ->- x = y)

AS. (Po s i t.Lv i t e ) V x V Y (x+y = 0 ->- x=y=O)

{On note n . x Ie terme defini par recurrenxe sur n E ill par

(0. x = 0 et (n+1). x = n. x+x.)

A6n. (Pas de torsion) {pour tout n E V x (ri • x = 0 ->- x = 0)

(On d e f i n i t; la relation spar : X S Y ssi z (y = z + x). )

A7. (Ordre total) V x V y (x s y v y S x)

A8. (Discretion) jx V y (x 'I 0 A (0 s y s x ->- (y = 0 v y = x ) )

(Cet x est unique et on Ie note 1.)

A9n. (Ddv i.s Lb i Lf.t.e ) (pour tout n E : )

V x J y OJ z (x = n . y + Z A Z S n. 1 A Z I' n . 1)

2.- ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS POUR LA THEORIE DE L'ADDITION

D1 1°._ On dit qu'une formule d'un lansage Lest ouverte (ou

quantificateurs) ssi aucune occurrenced'un quantificateur n'y inter-

vient ;

2°._ On dit qu'une theorie T de langage L elimine les auantifica-

teurs ssi toute formule ¢ de Lest T-equivalente a une formule de

L ouverte.

3°._ La ou il n'y a pas de risque de confusion, et ou il est clair

de quelle theorie T il s'agit, on ecrira simplement ¢ au lieu de

T f-¢
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D2.- Pour n entier on note, dans la theorie de l'addition, x $nY

pour : J Z (y = n . Z + x) .

Remarque.- Pour n = 0, on retrouve ainsi l'egalite ; pour n 1, ce

n'est rien d'autre que la relation d' ordre. Pour n 2, x $n Y

signifie non seulement que x est congru a Y modulo n au sens classi-

que mais aussi que x $ y. On peut definit x =n y par:

(x $n y v y $n x) .

Presburger a montre que la theorie de l'addition de langage

(+,0,1, s , (ou (+,0,1, ( $n)nEJN) elimine les quantificateurs

(c'est en fait le resultat qui sert a montrer la completude de PRESB).

Nous le redemontrons ci-dessous en T2.

3.- FONCTIONS DE SKOLEM

D3.-0n dit qu'une theorie T admet des fonctions de Skolem ssi pour

toute (n + 1) -formule 8 (x,x
1
' •. ' ,xn) de L (T) il existe une relation

fonctionnelle (ou application definissable) y = f(x
1
, ... ,xn) telle

que :

Tl.- La theorie de l'addition admet des fonctions de Skolem.

Demonstration.- En effet, on

convenant, i.e. - si 13 x

- sinon le

prend pour f(x
1
, ••. ,xn)

8 (x , ... , x) alors x =
1 n

x tel que

le plus petit x

o ;

8 (x,x
1
' ... ,x

n)
A 'if Y (8 (y,x

1
, ••• ,xn) -+ y x),

un tel x existe car c'est vrai dans Ie modele standard (principe du

bon ordre) et puisque la theorie est complete (nous ,Ie verrons d'ail-

leurs directernent dans T2). On note cet x : lJ y 8 (y,xl, ... ,xn) (lire:

"le plus petit y tel que ... ").

T2.-,Les fonctions de Skolem y f(x
1,
... ,xn) sont definies par



48

avec Ci formule du langage de l'elimination des quantificateurs et t i
terme du langage L' = (+,':', ([n]lndN* ,0,1), oii

- .:. est la soustraction complete : x .:. y =

fo
x - Y si x y

sinon

x
[n] est Ie quotient dans la division euclidienne de x par n, aont

l'existence est affirmee par A9n.

Demonstration.- Nous allons, en fait, en plus montrer l'elimination

des quantificateurs, ce qui se fait par recurrence sur la complexite de

la formule. Le seul cas non trivial est celui de : j X 8(x,x1,· .. ,xn)
Par hypothese de recurrence et d'apres la mise sous forme normale,

nous avons, en remarquant de plus les equivalences :

x y_ (x ,; Y /\ Y ,; x )

x 'I y (x + 1 s Y v Y + 1 ,; x )

l (x =n y) - (x + 1 "ri y v ... v x + n - 1 "ri y),

la forme canonique

avec les u et v termes de (+,0,1).

u p ,; /\ v 1

m
q
v' )
q

/\ ...

On voit, par recurrence sur la complexite, que tout terme t en

x, xl" .. ,xn de (+,0,1) est, a PRESB-equivalence pres, de la :

D'autre part, pour m E IN* on a v x (x -m ° v x -m 1 v .•• v x -m m-l).
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avec

ax+u s s u' .:.. U
C-a--J *pour a E IN , et

u ' s ax+u (u '
u l

.:.
S U v [ u J s x).

a

Ainsi (C. (x , ... ,x )
lIn

avec un autre k que celui ci-dessus, Ci conjonction de formules de la

forme : w s w', x = b avec m E IN* , b < m, w et w' termes enj "m
xl' ... ,xn du langage (+,0,1), et les u j et v j termes en x 1, ... ,xn du

langage L I.

Si, dans les C
l
" nous incorporons des x = b. pour 1 s r s p

j -mr Jr
1 s j s n (en augrnentant k et Ie nombre de termes de la disjonction) ,

ainsi que pour cr,T permutations de [l,rJ et [l,pJ respectivement:

nous avons,

r = 0, n

en posant u = ucr(r)

v" Ie mot vide si s

v

o
vT(s)' eventuellement u o si

e(x,x1' ... ,xn) VV (C i (xl' ... ,xn) A u s X s v
j s i s k

A X

forme : u I = U + N, avec N E IN.

Or des que nous connaissons les restes modulo les m pour les x. nous
r J

les connaissons aussi pour u, nous savons donc exprin,er Ie plus petit

u' plus grand que u tel que u I _ a
1

A ••• A U I = a, il est de lam
1

-m
p

p

Remarquons enfin que pour w, w' termes de L ' nous avons

w s w'+- ¢ avec ¢ formule sans quantificateur de (+,0,1), par re-

currence sur la complexite, car :

X .:. y s z ......- ((x", Y A X S Z + y) v x s y),
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Aussi peut-on considerer les conditions C
i

comme etant des for-

mules du langage de l'elimination. Par consequent:

(sans" u' ,; v " eventuellement s'il n'y a pas de v), ce aui montre le

theoreme de l'elimination, et d'autre part,

ce qUi donne la forme des fonctions de Skolem (remarquons que les

conditions ne pas independantes, mais cela n'a pas d'im-

portance) . 0
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B.·- AXIOMATISATION

1.- SOMME DIRECTE DE STRUCTURES

Ql.- Soient L un langage ayant une et une seule constante, notee Q,
(&i)iEI une famille non vide de L-structures telle que pour tout i de

I et tout syrnbole fonctionnel F de L, on ait : F(O, ... ,0) = 0.

La somme directe de cette famille e s t; la L-structure 'b, no t e e

ff) (§.., de f i nd c par :
id l

B = {f E IT At/f(i)
iEI

° sauf pour au plus un nombre fini de i}

pour R predicat n-aire de L
-f:r
R (f

l
, .. . ,f

n)
ssi pour tout i de I

pour F symbole fonctionnel n-aire de L

@l.
(i" l(fl(i), ... ,fnli)) )id'

est bi8D une L-structure, la cloture pour les
liEI

fonctions etant assuree par la condition Bur la farnille ;

2°.- Si I est fini, la SOmJ2 d i r e c t.e est la merne

le produit direct.

chose que

Exemples $

n c IN
@c avec <51.

n n
(IN , +) pour tou t n

2°._ On a (IN*,I) = $ rz: avec r,;l..'?Ln ""'-n
n c IN

ou \ est la relation de divisibilite.

2.- AXIOMATIQUE.

(IN , :<;) pour tout n,

Introduction.- Pour donner une axiomatique de la theorie M, nous allons

commencer par exhiber une theorie de langage L dont (R*,.) est un mo-

dele (et que nous noterons encore M par abus de langage), puis DOUB

montrerons que cette theorie est complete.
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L'axiomatique est une modelisation, dans le langage du premier

ordre L, du fait que M est une sornrne directe de modeles de la theorie

de l'addition (ce qui ne veut pas dire, bien sUr, que les modeles de

cette theorie soient de cette forme). Pour cela, on definit l'ensem

ble W des nombres premiers, qui jouera le role de l'ensemble indiciel

I, Ls s nornbre pprimaires PR(p,) (c'estadire tel que p soit le seul

nombre premier les divisant), la valuation padique d'un nombre x,

(c'estadire le plus grand nornbre pprimaire divisant x, et

non l'exposant de p de celuici, qu'il n'est pas possible de definir

dans ce langage).

02. On appelle theorie de la multiplication la theorie de langage

= (.), ou . est un signe fonctionnel binaire, et dont les axiomes

propres sont les axiomes et schernas d'axiomes suivants.

Al. (As socLa t tv t t.e ) \f x \f Y \f z (x . (y. z)

A2. (Element neutre) 3 x \f Y (x Y = y. x = y)

(x • y) • z)

(cet element neutre qUi est unique est note l).

A3. (Cornrnutativite) \f x \f Y (x. Y

A4. (Regularite) \f x \f Y \f z (x. z

y. x)

y . z > x = y)

A5. (Positivite) \f x \f Y (x. Y = 1 > x y = 1)

(on note xn le terme defini par recurrence sur
o n+l nn E IN par x = 1 et : x = X • x) .

A6n._ (Pas de torsion) (Pour n E IN* : \f x v y (xn

dl. On dit que x divise y, et on note z.Lz. ssi on a : 3 z (y = z . x ) ,

ce z qui est unique, se note Yx

A7n. (Df.v Ls Lb i.Ld t e ) (Pour n E IN*

\f x -3 y 3 z (x = yn . z II \f y' \f z' (x = y' n . z' > z I z'))
d2. P est un nombre premier, et on note W(p) , ssi on a :

p 1 II \f x (x I p > (x = 1 v x = p))

A8.  (Existence de nombres premiers) \f x 3 p (W (p) II P t x)

(cet axiome dit beaucoup plus que l'existence de nombres premiers, a

savoir l'existence d'une infinite de nombres premiers).



53

d3.- x est un nombre p-primaire, et on note PR(p,x), ssi on a

:JP(p) 1\ V q( (:JP(p) 1\ q f p) ->- q t x )

A9.- (I total sur PR(p,»

V P V x V y (( PR (p , x) 1\ PR (p , y» ->- (x I y v y I x ) )

d4.- On definit la valuation p-adique de x, et on note par:

y = V(p,x)- (JP(p)I\PR(p,y) 1\ y Ix 1\ V z((PR(p,z) 1\ zl x ) ->- zl y»

A10.- (Existence des valuations) V x V p (JP(p) ->- 3 y (y

All.- (x est caracterise par ses valuations)

V(p,x».

V x V y (x = y V P (lP (p) ->- V (p, x)

A12.- (Linearite de la valuation)

V(p,y) »

V x V y V P (JP(p) ->- V(p,x. y)

A13.- (Division)

V(p,x) . V(p,y»

V x V y (V P (JP(p) ->- V(p,x) I V(p,y» ->- x 1 y)

A14.- (Troncage)

VXVy 3zvp (JP(p) ->- ((plx->-V(p,z)

1\ (p t x ->- V(p,z)

V(p,y) )

1 ) ) )

(ce z qui est unique, est note !(x,y».

(c'est-a-dire, si y = IT pa alors T(x,y)

A15.- (Incrementation)

V x 3 y V P (JP(p) ->- ((p t x ->- V(p,y) = 1)

1\ (p I x ->- V(p,y)

(ce y,qui est unique, est note !x).

p. V(p,x) »)
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(c'est-a-dire, si = II
a alors Ix II a+1)x p = p .

pix

dS.- Pour :IN, note ssi '] (y n x) .n E on x - y on a : z = z
n

(Attention ceci ne signifie pas seulement que les valuations au sens

usuel de x sont congrues modulo n aux valuations de y, mais aussi que
x ]y).

A16. - (Separation) (pour n E :IN)

v x V y '] z. V p (]O(p) -s- ({ (p I x. y /\ V(p,x) =n V(p,y)) -+ V(p,z) p)

/\ (p +x. y v V(p,x) "'n V\p,y)) -+ V(p,z) 1)))

(ce z, qui est unique, est note SPn(x,y)).

(c'est-a-dire, si x

p I x. y

La condition p I x . y est la pour assurer qu' on est en presence d 1 un

produit "fini").

3.- DEVELOPPEMENT DE LA THEORIE

D3.- Soient <i'i un modele de M, p un nombre premier de CSt (Le. PEA

et f= ]0 (p) ). On note & la structure (A ,.) au
--....E. p

Ap {x E A/@L 1= PR (P , x) }

et . est la restriction de • a A .
P

T1.- est un modele de la theorie de l'addition.

Demonstration. V P (]O(p) -+ PR(p,l)) en effet, s i. q 11 alors, d'a-

pres la positivite(AS), q = 1. Ainsi Ap 0.

o (Discretion) V p V x ((JP (p) /\ PR(p,x))-

j y (x I y /\ PR(p,y) /\ x Y /\ V Z ((x I z /\ Z I y) -+ (z = x v z y))) )
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posons y = p . x ; si x I z alors z = t . x ; si z I y alors :

y = u. z = u. t. x = p. X d'ou, d'apres la regularite (A4), u. t = P

et, par definition d'un nombre premier, t = 1 ou t = u, d'ou le re

sultat.

o \1x V P (PR(p,x) > ('Z(p,x) = q ((F (c:r) /I q"l p -7 V(q,x) = I))):

il resulte immediatement de la definition que V(p,x) = x si V(q,x)"ll

alors q I V(q,x) (d t apr e s la discretion), or V(q,x) I x, d t ou q I x, soit

q = p par definition de PRo

o \1 x \1 P (PR(p,p)) en effet, on a pip et pour q nombre premier

si q I p alors q = p, par definition meme d'un nombre premier.

o /I PR (p,x) /I PR (p,y)) -7 PR (p,x . y))

si pour q nombre premier different de p, on avait q I x . y alors il

existerait z tel que x ; y = z . q, d t ou V(q,x. y) = V(q,z. q), soit,

d t apre s la linearite (AI2), V(q,x) . V(q,y) = V(q,z) . V(q,q), soit

encore q I I d' apr e s ce qui precede, impossible.

Ainsi Ap est stable pour la multiplication et est bien une

structure.

o Que @ip veri fie les axiomes d'associativite, d'existence d'un

element neutre, de commutativite, de regularite, de positivite, de non

torsion resulte immediatement des axiomes AI, A2 (et du fait que

lEAp)' A3, A4, AS, et A6n de la theorie M. D'autre part, nous avons

montre la discretion plus haut.

o L'ordre total resulte de A6 en remarquant que le z tel que

y Z. x si x I y, par exemple, est tel que PR(p,z) : en effet, s i no n

il existe q different de p tel que q I z, d'ou q I y, impossible.

o (Dd.v i s LbLl Lt.e ) (pour tout n E IN*

\1 P \1 x ((F(p) /I PR(p,x)) -7 J y J z (PR(p,y) /I I'R(p,z) /I

d'apres A7n, ilexiste y et z tels que x yn z et z minimal on a
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y I x et z I X d t ou PR(r,y) et PR(p,z) si z tpn alors, d t apre s l'ordre

total, pn I z d'ou z = pn z' et x = yn. pn. Zl = (y. p)n . z' avec

z' I z et z' 'I z, contradiction. 0

Consequence.- Indifferemment dans la suite on utilisera la notation

additive (avec O,I,+,s,S, ... ) ou multiplicative (avec l,p,., I ,I, ... )
lorsqu'on parlera des elements de A .

P

PI.- Tout modele de Maune infinite de nombres premiers, plus preci-

sement: V x 3 P (lP(p) /\ P + x).

Demonstration.- En effet, supposons qu'il y ait seulement un nombre

fini de nornbres premiers, soit PI'" "Pn' Po sons alors x = Pl,···,Pn

(eventuellement x = 1), d'apres A8 il existe un nombre premier p qui ne

divise pas x, donc p 'I PI'" .,Pn' contradiction. 0

Si on dit qu'un sous-ensemble pI de nombres premiers est

fini si, et seulement si, il existe un element x de A tel que :

p E pi x. Alors un modele Qi de M a aussi une infinite de nom-

bres premiers au sens qu'aucun element n'est divisible par tous les

nombres premiers.

P2 n (pour tout n E

V x OJ y V p (lP(p) ->- V(p,y)

Demonstration.- En effet, d'apres l'axiome de divisibilite A7n, il

existe y et z tels que: X = yn. z et z Ie plus petit possible; c'est

ce z qui convient. 0

P3.- V x V y J z V P (lP(p) ->- V(p,z) V(p,x) V(p,y))

Demonstration.- On a

z
T (SP I (y,x) ,x)

T(SP I (y,x) ,y)

T(SP I (y,x) ,y) I T(SP I (y,x) ,x) ,il suffitde prendre

o

Ce z est note et on parle de division complete) .
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T2.- (Existence de tout produit "fini" de nombres p-primaires)

Soit z = fly) une relation fonctionnelle de la theorie de l'addi-

tion, alors on a

-+
V x V X o '] Y V p (lP(p) -+ ((p I xo -+ V(p,Y) f(V(p,5t)))

II (p t x
o

-+ V(p,Y) 1 )) )

Demonstration.- On a z = Wu(u = fly)) done, d'apres la forme des fonc-

tions de Skolem pour la theorie de l'addition (A III T2), f est de la

forme : (Ci (y) -+ z = t i (y)), avec C
i

formule du langage de

l'eliminat10n des quantificateurs pour l'addition et t i terme du lan-

gage L' = (+,=', ([n])nE:N* ,0,1).

D'apres la mise sous forme normale et le fait que la negation

d'une formule atomique du langage de l'elimination est une combinai-

son booleenne positive de formules atomiques, on a f de la forme :

W
l$i$k

-+ Z

(+,0, l).

avec k eventuellement different de celui ci-dessus

la forme: u(y) _ u' (y), avec n .. E IN , u et u'
n i j 1J

-+
et les Cij(y) de

termes de

Considerons x et xo. Posons, pour i E [l,k] , j E [l,mi]

P ..
1J

SP n .. (u(5t) ,u' (5t» . (xo 7 (u(5t) . u' (5t»)
1J

l'intervention du premier facteur se comprend aisement, le deuxieme

facteur est dO. a ce que si p t u (*) . u' (*) alors on a

u(V(p,*» = u' (V(p,}t» = 1, d'oil

mais p t SP (u (}t) , u' (*» ).
n i j

u (V (p,*») _
n ..
1J

u'

P.
1

n
1 · P ..$J$mi 1J

(ceci est obtenu grace au troncage).

b. t. (*) (ceci a un sens en ramplac;ant + par ., =. par
1 1

• , [n] par l'operation exhibee en P2 n, 0 par 1 et 1 par I).



a i = T(Pi,bi), et enfin a

cherche. D

58

.ak) alors a est Ie y

4.- COMPLETUDE ET DECIDABILITE DE LA THEORIE M

D4.- Soit L' = (. ,V) Ie langage obtenu a partir de L en ajoutant un

signe fonctionnel binaire. A toute formule ¢ de L on associe la for-

mule ¢P de L' dont l'ensemble des variables libres est celui de ¢ plus

la variable p (mise en exposant dans notre notation), obtenue en rem-

chaque variable libre x par le terme V(p,x).

P3.- Soit un modele de M,¢ une n-formule de L, p un nombre premier

de @5L et 1: E An, alors

@L 1= ¢P[fJ si et seulement s i <6L F= ¢ [V(p,f) ]
p

Demonstration.- Par recurrence sur 1a longueur de ¢. 0

D5.- On note M" la theorie de 1angage L"

finition evidente de M.

(. ,V,P), extension par d§-

D6.- Soit S une formule de L et k E alors on pose Rk(S) 1a formu1e

de L" suivante :

;)(\ JP(Pi)/\
bi,;k

T3.- Toute formule ¢ de Lest M"-equivalente a une combinaison boo-

1eenne de formules du type Rk(S).

Demonstration.- Par recurrence sur la longueur de ¢.

- Pour ¢ atomique, i.e. de la forme t t', on a

¢ (xl".' ,xn) _ (V P E JP) (V(p,t) = V(p,t'))

(V P E JP) (t(V (p,x1), ... ,V(p,xn)) = t' (V(p,x1), ... ,

I R1(l¢)
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Pour ¢ negation ou disjonction, l'etape de la recurrence est evi

dente.

 Pour ¢ de la forme j x 1J! on a, par hypo t.he se de recurrence, et la

mise sous forme normale :

lRk (8+))
m+n m n

11 suffit donc de le montrer pour une formule du genre

x (R
k

(8
1)

A ••••\ 1 R
k

(8 ) ) •
1 m+n m+n

Pour faciliter l'expose, montronsle pour une formule du genre

au Sk est l'abreviation de Rk A 1 Rk+ I (pour k 1).

o Lemme 1. On peut supposer 8 1, ... ,8m+n+ p deux a deux independantes

(8 et 8' sont dites independantes ssi 1 (8 A 8') est une tautologie) ,

et de plus que W 8i est une tautologie.

Demonstration. En effet, pour r [I,m+n+p] posons

e' = Il<\ e. A /)(\ leo. Alors les e' sont Lnd e pendant.e s et on a le re
r a s r r, ilr .i. r
sultat voulu en utilisant les faits suivants et autres transformations

analogues

+ (Rk(e) A W (Rn(e A e') A Rn,(e A e') A Rn,,(le A e'))

n/nl,nIlEJN
n+n'=k
n t+n"=k 1

(au Ro(e) doit etre consideree comme la formule vide).
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n,nl,n"E:N
n ':s:k'-l
n+n'=k
n'+n"=k'

o Lemme 2.- Etant donne une formule

o

M Rl. (e
i)

A /)(\ 51 (e.)A /)(\
l:s:i:s:m m+l:s:i:s:rn+n i m+n+l:s:i:s:m+n+p

il existe une formule combinaison booleenne de formules du type

Rl(e), telle que pour @L modele de M, On ait :@i2. P= si,

seulement si,il existe une "partition"

Pl""'Prn+n de W (c'est-a-dire que les Pi sont deux a deux disjoints),

avec :

pour i E [l,m+n] Pi contient exactement Ii elements

pour i E [l,m+n] si p E Pi alors & F= eP[f] .

Demonstration.- La difficulte provient de ce que marne si e et 8' sont

independants, i.e. l (e A 8 ') est une tautologie, on peut avoir

Cependant, il existe bien une telle formule (c'est un probleme de

combinatoire) de la forme

M 5 k (j) ( /x-: E (i, j) j x ei)
jE2m+n l:s:i:s:m+n

avec E(i,j) rien au Ie signe de negation, k application correspondant

aux parties "convenables" (il y en a un nombre fini, car de toute

f a con , k(j) :s: 1, avec 1 = Ii)' 0
l:s:i:s:m+n

o Lemme 3.- On peut supposer de la forme

M R
k.

(e
i
) A M 5

k.
(e

i
) A I R

l
(8).

l:s:i:S:m m+l:s:i:s:m+n

Demonstration.- On remarque que: l Rk+ l
(e) I Rl (e) v 51 (e) v •••

v 5
k(e)

et : l Rl (e
l)

A... A l R
l
(8
k)

...---. lR
l
(8

1
v ••• v e

k)
et on ajoute
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des disjonctions. D

o Alors 3 x est M"-§quivalente

A w R
l(8 i

(O, o } ) A lRl(l-J x l8} A

l:5i:5m

(M lRk,+l ('-Ix 8 i A l (\)(1 '-Ix 8 j ) }
m- Ls Lsrn-en l I s j sm-n

i;ij

(1)

(W 3x
l:5j:5m+n
j;ii l,i2

8 ,)) (2)
J

(n)8 , ) ) )
J

3 xl(W
I s j sm

3 x 8, A
l

&p est un modele de la th§orie de I' addi-

pour tout p on a & 1= 8, (0) ,
P l

l R l (l 8 i (0) ) •
l:5l:5m+n

[m+l,m+n] car sinon on n'aurait pas

( /)(\
m+l:5i:5m+n

8 i (0, ... ,0) pour un certain i E [l,m+nJ, car

8 i est une tautologie et on a l R l (8Ha,f], or

On ne peut pas avoir i E

A l R
() li}+l
m+l:5i:5m+n

CN Seul Ie deuxieme terme n'est pas evident. Soit un modele de M,

et f tel que @L i== ¢[fJ, alors il existe a tel que @z. F=
Si f = (fl, ... ,fn), soit a' = a. fl . . . . . f n, alors d t apr e s AS, il

existe un nombre premier p (et meme une infinit§) qui ne divise pas a',

donc C9I- 1=
8 v 'VV

l:5i:5m+n
8 i (0, ... ,O) est un §nonc§ et

tion, qui est complete, donc

ce qui montre que l'on a

@L 1= l Rk . (8 i ) [ a , f] .
l

CS : D'apres (1) (n) il existe (P i)m+l:5i:5m+n' Pi ensemble de moins

de k. nombres premiers tel que : pEP. ->- (-:3 x 8.) P, et tel que pour
l l l

P E JP \ (U P . ), on a (VJ 3 x 8.) P
m+l:5i:5m+n l l:5i:5m l (par l'absurde).

D'apres il existe (Pi)l:5i:5m+n' les Pi etant disjoints deux

deux, Pi a exactement k i elements et pour p E Pi, on a: 3 x 8 i)P.

Alors, on construit X
o

de la fa90n suivante, au theoreme

III T2 :
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pour i E [m+l,m+n], pour pEP. et pour k. - Ip· I elements de P!
l l l l

on prend

pour i E [l,m], pour p E Pi on prend : V(p,xo)
11 x (8

i
(x ) )

- pour p I fl' .fp et non encore considere

11 x( W 8
i

( X ) )
lsism

- pour les autres p O. Alors cet x convient. 0
o

Remarque.- Toute formule ¢ de L" est egalement M"-equivalente a une

combinaison booleenne de formules du type Rk(8), car M"-equivalente

a une formule de L.

Corollaire.- La theorie M est complete et decidable.

Demonstration.- La theorie M" etant une extension par definition de M

il suffit de raisonner sur M". Or lorsque ¢ est un enonce on est

ramene, de effective, a une combinaison booleenne de formules

du type Rk(8) avec 8 enonce d'apres P3, R
k(8)

est vrai si, et seu-

lement si, est vrai dans la theorie de l'addition, or cette derniere

theorie est complete et decidable, d'ou Ie resultat. 0

5.- LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION N'EST PAS FINIMENT AXIOMATISABLE

T4.- La theorie de la multiplication n'est pas finiment axiomatisable.

Demonstration.- Cela provient essentiellement du fait que la theorie

de l'addition n'est pas finiment axiomatisable (Cf. [PRJ ou[FR]).

En effet. supposons que cette theorie sait finiment axiomatisa-

b.l.e . alors ce nambre fini d'axiomes (en fait leur conjonctian) serait

consequence d'un nombre fini d'axiomes exhibes ci-dessus. et en parti-

culier d'un nambre fini d'axiomes de divisibilite A7n. Soit N Ie plus

qrand entier n tel que A7n soit necessaire (avec, eventuellement,

N = 1). Pour i E IN , corrs Lde r on s la structure @.I.i = (Ai,+) avec :
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l

{(x,y) E Q+ x I'l/(X
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aN avec a E IN) et (x o ->- Y E :N)}

(x,y) + (x' ,y')

dans Q et I'l) •

(x + x' , y + y' ) (avec les additions habituelles

Po sons : @2. $ @. .• Alors @l- est un modele de tous les axio-
iE:N l

mes autres que les ;xiomes de divisibilite A7n pour n > N. 0
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C.- ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS

CARACTERISTION DES TYPES

1.- PREMIERE ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS

*Dl.- Pour nEE on pose En ("a au moins n §l§ments") la relation

unaire suivante :

p ... J p ( /;(\ Pi oj PJ' A /';(\

1 n lSi<'j s n l s i s n
(F (p.) A p. I x)).

l l

Tl.- (Elimination des quantificateurs pour la th§orie M)

La t.h eor Le M
O

de langage L
O

= (. ,1,I,T,(SPn)nEE ' (Ek)kEE*)'

extension par d§finition §vidente de M, §limine les quantificateurs.

D§monstration.- 0 D'apres Ie th§oreme BT3, toute formule ¢ de LO est

MO-§quivalente a une combinaison bool§enne de formules du genre

Rk(8). II r§sulte alors de ce que la th§orie de l'addition de langage

(+, ,0,1) §limine les quantificateurs, de la mise sous forme

normale et de la distributivit§ des quantificateurs existentiels par

rapport a la disjonction, que les formules 8 des R
k(8)

peuvent etre

prises comme conjonction de formules de la forme: t =n t', avec

t, t' termes de (. ,1,1).

o Soit 8 8 i avec 8 i de la forme
lsisk

v.
l

Premier cas.- Pour tout i de [l,k] on a : t i (1, ... ,1) -n. ti (1, ... ,1).
l

Alors Rk(8) est vrai dans MO, car il y a une infinit§ de nombres pre-

miers ne divisant aucun des parametres, et on a, par exemple :

R
k
(8) lEI (1) •

SP (t. , t ,
n
i

l l
t':

l
Deuxieme cas.- Sinon pour tout i de [l,k] posons

puis: t = ti A ••• A t k.

(c'est-a-dire ... ,T(tk_l,tk) ... ))). Alors on a :

Rk(8) +-+ Ek(t). D'oil Ie r§sultat. 0
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Remarque.- Nous venons de voir que MO elimine les quantificateurs, en

particulier relations definies jusqu'ici s'expriment dans le lan-

gage LO
; verifions-le :

x I y .,......... T(SP 1 (x,y) ,x) = x

2 2 2
1P(x) ....-- (Ix = x A E

1(SPo(IX,x»)
A iE

2(SPo(IX,X»

PR(p,x) (1P (p) A T (p,x) = x).

De plus, on a : V(p,x) = T(p,x) (en fait, on n'a plus l'egalite

si p n'est pas premier, mais ce n'est pas important).

2.- LA COMBINATOIRE SOUS-JACENTE A LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION

02.- 1°. On dit qu'un entier x est un ensemble fini de nombre premiers

et on note Fin(x) 5si pour tout p de 1P on a : V(p,x) = 1 ou p,

Le. : x = SPo(x,x).

2°. A tout entier x on associe l'ensemble fini de nornbres pre-

miers associe, note F(x), et defini par: F(x) = SP (x,x) (= IT p).
o pix

3°. On definit l'union de x et y (tels que Fin(x) et Fin(y», et

on note x u y, par x u y = F(x . y).

4°. On definit l'intersection de x y (tels que Fin(x) et

Fin(y», et on note par x n y = T(x,y).

5°. On definit la difference de x et y (tels que Fin(x) et Fin(y»,
x

et on par x \ y = T(x,y)

f
P si P I x et p t y

Remargue.- On a, pour p premier, V(p,x\y) = 1
sinon.

Notation.- Dans la suite on notera A le langage (u,n,\,

03.- Pour (sl, ... ,sn) E {-l,nn \{(-1, ... ,-1)} on d e f Ln i.t;

y = slxl n ••• n snxn par z = n xi' z' = U xi' Y = z\z'.
Ls Ls n Ls i.s n
s.=l s.=-l

1 1
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3. CARACTERISATION DES n-TYPES DE LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION

D4.- On appelle ensemble fini primitif definissable a partir de

xl' ... ,xn un terme de la forme SPk(t(x l,.· .,xn) ,t' (xl'· .. ,xn)) avec

k E t et t' n-termes du langage (.,1,1).

T2.- (Deuxieme elimination des quantificateurs)

Toute formule ¢(xl' ... ,xn)
de Lest equivalente a une formule

... 'Y ) ou est une formule de A et les Y. des ensembles finisp 1

primitifs definissables a partir de xl'· .. ,xn.

Demonstration.- 0 D'apres l'elimination des quantificateurs, on

peut supposer que ¢ est une formule du langage LO
• Une formule de ce

langage est une combinaison booleenne de formules de la forme

t = t ' ou Ek(t); mais la premiere forme est equivalente a :

lEI (SP
I
(It,t') . SP

I
(It' ,t))

on n'a done a ne considerer que des formules atomiques de la seconde

forme.

o Lemme.- Pour t, t' n-termes du langage (.,l,I,T, (SPk)kER) ,

SPm(t,t') est equivalent a un A-terme d'ensembles finis primitifs de-

finissables a partir de xl' ... ,xn .

a equivalence pres : t
a I a I y

Iqx 1 n 1
1 ... x n zl

SP ( ,) ou T ( , ) •

avec les Yi et les Zj de la forme

Demonstration.- Par recurrence
a

I P 1
xl

Ys
Z s

sur de t et t'.
Sr

Yr et t '

On a,

Si r s = 0, on est en presence d'un terme primitif.

Si r 0, posons u '

- Si u ' = T(v,v'), on a

t
Yr ' u = liT

SPk(t,t ') = 'IT {pE lP/plt'.u.T(v,v') et V(p,u) + V(p,T(v,v' n =k V(p,t ')}

= 'IT {p E lP /(p!v et plv' et V(p,u) + V(p,v') =k V(p,t'))

ou «p +v ou p +v') et pit' . u et V(p,u) =k V(p,t'))}
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SPk(t,t') = (SPk(u.v',t') n F(v)) u (SPk(u,t')\(F(V) u F(v')))

- S i u' = SPm (v , v') on a :

=1T{pEJP/(p!t'.U.SPm(V,V') et p lv ;v ' et V(p,V) =mV(p,V')

et V(p,U) + 1 - k V(p,t'))

ou (plt.u' et (p + v.v' ou V(p,v) tkV(p,v')) et V(p,u) "k V(p,t'))}

- Analogue si s I O. 0

o Demontrons par recurrence sur la complexite du terme t que Em(t)

est equivalente a une formule de la forme indiquee.

Si t 1 ou t

- Si t = t'.t", alors Em(t) est equivalente a Em(F(t') u F(t")) et

F(u) est un terme primitif d'apres Ie lemme.

Si t It' alors Em(t) est equivalente a Em(t').

- Si t = T(t' ,t"), alors Em(t) est equivalente a Em(F(t') n F(t")) et

on applique Ie lemme.

- Si t = SPk(t' ,t") alors cela resulte immediatement du lemme. 0

Remarque.- Les n-termes de (. ,1,1) sont, a equivalence pres, de la

k a 1 an *
forme: I xl x n avec k,a l,· .. ,an E E.

Corollaire.- (Caracterisation des n-types). Les n-uplets (al, ... ,an)
et (b l, ... ,bn) ont meme type si, et seulement si, ils verifient les

memes formules de la forme:
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avec n,k E IN* (sl, ... ,sk) E {-l,l}k\{(-l, ... ,-l)},

primitif definissable a partir de Xl'· .. ,Xn .

4.- CAS DES I-TYPES

Y. ensemble fini

05. Pour k,r,n E IN tels que: k i 0 et 0 r < k, on note

VCk,r(X)

n I p E :IT' / V (p,x) = n} (valuation egale a n)

n{p E :IT' /r "k V(p,x)} (valuation congrue a r modulo k l ,

T3. (Caracterisation des I-types)

a et b ont meme type si, et seulement si, ils verifient les memes

de la forme En(slY l n ••• n SpYpJ, avec

n,pElN (sl"'''sp) E {-l,l}P\{(-l, ... ,-l)}, Yi de la forme

F(X), VEk(X) ou VCk,r(x),

Demonstration.- D'apres T2, il suffit de montrer que les termes de la
m n r sforme SPk(I X ,1 X ) sont des combinaisons (a l'aide de n, u et\) de

F(x), VE (x) et VC (x), ce que l'on voit facilement a l'aide quel-m p,q
ques manipulations. 0
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D. - LA THEORIE DE LA MULTIPLICATION CONSEQUENCE DE I L 0

1.- La theorie I L
o

La theorie I L 0 (c f , CPA] ) est la t.heo r Le du premier or-

dre de langage et dont les axiomes propres sont ceux de

l'arithmetique de Peano avec le schema d'axiomes d'induction restreint

aux Z -formules.o

D1.- L'ensemble des Lo-formules (ou formules a quantification bornee)

est ]e plus petit sous-ensemble de formules du langage ci-dessus conte-

nant les formules atomiques et clos par la negation, la disjonction et

les quantifications bornees

( :J x y) rjl --.. J x (x Y A rjl)

('io' x y) rjl ...-.. 'io' x (x y + ¢) .

- \f x \f Y (x. (Sy) x . y + x)

- \f x \f Y (x + Sy S(x + y))

la theorie du premier ordre de langage le

les axiomes propres sont les suivants :

D2.- La theorie I L est
0

langage ci-dessus et dont

'io' x (Sx t- 0)

\f x (x + 0 x)

\f x (x.O 0)

- \f x \f Y (Sx Sy + x y)

\f x v Y (x Y <'------+::1 z (y z + x))

Le developpement de l'arithmetique elementaire avec les axiomes
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de Peano (informels) correspond en fait jusqu'a un certain point assez

avaric e a la t.h eo r La I L
o

proprietes suivantes :

Plus exactement, il en est ainsi pour les

- Associativite , existence d'un element neutre (0), commutativite et

regularite de l'addition ;

- tout entier non nul est successeur

- 0 est le seul element inversible pour l'addition ;

- 1 est element neutre, a est absorbant pour la multiplication;

distributivite a droite de la multiplication par rapport a l'addition

- commutativite, associativite, integrite, "regularite" de la multi-

plication ;

1 seul element inversible pour la mUltiplication

- est une relation d'ordre total;

- compatibilite des operations et de la relation d'ordre ;

- l'odre est archimedien et discret (il n'y a pas d'entiers entre x et

Sx)

- les resultats sur la soustraction ;

- les procedes de recurrence habituels pour les Lo-formules (induction

complete, recurrence a partir de xo' induction complete a partir de xo'
principe du bon ordre, principe de la borne superieure)

- l'existence de la division euclidienne ;

- la relation de divisibilite est une relation d'ordre moins fine que

la relation d'inegalite

- tout entier different de 1 est divisible par un nombre entier ;

- par contre, a priori, le theoreme d'Euclide sur l'existence d'une

infinite de nombres premiers (V x 3 p (x < P A F (p) )) n'est pas un
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theoreme de la Lo-induction (probleme ouvert)

le theoreme de Bezout sur les nombres premiers entre eux

\I x \I Y ((x A Y = 1)........... .j u 3 v (u , x - v . y = 1))

- le theoreme de Gauss; l'existence du pgcd

\I x \I Y \I z ((x I y • z et x A y = 1) -> x I z)

- par contre on ne peut pas definir l'exponentiation (et done la

valuation sous la forme classique).

En particulier, on voit que ]a theorie de l'addition de Presburger

est consequence de la Lo-induction.

2.- LE DEVELOPPEMENT SPECIFIQUE

Nous allons maintenant etablir quelques autres theoremes de la

Lo-induction, ne reprenant pas des theoremes classiques de l'arithme-

tique elementaire (tout au moins sous leur forme originale), mais per-

mettant de demontrer que la theorie de la multiplication est conse-

quence de la La-induction.

dl.- On definit, par recurrence ex t er i eure sur n E :IN, le terme xn

a n+l npar : x = 1 et x = x . x. On parlera de puissance exterieure.

Remarque.- Il ne faut pas confondre la puissance exterieure que nous

venons de definir avec la puissance interieure xY, avec x, y variables,

qu'il n'est pas possible de definir dans la La-induction.

Pl n._ (Pour n E :N* :) \I x (x n = 0 -> x = 0) •

Demonstration.- Par recurrence exterieure sur n en utilisant l'inte-

grite. 0

P2 n._ (Pour n E *:IN
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Demonstration.- Par recurrence exterieure sur n en utilisant la compa-

tibilite de . par rapport a .

P3 n._ (Pas de torsion) (Pour n E IN* v x V y (x n ny -+ x y) •

Demonstration.- Premier cas: x = 0 alors xn = 0 (par recurrence ex-

terieure), d'ou yn = 0, donc y 0 (d'apres PI). Ainsi x = y.

et puisque xn
Deuxieme cas

yn alors

x t O. Alors on a, par exemple, x 2 y

o nx n-l n-2
(x - y) (x + x Y + n-2 n-l+ xy + Y )

(recurrence ext e r i eur e classique). Puisque x t 0, alors xn- 1 of 0 (PI)

d " n-l n-l -+- ' i t.e 0 i t;ou : x + ... + Y r 0, et, par lntegrl e, x - y = , SOl

X = y. D

P4.- (Existence d'une infinite de nombres premiers).

VX (x > 2 -+ J P (F (p) P < x p t x)

Demonstration.- On a x = y + 1, avec y > 1. Soit p un nombre premier

divisant y, alors p t x. 0

Corollaire.- V x (x t 0 -+ 3 P (F (p) p t x))

Demonstration.- Si x

resulte de P4. D
1 ou 2 il suffit de prendre p 3. Sinon cela

Remarque.- Ce theoreme dit beaucoup moins que Ie theoreme d'Euclide.

II y a bien une infinite standard de nombres premiers, mais on ne dit

rien sur une infinite au sens du modele (c'est-a-dire un ensemble non

borne) .

d2.- x est un nombre p-primaire, et on note PR(p,x), ssi

F (p) Ii q ((F (p) q t p) -+ q t x).

Remarque.- PR(p,x) se definit aussi par la Lo-formule suivante

JP (p) Ii q ((q x r; q I x JP (p)) -+ q = p).
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PS.- ( I total sur PR(p,.))

v P '" x '" y «PR(p,x) II PR(p,y)) ->- (x I y v y I x))

Si x' 1 alors il existe un nombre premier q divisant x' , qui ne

etre que p, ainsi p I x ", De meme si y' 1 on a p I y' . On ne peut

donc pas avoir x' 1 et y' 1 , puisque x' II y' 1.

Si ,par exemple, x' = 1 alors x = d, Y = xy' , d'ou xl y. D

Demonstration.- On a xy O. Po sons d = pgcd(x,y) , x = dx' , Y = dy'.

peut

P6.- (Justification de d3)

'" x '" p «JP (p) II x 0) ->- y (PR(p,y) II y I x Ii

'" z « PR (p , z) II Z I x) ->- z I y)))

Demonstration.- L'unicite estevidente, demontrons l'existence. Posons

F(z) = (PR(p,z) II z I x II Z ,; x). On a 3 Z F(z) en prenant z = 1. soit

alors y Le plus grand entier tel que F (z). On a PR (p,y) et y I x , Si

z I x et PR(p,z) alors z ,; x et, d t apre s PS, z I y ou y r z ; par d e f i.>

ni tion de y on a : z I y D

d3.- Le y dont l'existence et l'unicite sont affirmees dans P6, se

note et s'appelle la valuation p-adique de x.

Remarque.- Contrairement a la definition classique, ici la valuation

p-adique n'est pas Ie coefficient de p dans la factorisation de x en

facteurs premiers (qui ne peut pas etre definie) mais la puissance de

p par ce coefficient.

P7.- (Caracterisation de la valuation)

'" x '" y '" p(JP (p) ->- (y V(p,x)+--+ jz (x yz II PR(p,y) II p +z)))

Demonstration.- Soit y = V(p,x) alors on a PR(p,y) et y I x done

il existe z tel que x = yz. Si pi z alors on a PR(p,py), py I x et

py +y, contradiction avec la definition de la valuation.

CS. S'il existe z tel que x = yz, PR(p,y) et p t z,

alors on a PR(p,y) et y I x, d'ou y I V(p,x), il existe donc u tel que

V(p,x) = uy, d'ou u I z et p t z d'ou u = 1 et y = V(p,x). D
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P8.- (Linearite de la valuation)

\1 x \1 Y \1 P (JP(p) ->- V(p,x. y) = V(p,x) . V(p,y))

Demonstration.- Soient Xo = V(p,x), Yo = V(p,y). On a : x = x'xo'
y = y'Yo avec P t x ' et p t y' (d t apre s P7), d'ou xy = x'y'xoYo

avec PR(p,x .y ), p t x'y' (Theoreme de Gauss), d'ou, d'apres P7,o 0

V(p,xy) = xoYo = V(p,x) . V(p,Y). 0

P9.- \1 x \1 y( (y < x ->- P (JP(p) /\ V(p,y) < V(p,x))

/\ (y < X /\ Y t x ) ->- p(JP(p) /\ V(p,x) < V(p,y)))

Demonstration. - Premier cas y I x , On a x = u y avec uti car x t y.

II existe un nombre premier divisant u d'ou, d'apres la linearite

(P8) :

V(p,x) V(p,u) . V(p,y) avec V(p,u) t 1, done V(p,y) < V(p,x).

Deuxieme cas y t x. Posons d = pged(x,y), x = dx',

Y = dy'. On a x' t 1 car x t y, et y' 1 car y t x.

II existe un nombre premier p divisant x', et done ne divisant pas y'

car x' et y' sont premiers entre eux, d'ou : V(p,y) < V(p,x). II existe

de meme un nombre premier q divisant y', et done ne divisant pas x',

d'ou : V(q,x) < V(q,y). 0

Corollaire 1.-(Division et valuation)

\1x\1y (ylx ......... \1p(JP(p) ->-V(p,y)j V(p,x)))

Demonstration.- CN Ceei provient de la linearite de la valuation.

CS Si Y t x et y < x alors, d'apres P9, il existe

un nombre premier p tel que V(p,x) < V(p,y) et done V(p,y) t V(p,x).

Si x < y alors, d'apres P9, il existe un nombre premier p tel que

V(p,x) < V(p,y) et done: V(p,y) t V(p,x). 0

Corollaire 2.- (x est earaeterise par ses valuations)

\1 x \1 Y (x = y-- \1 p(JP(p) ->- V(p,x) = V(p,y))).
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Demonstration.- CN Evident.

CS D'apres le corollaire 1 et l'antisymetrie de I •

PI0.- (Dd.v i s Lbi.Li.t.e ) (Pour n E IN*)

"I x (x f a + 3 y 3 z (x = yn. Z II "I y' "I z' (x + Z I z')))

Demonstration.- Considerons la formule : F(u) = :1 v (v X II X = un v).

On a :1 u F(u) (en prenant u = 1, v = x) et (F(u) + u x ) , Soit y le

plus grand u tel que F(u). Alors il existe un et un seul z tel que
nx = y . z ,

Soient y', z' tels que: x

o Soit p un nombre premier, on a I V(p,z').

Sinon, on aurait V(p,z' ) I V(p, z) d'apres PS, posons z" V(p,z)
0 V(p,z' )

alors, on aurait : V(p,y)n. z" = V(p,y,)n avec pi z " .
0 0

On a soit V(p,y) I V(p,y'), soit V(p,y') I V(p,y) d'apres PS.

Si V(p,y) V(p,y' ) alors soft 'Til
'" v(p,y') on a lIn z" 1 , d'ou., y .

"0 V(p,y) 0 0

z" = 1 , en contradiction avec le fait que pi zit .
0 0

Si V(p,y' ) vtp,y) alors soit y" = V(p,y) on a z" lIn avec: Yo0 V(p,y') , 0

y" t- 1 (car pi z;) done y ne serait pas le plus grand u tel que F(u) .
0

o Ainsi, d t a pre s P9 Corollaire 1, on a z I z', ce qu'on voulait. D

Pll.- (Justification de d4)

"Ix (xfO+ 3 y¥p(JP(p) + ((plx+V(p,y) =p)

II (p+x+V(p,y) =1)))

Demonstration.- Par induction complete sur x a partir de 1 pour la

formule :

F(x) 3 y (y X II "I peep x II JP(p)) + ((pi x + V(p,y) = p)

II (p t x + V(p,y)= 1))))

Si x 1, il suffit de prendre y 1.
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repond a la question. D
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Si x f 1 il existe un nombre premier p divisant x. Posons x' p
alors x' < x, done il existe y' associe a cet x' repondant a la ques-

y = p. y'. Cet y

d4.- Le y dont l'existence est affirmee par Pll (et qui est unique)

s'appelle l'ensemble fini de x et se note F(x).

Corollaire.- (Incrementation)

Y x ;"j Y Y p(lP(p) ->- ((p I x ->- V(p,y) p. V(p,x)) II (p t x ->- V(p,y) = 1)))

Demonstration.- 11 suffit de prendre y

Notation. - Cet y sera note I x .

x , F(x). D

P12.- (Troncage)

YxYy (yfO->-3 zYp(lP(p) ->- ((plx->-V(p,z) =V(p,y))

II (p t x ->- V(p,z) = 1 J)l)

Demonstration.- 0 Si x o il suffit de prendre z y.

o Soit x fixe non nul. Posons :

F(y) (y/O->-3 z(zIYIl'ifp((pIYlIlP(p)l->-

((plx->-v(p,z) V(p,y)) II (p t x ->- V(p,z) 1) ) ) ) )

Montrons par induction complete sur y que: 'if y F(y).

Supposons montre 'if t (t < Y ->- F(t)) et montrons F(y).

Si y 1, il suffit de prendre z = 1.

Si Y f 1 alors il existe un nombre premier q divisant y. Posons

y' Alors y' < Y done, par hypothese de recurrence, il existe z'

a s s oo i.e a y' r epondant. a la question. Si q t x posons z = z'. Si q I x
et q I y' posons z = z'. q. Sinon posons z = z'. V(q,y). Alors ce z

repond a la question.

o Le z ainsi associe a y est le z cherche dans l'enonce. D
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dS.- Pour un entier n on pose x -n y ssi J z (y

pun. - (Separation) (Pour n E lli

v x V y (xy '! 0 + J Z V P (JP (p) -T

( (V(p,x) _ V(p,y) A pixy) + V(p,z)
n

A ((V(p,x) .tn V(p,y) v p t xy) + V(p,z)

Demonstration.- Supposons x fixe non nul et posons

F(y) (y '! 0 -T J z(z I xy A V p I fp I xy A JP(p))-T

«(V(p,x) "n V(p,y) -T V(p,z) p)

p)

1) ) ) )

A (V(p,x) 'In V(p,y) -T V(p,z) 1))) )

Alors, il suffit de montrer V x F(y). Faisons-le par induction complete

sur y. Supposons montre V t (t < Y -T F(t)) et montrons F(y).

Si Y 1 il suffit de prendre z = 1.

Si Y '! 1 a Lor s il existe un nombre premier q divisant y. Po sons y' =y.q
Alors y' < y donc il existe un z· associe a y' repondant a la question,

d'apres l'hypothese de recurrence.

o Si q t xy' alors on a : V(q,x) V(q,z' ) 1, V(q,y) q.

Si n = 1 posons z = q. z', sinon z = z'.

o Si q I xy' alors V(q,y) q. V(q,y').

Si V(q,x) V(q,y' ) si 1 z' sinon
z'

- n = posons z = z =n ,
q

Si V(q,x) fn V(q,y' ) si V(q,x) - V(q,y) pesons z = qz' , sinon z = z I.
n

Alors ce z repond a la question. 0

T.- La theorie de la multiplication M est consequence de la

tion.

Demonstration.- 11 suffit de montrer que les axiomes de M sont deduits
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de I L
O

. Or cela resulte du developpement ci-dessus de la Lo-induction:

l'associativite, l'existence de l'element neutre, la commutativite, la

regularite, la positivite (1 seul element inversible) sont classiques

on a demontre la non-torsion en P3 n, la divisibilite en PIO, l'exis-

tence de nombres premiers en P4, I total sur PR(p, ) en PS, l'exis-

tence des valuations en P6, la caracterisation d'unelementpar ses va-

luations en P9, Corollaire 2, la linearite de la valuation en PS, la

division en P9, Corollaire 1, l'incrementation en Pll, Corollaire, le

troncage en P12 et enfin la separation en P13n. 0



79

E.- ELIMINATION DU QUANTIFICATEUR DE RAMSEY

POUR LA MULTIPLICATION DES ENTIERS NATURELS NON NULS

INTRODUCTION.- Dans ce qui suit, nous ne considerons que Ie modele

standard (:N,+,.,O,ll de l'arithmetique. Le quantificateur de Ramsey

Q2 lie deux variables libres. Si ¢ est une formule du langage

(+,.,0,1,Q2), on dit que Q2 x y ¢(x,y) est vraie si, et seulement si,

il existe un ensemble infini d'entiers naturels X, dit ensemble temoin,

tel que ¢(a,b) est vrai pour tout a, b de X, avec a I b (Cf. [SSJ ou

[MAJ) •

Schroerl et Simpson ([SSJ) ont montre que Ie quantificateur de

Ramsey peut etre elimine de la theorie de l'addition des entiers natu-

rels avec ce quantificateur, i.e. de en utilisant l'elimi-

nation des quantificateurs de la theorie des entiers naturels de

Presburger. Autrement dit, ils ont demontre Ie theoreme suivant :

2"Etant donne une formule du langage (+,Q ), on peut trouver effec-

tivement une formule du seul langage (+), equivalente pour la struc-

ture (:N ,+,Q2).11

Nous allons montrer que ce resultat est egalement vrai pour la

theorie de la multiplication, en nous servant de ce resultat ainsi

que de l'elimination des quantificateurs que nous venons de donner

pour la theorie de la multiplication.

2
Theoreme.- Toute formule du langage (.,Q ) est, modulo la theorie de

2
(:N ,.,Q ), equivalente a une formule du seul langage (.).

Demonstration.- 0 D'apres Ie resultat que nous venons derappeler et

la mise sous forme normale, il suffit de montrer pour une formule du

type :

De plus, d'apres Ie theoreme de Ramsey, on a
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2 2Q x Y \XI /)(\ ± R
k
( 8) W Q x y 1)0. ± R

k
(8) .

On note Sk(8) pour: Rk(8) A 1 Rk+ 1
(8).

Remarquons que: lRk +
1(8)

-<----+ lR
1(8)

v Sl(8) v •.• v Sk(8),

Aussi suffit-il de Ie montrer pour une formule du type

De plus, on peut prendre les 8., 8'., 8 independantes (i.e. la conjonc-
l J

tion de deux d'entre elles est contradictoire).

2 2Puisque : Q x y 1>0. q, ->- /;(\ Q x y q" nous allons commencer par eliminer
2

Q pour les formules du type: Rk(8), Sk(8) et R1 (8).

->- 2 ->-
v Rk (3 x 8 (x, x , Z ) v Q x y e (x, y , z) ) )

Demonstration. eN. Supposons Q2 x y R
k(8)

et soit X un ensemble temoin

associe. Soit P' l'ensemble des nombres premiers divisant Ie produit

des parametres. Pour x,y E X, X y, il existe k nombres premiers p

tels que : F= 8(V(p,x) ,V(p,y) ,V(p,!)). D'apres les conditions ces
p

nombres premiers p sont parmi p' ou alors on a : 8P(V(p,x) ,V(p,y) ,0).

D'ou, d'apres Ie theoreme de Ramsey, il existe un sous-ensemble infini

Y de X tel que :

- soit pour tout x,y de Y, avec x y, on a : 8P(V(p,x) ,V(p,y)O)

- soit il existe k nombres Pl, ... ,Pk de pI tel que pour x,y
Pl ->-

de Y, avec x y, on a : 8 (V(Pi'x) ,V(Pi,y) ,V(Pi'z)) pour 1 i k.

Dans Ie deuxieme cas et pour i E [l,k] on a

+ soit il existe x,y E Y, X y, avec V(Pi'x)

->- Pi
(3x8(x,x,z))

V(Pi,y), d'ou on a
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2 -+ Pi

sinonona: (Q xy 8(x,y,z))
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Dans le premier cas on a :

CS.- - Si on a 8(x,x,i) v Q2 x y 8(x,y,i)), soient P1, ... ,Pk

k nombres premiers correspondants, et pour i E [I,kJ soit Y
i
le sin-

-+ Pi
gleton {Yi} si on a (8(Yi'Yi'z)) , un ensemble temoin (pour la theo-

2 Pi -+
rie de l'addition) sinon (puisqu'on a Q x Y 8 (x,y,z)).

Soit p un nombre premier different de P1, ... ,Pk' Posons
o

X = {xn/n E , avec xn d e f ini par V (po ,xn) n

V(p,x
n)

= 0 sinon.

2
Alors X est un ensemble temoin et on a Q x Y Rk (8) .

8(X,y,0)), soit x,y E l'I tels queo 0

de l'addition, pI l'ensernble fini des nom-

o

- Si on a R
1
( -3 x -3 y

8(x ,y ,0) dans la theorieo 0

bres premiers divisant les parametres et

lP \P I. Soit X = {x In E l'I*} d e f Ln i. par
n

si i E [m.2k + 1, m.2k + kJ V(Pi,Xn)

(Pi)iEl'I une enumeration de

V(po'xn) = n et pour m E m
si n < m

V(Pi'Xm) x
0

V(P i ,xn) Yo si m < n

si i E l m 2k + k + I,m 2k + 2kJ V(Pi,Xn) 0 si n < m

V(Pi,Xm) Yo

Alors X est un ensemble temoin, car pour n,m E l'I* n < m, on a

pour i E [n2k+1,n2k+kJ V(Pi,xn) x
0' V(Pi'xm) Yo

i E [n2k+k+ 1,n 2k+ 2kJV(P
i,xn) = Yo' V(Pi,xm) x

0

d'o\l Rk (8 (xn,xm,i)) et Rk (8 (x ,x , i) ) . 0m n
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Remarque.- On elimine bien ainsi Ie quantificateur de Ramsey Q2, d'a-

pres Ie resultat de Schrnerl et Simpson cite ci-dessus, car ce qui est

a l'interieur d'un R
k

ne concerne que la theorie de l'addition.

o Lemme 2
2

- Q x Y 1 R
1
(8) -...

+ 2 +
(lR1(8(0,0,0)) 1\ lR1(l(3x18(x,x,z) v Q xy18(x,y,z»))

Demonstration.- eN. + la premiere condition est evidente : si on avait

8(0,0,0) pour la theorie de l'addition, alors, puisque pour x,y donnes

il existe un nombre premier p qui ne divise ni x, ni y, ni Ie produit

des parametres, on aurait : J p E F (8(V(p,x) ,V(p,y) ce qui

serait en contradiction avec l'hypothese.

2 2+ On a : Q x y 1 R1 (8)........... Q x y ( \f P E F) (1 8) .

Soit X un ensemble temoin. Pour x,y E X, x t y, et p E F , on a

1 A p fixe

- si 3 x,y E Y, x t y et V(p,x) = V(p,y), alors on a (-3 xl 8 (x,x,it))p

- sinon on a : 2 P
(Q x y 18 (x,x, z) )

d'ou la deuxieme condition.

+ Soient X un ensemble temoin, X o E X, P' l'ensem-

ble des nombres premiers divisant Ie produit de Xo et des parametres

- si {V(p,x)/p E P', X E X} est infini alors, d'apres Ie theoreme de

Ramsey, il existe Po E P' tel que {V(po'x)/x E X} soit infini et on a

18 (V(po'x) ,V(po,y)V(po'Z)) pour x,y E X, x t y, d t ou on a :
2 -+

R1(Q xYI8(x,y,z)).

- sinon il existe x avec V(p,x) t 0 pour un pip' et on a

18 (O,V(p,x) ,0) 1\ 1 8 (V(p,x) ,0,0)

d'ou : R1( 3x(x t 01\ 18(0,x,0) 1\ I 8(x,0,0),d'ou la der n Le.re condi-

tion.
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CS.- Si on a: soit Po un nombre premier tel que

2 + Po
(Q x y -") 8 (x, y, z)) et Y un ensemble t.emo i n correspondant. Soi t p'

l'ensemble des nombres premiers divisant les parametres. Pour PEP',

soit Y un ensemble temoin si on a (Q2 x y ,8(x,y,it))p, soit {x } si
P p

on a : l 8(x ,x ,v(p,i)) dans la t.heor I e de l'addition. Alors
p p

X = {x/V(p,x) = 0 si P fi P' u {po}

est temoin.

- Sinon on a R1('Jx(X -I O/ll8(0,x,0) /li8(x,0,0)))

et lR1(l'J xl8(x,x,i)).

Soient p' l'ensemble des nombres premiers divisant les parametres,

(p.). -..T une enumeration de lP\P', x tel que l 8(0,x ,0) et
l lE.I.' + 0 0

l8(x ,0,0) pour la theorie de l'addition, et pour PEP', x tel que
o + P

l8(x ,x ,V(p,z)) pour la theorie de l'addition. Alors l'ensemblep p
X = {xn/n E :N} d e f Ln i de la f a c on suivante :

+ V(p,x ) = x
n p

pour P E p'

x
o

o pour i -I n

+ 2 +
8 (x , y, z) v Q x y 1 8 (x, y, z)

+ 2 +xl8(x,z,x) v Q xyi8(x,y,z)))

est un ensemble temoin. 0

22+
Lemme 3.- Q x Y Sk (8) (Q x y R

k
(8) /I I R

1
(8 (0,0,0))

/I l R
k
+ 1 (l ( j

2
/I R

1
(Q x y

v 'J x (x -10/1 (8(x,0,O) v18(x,0,O)))))
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Demonstration.- CN. + La premiere condition vient de ce que
2 2

Q (A " B) + Q A.

+ La deuxieme condition se montre comme dans le

lemme 2.

+ Pour la troisieme condition, s'il existe au

moins k + I nombres premiers p tels que

l + 2 + P(I) (j x 16 (x, x, z) " 1 Q x Y 1 8 (x, y, z) )

alors, d'apres le theoreme de Ramsey, il existe un nombre premier p

parmi ceux-la et Y infini tel que: ¥ x,y E Y, X y, (l6(x,y»p

d t ou s'il existe x,y E Y avec x y et V(p,x) V(p,y) on a ':l x I 6

et sinon Q2 x y 1 6 , ce qui est contradictoire avec (I).

+ Pour la derniere condition soit X un ensemble te-

main, done infini.

S'il existe Po E F tel que {V(p,x)/x E X} soit infini, alors, en

utilisant le theoreme de Ramsey, on obtient

Sinon soit Xo E X, P' l'ensemble fini des nombres premiers divisant

X o et le produit des parametres, alors il existe Yo E X, Po E F \ P'

tel que V(po'y) I 0, d'ou on a :

RI(JX(X 10" (6(x,0,0) vl6(x,0,0»».

+
CS. + Soient m <; k tel que Sm(l( j x 16 (x,x,z) v

2 + -
Q x y l 6 (x, y, z) » et PI'." 'Pm les m nombres premiers coricer-ne s , On

mettra : V(Pi'x) = 0. Dans la suite on peut done considerer que:

+ 2 +
lRI(l(Jx16(x,x,z) v Q xyI8(x,y,z»)

en r emp l a can t; k par m - k dans Sk (6) .

+ Si on a RI ( J x J y 6 (x, Y,0) ), distinguons les

trois cas suivants
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- si on a : Rl ( 1 x 8(X,X,0») A l R
l
( 1 x(x I- 0 A (8(x,O,0) v 8(O,x,0))))

soit Xo tel que l'on ait 8 (xo,xo,O) pour la theorie de l'addition, et

Pl, ... ,Pk k nombres premiers ne divisent pas le produit des parame-

tres. On a aussi

2 -+ 2 -+ *Rl(Q xy 8(x,y,z) vQ xyj8(x,y,z) v 3 x(x;o' 0 A 18(x,O,v»)

On comprend alors comment construire l'ensemble temoin

ainsi :

- si on a

on procede

Rl( 3xy (x I- y A 8(X,y,o) A l8(y,x,0) Al8(x,x,0) A l8(Y,y,0»),

alors on construit l'ensemble temoin de a celle utilisee

dans le lemme 1.

- si on a

Rl( 3x 3 y(x I- y A 8(x,y,0) A 8(y,x,0) A' 8(X,x,0) A 18(Y,y,0»)

alcrs soient {xo'Yo) un tel couple d'entiers, P' l'ensemble des nom-

bres premiers divisant les parametres et une enumeration de

lP\P', on construit un ensemble t emo i n X = {x In E avec
n

V(p,x) E Y, Y ensemble temoin si on a aun p p
V(p,x) = Yp tel que sinon, pour PEP', et

V(Pi'Xn) Yo pour i E [I,k(n-l)]

V(Pi'xn)
x pour i E [k(n-l) + l,k ]
a n

V(Pi'xn)
= 0 sinon.

+ Sinon on a -+ 2 -+Rk(3x 8(x,x,z) v Q xy 8(x,y,z»

2 2 -+ ,;,A Rl(Q xy 8(x,y,z) v Q xy,8(x,y,z) A 3 x(x;o' Y /I, 8(x,O,v)

/I -, 8 (O,x,O) »
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et la construction de l'ensemble temoin ne pose pas de probleme. D

o Dans le cas general, on se sert du fait que

2 2
Q x Y 1)(\ ¢i ..,. I'x:\ Q x y ¢ i '

ce qui fait que l'on peut se servir des lemmes precedents pour etablir

la condition necessaire ; pour la condition suffisante, on fera la

construction effective d'un ensemble temoin. La difficulte est que

l'on peut avoir des chevauchements c'est-a-dire que, malgre que les

8. soient independants, pour un nombre premier on peut avoir, par
J 2 2 P

exemple : (Q x y8 1 II Q x Y 8 2)

Disons d'abord, pour 11' .. ' ,lk entiers, 81, ... ,8 k formules de (.),

que ,lk,8k) signifie:

"II existe un sous-ensemble de nombres premiers admettant une

partition en k classes, (Pi) Ls I s k" tel que pour i E [l,k], Pi contien-

ne li elements et pour p E Pi on ait

..,. 2 ..,. P
(j x 8. (x,x,z) v Q xy 8. (x,Y,z)) "

l l

Ceci 5e di t, bien sur, dans Le langage de la multiplication. Dans la

suite, on ne notera pas l'indice k.

Alors, je dis que, si n + m I' 0

2
Q x y ( rc: R

k
(0.) II

l:<;i:<;n i l
/c: Sk. (0

i
) II \ R

l
(8))

n+l:<;i:<;n+m l

IR
l
( \j./
n+l:<;i:<;n+m

0.10,0,0) v 8(0,0,0))
l

II f>(\

n+1:<; i:<;n+m

..,. 2 ..,.
l Rk .+1 (l ( j X I 0 i (x , X , Z ) v Q x Y \ 8 i (x, y , z) ) )

l

..,. 2 ..,.
111Rl ( l ( ] x i 8 (x , x , z ) v Q xyi0(x,y,z)))

II W II N\ Rl(]x3Y(8.(X,y,O)))Ic[l,n+m] l l ll' iEI l

II R
l(

W v vV 3x"lY8.(x,y,O)
Ls i s n-em l I s Ls n l

v W ]x]y(x I' y II 8.(x,y,O)))]
n+l:<;i:<;n+m l
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d'ou le resultat. D

nRemaroue.- Pour n 2, le quantificateur de Ramsey 9- est tel que

Qnx i ... xn ¢(x
I'
... ,x

n)
est vrai si, et seulement si, il existe un

ensemble infini X tel que ¢ (al, ... ,an) soit vrai pour tout n-ensemble

{a l, ... ,an} de X.

Schmerl et Simpson ([SSJ) ont montre que les quantificateurs de

Ramsey superieurs Qn s'eliminaient pour l'addition. Le resultat est

encore vrai pour la multiplication. 11 suffit de reprendre la demons-

tration precedente, que nous avons traitee seulement dans le cas n =2

pour simplifier.
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