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Introduction

Ce rapport présente une partie du travail effectué au LAMA (Labaratoire de Mathématiques
de I'Université de Savoie) dans le cadre du stage de fin de L3, sous la direction de Tom HIRSCHO-
WITZ. Le fil directeur de ce stage était la sémantique 2-catégorique des langages de program-
mation, un “outil” visant & décrire de maniére générale la sémantique de ces langages. Le stage
avait pour objectif d’étre une introduction a la théorie des catégories appliquée au domaine in-
formatique. J’ai donc tout d’abord pris connaissance des travaux déja effectués dans ce domaine
puis j’ai cherché a comprendre I’approche spécifique proposée dans l’article [1], en explicitant
notamment des preuves laissées aux lecteurs. Enfin, a 'aide de mon tuteur, j’ai construit une
2-signature pour le A-calcul en appel par valeur afin de donner un exemple d’application aux
résultats de article [1].

Dans un premier temps je présenterai donc quelques notions de la théorie des catégories
nécessaires a la compréhension de ’article, puis je donnerai 'idée générale de cet article. Enfin
j’illustrerai son application par la donnée d’une 2-signature pour le A-calcul en appel par valeur.

1 Prérequis

Cette partie présente uniquement les notions catégoriques de bases nécessaires pour com-
prendre le contenu de 'article [1]. On évince donc un certain nombre de “petits”’ résultats inté-
ressants du point de vue de la théorie mais qui alourdiraient ce rapport.

La majorité des résultats présentés sont tirés des livres d’introduction [4] et [2].

1.1 Catégorie et Foncteur

La définition formelle d’une catégorie est la suivante, elle généralise la notion de monoide et
de préordre en mathématique :

Définition 1 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée d'une classe d’objets, Ob(C) =
A,B,C,...; d'une classe de morphismes pour chaque couple d’objets (A, B), cette classe est
notée C(A, B) et contient les morphismes de A vers B ; d’une loi de composition o sur les mor-
phismes, telle que les propriétés suivantes sont respectées :

1. pour tout A, B, f € C(A,B) et g€ C(B,C) = go f e C(4,0C)

o Vf e C(AB)fols=f
2. pour tout A, il existe 14 € C(A, A) tel que { g€ C(B.A) 109 =g
3. pour tout f,g,h, ho(go f)=(hog)o f
- On note Mor(C) la classe de tous les morphismes de la catégorie.
- Pour f € C(A, B) On dit que A est le domaine de f et B son co-domaine.



Ob(C), Mor(C) et C(B, A) ne sont pas nécessairement des ensembles, c’est pourquoi on a
la classification suivante :
- C est dite petite si Ob(C) et Mor(C) sont des ensembles. C’est par exemple le cas des

catégories finies, ayant un nombre fini d’objets et de morphismes. Par opposition on dit
sinon que les catégories sont grandes.

- C est dite localement petite si Va, b, C(a,b) est un ensemble. C’est le cas de la plupart des

catégories que nous regarderons. Dans ce cas, on appelle hom-set de (A, B) I’ensemble
des morphismes de A vers B.

Quelques exemples et constructeurs de catégorie

Des catégories finies : (on ne représente que le graphe sous-jacent)

0|1 2 3 (triangle) 4 (square) etc.
O — % O — %
o o % \ l l l
* o *

Ens la catégorie ayant pour objets les ensembles et pour morphismes les fonctions. La
composition est la composition des fonctions et pour A € Ens, 14 = id 4.

Cat la catégorie des catégories petites, avec pour morphismes les foncteurs munis de leur
composition (cf. def 4) et pour identité de C' € Cat le foncteur 1¢ tel que 1o(c) = c et
lo(f) = f pour ¢ € Obj(C) et f € Mor(C).

N’importe quel monoide : Il a un unique objet et ses morphismes sont ses éléments (la
composition correspond alors a l'opérateur de composition du monoide et 15, = e).
Remarque : pour n’importe quelle catégorie C, C(A, A) est un monoide, donc une caté-
gorie.

Mon : la catégorie des monoides, ayant pour morphismes les morphismes de monoides.

C x D Le produit de deux catégories C et D dont les objets (C, D) sont les couples formés
par les objets C' de C et D de D et tel que C x D((C, D), (C’,D")) contient les couples
(f,g) formés par les morphismes f de C(C,C") et g de D(D, D’). La loi de composition
est ensuite la composition composante par composante et id(ch) = (1¢,1p).

C La catégorie duale d’une catégorie C qui a les mémes objets que C et telle que
CP(C,C") = C(C',C). La loi de composition est inversée par rapport a celle de la
catégorie C et chaque objet garde la méme identité. En d’autre terme, si on note C
l'objet correspondant & C € C dans C et f € C°?(C,C") le morphisme correspondant
afeC(C',C)onafog=gofetls=Ilc.

Il existe un vocabulaire étendu pour spécifier différentes notions sur les morphismes. On
donne ici les définitions de morphismes paralléles et d’isomorphisme :

Définition 2. Deux morphismes sont dit paralléles s’ils ont les mémes domaine et codomaine.

Définition 3. On dit que f: A — B est un isomorphisme de C si il existe g: B — A tel que
go f=1idy et fog=r1idg. On peut montrer comme on I'imagine que g est unique.

Un foncteur est une application d’une catégorie vers une catégorie qui respecte la structure
des catégories, il peut donc étre vu comme un morphisme de catégorie.

Définition 4 (Foncteur). Un foncteur F: C — D entre deux catégories C et D est une
application des objets de C vers ceux de D et des morphismes de C vers ceux de D telle que :

1. pour f € C(A,B) on a F(f) € D(F(A), F(B))
2. pour A € C, F(14) = Lp(y
3. pour f,g € Mor(C), F(f og) =F(f)o F(g)




Ezemples :

- Le foncteur M: Sets — Mon qui a un ensemble associe le monoide ayant pour ensemble
support cet ensemble et pour opérateur la concaténation. L'image par M d’un morphisme
f entre deux ensembles est alors directement donner par ’action de f sur ces ensembles :

M: Sets — Mon
A — (4, .,¢)
e = €
fiA—=B — M(f): (4, .,e) = (B,.,e): {4 a€ A~ f(a)
ma - M(f)(m).M(f)(n)

- Le foncteur F: Mon — Sets qui & un monoide (A, o, e) associe 'ensemble A* des éléments
générés par ce monoide (A* =J,enfa10...0a, | a; € A}).

Pour f € Mon((A,o4,¢),(B,op,€')) on a F(f)(z) = f(x), Vx € F(A).

On peut également se donner une notion de morphisme de foncteurs :

Définition 5 (Transformation Naturelle). Une transformation naturelle a: F = G entre deux
foncteurs F,G: C — D correspond a une famille (ax: F(X) — G(X))xec de morphismes de

Fx)— ()
D telle que Vf € C(X,Y), le diagramme oy ay ~ commute.
G9(X) g(f) G(¥)
f
On note C /I> D
Y

SiVX € C, ax est un isomorphisme dans D alors on dit que « est un isomorphisme naturel
et on note F = G, c’est une relation d’équivalence sur les foncteurs. Cette notion nous permet
également de définir celle d’équivalence de catégorie :

Définition 6. On dit que deux catégories C et D sont équivalentes (C ~ D) si il existe deux
foncteurs F: C - D et G: D — C tels que GF 2 1¢ et FG = 1p.
Dans le cas particulier ot GF = 1¢ et FG = 1p, on dira que C et D sont isomorphes.

1.2 Adjonction et Monade

Définition 7. On appelle adjonction entre deux catégories C et D la donnée de deux foncteurs
L:C = D: R et d'une transformation naturelle n: 1 = RL telle que VC' € C,VD € D, si

C i RL(C)

JR(]H) cominute.

f € C(C,R(D)) alors 3lf" € D(L(C), D) tel que

R(D)

On dit que 7 est 'unité de I'adjonction. On note L 4R ou C D le fait que

L (resp. R) admet un adjoint & droite (resp. a gauche).

Ezemple. Les foncteurs M et F de l'exemple précedent sont adjoints (M - F) : pour tout
X € Sets on prend nx: X — FM(X) tel que nx(x) = x, £ vu comme un mot singleton. Pour
E—e
f: X — F(A,o,e) on aensuite f': (X,.,e) = (4,0,e):{ z€ X f(x)
a.b— f'(a)o f'(b)
Pour 7: C — D et G: D — C des foncteurs entre deux catégories localement petites on
peut définir les foncteurs Homp (FC, D) et Homc(C,GD) tels que :




Homp (FC,D): C? xD — Sets
(C,D) — D(F(C),D)
oL A =) h: D(F(C),D) — D(F(C"),D")
(70 €)= (©.0) s { MPEFEDIZDOLCE
Homc(C,GD): C? x D — Sets
(C,D) — D(C,G(D))
—

(f,9): (C,D) — (C", D" h:lw— G(g)olof

On a alors la propriété suivante :

Proposition 1. Soit L: C == D: R deux foncteurs, les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. L est un adjoint & gauche de R
2. Il existe un isomorphisme naturel ¢ tel que Homp(LC,D) = Homc(C, RD).
3. Il existe ¢: LR = 1p une transformation naturelle telle que YC € C,VD € D, si g €

L) —*9 | rr(D)
D(L(C), D) alors ¢’ € C(C,R(D)) tel que ng commute.
9
D

On appelle co-unité de l'adjonction la transformation naturelle e

Remarque. Pour une adjonction donnée on a les relations suivantes entre 1, ¢ et € :
ne = 9e,ce)lee)) -~ dc,p)(9) = R(9) onc
€D = ¢(7%(D)7D)(1R(D)) : Qb(é,D)(f) =¢ep o L(f)
C’est par ces relations 1a que les preuves de la proposition précedente sont construites.
Ces relations nous donne également les égalités suivantes :

Lee) = Po.e(ey (e) = ecie) © L(ne) et lrp) = dr(p),0)(eD) = R(eD) © Nr(D)

schématisées par les diagrammes

£(C) (o) £(C) R(D) TR(D) R(D)
(1) et / (2)
L{nc) €c(o) R(D) L(ep)
LRL(C) RLR(D)

On a alors facilement une nouvelle équivalence :

Proposition 2. Pour L: C:=D: R, n: lc = RL ete: 1p = LRD donnés, on a l’adjonc-
tion L AR avec n et e pour unité et co-unité ssi (1) et (2) sont vérifiées.

Preuve. Par la remarque précédente on a l'implication de droite. Faisons celle de gauche :
Supposons (1) et (2) vraies. On cherche a construire un isomorphisme naturel
¢: Homp(LC,D) = Homc(C,RD). On pose pour tout C € C,D € D : ¢ py(f) = R(f) onc
et Yc,py(9) =ep o L(g). On a:
b0y (We,p)(9)) = RlepoLlg))enc
= R(ep)oRL(g)onc
= R(ep)onrmy©g naturalité de 7
=g (2)
De méme on montre 9 ¢ p)(¢(c,py(f)) = f par naturalité de € et grace a (1).
On a donc ¥ p) = gb(g’D) pour tout C' et D.
Par ailleurs ¢ est naturel : pour (f,g) € C? x D((C, D), (C",D")) on a

D(£(C), D) —2="2Y), p(r(c), D)

$(c,D) P!,y

C(C’,R(D)) W C(C’,R(D’))
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En effet, pour h € D(L(C), D) on a
¢crpn o (gohoL(f)) = RlgohoL(f))onc
R(g) o R(h) o RL(f)) o ner
= R(g)oR(h)oncof naturalité de 7
= (R(g)o _of)odw,py(h)
Au final on a bien ¢ un isomorphisme naturel pour Homp(LC,D) = Homc(C,RD). O

Les notions d’adjonction et de monade sont trés liées en effet,

Définition 8 (Monade). On appelle monade un endofoncteur 7 : C — C muni de deux
transformations naturelles 7: 1c = T et u: T2 = T telles que les diagrammes suivants
comutent pour tout X € C :

THX) — 20— T2(X) T(X) —— T2(X) — P T(X)
MXJ srco {1 k MXJ %
TAX) ——— T(X) (2) T(X) (3)

Proposition 3. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. (T,n, 1) est une monade.

2. 1l existe une catégorie D et deux foncteurs L: C = D: R tels que T'= RL et L 4R avec
n pour unité et R(er) pour co-unité.

Preuve. La deuxiéme implication est aisée : il suffit de vérifier que T', 1 et u respectivement
définies par RL, n et R(nz) vérifie les propriétés (1), (2) et(3) de la définition 8 :

- (1) s’'obtient en appliquant R au diagramme obtenu par naturalité de e appliquée a

- De la méme maniére, (2) et (3) s’obtiennent en réutilisant les égalités de la proposition 2
en appliquant R a la premiére et en prenant D = F(C) pour la seconde.

L’implication 1 = 2 nous intéresse plus car elle met en jeu la construction d’une adjonction
particulére utilisant la catégorie CT des T-algébres :

Les objets de C7 sont les T-algébres de T c’est a dire des couples (A, ) tels que A € C,

T2(4) T 7(4) A na T(A)

uAJ Ja et ) ja commutent.
A

TA) — A A

(
Les morphismes h: (A,a) — (B,B) de C7 sont les morphismes de C(A,B) tels que
T(4) — " 7(B)

aj Ja commute. La loi de composition est celle de C, idem pour les identités.

a: T(A) — A et tels que

A B

On peut alors définir une adjonction canonique en prenant £, R, n et € définis par :

L: C — T
c — (T(C), pe)
f:C—=D — T(f)

En effet on a bien (7(C), uc) est une T-algébre par les propriétés (1) et (2) de la monade et
T (h) est un morphisme de (7 (C), pc) — (T (D), pp) car c’est un morphisme de C(7(C), T (D))
tel que up o T(T(h)) = T (h) o pc par naturalité de p.

R: ct — C
(A, ) — A
h: (A,a) = (B,8) — h: A— B




R(h) est bien défini par définition de morphisme de T-algébres.

77/ =n et €guq =0

7' est du bon type car RL(C) = R(T(C), pc) = T(C). De méme « est un bien un morphisme de
T-algebres de (T(A), pa) — (A, ) puisque par définition des T-algébres a o7 (a)) = ao pa. On
vérifie aussi que ¢ est naturelle car pour tout h: (A,«) = (B,3) ona hoeaq) =emg) o7 (h)
par le fait que h est un morphisme de T-algébre. Par ailleurs les propriétés (1) et (2) de la
proposition 2 sont satisfaites en considérant la propriété (3) de la monade dans les T-algebres
et en applicant RL au diagramme triangulaire caractérisant les 7T -algébres respectivement.

On a donc bien construit une adjonction telle que 7 = RL, n = 1/ et u = Rer, puisque
REJ:(C) = RE(T(C),uc) = R(uc) = pe pour tout C' € C. O

1.3 Produit cartésien et Exponentielle ou les CCC

Afin de terminer notre tour d’horizon des notions nécessaires pour aborder le sujet, nous allons
maintenant inroduire quelques structures catégoriques : le produit cartésien et I’exponentielle.

Pour appréhender la notion de produit cartésien dans les catégories on peut la considérer
comme généralisant celle connue dans les ensembles. D’ailleurs dans Sets le produit cartésien
des ensembles est un produit cartésien pour la catégorie.

Définition 9 (Produit Cartésien). Soit A et B deux objets d’une catégorie C, on appelle produit

cartésien de A et B la donnée d’un objet P € C et deux morphismes 7,7’ : A < P =5 B tels que

X
Vo, zet A X 25 B, 3 u: X — P tel que /1{ 2 commute.
A u P s B

On note générallement P = A x B et u = (r1,x2)

Remarque. Le produit cartésien de deux objets est unique & ismorphisme prés.

Si une catégorie C est muni d’un produit cartésien pour chacune de ses paires d’objets
alors on peut définir un foncteur x : C x C — C qui a chaque paires (A,B) de C
associe un des produits cartésiens de A et B et a chaque paires de morphismes (f1, f2) €

C x C((A, B),(C, D)) associe f1 X fo = (fi1 om, foon’) qui appartient bien & C(A x B,C x D).

A s Ax B L B
On a: fl‘ <f107r,f207l'/>‘ ‘fz
CxD D

On appelle x le produit binaire de C, il est unique & isomorphisme prés.
La notion de produit cartésien se généralise pour une arité quelquonque :

Définition 10. P = A; X --- X A, muni de n morphismes m;: P — A; est un produit cartésien
pour la familles d’objets (A;), si, pour tout X € C muni de n morphismes z;: X — A;, il existe

X
un unique morphisme h = (z1,...,z,) : X — P tel que Vi, hJ \ commute.
P u A;

Pour une catégorie munie d’un produit binaire, il est facile de définir un produit n-aire pour
n > 2en posant A} X ... x A, = (... (A1 x A3)...x A,) qui vérifie bien les propriétés ci-dessus.
Par ailleurs, le produit unaire d’'un objet sera simplement 1’objet lui-méme. Enfin si la catégorie
posséde un objet terminal alors celui 1a peut représenter le produit nul (construit & partir d’aucun




objet). En effet, dans une catégorie C on dit qu’un objet I est terminal si VC' € C,C(C,I) ~ {1}
c’est & dire que pour tout objets de C, il existe un unique morphisme !: C' — I.
On peut ainsi définir ce qu’est une catégorie & produits finis :

Définition 11. Une catégorie C est dite a produits finis si elle posséde un produit binaire (x)
et un élément terminal (7).

On dira alors qu'un foncteur F: C — D entre deux telles catégories préserve les produits
F(Axc B)=F(A) xp F(B)
finis si F(Ic) = Ip et YA, B € C,{ F(TAxB) = Tr(axB)
]:(7‘—£4><B) = 7r_/7-'(A><B)
Remarque. Pour une catégorie C a produits finis, si C est localement petite alors C(X, A x B) &
C(X,A) x C(X, B) (ismorphisme vu dans Sets)

La notion d’exponentielle est définie & partir de celle du produit binaire :

Définition 12. Pour C une catégorie munie d’'un produit binaire, on appelle exponentielle de
deux objets B et A la donnée d’un objet B4 € C et d’un morphisme ev : B4 x A — B tel que

BAxA_—_—€¢ B

Vf: C x A— B, il existe un unique f: C — B4 telle que fxlA‘ commute.

Cx A

Cette définition généralise dans les catégories la notion d’exponentielle que nous pouvons
avoir grace aux ensembles. D’ailleurs, la catégorie Sets est bien munie d’une exponentielle pour
chacune de ses paires d’objets (A, B) : on prend B4 = {f: A — B} et ev(f,a) = f(a)

On a également : si C est localement petite alors C(A x B,C) = C(A, CB).

Définition 13 (CCC). On dit qu'une catégorie est cartésienne fermée (CC) si elle est a la fois
munie des produits finis et d'une exponentielle pour chacune de ses paires d’objets.

Un foncteur F: C — D sera dit cartésien fermé si C et D sont CC et que F préserve
a la fois les produits finis et exponentielle, c’est a dire que YA, B, F(BA) = F(B)” et
F(evga) = evg(pa). On abrégera en disant que F est un CC-foncteur.

Définition 14. On appelle CCCAT la catégorie ayant pour objets les petites catégories carté-
siennes fermées et pour morphismes les foncteurs entre ces catégories.

Cette catégorie est bien définie puisque la composition entre deux CC-foncteurs donne un
CC-foncteur et le foncteur identité sur une CC-catégorie est également un CC-foncteur.

1.4 2-Catégories et 2-CCC

On va maintenant présenter la notion de 2-catégorie. On peut voir ces catégories comme
des catégories munies d’une notion de morphisme entre morphismes paralléles. On va d’abord
donner une définition officielle pour ce type de catégorie puis une définition équivalente mettant
en évidence ce point de vue :

Définition 15 (2-Catégorie). Une catégorie C est une 2-catégorie si
1. VA, B € C,C(A, B) est une catégorie petite.
2. VA, B,C € C,3mapc: C(A,B) x C(B,C) — C(A,C) et eq: 1 — C(A, A) tel que
C(A, B) x C(B,C) x C(C, D) CABxmscn | o4 By« C(B, D)

mapc xC(c,D) JmABD

C(A,C) x C(C, D) C(A, D)

mACD




C(4A, B) tid.epol C(A, B) x C(B, B)

et (er!,z'd>J \ JmABB commutent,
7

C(A, A) x C(A, B) — C(A, B)

avec ! représentant l'unique foncteur de C(A, B) vers 1, I'objet terminal de x pour les
petites catégories.

Définition 16 (traduction). Une 2-Catégorie est une catégorie localement petite C munie pour
toutes paires de morphismes f,g: A = B d’un ensemble C(f, g) de morphismes (ou 2-cellules)
entre f et g. C est également munie de deux lois de composition sur les 2-cellules, o et e,
respectivement appelées composition verticale et horizontale telles que :

1. Pour chaque paire d’objets (A, B), C(A, B) est une catégorie petite ayant pour objets les
morphismes de A vers B également appelés I-cellules de A vers B, pour loi de composition
la composition verticale sur les 2-cellules et pour morphismes entre f, g : A = B I’ensemble
C(f,g). L'identité f, notée 17, est un morphisme de C(f, f) tel que pour tout a € C(f, g),
BeClg,f),acly=acetlfoff=p.

2. La composition horizontale admet les propriétés suivantes :

f g fg
. T SN
— loi interne : 4 uoé B H’B cC == A ﬂaoﬁ C
~_ S~ ~_
f! q I'g'

gh fg

f
— associativité : 4 UO‘ B ﬂﬁw cC = A Ua.ﬂ B ﬂv C

f/ g’h’ f/g/ h'
1a f f 1p
. PN N SN T TN
— élément neutre : 4 Uh LA ﬂa B = A ﬂa B L, B
A g g B

3. Loi d’échange : Va € C(A, B)(f1, f2),& € C(A,B)(f2, f3),8 € C(B,C)(g1,92),8" €
C(B,C)(92,93), on a (B’ ea)o(Bea)=(8"0p)e(a 0a)

On peut étendre la notion de produit cartésien et d’exponentielle aux 2-catégories afin qu’elles
prennent en compte les morphismes de morphismes. On demande alors :

Définition 17.

- C est une 2-catégorie a produits finis si & chaque A € C est associé un isomporphisme
naturel ¥ 4: C(A,1) 2 1 et si C est munie d’un produit binaire, x, tel qu’a chaque triplet
A,B,C € C est associé un isomorphisme naturel ¢4 g cy: C(C, A x B) = C(C, A) x
C(C, B).

- De méme, C est une 2-catégorie a produits finis munie de ’exponentielle si & chaque
A, B,C € C est associé un isomorphisme naturel p4 p,c): C(A x B,C) = C(A4, CB)

On peut finalement définir 2-CCCAT comme étant la catégorie des petites 2-catégories
cartésiennes fermées. Un 2-foncteur cartésien fermé se devra alors de préserver I’ensemble des
structures précedemment décrites.

2 Sémantique 2-Catégorique

Il existe déja des approches catégoriques permettant de rendre compte de la sémantique
des langages avec lieurs. Elles établissent pour ce faire une équivalence entre les modéles d’une
signature et les foncteurs sur les catégories & produits finis ou cartésiennes fermées (2] et [3]).




Ces approches créent un bon cadre pour parler des théories équationnelles, mais elles ne sont pas
suffisament fines pour rendre compte de la notion de réécriture.

L’idée de l'article [1] est de se placer une dimension au dessus des CCC, dans les 2-CCC,
pour raffiner la notion induite de modéle et donc de combler ce manque. Pour ce faire, on améliore
la notion de signature en 2-signature en veillant & ce que ces signatures forment toujours une
catégorie : Sig. On est alors capable d’établir une adjonction de cette catégorie vers la catégorie
2-CCCAT et ainsi de définir une notion de modéle pour les 2-signatures. Nous développerons
ici la maniére dont est construite la catégorie Sig et une intuition de I’équivalence entre modéle
d’une 2-Signature et foncteur sur les 2-catégories cartésiennes fermées.

2.1 2-Signature, Definition

La notion de 2-signature est construite progressivement a partir de celle de 1-signature.

Soit Ly: Sets — Sets
X — {A,B:=rxc X |AxB|1]| B4}
x> f(z)
FiX oY s Lof: LoX — LoY tel que f:fH(ﬁ(’f)(A)x(ﬁOf)(B)

B s (Lof)(B)ED

Lemme 1. Ly est une monade.

reLo(X)—

A x B pu(A) x u(B)
1—1

BA — p(B)MA)

Définition 18. Soit X € Set, on appelle ensemble des séquents sur X 1’ensemble
So(X) = EQ(X)* X ,Co(X).

Preuve. On prend nx = x — x (inclusion de X dans Lo(X))et px =

Définition 19 (1-Signature). On appelle 1-signature (Xo, X;) la donnée d’un ensemble de types
de base (Xo) et d'un ensemble de constructeurs (X;) muni d’une application ¢1: X7 — Sp(Xo).
Pour X = (X, X1) on note X(I' = A) l'ensemble des constructeurs de X; ratachés au séquent

(T, A).

Proposition 4. On peut définir Sig, la catégorie des 1-signatures en prenant pour morphismes

Xl fl Yl
les paires (fo, f1): (X0, X1) — (Yo, Y1) telles que J l (1)  commute
So(Xo) —gs— So(Yo)

et pour loi de composition la composition composante par composante.

On va définir endofoncteur £;: Sig; — Sig; qui a une signature X = (Xp, X) associe la
signature £1(Xo, X1), avec (£1(Xo, X1))o = Xo et (£1(Xo, X1))1 = I'ensemble des termes typés,
librement engendrés par X, cad. ’ensemble des termes générés par les régles :

I'z) = A I'z: AFM: B r-M: A I'-N:B

Tra: A 7 TF():1 T+ Az M: B2 T (M,N): Ax B

I'+M:BA I'EN:A T'FM: Al x As I'EM;: A;
ce X(GF A)
I'-MN: B I'mM: A; L'k e(My,...,My): A
Les images des morphismes de Sig; par £; doivent respecter la condition (1), c’est a dire
L
L1(X): 1(f1) L1(Y)
que pour (fo, f1) € Sig;(X,Y) , l l commute.
So(£L1(X)o) VAT So(£L1(Y)o)




Comme L1(X)p = Xo et L1(Y)o = Yo on a Li(fo) = fo. En posant Lo(fo) = fo,
on peut alors en déduire une expression inductive de Li(f1): £L1(X)1 — Li(Y)

Fba: A — (fo><>mfa< )
I'k():1 — (fO)r M) F(:1 ,
TEXeM:BA v (f)*(D) F Ax.Ly(fr)(M): f5(B)To) (2)
Dhe(My,... . My): A — (F)*(T) F fu(e)(La(f1) (M), ..., L1(f1)(Mn)): fo(A)

Cette définition préserve bien les régles de dérivation de types vues précédemment.

On peut par ailleurs remarquer le lemme suivant :
Lemme 2. Pour tout f: X — Y, soit g = L1(f), on a g(P[P1,...,P]) = g(P)lg(P1),...,9(Pr)]
pour tout P, Pi,..., P, € L1(X)

Preuve. Par induction sur P, tous les cas sont assez bateau. ex :
- Pour P =(M,N):

Q(P[Plﬂ”'vpk]) = g(<M[P17 Pk]aN[Plv' 7Pk]>)
(indution) = <9(M)[9(P1)7~ (Pk)] 9<N)[( 1) 9(Pe)])
= g((M,N))[g(P ) - 9(Px)]

- Pour P = ¢(My,..., M,) :

g(P[Py,....P]) = g(c(Mi[Py,...,P],...,My[P1,...,Pl)
= f)g(Mi[Py,. Pk]) L g(My [Py, ... Pil))
(induction) = f(c)(g(M)[g(P ) .9 (Pk)]) s g(My)[g(Pr), - g(Pr)])
= f(C)(]g(Ml)’ s g(Mp))[g(P1)s -, g(Py)]
= g(c(My, D)[ (1), '-»Q(Pk)]

Proposition 5. £ est une monade.

Preuve. Comme Xg est préservé par L1, on ne s’interesse ici qu'a Xj.
nx: X1 — ,Cl (Xl)

ce X(AA) — c(x1,...,x0) € L1(X)(AA)
et ux: L£3(X1) — L1(X1) définie inductivement par :

Soit

'Fax: A — I'Fa: A
'+(:1 — I'F():1
T (M,N): Ax B s Tk {ux (M), ux(N)) : Ax B
Fl—ﬂ'i(M):Ai — Fl—m(,ux( )) Az
I'+MN: B s T+ pux(M)ux(N): B
L' Ae.M: AB — T Azux(M): AB
DEt(My,...,My): At € L1(X)(A,A) — T Etlpux(My)/x, ..., ux(My)/xn): A

Notons que pyx est bien définie puisqu’on peut obtenir une preuve pour chaque image a
partir de la preuve de 'antécédent en appliquant px récursivement. Le seul cas non direct est
lassociation de I' = ¢( My, ..., My): At € L1(X)(A,A) AT F t{pux (M) /x1, ..., pux(My)/xn]: A

car il faut utiliser le lemme de la substitution : avec
'k t[Nl/.iL'l, NN ,Nn/xn]: A

Vi, Ni = px (M;)
On doit ensuite vérifier que p et n sont bien naturelles :

— La naturalité de n est assez immédiate : pour ¢ € Xi, pour f: X — Y on a
M (F(©) = SO, s = FOUE @) os L2(0)@n)) = La(F)elers s wal) =
L1(f)(nx(c))

— Celle de p est plus longue & montrer car elle se fait par récurrence structurelle sur les
éléments P de £3(X) (en utilisant les définitions inductives de p et £1(f)). Le cas le moins
évident est celui ot P = t(My, ..., M,)), avec t € L1(X), car il nécessite d’avoir montré
le lemme 2.

Enfin, on peut montrer que 7 et p satisfont bien les propriétés attendues (cf prop. 8) :
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1. Pour t € £L1(X)(A,A) on a /,Lﬁl(X)(nﬁl(X)(t)) = ,uLl(X)(t(]xl, co ) =t

2. En instanciant (2) avec nx on obtient la définition inductive de £1(nx). On peut donc
raisonner par induction structurelle pour montrer que iz, (x)y © L1(nx) = idz, (x). On ne
présente ici que le cas de la régle s’appliquant aux constructeurs puisque c’est la seule qui
differe entre les deux dérivations. Pour ¢(Mj, ..., M,) € L1(X)(A, A) on a :

tie, () (Lr(nx ) (e(My, ... My) = pe, (el -z (L1(nx) (M), - - - L1(nx ) (M)
= clpe, o (La(nx) (M), ..., pe, (x0) (L1(nx) (Mn)))
(induction) = c(Mi,...,M,).

3. De la méme maniére on montre la commutativité du diagramme pour p par induction sur

la définition de £1(px) avec pour seul cas non immédiat celui des constantes.

Soit P(Q1, ..., Qn) € L1(X)3(A, A) on a alors :

x(Li(px)(P(Q1, - Qu)) = px(px (P)(£1(px)(@Q1), -5 L1(px)(Qn)))
= ux (P (L) (@) /1, ix (£1(x) (@)
(induction) = pux(P)lux(pey(Q1))/x1, ..., nx (e (Qn))/xn]
(%) : P = pcy (Qi) = pux(Plucy (Q1)/z1,. .-, pey (Qn)/Tn])
= MX(MEX( (] 1 7QRD)
ou (x) est légalité pux (P[P1,...,P,]) = px(P)[px ( 1)s -« s pox (Pp)] qui se montre comme

le lemme 2 par induction P.
Cela conclut la preuve de la proposition 5.

La monade £1 nous donne un moyen de saturer une 1-signature par ses termes, similairement
a ce que faisait Ly avec les ensembles et les types induits par ces ensembles. C’est pourquoi,
similairement a ce que 'on a fait pour spécifier ce que sont les constructeurs d’une signature a
partir des types de cette signature, on va maintenant étre capable de spécifier ce que sont les
régles de réduction d’une signature a partir des termes de cette signature et parvenir ainsi a la
notion de 2-signature.

On rappelle la notion de produit fibré (ou pullback) : Dans une catégorie C, étant donnés
deux morphismes f: A — C et g: B — C, on appelle pullback de f et g entre A et B, un objet

D .B
D de C muni de deux morphismes p et ¢ universels pour la commutation de ql lg , C'est
A — C
a dire que pour tout (X, z1,zy) satisfaisant aussi le diagrammme, il existe un unique h: X — D
D—+-B

tel que 1 = qo h et xo = po h. On note qlJ |9 » pour signifier que D est un pullback.

Maintenant, si pour une l-signature X, on note X le pullback de ¢; et ¢ entre Xj et
X1 dans Sets , alors X|| dénote 'ensemble des paires de constructeurs de X associés au méme
séquent.
De plus, a chaque morphisme de 1-signature f: X — Y la propriété universelle du pullback nous
permettra d’associer de maniére unique le morphisme d’ensembles f|: X} — Y|, représenté en
pointillé sur le diagramme ci-dessous

Ry X1 \f
T
— So(Xo)

f1\,4 So(fO)\"

Y So(Yo).

Muni de ce nouvel outil on est maintenant pleinement capable d’exprimer ce qu’est une
2-signature :

Y

X1

11



Définition 20 (2-Signature). Une 2-signature (X, X2) est la donnée d’une 1-signature (X) et
d’un ensemble de réductions (X2) muni d'une fonction @g: Xo — L1(X))-

Proposition 6. On peut définir Sig la catégorie des 2-signatures en prenant pour morphismes

X f2 Y
les paires (f, f2): (X, X2) — (Y,Y3) telles que J J commute
El(X)H L1(f))) El(Y)H

et pour loi de composition la composition composante par composante.

2.2 Modéle d’une 2-Signature

En fait, pour définir la notion de 2-signature, on n’a pas réellement besoin de savoir que £ est
une monade. Mais s’en rendre compte est une bonne idée pour mieux comprendre la maniére dont
on peut créer une adjonction entre Sig et CCCAT. En effet cela donne une marche suplémentaire
pour atteindre CCCAT en partant de Sig; : Comme on I’a vu dans la section précédente, toute
monade peut étre décrite par une adjonction et en particulier celle allant vers la catégorie des

algebres de la monade. On peut donc réutiliser ce résultat et parler de I’adjonction entre Sig; et

F

L1-Alg . Sig; @ L1-Alg . Il ne reste plus ensuite qu’a trouver une adjonction
u
V
L1-Alg @ CCCAT . En effet, si on reprend la caractérisation d’une adjonction
w
par les Hom-Set on voit que la composition de deux adjonctions se passe bien, c’est & dire que
dans notre cas on obtiendra une adjonction de Sig; vers CCCAT.

Partant d’une Lj-algébre (X, a), on peut construire V(X,a) une CCC ayant pour objets
Lo(X) et pour morhismes entre A et B l'ensemble X (A F B). X; contient bien tout les mo-
prhismes nécessaires pour étre une CCC, en interprétant les structures des CCC par les régles
d’inférence de L1 puis en appliquant a.

Pour construire une Li-algébre a partir d'une CCC C, on peut commencer par poser Xg =
0bj(C) comme type atomique de la signature. Ensuite on doit définir X et ¢1: X1 — So(Xp).
Les morphismes de C ne sont définis que sur des types atomiques, cependant il est facile de définir
une Lo-algébre hg: Lo(Xo) — Xo en réinterprétant simplement les constructeurs (x, 1, exp) de
Ly par les structures d’exponentielle et de produit définies sur les objets de la catégorie. Ainsi on
peut poser X1(AF B) = C(ho(J[][ A), ho(B)), ou [ [(A) permet simplement de transformer la liste
de types composant ’environnement A en produit de types. De la méme maniére, on va pouvoir
définir la L£q-algebre h: £1(X1) — X7 inductivement sur les régles d’inférence de £1 en associant
& chaque termes induits son interprétation en terme de morphisme dans une CCCAT. On pose

( Gl_.m:Gi _— T
GF():1 — |
G"C(]Ml,...,MnD — CO(hl(Ml),...,hl(Mn)>
. GFMx: AM: B — o (Gz: AF-M: B
ainsi s LX) — X GFMN:B  +— ezfoéhl(M),hl(N» )
GF(M,N): AxB +— (hi(M),hi(N))
GrFrnM: A — moM
Grn'M: A — oM

Enfin on peut s’appercevoir que les deux foncteurs V, W sont adjoints en construisant 7 de
maniére appropriée.

C’est par une approche similaire qu’est construite dans I’article [1] 'adjonction de Sig vers
2-CCCAT : on définit d’abord une monade £ qui a partir d’une 2-signature engendre toutes
les réductions possibles entre les termes de la signature (£ sature la signature pour les régles de
réductions). £ est donnée via un certain nombre de régles d’inférence quotientées par des régles
d’équivalence qui permettent de donner une structure proche de celle de 2-CCC a I’ensemble des
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réductions engendrées. Comme précédemment, on utilise alors la marche qu’offre les L-algébres
pour construire une adjonction de Sig vers 2-CCCAT.

.. . . . /_\ . . . , .
L’unité de I’adjonction Sig \i/ 2-CCCAT ainsi construite permet de définir

une notion de modéle de 2-signature : pour une 2-signature donnée, I'existence d’un modéle
entre la 2-CCC représentant la signature et n’importe quelle autre 2-CCC est donnée de maniére
automatique par l'existence d’un morphisme de 2-signature entre la signature de départ et la
2-signature associée a la 2-CCC.

3 2-Signature du A-calcul pur en appel par valeur

En guise d’exemple, l'article [1] présente une 2-signature pour le A-calcul pur qui est :

p= (o 0T L L e ot — <)

Dans cette section on se proposera donc de donner une 2-signature pour le A-calcul pur en appel
par valeur.

Afin de restreindre 'application de la régle de réduction 3, on va introduire un nouveau type
atomique par rapport & la signature du A-calcul simple : ce sera le type v qui permettra de
distinguer les valeurs des termes (type t).

Tout comme ’ensemble des valeurs s’injecte dans I'ensemble des termes, on va chercher a
ce que I'ensemble des termes de type v engendrés par notre signature s’injecte dans celui des
termes de type t engendrés par cette méme signature. Pour faire ce lien on ajoute un nouveau
constructeur, r: v — t, & la signature initiale du A-calcul. On peut voir ce constructeur comme
une sorte de “return” permettant & une valeur d’étre considérée en tant que terme.

Pour finir on modifie le typage de X et la régle de réduction [ afin qu’ils respectent la notion
de valeur et les conditions de réduction du A-calcul par valeur. Au final on pose :

a: [t,t] F ot
v = [{v,t}, ¢ 1+t tv AB:alr@(@)), r(yd) — =(y)}
T v t

On va également poser £ = ey £1(Zv)([v, ..., 0] F 1) et Lo = Upeng, () ([0, - 0] o)

n n
pour une notation plus agréable.

3.1 Principe d’induction

Afin de montrer I’équivalence entre le A-calcul en appel par valeur et le langage engendré par
notre signature, il est d’abord nécessaire de donner le principe d’induction relié aux termes de
cette signature :

Proposition 7 (Enoncé d’un principe d’induction). Soit x une variable de type v, soit R un
terme de type v et soient M et N des termes de type t, pour P un prédicat sur £; et QQ un prédicat
sur £y, on a :
Vr,Q(zx) = (VM,N,P(M) = P(N) = P(a(M,N)))

= (VM,P(M) = Q(I(\z: v.M)))

= (YR,Q(R) = P(r(R)))

= VM e £,R e £,,P(M)ANQ(R).

Preuve. Ce principe d’induction nécessite plusieurs étapes :

a) Il faut tout d’abord savoir & quoi ressemble les termes engendrés par la signature aprés [ et
1 réduction. Rappelons cependant que le systéme de réduction engendrés par
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I+ AzAMN: B 22T M[N/2]: B
les regles de réduction S : FI—Trl(M,N):AXB&FI—M:A et
T m(M,N): Ax B THN: B
C-M: BA 5T F AeA. (Mz): BA
les régles d’expension 7 : THM:Ax B2STF (m(M),my(M)): Ax B, nest pas
TFM: 1% TF():1
convergent.

La convergence se retrouve en posant des conditions aux réductions : on ne peut appliquer
B aun terme M que si M n’est pas une A-abstraction et qu’il n’est pas appliqué a un autre
terme; on ne peut étendre un terme de type produit que si ce n’est pas une paire et qu’il
n’est pas soumis a une projection. Ce que l'on appelle terme sous forme g-normale, n-longue
correspond alors & un terme ne pouvant plus se réduire dans le systéme de réduction restreint.

Finalement on a la propriété suivante :

Proposition 8. Pour une 1-signature X donnée, les termes sous formes -normale, n-longue
de type T' b A engendrés par L£1(X) sont en bijection avec les termes ' = M | A engendrés
par :

T,2: A M| B T'-MJA TFN|B

 T@)=A

Frora @ TF()l1 TFiAM|BA T+ (M,N)| AxB
FI—MTAAex '-M1+BY THNJA I M1 A x Ay
ITFM|A 0 I'MN7B T F M7 A,

THM LA ...
ce X(AFA)
TFe(Mi,...,My) T A

Cette proposition dont nous ne détaillerons pas la preuve est inspirée de l'article [5]. L’idée
des régles d’inférence ci-dessus est d’empécher 1'utilisation des régles de réduction dans un
mauvais cadre, tout en assurant que toute les réductions autorisées sont atteintes. Pour cela,
les termes engendrés sont formé en deux étapes : tout d’abord ils sont mis sous forme 3-
normale (régles 1) et ensuite ils sont soumis aux régles de la n-expension restreintes pour
conserver la -normalisation.

Grace a cette proposition on peut ensuite raisonner de maniére plus simple sur les éléments
de £; et £,.
On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 3. On ne peut pas obtenir de jugements de la forme I' = M 1 A; X As ou bien I' = M 1
B4 a partir des constructeurs (a,r,1) de Xy et d’'un environnement T' = (1 : v, ..., 2, : v)
uniquement constitué de variables.

Preuve par induction sur la dérivation :

— cas de base : régle —————— T'(z)=A. Pour tout z, I'(z) = v donc I’hypothése est vérifiée.
'zt A
— cas récursifs :
. I'EM; | A; e
- régle ¢ €3y (A FA). Les constructeurs de Xy ne permettent

CkEce(My,...,My) T A
pas de créer des termes de type autre t ou v donc '’hypothése est vérifiée.

I'FM1+BY THFNJA TFM?TA x A _ .
- régles et . Par hypothése d’induction
'FMN1TB 'tmMT A;

on ne peut pas construire leur prémisses, donc on ne peut pas les appliquer.
- les autres régles engendrent des jugements de type |
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c¢) Enfin on peut montrer le principe d’induction par contradiction :
Supposons 'ensemble des hypothéses du principe d’induction vraies et sa conclusion fausse.
Alors, soit A={M € £ | -P(M)} et B={Re £, | -Q(R)}, ona AU B # (.
Soit M € AU B minimal pour la dérivation. On a deux cas possibles :

1. Soit M € A
2. Soit M € B
Traitement des cas :
s
. Vo M1t
-Cas1: M € £, sa dérivation est donc de la forme ——  ou V,, = z1: v,..., T, v.
VoMt
Regardons ce que peut valoir 7 :
/
s
 ————5—— Dar hypotheses on a Q(R) et (VR,Q(R) = P(r(R)))
—r= VabRyv ce qui implique P(M). Cela est impossible.
Vo Er(R) Tt
i i

VoF MLt  VoF Myt

par hypothéses on a P(M;), P(Ms) et
Vi I a(My, M) 1 ¢ VM, N,P(M) = P(N) = P(a(M, N)).
Cela nous donne P(M), ce qui est impossible.
— D’aprés le lemme on ne peut pas engendrer les prémisses des régles
I'+M+BA 'EN|A . I'EM1 A x Ay
T MN 1B T M) 1A
étre appliquées, leur cas est donc traité.
— Les autres régles ne peuvent pas s’appliquer non plus puisqu’elles rendent un
jugement | ou bien un jugement T v

elles ne peuvent donc pas

™

o VoMo
-Cas2: M € £, donc la dérivation de M est de la forme ———————. Regardons ce que
Vo bEM v

peut valoir 7 :
donc M = z, cela est impossible car Vz, Q(x).

T T= Vokztw
7_(_/
VnJrl'_M,it
— par hypothéses on a P(M') et (VM,P(M) —

) 1| 40
Vb Az:o. M|t Q(I(Ax: v.M))) on a donc Q(M), ce qui est impos-
Vo FlAz: v. M) Tv  gible.

— D’aprés le lemme on ne peut pas engendrer les prémisses des régles
'-M1+BY TFNJA . I M1 A x Ay
e
'HMN1TB D'Em(M) T A;
étre appliquées, leur cas est donc traité.
— Les autres régles ne peuvent pas s’appliquer non plus puisqu’elles rendent un
jugement | ou bien un jugement 7 .
L’ensemble des cas aboutit a une contradiction d’ou VM € £, R € £,, P(M) et Q(R). D’ou
par contradiction on a bien le principe d’induction.

elles ne peuvent donc pas

3.2 Equivalence

On note A(n) les termes du lambda calcul par valeur contenant au plus n variables distinctes
et £:(n) les éléments de £; pour un n fixé. Similairement on note A,(n) la restriction de A(n) a
ses valeurs et £,(n) les éléments de £, pour un n fixé. A partir du principe d’induction on peut
alors montrer les propriétés suivantes :
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Proposition 9. 1. A(n) = £(n)
2. Ay(n) = £4(n)
3. le diagramme A(n) x (A,(m))" = £(n) x (L,(m))" commute.

1 subst J subst
A(m) = Li(m)
Preuve. On note I'y, 'environnement z1, ..., z, et V,, 'environnement z1: v,...,x,: v. On peut
alors définir inductivement ¢; et ¢, deux isomorphismes :
Oy : A(n) —  £(n)
Vo b ¢y
veT, R Gu(z) L v
I',bFx Vi B r(ow(x)) T
Vo Er(du(@)) 4
Vo Edu(Ax. M) Lo
Tpab-M Vi B r(pp(Az.M)) Tt
_— by
Iy =Xz M Vo Fr(py(Az.M)) L ¢
Vil oe(M) Lt Vil ¢(N) Lt
r,-M T,FN . Vo Falge(M), ¢ (N)) 1t
IhyEMN Vi Ealpe(M), de(N)) | t
Oy : Ay(n) —  £y(n)
— Vp(z) =
VoFaxzto
zel, —
',z Veobaxlo

Vi,xr vk (M) Lt

Ly, =M R Vo B Az (M) | t°
Iy =M Vo E 1Az (M) T v
Vo E 1Az (M)) L v

On peut remarquer qu’en fait si R € Ay(n) alors ¢(R) = 7r(py(R)). On a ainsi les
isomorphismes réciproques ¢; L, ¢!
¢>J (z) =

(G/\JL"MD)—M@ (M)

R g

i (a(M D o1 H(M)ey (V)

Enfin il reste & montrer que VM € A(n),¥(Ri,...,R,) € Ay(m)", ¢pe(M|[R1,...,Ry]) =
¢t(M)[¢v(R1)v B ¢U(Rn)]
Cela se fait sans accroche par induction sur M.

On a donc bien une équivalence entre les termes engendrés par notre 2-signature et les termes
engendrés par le A-calcul en appel par valeur.

Une prochaine étape consisterait & montrer la bissimulation entre les deux langages. Cette
partie n’a pas pu étre réalisée au cours du stage faute de temps. On peut cependant avoir une
intuition pour I'implication : VM, N € A(n), M —* N = 3P, V, F (P: ¢:(M) — ¢+(N)): t.
En effet, a chaque régle de réduction du A-calcul par valeur on peut associer la dérivation d’une
preuve de réduction dans £; :

(Ax.M)R
— Pour m regle g on a ¢ (Az.M)R) = a(r(l(Az.¢e(M))), r(pu(R))) et ¢r(M[R/x]) =
o1 (M)[éy(R)] donc on peut prendre B(¢i(M), ¢, (R)) comme terme de réduction.
— Pour MlM% regle R on a ¢y(M1 M) = ape(M1), pe(M2)) et IP,V, = P : My — M) t
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donc a(py(M1), P) convient.
M Mo
— Idem pour la régle L | ————

!/

) mais dans 'autre sens (on obtient a(P, ¢.(M2))).
14V12

.M

— Enfin, pour ——
P Az. M’

regle ¢ on a ¢gy(Ax.M) = r(l(Az: v.M)) et 3PV, - P: M — M': t

donc r(l(Az: v.P)) convient.

Conclusion

Au cours de ce stage on a découvert les bases de la théorie des catégories et on s’est intéressé
plus particuliérement & comprendre une maniére d’utiliser cette théorie pour donner un cadre a
la sémantique des langages avec lieurs, en se placant dans les 2-CCC.

Afin de mieux comprendre ce mécanisme théorique mais également afin de confronter I’expres-
sivité du modéle construit a la réalité des langages existents, on a tenté de montrer 1’équivalence
entre le A-calcul pur en appel par valeur et le langage engendré par la 2-signature Xy . Cette
équivalence a pu étre montrée au niveau des termes mais reste a finir pour ce qui concerne les
réductions.

Par ailleurs on aurait également aimé faire une comparaison plus approfondie de ce qu’apporte
I’approche que 'on a étudiée aux sémantiques des langages de programmation déja existentes.
Par exemple, outre le fait qu’elle permet de définir la notion de modéle, 'approche par les 2-CCC
permet également de détailler les étapes des réductions (modulo équivalence par permutation)
ce qui raffine les modeles précedents notamment celui de J.Lambek [6] dans lequel la réduction
d’un terme vers un autre correspond a une simple relation binaire entre ces termes.

Pour finir je voudrais simplement remercier Tom Hirschowitz pour sa patience et sa présence
tout au long de ce stage.
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